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PREDGOVOR

Ovaj udzbenik pokriva kurs od jednog semestra osnova verovatnoce i matematicke
statistike. Namenjen je studentima koji se po prvi put susre¢u sa ovom materijom i to
prvenstveno studentima informatike i ra¢unarstva. Udzbenik ne sadrzi stroge mate-
maticke dokaze, posto je osnovni cilj da se ¢itaoci upoznaju sa osnovnim pojmovima
teorije i primene, da ih shvate, razumeju i osposobe da ih primene u struci. Uz teorijski
deo dat je veliki broj resenih zadataka koji omogucavaju lakse savladavanje materije.

Treba imati u vidu da se danas nijedno statisticko izracunavanje ne realizuje i bez
upotrebe nekog od softvera koji je predviden za tu oblast, kao sto su Excel,SPSS, Stati-
sticaidr. Novina u odnosu na predhodno izdanje udzbenika je $to su u ovom materijali
za izra¢unavanje osim klasi¢nih metoda izlozena i mogu¢nost koriscenja softverskog
paketa Excel. Excel je izabran jer je kao deo Microsoftovog paketa pristupacan vec¢ini
korisnika, a drugi razlog je $to je to relativno jednostavan softver za rad, a dovoljno
sadrzajan da se ve¢ina problema moze resiti njegovim kori$¢enjem.

Beograd 2019. Autor



SIMBOLI

obelezavanje pojmova verovatnoce

koris¢enjem grc¢ke azbuke

o (omega) oznaka za elementaran dogadaj

() (omega) oznaka za skup svih elementarnih dogadaja

M -( mi) oznaka za matematicko ocekivanje slu¢ajne promenljive
O -(sigma) oznaka za standardno odstupanje sluc¢ajne promenljive
o7 -(sigma) oznaka za disperziju slu¢ajne promenljive

A (lambda) oznaka za parametar Poasonove raspodele

@ -(fi) oznaka za funkciju raspodele normalne slu¢ajne promenljive

7 (ksi) oznakaza y° raspodelu
& -(epsilon) oznaka za mali pozitivan broj

> -(veliko sigma) oznaka za zbir
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UvoD

U svakodnevnom Zivotu Cesto se sre¢emo sa izjavama koje u sebi sadrze rec vero-
vatnoca. Umesto reci verovatnoca koriste se i re¢i mogucénost, Sansa i sl.

Na primer:

1. Prognostic¢ar vremena kaze u izvestaju na TV da je verovatnoca da sutra padne
kisa 80%.

2 .Reporter koji izvestava o zdravlju gradana kaze da pusaci imaju vecu verovatnocu
da dobiju rak nego nepusaci.

3. Student se pita kolika je verovatnoca da dobije ocenu 10, ako nije bas sve naucio.

4.1 zvestac sa izbora se pita kolika je verovatnoca da pobedi bas ta politicka stranka.

5. Zaposleni se pitaju kolika je verovatnoca da ¢e se plate povecati u narednoj godini.

Verovatnoca kao nauka, bavi se procenama, prognozama, moguc¢nostima i sl u
situacijama kada nemamo sve potrebne podatke za reSavanje nekog problema. U tom
smislu verovatnoca:

« meri moguc¢nost da li ¢e se neki dogadaj realizovati ili ne
« koristiti se da donosimo odluke u uslovima nepotpunih informacija

« predstavlja osnovu statistickog zaklju¢ivanja

Problemi najrazlicitijih struka mogu se resavati primenom verovatnoce, na primer:

« upravljanje rizicima bilo kog poslovanja

« procena pojave greke u telekomunikacionim sistemima

« procena potreba za izgradnju vodoprivrednih sistema u budu¢nosti

« predvidanje dogadaja u spoljnoj politici i mnogi drugi

Teorija verovatnoce je matematicka disciplina koja izu¢ava zakonitosti pojava ¢iji
su ishodi slucajni.

Prvi problemi za ¢ije je resavanje kori§¢ena verovatnoca poticu iz 10 i 11 veka
i odnose se na rezultate prilikom bacanja kocke i hazardnih igara. Radanje teorije

verovatnoce vezano je za imena: Blez Paskal (Blaise Pascal -1623-1662), Pjer Ferma
(Pierre de Fermat 1601-1665) i Kristijana Hajgensa (Christiaan Huyghens 1629-1695).

Izmedu Paskala i Ferma pocela je 1654. godine prepiska o nizu problema, medu
kojima je bio i zadatak o podeli uloga prilikom prekida kockarske igre. Naime, Paskalu
se obratio njegov prijatelj kockar, sa slede¢im problemom: Dva igraca A i B se dogovore
da ¢itav ulog pripadne onom koji prvi dobije tri igre. Kada je igra¢ A dobio dve igre,
a igra¢ B jednu morali su da prekinu igru. Postavlja se pitanje kako da podele ulog?

Verovatnoca i statistika




Paskal je odgovorio 3:1. Ovaj zanimljivi primer se ¢esto uzima kao pocetak nastanka
verovatnoce.

Prvu knjigu iz verovatnoce ” O rac¢unu u hazardnim igrama” napisao je Hajgens
1657g. i istakao je da je knjiga manje o hazardnim igrama, a vi$e o osnovama jedne
nove teorije. U njoj Hajgens po prvi put spominje pojmove kao $to su matematicko
ocekivanje, slucajne promenljive i sl.

Period formiranja verovatnoce kao nauke zapocinje pojavom knjige $vajcarskog
matematicara Jakoba Bernulija (1654-1705) ”Vestina predvidanja” U ovoj knjizi je
strogo definisana prva grani¢na teorema, Zakon velikih brojeva, koji se danas naziva
i Bernulijeva teorema. Ona tvrdi da je verovatnoca odstupanja frekvencije nekog do-
gadaja od njegove verovatnoce mala, ukoliko je broj ponavljanja eksperimenta u kome
se dogadaj realizuje dovoljno veliki.

Pocetak 18 veka obelezen je radovima Abrahama de Muavra (Abraham de Moivre
1667-1754). U radu "Ucenje o slucajevima” on razmatra niz pitanja koja su vezana za
Bernulijevu teoremu. Razmatrao je verovatnoce odstupanja frekvencija od verovatnoce
dogadaja.

Pjer Laplas (Pierre Laplace 1749-1827) prosirio je Muavrovu teoremu. U knjizi
“Analiticka teorija verovatnoca” definise pravilo koje se smatra klasi¢cnom definicijom
verovatnoce. Sumirajuci svoje radove i radove svojih prethodnika produbio je mate-
maticke i filozofske probleme vezane za verovatnocu.

Nemacki matematicar Karl Frederik Gaus (Carl Friedrich Gauss 1777-1855) daje
Normalni zakon raspodele slucajnih gresaka, zatim defini$e ocenu parametara nor-
malne raspodele, metod najmanjih kvadrata i sl. Njegovi rezultati iz teorije gresaka i
sada se, bez izmena, nalaze u matematic¢kim udzbenicima.

Svakako treba spomenuti i mnoge druge matematicare koji su se bavili ovom oblas¢u
i dali veliki doprinos i to: Tomas Bajes (Thomas Bayes 1702-1763), Leonard Ojler (Le-
onhard Euler 1707-1788), Simeon Denis Poison (Simeon Denis Poisson 1781-1840) i dr.

U drugoj polovini 19 veka u Zapadnoj Evropi dolazi do zastoja u razvoju teorije
verovatnoce. Medutim, u Rusiji mnogi veliki matematicari se bave ovom disciplinom
ito prvo Viktor Bunjakovski (1804-1889) i Mikhail Ostrogradski (1801-18662), a pod
njihovim uticajem i Pafnuti Cebisev (1821-1894). Njegovi najznacajniji sledbenici su
bili Andrej Markov (1856-1922) i Aleksandar Ljapunov (1858-1918). Za ime Markova
vezani su “lanci Markova’, to jest nizovi slu¢ajnih promenljivih povezanih tako da
verovatnoca realizacije jednog eksperimenta uzima odredenu vrednost ako je poznat
rezultat predhodnog eksperimenta. Poseban doprinos dao je Aleksandar Ljapunov.
Definisao je teoremu koja je dobila naziv Centralna grani¢na teorema.

Zahvaljuju¢i uspehu ruskih matematicara postepeno se tokom 20 veka povratio
interes za verovatnocu u Evropi i Americi.

Verovatnoca i statistika



Primene verovatnoce postavile su zahtev za preciziranjem njene logicke osnove,
odnosno definisanje aksiomatskog metoda koji je ve¢ bio uveden u mnoge druge
matematicke discipline. Prvu aksiomatiku verovatnoce dao je Sergej Bernstajn 1917.
godine, a zatim ju je prosirio Andrej Kolmogorov 1933. godine.

I danas, mnogima su najinteresantniji kockarski aspekti primene teorije verovat-
noce. Tako se povremeno se ¢uje kako je neki ‘genijalan matematic¢ar’ doveo kazino
na rub propasti, jer je nasao sistem koji sigurno dobija.

Mnogo znacajnije od kockarskih problema je $to je danas verovatnoca sastavni deo
nauke i tehnike. Sa verovatno¢om kao matematickim modelom, prakti¢ni problemi
transformisu se u teorijske i tako se jednostavnije i lakse resavaju.

Zapravo, veliki interes za verovatnocu i statistiku nastupio je posle drugog svetskog
rata. Jedna izuzetno znacajna nova oblast je teorija slucajnih procesa koju je zasnovao
Kolmogorov. Od posebnog prakti¢nog znacaja su i procesi Markova koji se prime-
njuju u problemima masovnog opsluzivanja (telefonija, saobracaj, trgovina). metodi
simulacije (Monte Karlo metodi) uz primenu racunara koriste se u najrazli¢itijim
oblastima nauke i tehnike. Zahvaljujuci razvoju teorije verovatnoce nastale su i nove
matematicke discipline:

« teorija masovnog opsluzivanja,

« teorija informacija,

« teorija pouzdanosti tehnickih sistema,
« teorija zaliha.

Rec¢ statistika potice od latinske reci status , tako da bi statistika bila opisivanje
stanja neke pojave.

U 17-om veku su se pojavile dve velike statisticke $kole, nemacka i engleska.

Po nemackoj skoli zadatak statistike je bila sistematizacija podataka o stanovnistvu
i privredi, u cilju vodenja drzavne politike, bez naglaska na otkrivanje zakonitosti.
Zadatak statistike se uglavnom zasnivao na opisu, pa je kasnije ovaj pravac nazvan i
deskriptivna skola.

Engleska $kola istakla je zahtev za matematickom obradom statistickih podataka
i za otkrivanjem zakonitosti u ponasanju posmatranih pojava, $to je doprinelo brzem
razvoju savremene statistike. Postigli su znacajne rezultate u istrazivanju odnosa de-
mografskih, socioloskih i ekonomskih pojava.

Matematicka statistika kao naucna disciplina je pocela da se razvija tek nedavno.
Pocetkom 20 veka pojavile su se prve formulacije osnova matematicke statistike. Sa-
vremena statisticka metodologija vezana je za ime amerikanaca Dzona Nojmana ( John
von Neumann 1903-1957). Zahvaljuju¢i njegovim radovima razvile su se tri oblasti:

« teorija estimacije (ocene),
« teorija provere (verifikacije) statistickih hipoteza,

« teorija planiranja eksperimenta.
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XII

Teorija estimacije se sastoji u definisanju metoda za ocenu vrednosti parametara
zakona raspodele verovatnoca sluc¢ajnih promenljivih. Njen tvorac je Nejman.

Osnovni zadatak teorije provere (verifikacije) statistickih hipoteza je u odredivanju
pravila ili kriterijuma na osnovu kog se pomocu eksperimentalnih vrednosti slucajnih
promenljivih moze prihvatiti ili odbaciti predlozena hipoteza.

Trec¢a, najmlada oblast statistike je teorija planiranja eksperimenta. Praksa je poka-
zala da bitnu ulogu u primeni statistike igra sama $ema eksperimenta, jer u zavisnosti
od nje moze da se dobije nepotpuna ili potpunija i kvalitetnija informacija. Unapred
je utvrden broj posmatranja na osnovu kojih se izvode statisticki zakljucci.

Danas matematicka statistika je savremeno orude inZenjera, ekonomista, lekara,
biologa i drugih, dok na pocetku proslog veka na prste jedne ruke mogle su se nabro-
jati oblasti ljudskog istrazivanja koje su koristile teoriju verovatnoce i matematicku
statistiku.

Statistika je korisna u predvidanju budu¢nosti, jer nema boljeg nacina da se odredi
koliko vremena, resursa, napora, novca i sl. treba upotrebiti da bi se realizovao neki
projekat. Posto se to ne moze ta¢no unapred predvideti, na osnovu iskustava i prakse,
zakljucci se donose na osnovu statistickih metoda, koje su bazirane na koris¢enju
verovatnoce.

U teoriji verovatnoce izuc¢avaju se matematicki modeli stvarnih pojava, dok se
u statistici, metodom slucajnog uzorka, uspostavlja veza izmedu stvarnih pojava i
odgovaraju¢ih modela. Statistika je bliza realnosti od verovatnoce jer povezuje ekspe-
rimentalne podatke i matematicke modele.

Medu nauc¢nicima i danas postoji dilema da li su zakoni prirode deterministicki ili
slucajni. Da li slucajnost postoji samo zato §to ne umemo da proucimo brojne uzro¢no
posledi¢ne veze, ili je ona realnost u prirodi ? Jos u 18 veku naucnike je zanimalo ovo
pitanje, tako je Laplas zastupao strogi determinizam i smatrao da bi poznavanje pa-
rametara koji defini$u stanje kosmosa omogucilo tacno predvidanje rezultata svakog
eksperimenta. Dogadaji bi se po njemu delili samo na nemoguce i sigurne.

Medutim, na dana$njem stanju nauke sigurno je jedno, i to da slucajne pojave
postoje, da imaju svoje zakonitosti, a njima se bavi teorija verovatnoce.

Verovatnoca i statistika



1.

VEROVATNOCA



Verovatnoca i statistika



1.VEROVATNOCA

Neke od pojava koje se dogadaju oko nas mozemo da predvidimo, objasnimo i kon-
troliSemo, posto poznajemo zakonitosti njihovog nastanka. Tako, na primer, mozemo
da predvidimo pomracenje sunca i meseca, pojavu plime i oseke, pojavu elektriciteta i sL.

Nasuprot tome, postoje pojave ¢ije uzroke nismo u stanju da odredimo, pa takve
pojave ne mozemo u potpunosti da predvidimo i objasnimo. Tu spadaju, na primer,
meteoroloske pojave, pojave zemljotresa, ali i dobitak na lutriji, sportskoj prognozi i
sl. To su pojave ili dogadaji koji se ne moraju nuzno desiti, ali nisu ni nemoguc¢i. Takve
i slicne dogadaje proucava teorija verovatnoce.

Da bismo preciznije objasnili ¢ime se bavi teorija verovatnoce posmatrajmo sledeci primer.

Znamo da prilikom bacanja nov¢i¢a moze da padne pismo ili glava i obe mogu¢-
nosti su jednako verovatne. Ako nov¢i¢ bacamo vise puta, ocekujemo da se broj glava
nece mnogo razlikovati od broja pisama. Kod malog broja bacanja to ne mora da se
dogodi. Izvrseni su sledeci eksperimenti: Bufon je bacio nov¢i¢ 4040 puta i 2060 puta
je dobio grb, Pirson je 12 000 puta bacio nov¢i¢ i dobio 6019 puta grb, a kada ga je
bacio 24 000 puta dobio ga je 12 012 puta. Frekvence pojave grba u ovim eksperimen-
tima su 0,5100; 0,5016 i 0,5005. Vidimo da se tek u slucaju velikog broja ponavljanja
eksperimenta uocava neka zakonitost u pogledu broja glava.

U ovom i slicnim primerima moze se uociti da pri pojedina¢nim posmatranjima
dogadaji se realizuju bez ikakvog reda, po Cistoj slucajnosti, bez moguénosti predvidanja.
Tako, kada bacamo dinar mi ne znamo dali ¢e pasti pismo ili glava. Ali, pri velikom broju
ponavljanja eksperimenta, mogu da se uoce neke zakonitosti, sto se vidi iz prethodnog
primera. Frekvence dobijanja glave variraju oko ocekivane vrednosti koja iznosi 0,5.

Takvim zakonitostima se bavi teorija verovatnoce. Ove zakonitosti su drugacije
prirode od onih na koje smo navikli, je se one uocavaju tek pri velikom broju ponav-
ljanja eksperimenta.

Verovatnoc¢a dogadaja je numericka mera objektivne moguénosti ostvarivanja tog dogadaja.

1.1. SLUCAJNI EKSPERIMENTI I SLUCAJNI DOGAPA]JI

Eksperimentima se u nauci prikupljaju podaci koji se zatim obraduju i dobijeni
rezultati koriste u praksi ili za dokazivanje novih teorija. Medutim, kod nekih ekspe-
rimenata nismo u moguc¢nosti da tacno odredimo i kontroliSemo vrednosti dobijenih
rezultata, odnosno ti rezultati ne mogu pouzdano da se predvide.

Takvi eksperimenti su predmet izuc¢avanja verovatnoce i nazivaju se slucajni
eksperimenti.
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Primer:

Bacamo nov¢i¢. Ovaj eksperiment mozemo ponavljati proizvoljno mnogo puta, a moguci
ishodi su ’glava’ i *pismo.

Primer:

Rezultat eksperimenta koji se sastoji u bacanju kocke su brojne vrednosti koje pripadaju
skupu {1,2,3,4,5,6} .

Teorija verovatnoce za svoja istrazivanja koristi idealne eksperimente koji imaju
sledece osobine:

« Ponavljaju se proizvoljan broj puta pod istim uslovima,
« Svi njihovi ishodi su unapred definisani,

« Ishod pojedinac¢nog eksperimenta nije unapred poznat.

Slucajni eksperimenti nazivaju se jo$ i statisticki ili stohasticki eksperimenti.

Ishod slu¢ajnog eksperimenta je slucajan dogadaj.

Primer:
Pol deteta ili pojava glave pri bacanju novcica su slucajni dogadaji.

Slu¢ajni dogadaji mogu da budu elementarni, odnosno da se ne mogu redukovati na
jednostavnije dogadaje i sloZeni, koji mogu da se dalje razloze na elementarne dogadaje.

Kao polazna osnova za proucavanje slu¢ajnih dogadaja je odredivanje skupa (pro-
stora) elementarnih dogadaja.

« Svaki moguc¢i ishod eksperimenta naziva se elementaran dogadaj i obelezava sa
grckim slovom w.

o Skup svih elementarnih dogadaja, odnosno skup svih ishoda eksperimenta, zove
se i prostor elementarnih dogadaja, a obelezava se sa Q) = {a)l, @y,..., a)n} .

o Svaki podskup skupa € naziva se dogadaj. Dogadaji se obelezavaju velikim
slovima A,B,C...

» Dogadaj koji se pojavljuje prilikom svake realizacije eksperimenta je siguran
dogadaj. Skup svih elementarnih dogadaja je siguran dogadaj.

« Dogadaj koji se nikada ne moze pojaviti pri realizaciji eksperimenta zove se ne-
moguc dogadayj.

« Nemogu¢ dogadaj se obelezava kao prazan skup .
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o Akosu A, A,,..., A, slucajni dogadaji takvidaje A + A, +...+ A, =Q idase

svaka dva dogadaja iskljucuju (disjunktni dogadaji), j. AA; =C; 1, ] € [1n],
tada ovi dogadaji ¢ine potpuni sistem dogadaja.

Primer:

U eksperimentu bacanja jednog novcic¢a ishodi su G i P (glava ili pismo). Dakle skup

Q={G,P}.

Primer:
Ueksperimentubacanjakockeishodisubrojevi1,2,3,4,5,6. Dakleskup Q = {1, 2,3,4,5, 6}

Dogadaj A da padne paran broj ima ishode {2, 4, 6} .

Primer:
Dogadaj da kada bacamo kocku za igru padne bilo koji broj od jedan do Sest je siguran

dogadaj (2 , a da padne broj 7 je nemogu¢ dogadaj .

1.2. ALGEBRA DOGADAJA

Posto se dogadaji definisu kao podskupovi skupa elementarnih dogadaja moguce
je veze izmedu dogadaja izraziti pomoc¢u odgovarajucih skupovnih relacija i operacija.

Ako su A i B slucajni dogadaji, tada:
« Dogadaj A ili B ozna¢avamosa AUB=A+B .
« Dogadaj A i B oznacavamosa A(1B=AB .

« Dogadaj A ali ne B oznacavamo sa A\B .

« Suprotan dogadaj dogadaju A obelezavamo sa A’ ili A , gde se komplement po-
smatra u odnosu na skup €2 .

o Ako dogadaj A povla¢i (implicira ) dogadaj B, tada kazemo daje Ac B .
o Ako za dogadaje AiBvazidaje Ac B i Bc A, tadakazemo da su dogadaji

AiBjednakiipisemo A=B .
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Primer:

Dogadaj A da se na gornjoj strani kocke pojavi broj pet, odnosno dogadaj B da se pojavi
paran broj, su dogadaji koji se isklju¢uju, odnosno disjunktni su.

Primer:
Zbir dogadaja A, koji se sastoji da se na kocki pojavi broj ve¢i od tri ili dogadaja B, koji se
sastoji u pojavi parnog broja, je dogadaj koji se sastoji u pojavi brojeva 2,4,5 ili 6, odnosno

AUB={4,5,6}U{2,4,6}={2,4,5,6}

Primer:

Proizvod dogadaja koji se sastoji u pojavi parnog broja na gornjoj strani kocke i dogadaja

da se pojavi broj veéi od tri je {2, 4, 6} N {4, 5, 6} = {4, 6}.

1.3. AKSIOME TEORIJE VEROVATNOCE

Osnovni zadatak teorije verovatnoce jeste odredivanje metoda i pravila za izracu-
navanje verovatnoce slucajnih dogadaja. Teorija verovatnoce je strogo matematicki
formalizovana i zasniva se na aksiomama i teoremama koje proisticu iz njih.

1.3.1. AKSIOME

Ako je Q skup svih elementarnih dogadaja i neka su dogadaji A Bc Q .
Funkcija P naziva se verovatnoc¢a na skupu , ako vaze sledece aksiome:

1. P(Q)=1

2.0<P(A)<],

3. Ako se dogadaji A i B medusobno isklju¢uju onda vazi

P(A+ B)= P(A)+ P(B).
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Uopsteno mozemo redi da je P(A) = Z P( A ) , ako se dogadaj A razlaze na n

konac¢nih ili prebrojivo mnogo dogadaja koji se medusobno iskljucuju.

Verovatnoca je dakle funkcija, preslikavanje, oblika,

P : skup dogadaja — [0.1]

Drugim recima, ova funkcija dogadaje iz skupa svih dogadaja preslikava u interval

[0, 1] realne ose.

Napomena: Oznaka P za verovatnocu potice od pocetnog slova latinske reci pro-
babilitas $to znaci verovatnoca.

1.3.2. VAZNE TEOREME

Teorema 1: Ako dogadaji ¢ine potpuni sistem, odnosnovazi A + A, +...+ A =Q ,
onda je

Dokaz:
Dokaz direktno sledi iz aksiome 3

Teorema2: Verovatnoca dogadaja A koji je suprotan ( komplementaran) dogadaju
iznosi

P(A)=1-P(A).

Dokaz:
Kakoje A+ A=Q, pricemuse dogadaji A i A iskljucuju, a P(Q) =1, dobi-
jamo daje P(A+A)=P(A)+P(A)=P(Q)=1,o0daklesledi P(A)=1-P(A)
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Teorema3: Verovatnoca nemoguceg dogadaja je 0.

Dokaz:

Kakoje Q = & ,naosnovu predhodne teoremessledi P (@) =1-P (Q) =1-1=0

Teorema4: Akoje Ac B, ondaje P(A)S P(B) .

Dokaz:

Akoje Ac B ,ondaje B=AU(B\A),odnosno posto se dogadaji A i B\ A
isklju¢uju P(B): P(A)+ P(B\A) ,odakle sledi P(B\A)z P(B)—P(A)ZO ,

¢ime je teorema dokazana.

Dokaz teoreme ilustrovan je na sledecoj slici.

B\A

1.4. STATISTICKA DEFINICIJA VEROVATNOCE

Do pojma verovatno¢e moze se do¢i i iskustveno (empirijski) koris¢enjem pojma
relativne frekvence.

Pretpostavimo da se eksperiment u kome se moze realizovati dogadaj A ponavlja
n puta. Neka je broj m broj povoljnih realizacija dogadaja A u n ponavljanja ekspe-
rimenta.

m
Broj r =— predstavlja relativnu ucestalost (frekvencu) pojave dogadaja A un

ponavljanja eksperimenta.
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U nekoj drugoj seriji od n ponavljanja istog eksperimenta dobice se M realizacija

m
dogadaja i neki drugi broj koji predstavlja frekvenciju I, = — -
Ako bi nastavili sa ponavljanjem eksperimenta dobili b1 niz razli¢itih vrednosti
koje se u velikim serijama, kada je broj ponavljanja eksperimenta neograniceno veliki,

grupiSu oko nekog broja P (A) koji nazivamo i statisticka definicija verovatnoce

P(A)=lim .

n—oo n

Ova definicija ukazuje na tesnu povezanost sa realno$¢u. Nedostatak joj je $to
granicni proces kojim je data definicija nije jasno definisan. Medutim, i pored svih
nedostataka ova definicija omogucava da se odredi verovatnoc¢a na kona¢nom skupu
elementarnih dogadaja.

Primer:

Izvr$ene su 3 serije bacanja kocke od 600, 6 000, 60 000 puta. Broj 2 se u tim bacanjima
pojavio 106, 982, 10 190 puta, tako da relativne frekvence iznose 0,18; 0,164; 0,170.

1
Ove relativne frekvence pojavljivanja broja 2 grupisu se oko broja — = 0,166...

Naravno i intuitivno je jasno da ¢e se svaki broj sa kocke pojaviti podjednak broj puta.

1.5. KLASICNA DEFINICIJA VEROVATNOCE

Klasi¢nu definiciju verovatnoce dao je Pjer Laplas (1749-1827), francuski mate-
maticar i astronom.

Definicija se odnosi samo na one sluc¢ajne eksperimente kod kojih je skup elemen-
tarnih dogadaja konacan, a dogadaji su jednako verovatni.

Klasican eksperiment ovog tipa je bacanje novci¢a. Skup elementarnih dogadaja
je dvoclani skup {glava, pismo}, a oba dogadaja su jednako verovatna, jer pri bacanju
novc¢ica obe opcije su ravnopravne.
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Definicija:
Neka skup €2 sadrzi n elementarnih dogadaja koji su disjunktni i jednako moguéi.

Ako je m(0<m<n) , broj svih povoljnih ishoda dogadaja A, onda je verovat-

noéa P(A) jednaka
m

P(A)=T

Primer:

Kolika je verovatnoca dogadaja A da prilikom bacanja nov¢ic¢a padne glava?

Primer:

Kolika je verovatnoca dogadaja A da prilikom bacanja kocke za igru pojavi se paran broj?

Klasi¢na definicija verovatnoce se naziva i definicija apriori. Primenljiva je kao sto

smo ve¢ naglasili samo u slu¢aju kada je €2 konacan skup, a svi ishodi imaju jedna-
ku verovatnocu. Nazalost, jednakost verovatnoca pojavljuje se samo u malom broju
slucajeva, kao $to su primeri bacanja nov¢ica ili kocke. U praksi, odnosno statistici,
biologiji, ekonomiji i sl. to najéesce nije slu¢aj. Cak ni radanje de¢aka i devojéice nisu
dva jednako verovatna dogadaja.

Ipak, i pored svojih nedostataka ova definicija je imala izuzetan znacaj jer je dovela
do nastanka drugih, preciznijih definicija verovatnoce.

Napomena: U eksperimentima ¢iji su ishodi jednako verovatni, ishode je potrebno
prebrojati, pa se u ovim zadacima koristi kombinatorika. Podsetimo se nekih osnovnih
pojmova i obrazaca.
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Neka je dat skup A= {ai,az,---,an} .
Broj permutacija skupa od n elemenata, bez ponavljanja, iznosi

P(n)=n(n-1)---2-1=n!
Broj permutacija sa ponavljanjem, skupa od n elemenata, medu kojima ima

n!
ki K,,..., K, jednakihiznosi B , (n) SRR
KLk !

Varijacija k klase od n elemenata je bilo koja K -torka razli¢itih elemenata skupa A .

Broj varijacija iznosi V," =n (n —l)- - (n -k +l) .

Varijacija sa ponavljanjem k klase od n elemenata je bilo koja K -torka elemenata
skupa A .

Broj varijacija iznosi \7k” =n*.
Kombijacija klase od K elemenata je bilo koja K -torka razli¢itih elemenata skupa

A |, bez obzira na redosled elemenata.

(1) pottacke

Broj kombinacija iznosi C; _F= c "

n
Izraz (k] éita se ‘nnad k.

Kombinacija sa ponavljenjem k klase od n elemenata je bilo koja K -torka ele-

menata skupa A

—. (n+k-1
Broj kombinacija iznosiC, = " .
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Primer:

0Od 10 istovetnih proizvoda jedne fabrike 7 je ispravnih, a ostali su neispravni. Nasumice se
bira 5 proizvoda. Kolika je verovatnoc¢a da ¢e medu izvucenim proizvodima biti 3 ispravna?

P(A)= C,C5 (ZJGJ _ 105

CP ~ (10) 252
5

Primer:
Kocka se baca 3 puta. Kolika je verovatnoca da se bar jednom pojavi broj 62
Izrac¢unaéemo prvo verovatnocu suprotnog dogadaja, da se ne pojavi broj 6.

P(K)—V; 5 125

Ve 6 216
~ . 125 91
P(A)=1-P(A)=1-22= "=
(A) (A 216 216

1.6. VEROVATNOCA ZBIRA DOGADAJA

Kao $to smo ve¢ naglasili u aksiomi 3, verovatnoca zbira dogadaja A, B — Q koji
se medusobno iskljucuju, tj. A(1B =9 je

P(A+B)=P(A)+P(B)

Za kona¢no mnogo dogadaja A, 1=1,...,n vazi formula

P(A+A+...+A)=P(A)+P(A)+...+ P(ﬁ):ZP(A)
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Primer:

U kutiji se nalazi 100 cedulja na kojima su ispisani prirodni brojevi od 1 do 100. Izvla¢imo
jednu cedulju. Kolika je verovatnoca da je broj koji smo izvukli deljiv sa 2 ili deljiv sa 15
ili deljiv sa 29?

Ako sa A, B, C oznac¢imo ove dogadaje, onda je njihova verovatnoca

50 6 3 59
+ + =
100 100 100 100

P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)=

Teorema: Ako se dogadaji A i B medusobno mne iskljucuju, tj.

ABcQ, AMNB=#J ,ondajeverovatnoéa zbira dogadaja
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

Dokaz:

Dogadaj A+ B moze se prikazati kao zbir dogadaja A i B\ ( AN B) , pri ¢emu
se ovi dogadaji iskljucuju.

Zato je

P(A+B)=P(A)+P(B\AB)=P(A)+P(B)-P(AB)

&
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Na osnovu ove formule mogu se izvesti i formule za zbir vide od dva dogadaja koji
se ne iskljucuju.

Za tri dogadaja imamo formulu:

P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC)

Primer:

Bacamo kocku. Kolika je verovatnoc¢a da dobijemo broj koji je deljiv sa 2 ili sa 3?

Neka je A dogadaj da je dobijeni broj deljiv sa 2, a B dogadaj da je deljiv sa 3. Dogadaji A
i B se ne iskljucuju, jer postoji broj 6 koji je deljivisa 2 isa 3.

Kakoje P(A)zg, P(B)z%, P(AB)=% dobijamo

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) = +=-2 ==
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1.8. VAZNI OBRASCI

Klasi¢na definicija verovatnoce

P(A):%

Verovatnoca zbira dogadaja koji se iskljucuju

P(A+A)=P(A)+P(A)

P(A+A+..+A)=P(A)+P(A)+. . .+P(A)=DP(A)

Verovatnoca zbira dogadaja koji se ne iskljucuju

P(A+B)=P(A)+P(B\AB)=P(A)+P(B)-P(AB)

1.9. ZADACI
1. Odrediti suprotne dogadaje dogadajima:

A- pojava dva grba pri bacanju 2 dinara,

B- pojava bele kuglice prilikom izvlacenja jedne kuglice iz kutije u kojoj se nalaze
2 bele, 3 crne i 4 crvene kuglice,

C- tri pogotka u tri gadanja,
D- makar jedan pogodak u pet gadanja,
E- ne vie od dva pogotka u pet gadanja.

Resenje:

- pojava bar jednog pisma,

W >

- pojava crne ili crvene,
- bar jedan promasaj,

- svih pet promasaja,

m g O

- viSe od dva pogotka.
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2. U prodavnici se nalaze sijalice iz dve fabrike. Dogadaj da je slucajno izabrana

sijalica iz prve fabrike obelezimo sa A, a da je dobrog kvalteta sa B. Sta znace

slede¢i dogadaji: A, A+ A, AA, AB, A+B, AB, AB?

Resenje:
A - je dogadaj da je sijalica iz druge fabrike,
A+ A - je dogadaj da je sijalica iz prve ili druge fabrike,
AA- dogadaj je nemogug,
AB - da je iz prve fabrike i da je dobra,
A+ B - da je iz prve fabrike ili da je dobra,
AB - da je iz prve fabrike i da nije dobra,

AB - da je iz druge fabrike i da je dobra.

3. Meta se gada sa tri metka. Nekaje A, 1=1,2,3 dogadajpogotka mete iz i-tog
gadanja. Predstaviti sledece dogadaje:
A - sva tri pogotka,
B - sva tri promasaja,
C - makar jedan pogodak,
D - ne manje od dva pogotka,
E - ne viSe od jednog pogotka.
Resenje:
A=ARA,
B=AAA,,
C=A+A+A,
D=AAA+AAA +AAA +AAA
E=AAA+AAA+AAA+AAA, .
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4. Navesti skup svih dogadaja za sledece eksperimente
A - bacanje jednog dinara,
B - bacanje dva dinara,
C - bacanje kocke i dinara,
D - bacanje dve kocke,
E - bacanje tri kocke.
Resenje:
Q={G,P},
Q={GG,PP,GP,PG},
Q={G1,G2,G3,G4,G5,G6, P1, P2, P3,P4,P5,P6/|

Eksperiment bacanja dve kocke ima 6° =36 elementarnih dogadaja:
11,12,13,14,15,16,
21,22,23,24,25,26,
31,32,33,34,35,36,
41,42,43,44,45,46,
51,52,53,54,55,56,
61,62,63,64,65,66,
Eksperiment bacanja tri kocke ima 6° = 36 elementarnih dogadaja.

5. Cetiri studenta polazu ispit. Ako sa A,B, C, D ozna¢imo dogadaj da su polozili
ispit, izraziti sledece dogadaje
a) Nijedan nije polozio
b) Pao je samo drugi student
c) Polozila su najvise 3 studenta

d) Polozila su najmanje 3 studenta

Resenje:
a) A-B-C-D
b) A-B-C:D

¢ 1-A-B-C-D
d A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D
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6. Ako je A dogadaj da dve kocke pri istovremenom bacanju pokazu brojeve ¢iji je zbir

paran broj, a B dogadaj da pokazu brojeve ¢iji je proizvod paran broj,

nadi zbir A+B?

Resenje: A+B=Q

7. U poslednjih 10 godina belezen je broj padavina i temperatura u Beogradu u martu
mesecu i dobijeni su slede¢i podaci:

dogadaj A-105 dana je bilo sa padavinama,
dogadaj B-135 dana je bilo hladno,
53 dana je bilo hladno sa padavinama.

Odrediti verovatnoce
P(A),P(B),P(AB),P(A+B),P(AB),P(A/B),P(AB)

Resenje:
Kako mesec mart ima 31 dan, ukupno je posmatrano 310 dana.

105 135 53
A)==—>  P(B)==— , P(AB)=——,
(A) 310 (8) 310 (A8) 310

Iskoristimo Venove dijagrame da prikazemo dogadaje

A B
82
123
dan sa padavinama ili hladan P (A + B) = 18—7
310
. — 82
dan bez padavina i hladan P ( AB) =——
310
52

dan sa padavinama i nije hladan P (A/ B) = 310
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dan bez padavina i nije hladan P ( E\E) =P (A+ B) = % .

8. U jednoj prodavnici tokom 10 dana prodavan je isti proizvod i to:

Odrediti verovatno¢u prodaje drugog dana i od tre¢eg do sedmog dana.

dani 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Br.
. 42 16 11 10 8 8 12 23 56 300
proizv.
Resenje: P(A)= 0 =053  p(B)=tt10+8+8+12_ 4165
300 300

9. U posudi se nalazi 12 belih, 13 crvenih i 14 plavih kuglica. Kolika je verovatnoc¢a
izvlacenja plave kuglice pod uslovom da su sve mogucnosti jednako verovatne?

14

Resenje: P ( A) =3

10. Ako se kocka za igru baci jednom, kolika je verovatnoca pojave
a) parnog broja

b) pojave broja tacaka koji je manji od 5.

Resenje:
a) Neka je A dogadaj da padne paran broj.

1 11 1

P(A):P(A2)+P(A4)+P(%):E+E+EZE
b) Dogadaj da se pojavi broj tacaka koji je manji od 5 je suprotan dogadaju da je
. 1 1) 2
br0)taéakaveéllh)ednakS.P(B)zl—(P(AS)+P(As)):l—(g+gj:§.
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11. Na osam listi¢a napisani su brojevi 2,4,6,7,8,11,12,13. Na slucajan nacin biraju se
dva listica.

Odrediti verovatnocu da se razlomak dobijen od ovih brojeva moze skratiti.

Y
5
Resenje: P(A) = C, :i:% :

Rl

12. Deset kartica numerisano je brojevima od 1 do 10. Izvlace se dve kartice istovre-
meno. Naci verovatnocu da je zbir brojeva na izvuc¢enim karticama jednak 10.

Resenje: P(A) :i 4

e

13. U kutiji se nalazi 8 crvenih i 6 plavih kuglica. Nasumice izvla¢imo 2 kuglice. Kolika
je verovatnoca da ce:

a) izvucene kuglice biti razlicitih boja
b) da ¢e obe kuglice biti crvene
c) da ¢e obe kuglice biti plave

Resenje:
. g
6-8 48 2 28 2 15
a) P(A)—T—a, b) P(B)—T——l, C) P(C)—T—a
2 2 2
Ovi dogadaji ¢ine potpuni sistem i P (A) + P(B) + P(C) = % =1.
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14. U kutiji se nalazi 8 crvenih i 6 plavih kuglica. Nasumice izvlacimo 5 kuglica.
Kolika je verovatnoca da ¢e medu njima biti tacno 3 plave?

(GJ (8]
3)\2
Resenje: P(A) =~~~ 20,279 .
14
5
15. U seriji od 5 sijalica jedna je neispravna. Kolika je verovatnoca da izmedu 3 nasu-
mic¢no izabrane sijalice

a) bude neispravna sijalica

b) ne bude neispravna.

Resenje:

2 P(A)—@ —i—g .

(5] 10
3
Ako je jedna neispravna onda od preostale 4 treba birati 2.

- 3
b) P(A):l—EZE.

16. U jednoj seriji od 10 istovetnih sijalica nalazi se jedna neispravna. Nasumice se
biraju 3 sijalice. Kolika je verovatnoc¢a da nisu sve tri izabrane sijalice spravne?

(9]
- 3
Resenje: P(A):l——0,3 .

o
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17. Medu n proizvoda m je loseg kvaliteta. Naci verovatnocu da je medu k slu¢ajno
izabranih proizvoda bar jedan loseg kvaliteta.

Resenje:

Dogadaj A je suprotan dogadaju da su svi proizvodi dobri.

k
P ( A) =1-—
n
18. U pakovanju od n proizvoda ima m neispravnih. Naci verovatnocu da se u uzorku
od r slu¢ajno izabranih proizvoda nade k neispravnih.

Resenje: P ( A) = & .
n
r
19. Dete ima 4 plocice za igru na kojima pise 2,3,5,6. Od tih brojeva prave se razni
¢etvorocifreni brojevi. Kolika je verovatnoca da dete dobije broj

a) deljiv sa 4
b) deljiv sa 2

Resenje:

a) Broj svih ishoda su permutacije od 4 elementa, tj. 4!=24. Brojeva deljivih sa 4
ima 8 . To su brojevi koji se zavr$avaju sa dvocifrenim brojevima deljivim sa 4.
(32,36,52,56). Preostale 2 cifre ¢ine 2 razli¢ite permutacije.

oy 24_8 1
A= =23
12 12 1

AL TR TRt
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20. Koja je verovatnoca da u drustvu od n osoba postoje bar dve koje su rodene istog
dana u godini?

Resenje:
Problem treba resiti kao suprotan dogadaj, dogadaju da svi imaju razli¢it datum
rodenja.

©365-364-...(365-n+1)
365"

P(A)=1-P(A)=1

=P, (A).

Moze se izracunati da je P,, 0,467 ,a P,; 0,507 . Dakle, ako postoje vise od

22 osobe, onda je veca verovatnoca da postoje 2 osobe sa istim datumom rodendana.

A kako je Py 20,999 , onda za vise od 68 osoba sa sigurno$¢u od 99,9%,

mozemo tvrditi da postoje bar dve osobe rodene istog datuma.

21.Bacamo 3 nov¢ica jedan za drugim. Nadi verovatnocu da ¢emo dobiti 2
pisma i jedan grb.

3 3
Resenje: P(A)===—.
] ( ) V32 8
22. Na cetiri cedulje ispisani su brojevi 1,2,3,4. Cedulje su slu¢ajno poredane
u niz. Kolika je verovatnoca da ce se dobiti broj kod koga su prva i druga
cifra neparni brojevi?

Resenje: P(A) =% = 2;‘;1 -

ol

23. Sest porodica se sastoje od oca, majke i troje dece. Izaberu se slu¢ajno je-
dan otac, jedna majka i jedno dete. Kolika je verovatnoca da pripadaju istoj
porodici?

6-3 1

Resenje: P(A)= 5618 36
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24. Dato je 7 pertli razlicitih boja, od kojih je jedna crvena, a jedna zelena. Naci
verovatnocu da ¢e crvena i zelena pertla biti jedna pored druge, ako se pertle
redaju na slucajan nacin

a) na prav konac, b) ukrug.

Resenje:

a) Broj svih nacina da se nanizu pertle na prav konac je . Da bismo odredili
povoljne realizacije, zamislimo da su crvena i zelena pertla jedna pored druge
i to crvena pa zelena. Dakle imamo 6 objekata, ( ove dve kao 1 i ostalih 5 )
koje treba raspodeliti na 6 mesta, dakle 6! Dve pertle jo§ mogu da razmene
mesta pa je .

b) Ako se pertle redaju u krug mesta se ne razlikuju. U jednom kruznom
rasporedu ima 7 razli¢itih mesta, jer ogrlicu mozemo raseci na 7 mesta.

Prema tome broj razli¢itih kruznih rasporeda je 7 puta manji od broja linskih
rasporeda, dakle 6! Sli¢no je i za povoljne ishode, pa je

25. Sest kuglica rasporedeno je nasumice u 12 kutija. Naéi verovatnocu da je ta¢no
10 kutija prazno.

Resenje:
Ukupan broj ishoda je 12°
Ako je 10 kutija prazno, znaci da smo svih 6 kuglica stavili u 2 kutije. Broj raspo-

reda za 2 kuglice je [Hj . Broj rasporeda da 6 kuglica stavimo u 2 kutije je 2° .
2

Ali meduovim rasporedima postoje i 2 rasporeda u kojima je jedna od dve kutije

prazana. Zato broj rasporeda 6 kuglica u 2 kutije, a da nijedna nije prazna je 2° —2 .
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26. Telefonski broj se sastoji od 6 cifara. Ako se pretpostavi da postoje svi telefonski
brojevi od 000 000 do 999 999, koja je verovatnoca da u proizvoljno izabranom
broju sve cifre budu razli¢ite?

10
Resenje: P (A) = \LL _10-9-8-7-6-5

= =0,1512 .
V610 106

27. Kocka ¢ije su sve strane obojene rasecena je na 1000 kockica istih dimenzija. Sve
kockice su stavljene u jednu kutiju. Kolika je verovatnoca da izvucena kockica ima:

a) 3 obojene strane,
b) 2 obojene strane,

c) 1 obojenu stranu.

Resenje:

) P(A)=%=0,008 b) P(B):%:0,0% ) P(C)=%=O,384

28 Posmatramo 3 zatvorene kutije. U jednoj od njih se nalazi poklon koji igrac zeli
da dobije, a ostale 2 su prazne. Vlasnik kutija zna u kojoj se nalazi poklon. Igrac
pokazuje jednu kutiju, kao svoj izbor. Ona se ne otvara. Vlasnik otvara jednu od
preostale dve kutije i ona je obavezno prazna. Zatim vlasnik pita igraca da li zeli
da promeni kutiju i izmeni svoj prvobitni izbor. Dali je za igraca bolje da promeni
odluku o izboru kutije?

Resenje:

A je dogadaj da je u prvom pokazivanju izabrao praznu,

B promenio je izbor i osvaja poklon.

Otigledno je A=B, odnosno P (A) =P ( B)= % .

Znadi, bolje je da promeni kutiju.
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29.Jedan student je od 30 ispitnih pitanja naucio 24, a drugi 15. Na ispitu su dobili po 3
pitanja . Kolika je verovatnoca da ¢e prvi, odnosno drugi da odgovorio na:
a) najmanje 2 pitanja

b) najvise 1 pitanje

3:) (3;)) 2
C 7

30. Dva strelca gadaju cilj. Verovatnoca da prvi pogodi cilj je 0,7, a drugi je 0,4.0Obojica
istovremeno opale prema cilju. Kolika je verovatnoca da ce cilj biti pogoden ?

Resenje:
A je dogadaj da cilj pogodi prvi strelac,
B je dogadaj da cilj pogodi drugi srelac.

Dogadaji A i B se ne iskljucuju jer je moguce da oba strelca istovremeno pogode cil;.

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)=0,7+0,4-0,7-0,4=0,82 .

31.U grupi je 20 studenata i 10 studentkinja. Polovina od ove grupe pusi. Kolika je
verovatnoca da ¢e slu¢ajno izabrana osoba biti ili studentkinja ili pusac.
Resenje:
A je dogadaj da je izabrana osoba studentkinja
B je dogadaj da je izabrana osoba pusac

10 1 15 1 10 15 5 1
P(A)=55 =5 P(B)= 55 =5 P(AB)- 2.2

30 2
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)
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32.U kutiji se nalazi 80 cedulja na kojima su ispisani brojevi od 1 do 80. Odrediti
verovatnoc¢u da ¢emo izvudi cedulju na kojoj broj nije manji od 45 ili broj koji je
deljiv sa 3?

Resenje:  P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)=0,6203

33. Kolika je verovatnoca da pri bacanju dve kocke jedna kocka prikaze broj deljiv sa
3 ili deljiv sa 4?

Resenje:

A je dodadaj da se na kocki pojavi broj deljiv sa 3, odnosno jedan od brojeva je
3ili 6, ondaje .

Bje dodadaj da se na jednoj kocki pojavi broj deljiv sa 4, odnosno jedan od brojeva

je 4, onda je P(A) gg
Dogadaji A i B se ne iskljucuju, pa je P(AB) 346
20 11 4 3
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)= 3% %—% 7

34. Bacamo dinar tri puta. Neka je dogadaj A pojavljivanje samo jednog pisma,

dogadaj B pojavljivanje najmanje jednog grba, i dogadaj C pojavljivanje prvi

put pisma, a druga dva puta grb. Izratunati P (A +B+ C) .

Resenje:
Broj svih elementarnih dogadaja je 2°.

A={(PGG),(GPG),(GGP)} , P<A)=§

B={(GPP),(PGP),(PPG),(PGG),(GPG),(GGP),(GGG)} , P(B):g

C

0|

{(PeG)}. P(C)=
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ANB=A, ANC=BNC=ANBNC=C.

35. Kolika je verovatnoca da se istovremenim bacanjem 3 kocke dobiju bar 2 jednaka

broja?

|

Resenje: P ( A) =

36. 1z $pila od 32 karte za igru izvlacimo jednu kartu. Kolika je verovatnoca sa ¢emo
izvuci
a) asa ili kralja
b) karo kartu ili kralja?
Resenje:

) P(A+B)=P(A)+P(B)=7.

b) P(A+B)=P(A)+ P(B)—P(AB):E.
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2. USLOVNA VEROVATNOCA I NEZAVISNOST
TOTALNA VEROVATNOVA BAJESVA FORMULA

2.1. USLOVNA VEROVATNOCA

Verovatnoca dogadaja A znajuci da se dogadaj B ve¢ realizovao ili pretpo-stavljajuci
da ce se realizovati naziva se uslovna verovatnoca.

Definicija:

Verovatnoc¢a P ( A| B) zove se uslovna verovatnoc¢a dogadaja A pod uslovom B i

definiSe se sa P(A|B) =— 7

AB

Relativna ucestanost dogadaja A u eksperimentima u kojima se dogadaj B reali-

Nap
n
zovao iznosi —28 =" gde je n broj eksperimenata, Ny broj realizacija dogadaja
n B
B B
n

P(AB)

P(B)

A'i N,y broj realizacija dogadaja AB, paje P ( A| B) =
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Primer:

Kolika je verovatnoca da ¢e se na kocki prilikom bacanja pojaviti paran broja, pod uslovom
da znamo da je taj broj manji od 4 ?

Neka je A dogadaj pojave parnog broja, a B pojava brojeva manjih od 4.

A={2,4,6},B={123},ANB={2} , P(AB)z%, P(B):% ,
E

P(A|B)=%:%:%
6

Primer:

U kesi se nalazi 5 belih i 9 crnih kuglica. Izvla¢cimo nasumice 2 kuglice, jednu po jednu,
bez vracanja. Kolika je verovatnoca da ¢emo iz drugog puta izvudi crnu, ako znamo da je
prvo izvucena bela kuglica?

Mozemo da izvuc¢emo 2 bele, 2 crneili 1 crnu i 1 belu kuglicu.

Neka je A dogadaj izvlacenja crne kuglice, a B verovatnoca pojave bele kuglice iz prvog
izvlacenja.

P(B):% ANB=A-B=59.

95 45 45

P ( AB) = V214 RYRE = 182 ali mogli smo da izra¢unamo i na drugi nacin kao
p(A ):iizﬂ

14 13 182

P(AB) 9
P(AlB)- P(B) 13
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Primer:

Dinar se baca ili do pojave grba ili do tri uzastopne pojave pisma. Pod uslovom da je re-
zultat prvog bacanja pismo, naci verovatnoc¢u da dinar bude bacen 3 puta.

Prilikom bacanja nov¢i¢a moguce je da se dogodi G, PG, PPG, PPP.

p(e):%,p(pe)zi,p(ppe):%,p(ppp):%

Neka je B dogadaj pojave pisma u prvom bacanju (B=PG+PPG+PPP) , pa je

P(B)=1+1+1=£.
4 8 8 2

Ako je A dogadaj da se dinar baca 3 puta, onda je (A=PPG+PPP) i
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2.2. VEROVATNOCA PROIZVODA DOGAPAJA
NEZAVISNI I ZAVISNI DOGADA]JI

Koriste¢i definiciju uslovne verovatno¢e moguce je definisati zavisnost i nezavi-
snost dogadaja i dati definiciju verovatnoce proizvoda dva dogadaja.

Neka je dat skup Q i A, BcQ . Dogadaj A je zavisan od dogadaja B, ako
ostvarivanje dogadaja B utice na realizaciju dogadaja A. U suprotnom su nezavisni.

Primer:

Bacamo dve kocke. Neka je A dogadaj da prva kocka pokaze broj 5, a B dogadaj da druga
kocka pokaze broj 6.

P ( A) = — bez obzira da li se dogadaj B realizovao ili ne. Isto vazi i u obrnutom slucaju.
Dakle dogadaji A i B su nezavisni.

Primer:

Imamo 6 artikala jedne fabrike od kojih je 3 neispravno. Biramo dva artikla, jedan pa
drugi.

Neka je A dogadaj da u prvom izvlacenju dobijemo neispravan artikal, a B dogadaj da i
u drugom izvlacenju izvu¢emo neispravan artikal.

Jasno je da ce realizacija dogadaja A uticati na realizaciju dogadaja B.

Ako ne bi obracali paznju na dogadaj A, onda je imamo 3 povoljne moguénosti a pod
pretpostavkom da se dogadaj A realizovao imali bismo 2 povoljne mogucnostosti za
dogadaja B,

Znaci, dogadaji A i B su zavisni.

Definicija:

Ako su dogadaji A i B medusobno zavisni, tada je proizvod dogadaja A i B

P(AB)=P(B)-P(A|B)=P(A)-P(BJA).

Za kona¢no mnogo zavisnih dogadaja A A, ... A, vazi formula
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P(AA,...A)=P(A)P(A|A)P(AIAA)..P(A]A ... AA)

Definicija

Dogadaji A i B su medusobno nezavisni ako je

P(AB)=P(A), P(BJA)=P(B).

a proizvod dogadaja A i B je
P(AB) = P(A) P(B) .

Za kona¢no mnogo nezavisnih dogadaja vazi formula

P(AA-.A)=P(A)P(A)..P(A)

Primer:

Eksperiment se sastoji u bacanju 2 nov¢i¢a od po dinar. Neka su dogadaji:
A: pojava glave na prvom dinaru

B: pojava makar jedne glave

C: pojava makar jednog pisma

D: pojava glave na drugom dinaru

Ispitati da li su dogadaji A1 C, AiD, BiC, BiD, zavisni ili nezavisni.

Dogadaji A i C su zavisni jer je, P (C) = % P(C |A) =% .
Dogadaji A i D su nezavisni, P (C) = E P (A|D) = i o
4 2
Dogadaji B i C su zavisni, F’(B):E P(B|C)=E.
4 3

Verovatnoca i statistika m



Dogadaji B i D su zavisni, P(B|C)=§ P(B|D)=1 .

Primer:

Radnik radi na 3 automatske masine. Verovatnoca da tokom 1 sata masina ne zahteva
intervenciju je za prvu masinu 0,9, za drugu 0,8 i za tre¢u 0,85.

Kolika je verovatnoca da nijedna od 3 masine ne zahteva intervenciju tokom sata?

U pitanju su nezavisni dogadaji i ako sa A, B, C ozna¢imo dogadaje da nije potrebna in-
tervencija na masinama, onda je

P(ABC)=P(A)P(B)P(C)=0,9-0,8-0,85=0,612

Primer:

Medu proizvodima jedne fabrike ima 5% $karta, a od proizvoda koji su dobri 80% je prve
klase. Na¢i verovatnocu da je slu¢ajno izabrani proizvod prve klase.

Neka je A dogadaj da proizvod nije $kart, P (A) = 0,95 iako je B dogadaj da proizvod
prve klase onda je P ( B | A) =0,8 idobijamo

P(AB)=P(A)P(B|A)=0,95-0,8=0,76.

Izuzetno je vazno praviti razliku izmedu nezavisnosti i disjunktnosti (dogadaji koji
se isklju¢uju). Nezavisni dogadaji se defini$u nad skupom €2 , za razliku od disjun-
ktnosti koja postoji nezavisno od skupa €2 .

Na primer, nezavisni dogadaji su dogadaji da padne pismo ili glava kod bacanja
dva nov¢ica, a disjunktni dogadaji su da padne pismo prilikom bacanja nov¢ica ili da
padne broj pet prilikom bacanja kocke.
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2.3. TOTALNA VEROVATNOCA

Neka nezavisni slu¢ajni dogadaji H,,H,,...,H_ <¢ine jedno razlaganje skupa

n
Q) . Oni ¢ine potpuni sistem hipoteza, odnosno Z H, =Q , gde su verovatnoce
k=1

P ( H, ) unapred poznate.

Neka se proizvoljni dogadaj A ostvaruje uz realizaciju bar jednog od ovih

Da bi se odredila verovatnoc¢a dogadaja A potrebno je naci uslovne verovatnoce ,

dogadaja.

P ( A| H, ) realizacije pojedinih hipoteza koje su dovele do ostvarivanja dogadaja A.

Teorema:

Formula totalne verovatnoce: Ako dogadaji H,,H,,...,H
sistem hipoteza u odnosu na dogadaj A, tada je

., Cine potpuni

P(A):gP(Hk)P(A|Hk).

Dokaz direktno sledi iz ¢injenice da je A = Zn: HA ili P ( A) = Zn: P ( H, A) ,a
k=1 k=1

kako je P(AHi ) = P(Hi) P(A|Hi ) , dobijamo trazenu formulu.
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Primer:

Na ispit iz matematike izaslo je 60% studenata koji polazu prvi put i 40% ostalih. Vero-
vatnoca da ¢e student koji polaze prvi put poloziti ispit je 0,3, a za ostale 0,4. Odrediti
verovatnocu da ¢e slu¢ajno izabrani student poloziti ispit.

Nekasu H,, H, verovatnoée da student polaze prvi put, odnosno vise puta.

P(H,)=0,6 P(H,)=0,4

A je dogadaj da student poloZi ispit,a P ( A| H1) =0 [P ( A| Hz) =0,4 su
verovatnoce da polozZi ispit iz prvog, odnosno ostalih puta.

Na osnovu formule totalne verovatnoce dobijamo da je
P(A)=P(H,)P(AlH,)+P(H,)P(A/H,)=0,6-0,3+0,4-0,4=0,34 .

Primer:

U nekoj fabrici 30% proizvodnje otpada na prvu masinu, 25% na drugu masinu i ostalo na
trecu masinu. Na prvoj masini pojavljuje se 1% $karta, na drugoj masini 1,2% $karta i na
tre¢oj masini 2% skarta. Kolika je verovatnoca da ¢e slucajno izabrani proizvod biti $kart?
A je dogadaj da je slucajno izabrani proizvod skart.

Dogadaji Primer:

U nekoj fabrici 30% proizvodnje otpada na prvu masinu, 25% na drugu masinu i ostalo na
tre¢u masinu. Na prvoj masini pojavljuje se 1% $karta, na drugoj masini 1,2% $karta i na
trecoj masini 2% $karta. Kolika je verovatnoca da ¢e sluc¢ajno izabrani proizvod biti skart?

A je dogadaj da je slu¢ajno izabrani proizvod $kart.

Dogadaji H,, H,, H predstavljaju proizvode izradene redom na masinama.

P(H,)=0,30, P(H,)=0,25 P(H,)=0,45
P(AH,)=0,01, P(A|H,)=0,012, P(AJH,)=0,02
Na osnovu formule totalne verovatnoce dobijamo da je

P(A)=P(H,)P(AJH,)+P(H,)P(AH,)+P(H,)P(AH,)=0,015.
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Primer:

Odredeni artikal proizvode 3 fabrike. Poznato je da prva fabrika proizvodi dva puta vise
od druge, a druga i treca isto. Takode 2% proizvoda iz prve i druge fabrike je defektno, a
4% iz trece. Svi proizvodi nalaze se na istom skladistu. Slucajno se bira jedan proizvod.
Nacdi verovatnoc¢u da je on defektan.

Nekasa H;,H,, H; obelezimo dogadaje da je proizvod iz ovih fabrika respektivno.
Iz uslova zadatka imamo da je

P(H,)=2P(H,), P(H,)=P(H;), P(H,)+P(H,)+P(H,;)=1,

pa dobijamo da je P(Hl)=% P(H2)= P(HS):— .

Ako je dogadaj A da je izabrani proizvod defektan imamo da je
P(A|H,)=P(AJH,)=0,02 P(AJH,)=0,04.
Na osnovu formule totalne verovatnoce dobijamo da je

P(A)=P(H,)P(A[H,)+P(H,)P(AJH,)+P(H,)P(A[H,)

i~0,02+£~0,02+£~0,04=0,025
2 4 4
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2.4. BAJESOVA FORMULA

Na osnovu formule totalne verovatnoce, u prethodnom primeru, ne moze se od-
govoriti na pitanje iz koje fabrike potice izabrani proizvod. Odgovor na ovo pitanje
daje Bajesova formula.

Bajesova formula:

Ako dogadaji H,,H,,...,H, (¢ine potpuni sistem hipoteza u odnosu na

n

dogadaj A i P(A) >0, tada je

p(1 ) - SR C

k=1

H)P(AH,)
(HP(AH)

Bajesova formula se zove i formula verovatnoca hipoteza (uzroka), jer na dogadaje

H,,H,,...,H, moZe se gledati kao na razli¢ite uzroke koji mogu dovesti do

realizacije dogadaja A.

Primer:

U prethodnom primeru verovatnoca da je trazeni proizvod iz prve fabrike iznosi:

0,5-0,02
P(H,|A)=—"—"+

=0,4
0,025

Primer:

Baca se kocka. Ako se na kocki pojavi 1 ili 6 uzima se kuglica iz prve kutije, u suprotnom
se uzima iz druge kutije. Prva kutija sadrzi 3 crne, 2 bele i 1 zelenu kuglicu, a druga kutija
sadrzi 4 bele i 2 zelene kuglice.

a) Nadi verovatnocu da je izvucena bela kuglica

b) Naci verovatnocu da je izvucena iz prve kutije, ako znamo da je bela.
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a) Akosu H;,H, dogadaji da su izabrane prva odnosno druga kutija , imamo
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2.5. VAZNI OBRASCI
Uslovna Verovatnoc'a

P(AB)

P(A|B)= 10

Verovatnoca proizvoda :

zavisni dogadaji

P(AB)=P(B)-P(AB)=P(A)-P(B|A)

nezavisni dogadaji

P(AB): P(A)P(B)

Formula totalne verovatnoce

P(A)=2-P(H,)P(AH,)

Bajesova Formula

()PP PR )p(AH)
| PN S R(H, P (AH,)
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2.6. ZADACI

1.U jednoj kutiji nalaze se 4 bele i 8 crnih kuglica, a u drugoj 3 bele i 9 crnih. Izvla¢imo iz
svake kutije po jednu kuglicu. Odrediti verovatnoc¢u da je iz obe kutije izvucena bela?

Resenje:
Dogadaj A: bela kuglica iz prve kutije.
Dogadaj B: bela kuglica iz druge kutije,

Dogadaji A i B su nezavisni.

P(AB)=P(A)-P(B)=——=—.

2.U magacinu se nalazi 12 proizvoda, od kojih je 8 ispravnih. Radnik nasumice bira 2
proizvoda, prvo jedan pa drugi. Naci verovatnoc¢u da su oba proizvoda ispravna .

Resenje:

Dogadaji A i B su zavisni.

A -je dogadaj da je prvi proizvod ispravan

B -je dogadaj da je i drugi proizvod ispravan

_8. 7

P(AB)=P(A)-P(BJA)= 7~ 04242,

11

3.1z $pila za igru izvucena je jedna karta, a zatim je ponovo izvucena jo$ jedna karta.
a) kolika je verovatnoca da su oba puta izvucene petice ako se karta posle prvog
izvlacenja vraca u $pil?
b) kolika je verovatnoca da su oba puta izvucene petice, ako se posle prvog
izvlacenja karta ne vraca u $pil?

Resenje:

A -je dogadaj da je u prvom izvlacenju izvucena petica

B -je dogadaj da je u drugom izvlacenju izvucena petica
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a) Dogadaji su nezavisni, pa je P (AB) —-P (A) p ( B) 4 4 16

T52 52 527
b) Dogadaji su zavisni, pa je P(AB) = P(A) P(B|A) :;12% - 2222

4. Pri bacanju dve kocke posmatramo zbir koji se pojavljuje na njima. Kolika je vero-
vatnoca da je zbir 6, ako se zna da je zbir paran broj?

Resenje:
Dogadaj A: zbir je 6.
Dogadaj B: zbir je paran broj.

5

_P(AB) 35 5

P(AB)= P(B) 18 18
36

5. U jednom odeljenju od 30 uc¢enika, 12 nosi naocare, 8 pise levom rukom, a 6 ima obe
te osobine. Kolika je verovatnoca da slu¢ajno izabrani ucenik pise levom rukom,
ako znamo da nosi naocare.

Resenje:
Neka je A dogadaj da ucenik pise levom rukom.

Neka je B dogadaj da ucenik nosi naocare.

6
P(A|B)=%:%:%-
30

6. Deo A jednog automobila se zamenjuje u 80% slucajeva. Deo B se zamenjuje u 25%
slucajeva ako se zameni deo A. Kolika je verovatnoca da ¢e oba dela biti zamenjena?

Resenje:

P=P(A)-P(B|A)=0,8:0,25=0,2
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7. Student je izaSao na ispit znajuci 20 od 25 pitanja. Ispitivac je postavio 3 pitanja.
Naci verovatnocu da je student znao odgovor na sva 3 pitanja.

Resenje:
Ako sa A, B C oznac¢imo dogadaje da su izvlacena pitanja koje student zna, onda
P=P(A)-P(B|A)- P(C|AB)=Q~Q-E=0,4%-
25 24 23

Zadatak se mogao resiti primenom klasi¢ne definicije verovatnoce
(Zoj(5j
3 )10
P=
25
3
8. Iz $pila od 32 karte za igru slucajno se, odjednom, izvlace 2 karte. Neka je A do-

gadaj da je izvucena bar jedna dama i B dogadaj da je izvucen bar jedan pik. Naci
verovatnocu da je izvucena bar jedna dama i bar jedan pik.

Resenje:
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9.U kutiji se nalaze 6 crvenih i 4 bele kuglice. Izvla¢imo 2 kuglice jednu za drugom.
Kolika je verovatnoca da, ako je prva izvucena kuglica crvena, druga bude bela?

Resenje: P ( A) = %

10. Dat je niz prirodnih brojeva 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Biramo 2 broja. Kolika je verovatnoca
da njihov zbir bude ve¢i od 12 i neparan?

Resenje:
Ako je B dogadaj da je zbir neparan
20

AN
3]

je neparan P ( A| B) - = E , onda je traZzena verovatnoca
6

5
=—, a uslovna verovatnoca da je zbir veci od 12, pod uslovom da

11. Kolika je verovatnoca da se na dvema bacenim kockama dobije zbir 9 ili ako se to
ne dogodi, da se na ponovljenom bacanju dobije zbir 7.

Resenje:
Dogadaj A - zbir je 9
Dogadaj B -zbir je 7

4 1 4 32
P(A)=—==, P(A)=1-—==
() 36 9 () 36 36

6 1
P(B)=—==
() 36 6
p(ﬂB):g.izi

36 36 27
P(A+KB)=%
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12. U televizijskom studiju ima 3 kamere. Verovatnoca da je kamera ukljucena za

svaku kameru iznosi 0,6. Odrediti verovatnoc¢u da je u datom trenutku uklju-
¢ena bar jedna.

Resenje: P (A) =1-0,4°=0,936.
13. 1z $pila od 52 karte za igru na slu¢ajan nacin izvlace se 3 karte. Naci verovatnocu

da to budu tri razlicite slike.

ReSenje:

AL\ - 12 8 4
P(A) ZTZ 0,0029 ili P(A) =" . . =0.0029
14. Verovatnoca da ¢e student A resiti neki zadatak je 0,7, a za studenta B je 0,9.

a) Naci verovatnocu da ¢e zadatak biti reSen ako ga resavaju oba studenta, ne-
zavisno jedan od drugog.

b) Ako je zadatak resen, koja je verovatnoca da ga je resio student B?

Resenje:

a) P=P(AB)+(AB)+(AB)=0,7-0,1+0,3:0,9+0,7-0,9=0,97

Ili

P=1-(AB)=1-0,3-0,1=0,97.

b) P =£-0,7+£-0,9:0,8
2 2
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15. U kutiji se nalaze 7 crvenih, 4 belih i 3 plave kuglice. Izvlace se 3 kuglice jedna za
drugom. Kolika je verovatnoca da ¢e prva izvucena kuglica biti crvena, druga bela

i treca plava?
Resenje: P(ABC)=P(A)P(B|A)P(C|AB)=—— =0,038
16. Strane kocke sa brojevima 1,2,3,4 su obojene zeleno, a sa 5 i 6 plavo. Kocka se baca

jednom. Ako je dogadaj A: kocka pokazuje paran broj, dogadaj B kocka pokazuje
zeleno. Da li su dogadaji A i B zavisni ili nezavisni?

Resenje:

Q0 ={1z,22,32,42,5p,6p}

o|lw

A={2z,42,6p} P(A)=
B ={1z,22,3z,4z} P(B):%
ANB ={2z,4z} P(AB)=§

Kako je P ( AB) =P ( A) P ( B) , dogadaji su nezavisni

17. Strane kocke sa brojevima 1,2,3, su obojene zeleno, a sa 4, 5 i 6 plavo. Kocka se baca
jednom. Ako je dogadaj A: kocka pokazuje paran broj, dogadaj B kocka pokazuje
zeleno. Da li su dogadaji A i B zavisni ili nezavisni?

Resenje:

p(A)zg,p(B)zg,p(AB):%

Kako je P ( AB) # P(A) P ( B) , dogadaji su zavisni
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18. Letilica se gada 2 puta. U prvom gadanju verovatnoc¢a pogotka je 0,3 a u drugom
0,6. Jednom pogodena letilica se rusi sa verovatno¢om 0,2 a dva puta pogodena
rusi se sa verovatno¢om 0,9. Kolika je verovatnoca da letilica padne?

Resenje:

Dogadaji:

H1- letilica je pogodena jedanput

H2 -letilica je pogodena dva puta

A-  letilica je pada.
P(Hl)=0,3-O,4+O,7-0,6:0,54
P(H2)=0,3~0,6=0,18
P(A)=P(H,)P(AH,)+P(H,)P(AH,)=0,56-0,2+0,18-0,9=0,27

19.Fabrika proizvodi televizore. Tri pogona proizvode respektivno 25%, 35% i 40%
celokupne proizvodnje. Pogoni redom daju 5%, 4% i 2% Skartova.

a) Kolika je verovatnoca da je slucajno izabrani televizor Skart?

b) Kolika je verovatnoca da je taj televizor proizveden u drugom pogonu?

Resenje:
P(H,)=0,25, P(H,)=0,35, P(H,)=0,40

P(AJH,)=0,05, P(AJH,)=0,04 , P(AH,)=0,02

345
2) P(A)=P(H,)P(AJH,)+P(H,)P(AH, )+ P(H3)P(A|H3)=W
P(H)P(AH) 10910
100 100 28
b) P(H2|A): ZP(A) 2 :1024?)0:@
1007
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20. Dva strelca nezavisno jedan od drugog gadaju metu ispaljujuci po jedan metak.
Verovatnoca da ¢e prvi strelac da pogodi metu iznosi 0,8, a za drugog je 0,4. Jedan
metak je pogodio metu. Kolika je verovatnoca da je metu pogodio prvi strelac?

Resenje:
P(H,)=0,5 P(H,)=0,5 P(AJH,)=0,8 P(A[H,)=0,4
P(H |A)=P(H1)P(A|Hl)= 0508 __4 67

' P(A) 0,8:05+0,4:05

21. U magacinu se nalaze proizvodi iste vrste, proizvedeni u tri razli¢ita pogona, respek-
tivno po 20%, 40% i 40% proizvoda. Pogoni redom daju 0,01; 0,02 i 0,04 skartova.

a) Kolika je verovatnoca da je slucajno izabrani proizvod skart?

b) Kolika je verovatnoca da je taj proizvod izraden u prvom pogonu?

Resenje:
P(JHl)zo,z; P(H,)=0,4;P(H,)=0,4;

a) P(A|H1):O’01; P(A|H2):O’02; P(A|H3):0104;
P(A):P(H1)P(A|H1)+P(Hz)P(A|H2)+ P(H3)P(A|H3):0,026

P(H,)P(AH 0,2-0,01
b) P(H,|A)= ( 13(£)| ) _ o026 - %0769,

22. U dve kutije nalaze se kuglice. U prvoj kutiji se nalazi 2 crvene i 4 bele, a u drugoj
6 crvenih i 2 bele. Izvlaci se jedna kuglica iz slucajno izabrane kutije. Ona je bela.
Kolika je verovatnoca da je iz prve kutije?

Resenje:
Dogadaj B: kuglica je bele boje.

Dogadaj A,1=1,2 :Kuglica je iz i -te kutije.
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23.Na sportskom takmicenju iz streljastva ucestvuju tri takmicara. Cilj gadaju isto-
vremeno.

a) Odrediti verovatnocu da je cilj pogoden ako verovatnoca pogotka za prvog
o 17 . ,
takmicara iznosi 2 za drugog —— izatreceg — .

b) Ako je cilj pogoden, odrediti verovatnoc¢u da ga je pogodio prvi takmicar ?

Resenje:
gp(A)-t 3L L1 o
34 320 320
13
3 4
b) P(H,|A)==-2-=0,45
) P(H:[A) 0,55

24. Na nasem fakultetu 45% studentkinja ima plavu kosu, 20 % ima plave o¢i, a 15% ima i
plavu kosu i plave oci. Odrediti verovatnoc¢u da slu¢ajno izabrana studentkinja
a) Ako ima plavu kosu da ¢e imati i plave oci
b) Ako ima plavu kosu da nece imati i plave oci
¢) Ako ima plave o¢i da nece imati plavu kosu
d) Da nece imati ni plavu kosu ni plave oci
Resenje:
Dogadaj A je —plava kosa
Dogadaj B je —plave oci

P(A)=—~0,45

100

20 15
P(B)=——=0,2 P(AB)=——=0,15
(8)-2 (48)

100
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P(AB) 0,15

) P(BJA)= P(A) 0,45

=0,33.

b) P(B|A)=1-P(B|A)=1-0,33=0,67

— P(AB 0,15
0 P(&E)-1-P(AB) -1-T ) 100 025

v

A+ B): P(A+B)

(
d) P(A+B)=P( )+P(B)—P(AB):%
(

Y

25. U prodavnici se nalaze cipele iz dve fabrike i to 70% je iz prve fabrike, a 30% je iz
druge. 2% cipela iz prve fabrike je loseg kvaliteta, a 5% iz druge fabrike.

a) Odrediti verovatnoc¢u da slucajni kupac kupi kvalitetne cipele?

b) Kolika je verovatnoca da su to cipele proizvedene u prvoj fabrici?

Resenje:
a) 0,97 b) 0,71

26. Svaka od 3 kutije za nakit ima 2 pregrade. U prvoj od kutija u jednoj od predgrada
nalazi se zlatni prsten, a u drugoj srebrni. U drugoj kutiji u obe pregrade su zlatni
prstenovi, a u trecoj u obe pregrade srebrni prstenovi. Na slu¢ajan nacin biramo
jednu od kutija, otvaramo jednu pregradu i nalazimo srebrni prsten. Kolika je
verovatnoca da je u drugoj pregradi zlatan prsten?

Resenje: 1/3
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27. Na jednom uskom putu u susret jedan drugom idu 2 vozaca. Ako su oba vozaca
trezna verovatnoca da nece do¢i do sudara je 0,999, ako je jedan vozac pripit vero-
vatnoca je 0,7 i ako su oba vozaca pripita verovatnoca je 0,4. Ako sa zna da je svaki
deseti vozac pripit odrediti verovatno¢u da neée do¢i do sudara.

Resenje:
P(Hl) =0,9-0,9=0,81,

P(H,)=0,9-0,1+0,1-0,9=0,18,
P(H,)=0,1-0,1=0,01

P(AJH,)=0,99, P(AH,)=0,7, P(A|H,)=0,4
P(

A)=0,94.

28. Na ispitu ima 20 pitanja. Od 10 studenta koji su izasli na ispit 3 studenta su se
pripremili odli¢no, 4 vrlo dobro, 2 dobro i 1 slabo. Student koji se odli¢no pripre-
mio zna odgovore na sva pitanja, vrlo dobro pripremljeni student zna odgovore
na 14 pitanja, a slabo pripremljeni zna odgovore na 7 pitanja. Slucajno izabrani
student je odgovorio na sva tri pitanja. Kolika je verovatnoca da je to vrlo dobro
pripremljeni student?

Resenje:
14
(o)
10‘[20]
p(H2|A):P(H2)P(A|H2): 3 =O'4'0’49=0,348
P(A) 0,3-1+0,4-0,49+0,2-0,32+0,1-0,03 0,563

29.Analize Ministarstva zdravlja pokazuju da od raka oboljeva 2% gradana Srbije.
Postoji test koji je uvek pozitivan ako bolest postoji, a u slucaju zdravih ljudi daje
pozitivan rezultat u 22% slucajeva. ( test tvrdi da su bolesni iako su zdravi).Kolika
je verovatnoca da osoba koja se testirala je zaista bolesna?

Resenje:

Verovatnoca da je proizvoljno odabrana osoba bolesna je P ( H 1) =0,02 ,
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azdrava P(H,)=0,98

Verovatnoca da se osoba testira u obe varijante su P (T | H 1) =1,P (T | H, ) =0,22
Verovatnoca da je testirana osoba bolesna je

P(H)P(T|H,) P(H,)P(T|H,) 0,021

P(H,[T)= PT) P(HJP(T|H,)+P(H,)P(TH,) ~0.021+0,98-0.21

=0,0885

Napomena: Ovaj primer ukazuje na korisnu primenu Bajesove formule. Iz uslova
zadatka, ako je test pozitivan u 22% slucajeva, vecina ljudi bi brzopleto zakljucili da
$ansa da su bolesni iznosi 78%, a realno taj broj je 8,85%.

30. Neka je test na neku bolest (hiv, kancer i sl) takav da u 99% slucajeva je tacan kada
je pozitivan i u 99% slucajeva tacan kada je negativan. Poznato je da 0,5% bolesnih
pozitivno. Kolika je verovatnoca da slu¢ajno odabrana osoba je zaista bolesna ako
je test bio pozitivan?

Resenje:

Dogadaj A je da je test dobar
P(Hl)=0,05, P(H2)=0,995,
P(A|H,)=0,99, P(A[H,)=0,01,

P(Hy) P(AH,)

P(H1|A): P(A)

=0,332

Napomena: I ovaj primer ukazuje na korisnu primenu Bajesove formule. I ako je
test pozitivan samo 33.2% je verovatnoca da je osoba bolesna.
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3. SLUCAJNE PROMENLJIVE - FUNKCIJA RASPODELE

U prethodnim razmatranjima slucajni dogadaji su bili okarakterisani opisno, re-
¢ima. Mnogo je korisnije slucajne dogadaje okarakterisati kao brojne vrednosti, kao
realne brojeve. Tako se dolazi do pojma slucajne promenljive.

Primer:

Nov¢ié se baca dva puta. Kako je ) = { PP, PG,GP, GG} iako je slu¢ajna promenljiva
X broj registrovanih pisama onda ona uzima vrednosti

X (PP)=2, X (GP)=1, X (PG)=1, X (GG)=0.

Znadi, slu¢ajna promenljiva X uzima 3 vrednosti, a to su 0,1,2.

Definicija:
Funkcija X koja svakom slu¢ajnom dogadaju @ € € dodeljuje neki realni broj

X (a)) zove se slu¢ajna promenljiva, gdeje X i —> R .

Slucajne promenljive obelezavaju se velikim slovima X,Y,Z....., a njihove vrednosti
malim slovima x,y;z......

U prethodnom primeru, slu¢ajna promenljiva X koja predstavlja broj registrovanih
pisama kod bacanja 2 nov¢i¢a uzima vrednosti (x,y, z)= (0,1,2).

Da bi se okarakterisala slucajna promenljivu treba znati sve vrednosti koje ona
moze da uzme.

Ovako definisana slucajna promenljiva X predstavlja jedan apstraktan matematicki model.

Na primer, ako bi u eksperimentu bacanja kocke sa X=0 oznacili pojavu parnog
broja, a sa X=1 neparnog, a u eksperimentu bacanja nov¢ic¢a sa X=0 pojavu pisma, a
sa X=1 pojavu glave, imamo situaciju da se razli¢iti slucajni dogadaji preslikavaju u
iste realne brojeva. Znaci, u pitanju je jedan isti apstraktni model sa dva podjednako
verovatna ishoda.

Sluc¢ajna promenljiva predstavlja preslikavanje dogadaja iz skupa €2 u skup svih

realnih brojeva X : @ — R , dok je verovatnoca, kako smo ve¢ naglasili, preslikavanje

dogadaja iz skupa {2 na interval realnih brojeva [0,1]

P:o—[0,1]

Verovatnoca i statistika




Vazno je shvatiti da slu¢ajna promenljiva nema neku odredenu vrednost, ve¢ se
samo moze govoriti o verovatno¢ama da ona uzme neku odredenu vrednost.

Razlikuju se dva osnovna tipa slu¢ajnih promenljivih, diskretne i neprekidne slucaj-
ne promenljive. Podela se vrsi u zavisnosti da li slu¢ajna promenljiva uzima vrednosti
u kona¢nom ili prebrojivim i beskona¢nom skupu vrednosti.

3.1. DISKRETNA SLUCAJNA PROMENLJIVA

Slucajna promenljiva X je diskretna ako je domen njenih vrednosti konacan ili
prebrojiv beskonacan skup.

Definicija:
Neka sluc¢ajna promenljiva X uzima vrednosti X;,X,,..., X, , sa verovatno¢ama

Py, Pyy--es P> pricemuje p,+p,+...+p, =1
Skup parova (x[’pi =P(X =x[)),i:1,2,...,n ili napisano
[xl X, j
(VT R

¢ini raspodelu verovatnoca slucajne promenljive X ili zakon raspodele diskretne
slucajne promenljive.

Napomena: Zakon raspodele je identi¢an i u slucaju prebrojivo mnogo vrednosti.

Zakon raspodela verovatnoca kao potpuna karakteristika odnosi se isklju¢ivo na
diskretnu slucajnu promenljivu.

Primer:

U prethodnom primeru bacanja dva novcica ,gde je slucajna promenljiva X broj registro-

vanih pisama, zakon raspodela verovatnoca bio bi

NN )
N[~ -
IS )
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Raspodele verovatnoca sluc¢ajne promenljive mogu se prikazati graficki.
a) Ako se na x-osu nanesu vrednosti X; slucajne promenljive X, a na y-osu njihove
verovatnoce P , tada tacke A (Xi , Py ) , kada se spoje daju poligon raspodele.

A

p

A B)

\4

b)Ako se nacrtaju pravougaonici, tako da je d; =X, — X, A [Xi,&j , dobija

se histogram raspodela d

A
p/d

—
|

\4

3.2. FUNKCIJA RASPODELE

Vrednosti slu¢ajne promenljive ne mogu se predviditi pre obavljenog eksperimenta.
Samim tim, ne moze se definisati zakon raspodele. Prema tome potrebno je definisati
neku veli¢inu koja ne zavisi od eksperimenta, a to je funkcija raspodele.

Funkcija raspodele je karakteristika slucajne promenljive X koja omogucava da se
izracuna verovatnoca da slu¢ajna promenljiva uzme vrednost na nekom intervalu na x
osi. Drugim re¢ima, slu¢ajna promenljiva uzima neku vrednost x sa verovatno¢om .

Umesto verovatnoce da slu¢ajna promenljiva uzme neku vrednost, ¢e$¢e govorimo
o verovatno¢i da vrednost slucajne promenljive pripada nekom intervalu. Razlog za
ovakvo rezonovanje su eksperimenti koji imaju ishode na neprekidnom skupu vrednosti.
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Definicija:

Neka je X slu¢ajna promenljiva. Realna funkcija F definisana kao
F(x)=P(X <x)=P(0eQ|X(0)<x)

naziva se funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X.

Funkcija raspodele opisuje sve bitne karakteristike slu¢ajne promenljive. Dok vred-
nosti slu¢ajne promenljive se ne znaju pre obavljenog eksperimenta, funkcija raspodele
je potpuno poznata. Iz ovih razloga predmet proucavanja teorije verovatnoce nisu
sluc¢ajne promenljive, ve¢ njihove funkcije raspodela.

Primer:

Ako je sluc¢ajna promenljiva X ishod bacanja kocke, i pre bacanja kocke znamo da je

4
F (X) =[P ( X < 4) = E , iako ne mozemo da ta¢no predvidimo koju vrednost ¢e slu-
cajna

promenljiva X imati u konkretnom bacanju.

Verovatnoca i statistika



3.2.1.0SOBINE FUNKCIJE RASPODELE
Neka je F funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X. Tada je:
1.0SF(x)<1, VxeR,

2. lim F(x)=0, limF(x)=1,

X—>—0 X—>+0

jer je verovatnoc¢a nemoguceg dogadaja (X < —oo) jednaka 0, a sigurnog

(X < +oo) jednaka 1

3. Funkcija F je monotono neopadajuca, X, <X, = F (Xl) <F (X2 )

4. Funkcija je neprekidna s desna, Llrrg F(x+h)=F(x).

Kod diskretne slucajne promenljive, funkcija raspodele se zove i kumulativna
funkcija i oblika je:
0, —0 <X <X
P, X, <X<X,
F(X): Prt Py X, S X<X

Grafi¢ki prikaz kumulativne funkcije raspodele dat je na sledecoj slici:

A

F(x) 1
.
-«
Pt p, e——
pl *— )i
x| %, X,

......
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Primer:

Bacamo nov¢i¢. Neka je slucajna promenljiva X broj registrovanih pisama.

Ondaje X (P) =1 X (G) =0, znadi slu¢ajna promenljiva uzima dve moguée vred-
nosti 0,1.

Zakon raspodele i funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X su:

0, x<0

0 1 1
X1 1 F(x)= > 0<x<1
2z 1, x>l

Primer:
Nov¢i¢ se baca dva puta. Neka je slu¢ajna promenljiva X broj registrovanih pisama. Kako

je Q ={PP, PG,GP,GG} , imamo da je
X (PP)ZZ,X (GP)Zl, X (PG)zl,X (GG)ZO.

Znadi sluc¢ajna promenljiva uzima 3 moguce vrednosti 0,1,2.

0, x<0
1
0O 1 2 7 0<x<1
X : 12 1) F(x)= :
4 4 4 —, 1<x<2
4
1 X>2
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3.3. NEPREKIDNA SLUCAJNA PROMENLJIVA

Slu¢ajna promenljiva X je neprekidna (kontinualna) ako je domen njenih vrednosti
interval na realnoj osi.

Primer:

Posmatrajmo skup odraslih Zena u jednom gradu. Njihova visina je neprekidna slu¢ajna
promenljiva koja moze da uzme bilo koju od beskona¢no mnogo vrednosti iz intervala

[155cm;185¢m] .

Definicija:

Kod neprekidne slu¢ajne promenljive X funkcija raspodele moze se predstaviti u obliku

gdeje f (X) funkcija gustine verovatnoca i zadovoljava uslove
1. f(x)=0

+0
2 'f f(x)dx=1

Grafik krive na narednoj slici predstavlja funkciju raspodele za neprekidnu slu¢ajnu
promenljivu.

F (%)

>y
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Kriva na narednoj slici naziva se kriva gustine verovatnoca.

A

W

v

Polaze¢i od geometrijskog tumacenja odredenog integrala, funkcija raspodele F(x)
predstavlja povr$inu dela ravni izmedu krive gustine i x- ose u granicama od —oo do x.

Funkcija gustine verovatnoc¢e omogucava da se izracuna verovatnoca da se vrednost
slucajne veli¢ine nade u nekom intervalu. Ta verovatnoca je jednaka povrsini koja je
ograni¢ena funkcijom gustine i granicama datog intervala.

A A

F(x) 1 F(x)

) ;ip

e @

a b a b

Xy

P(a<X <b)=|f(x)dx

O ey T

Prema tome mozemo zakljuciti:
L P(a<X <b)=F(b)-F(a).
2. P(X=c)=0,VceR
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Jednakost P ( X = C) =0 ne znadi da se dogadaj X =C nikada nece ostvariti,
ve¢ da je mala, veoma mala, verovatnoca da ce se on ostvari. To je razumljivo, jer
sluc¢ajna promenljiva X moze da uzme bilo koju vrednost ¢ sa intervala (a,b), a njih je
beskona¢no mnogo, pa su mali izgledi da uzme bas vrednost c.

Kod neprekidne funkcije, nemoguce je svakom elementu c iz intervala (a,b) do-
deliti pozitivnu verovatnocu, jer tada bi zbir svih verovatnoca bio beskonacan, a zbir
verovatnoca skupa svih vrednosti promenljive X mora biti jednak 1. Zato se uzima da

je P(X =c)=0.

Prividno ovo je paradoks. Medutim, ovakvi paradoksi postoje u nauci. U geometriji
duz ima pozitivhu duzinu, a duzina svake tacke je 0. U mehanici, masa tela postoji, a
masa svakog pojedinog dela je nula.

Kao posledica navedenog vazi da je:

P(a<X<b)=P(a<X <b)=P(a<X <b)=P(a< X <b)

Teorema:

Izmedu funkcije raspodele i funkcije gustine postoji veza da je F' ( X) =f (X)

Dokaz:
Verovatno¢a slucajne promenljive X na intervalu (X,X+AX) iznosi

X+AX

P(X< X <x+AX)= J f (t)dt ili aproksimativno P(Xx < X <X+ Ax) = f (x)Ax.

>

Primer:
0 x<0

Ako je data funkcija gustine f (X) =IxX*+2 0<X<2,odrediti funkciju raspodele
0 X=2

F(x):j;f(x)dx=j(x2+2)dx:)§+2x

0
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0 x<0

3

F(x)= X?+2x 0<x<2
1 X=>2

Primer:
ax’, 0<x<l1

Odrediti konstantu a tako da funkcija f (X) = { 0 0.x>1’
y, X<U X2

bude funkcija gustine raspodele verovatnoce neprekidne slu¢ajne promenljive.

Zatim nadi funkciju raspodele i izra¢unati P (0 <X < 2) .

© 1
Kako je I f(x)dx=1, jaxzdx:1:>a:3.
0

—0

3x*, 0<x<1
Funkcija gustine glasi f (X) =

0, x<0,x>1

0, x<0
Funkcija raspodele glasi: F (X) = Jx‘sxzdx =x}, 0<x<1
O 1 x>1

TraZena verovatnoca P(O < X< 2) =F (2) -F (0) =8.

m Verovatnoca i statistika



3.4. VAZNI OBRASCI

Zakon raspodele diskretne slu¢ajne promenljive

« :[xl X, j
Pp Py -
Kumulativna funkcija raspodele diskretne slu¢ajne promenljive
0, —0 < X< X,
P, X, < X< X,
F(X)=9p,+P, X, <X<X,

Funkcija raspodele neprekidne slu¢ajne promenljive

F(x)=P(X(a))£x)=__X[Of(t)dt, o< x<m

Vrednost verovatnoce neprekidne slu¢ajne promenljive u intervalu
b

P(a<X <b)=[f(x)dx

a
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3.5. ZADACI

1. Eksperiment se sastoji od bacanja dve kocke. Neka slucajna promenljiva X pred-
stavlja zbir brojeva koji se dobijaju prilikom bacanja kocke. Nac¢i zakon raspodele
sluc¢ajne promenljive X.

Resenje:
Slu¢ajna promenljiva uzima 11 mogucih vrednosti 2,3,.......... ,12

Verovatnoce slucajne promenljive X su:

1 2 3 1
P(X=2)=2  P(X=3)= o P(X =4)= 0\ P(X =12) =

Zakon raspodele je:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

2. U kesi se nalazi 5 belih i 3 crne kuglice. Vade se po 2 kuglice. Neka slucajna pro-
menljiva X predstavlja broj belih kuglica. Napisati zakon raspodele slucajne pro-
menljive X.

Resenje:

Slucajna promenljiva uzima 3 moguce vrednosti 0,1,2.

Broj belih kuglica je slu¢ajna promenljiva X sa verovatno¢ama:

P(X o)@i P(X 1)@3 P(X =2)=

O

N

Hir

i

o 1 2
X:|3 15 5
28 28 14
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3. Automobil se krece ulicom u kojoj se nalazi 3 semafora. Svaki dopusta prolazak

sa verovatno¢om od § , a zaustavlja automobil sa verovatnocom od —.

Nac¢i zakon raspodele i funkciju raspodele verovatnoca sluc¢ajne promenljive X
koja predstavlja broj semafora kroz koje je automobil prosao.

4. U kutiji se nalaze 4 bele i 3 crne kuglice. Kuglice se vade do prvog pojavljivanja bele.

Napisati zakon raspodele slucajne promenljive X koja predstavlja broj izvlacenja
kuglica.

Resenje:
4 34 2
P(X=1)==, P(X=2)==—==,
( ) 7 ( ) 76 7
324 4 3214 1
(ng): _____ =—, ( — ): _______ N
765 35 7654 35
0 x<1
; 1<x<?2
1 2 3 4 6
X4 2 4 1 F(x)= - 2<x<3
7 7 35 35
% 3<x<4
35
1 X>4

5. Odrediti zakon raspodele sluc¢ajne promenljive X koja predstavlja broj grbova kod
bacanja 3 dinara, kao i funkciju raspodele.

Resenje:

Neka je slucajna promenljiva X broj registrovanih grbova.

El.dog. GGG GGP GPG | PGG GPP PGP PPG PPP
Broj glava 3 2 2 2 1 1 1 0
verovatnoce 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8
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Slucajna promenljiva uzima 4 moguce vrednosti 0,1,2,3

Broj grbova je slucajna promenljiva sa verovatno¢ama:

P(X :0):%,P(X :1):§,P(X :2):§,P(x :3):%

01 2 3
Zakon raspodele verovatnoc¢a broja grbovaje: X111 3 3 1
8 8 8 8
0, x<0
l, 0<x«<1
8
Funkcija raspodele: F (x) = ﬂ, 1<x<?2
8
Z, 2<x<3
8
1 X>3

6. Slucajna promenljiva X data je zakonom raspodele

X 2 1 2 3
(0,08 0,4 0,32 0,2

Nac¢i verovatnoce dogadaja

P(X<2), P(1<X<3), P(2<X<3).
Resenje:

P(X <2)=P(X =-2)+P(X =1)=0,48
P(lSX<3):P( )+ ( ) 0,72
P(ZSXS?»):P( = )+P(X=3)=0,52

7. Kocka za igru se baca do pojave petice, a najvise 4 puta. Neka je X broj bacanja.
Odrediti zakon raspodele slu¢ajne promenljive X, funkciju raspodele i nacrtati
njen grafik.
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8. Kutija sadrzi kuglice numerisane brojevima 1,2,3,4,5, ¢iji je odnos 2:5:4:3:1. Ako
su vrednosti slu¢ajne promenljive X cifre oznacene na kuglicama, napisati zakon
raspodele, funkciju raspodele i nacrtati graf funkcije raspodele.

Resenje:
0 x<1
3 1<x<2
15
7
1 2 3 4 5 — 2<x<3
. E(x)=J15
Xlz s 43 1) PRy
15 15 15 15 15 15 3<x<4
lﬂ 4<x<5
15
1 X>5
cx?, 1<x<2
9. Data je funkcija f(X)=9 ©X, 2<x<3

0, X<1,x>3

Odrediti nepoznati parametar c tako da ova funkcija bude funkcija gustine ve
rovatnoca slucajne promenljive X. Zatim odrediti funkciju raspodele i izracunati

P(1<X <§) N P(X >2) .
2 2

Resenje:

Kako je
o 2 3 3 2 2 3

1= I f(x)dx:fcxzdx+.[cxdx=cx— +eX :>c:£-
i 1 2 311 22 29
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—x%, 1<x<?2
29

Funkcija gustine verovatnoca glasi f (X) =

—X, 2<x<3
29
0, x<1x=3
0, x<1

X 3 _

Iixzdx:zx 2, 1<x<2

129 29
Funkcija raspodele glasi F (x) =

4
2 2<x<3
) 29 29

1, X=3
P 1<X<§ =F S -F 1 ZE—OZE
2 2 2 2) 116 116
15
. P(X>2)=1-P(X <2)=1—F(2)—5
ce™, x>0
10. Data je funkcija f(X)= 0 «<0 . Odrediti nepoznati parametar c

tako da ova funkcija bude funkcija gustine verovatnoca slu¢ajne promenljive X.
Zatim odrediti funkciju raspodele i izra¢unati

P(1< X <2), P(X>3) i P(X <1).

Resenje:
Kako je

0

If(xwx:IwSWx:—%e3X§ —%(ﬁge“—ﬂ

—00
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P(X >3)=1-P(X <3)=1-F(3)=¢"*
P(X<l)=F(1)=1-¢".

a
11. Odrediti konstantu a tako da funkcija f (X) == 1 bude funkcija gustine
X"+

verovatnoca neprekidne slucajne promenljive.

Zatim nadi funkciju raspodele i izra¢unati P (—1 <X<1).

Resenje:

Kako je
° Toa T 1
L f (x)dx = [Omdx = a(arctgoo—arctg (—oo)) = a(EJrEj =l=a= —

1
.. . P - f(x)z ———
Funkcija gustine verovatnoca glasi ( ) jn (1 N XZ)

Ova raspodela se zove KoSijeva raspodela.

Trazena verovatnodéa

© o dx

P(-1<X <1)= Im = %(arctgl— arctg (—1)) = %

-1

12. Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X data je izrazom

1-e*, x>0

F(X):{o, x<0
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Nadi:

a) funkciju gustine verovatnoca,

b) verovatnodée P(X > 2) , P(—3< X S4) .

Resenje:
26 x>0
o atore £ |2

_&_ 0, x<0
b)P(X:>2)=1—P(X<<2)=1—F(2)=e4.

) P(-3<X <4)=F(4)-F(-3)= (1-e®)-0=1-¢"

_ 2
13.Data je f(x):{a(“ 2¢). XE[O,Z)’

0, Xx>2,x<0

Odrediti nepoznati parametar a tako da ova funkcija bude funkcija gustine ve-
rovatnoca slu¢ajne promenljive X. Zatim odrediti funkciju raspodele i skicirati
grafike ovih funkcija.

Resenje:

0

I f(x)dx:ja(4x—2xz)dx:8?a:>a:§.
0

—0

f(x){ %(4x—2x2), x€[0,2)
0,

Xx<0,x>2

oo

©8 N 16( , X
F(x) = !5(4x—2x)dx_7§(x —7;], xe[0,2)
0, X<0,Xx>2
P(X 23)=1-P(X <3)=1-F(3)=1

P(X<1)=F (1=
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14. Data je funkcija raspodele sluc¢ajne promenljiva X

0, x<0
F(x)=11-¢* 0<x<1
1 x>1

Odrediti funkciju gustine verovatnoca.

Resenje:
Funkcija gustine verovatnoca je

f(x)=F/(x)= (1-€*) =—2¢®

0 x<0
f(x)=1-2e"0<x<1
0 x=1
0, x<0
15. Ako je data funkcija raspodele F(X): cx? 0<x<1
1 x=1
a) Odrediti parametar c ako je P (X :1):0
b) Naci funkciju gustine verovatn
Resenje:
a) P(X=1)=F(1,)-F(L)=1-c1=0=c=1
0, x<0
F(x)=1 x* 0<x<1
1 x21
b) f(x)=F'(x)
f(x)=2x
0, x<0
f(x)=1 2x 0<x<1
0 x=1
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4. PARAMETRI ILI BROJNE KARAKTERISTIKE SLUCAJNIH
PROMENLJIVIH

Funkcija raspodele ili zakon raspodele za diskretnu slu¢ajnu promenljivu i funk-
cija raspodele ili gustina raspodele verovatnoca za neprekidnu slu¢ajnu promenljivu
predstavljaju potpune karakteristike tih promenljivih. Medutim, u mnogim prakti¢nim
problemima nije potrebno u potpunosti okarakterisati slu¢ajnu promenljivu. Najcesce
je potrebno samo ukazati na neke parametre (numericke pokazatelje) koji do izvesne
mere karakteriSu bitne osobine raspodele verovatnoca.

Najveci prakti¢ni znacaj imaju dve grupe parametara:

o Parametri koji reprezentuju centar rasturanja slu¢ajne promenljive

« Parametri koji mere rasturanje oko centra rasturanja

4.1. PARAMETRI KOJI REPREZENTUJU CENTAR RASTURANJA

Jedan od najvaznijih parametara koji reprezentuje centar rasturanja je matematicko
ocekivanje ili kako se jo$ naziva, srednja vrednost, prose¢na vrednost, nada, slucajne
promenljive.

Za matematicko oc¢ekivanje koristi se oznaka E ( X ) ,aliioznake g, ili p .

Iako se naziva ocekivanje, matematicko ocekivanje ono ne mora da bude moguca
vrednost slu¢ajne promenljive.

Definicija:

Ako je X diskretna sluc¢ajna promenljiva ¢iji je zakon raspodela verovatnoca dat
izrazom

X, Xy . X
o P, ..p i PP+ p, =1,

matematicko ocekivanje je

E(X)=XP+X,P, . XDy = Y XD,
i=1
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Diskretna slucajna promenljiva moZze da uzima kona¢no mnogo vrednosti, kao u
prethodnoj definiciji ili beskona¢no, ali prebrojivo mnogo vrednosti.

Definicija:

Ako je X neprekidna slu¢ajna promenljiva sa gustinom raspodele verovatnoc¢a

f (X) , onda je matematicko ocekivanje

E(X)=Ixf(x)dx

Napomena: Da bi postojalo matematicko ocekivanje, nesvojstveni integral kod
neprekidne sluc¢ajne promenljive, odnosno beskona¢ni red kod diskretne slucajne
promenljive moraju da konvergiraju.

Matematicko ocekivanje se naziva i momenat prvog reda.

Moment k-tog reda definise se kao E ( XX ) = z P ( X =X ) .

4.1.1. 0SOBINE MATEMATICKOG OCEKIVANJA

1.E(C)=C
2. E(CX)=CE(X)

3. E(X+Y)=E(X)+E(Y)

4.Ako su X 1Y nezavisne slu¢ajne promenljive onda je

E(XY)=E(X)E(Y)

Primer:
SERC R
Nekaizraz | 1 6 3 | predstavlja zakon raspodele verovatnoc¢a diskretne
10 10 10

slu¢ajne promenljive X.
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Naéi matematicko ocekivanje E ( X ) ,azatim E (5X +1) iE ( X 2) .

1 6 3 39
E(X)= +X,p, +Xp;=3—+5—+2-—=—
(X) =%+ %P, + %Py 10 ~ 10 10 10

Iz ovog primera se vidi da matemati¢ko ocekivanje ne mora da bude postojeca vrednost
slucajne promenljive

E(5X +1)=E(5X)+ E(l)z5E(X)+1:%

1 6 . 3 171
E(X2)=x2p, +%,2p, + X P; =9 —+ 25—+ 4. — ===
( ) Xy Pt X Pyt X Py 10 10 010

Primer:

Neka sluc¢ajna promenljiva X predstavlja broj pisama u tri bacanja nov¢ica.

0 1 2 3
Zakon raspodele sluc¢ajne promenljive Xje| 1 3 3 1 |.

8 8 8 8
Matematicko ocekivanje E(X ) = 0-%+1-§+ 2 -§+3-% =15.

Primer:

Jedna prodavnica prodaje tri tipa televizora. Zarada od prodaje je 1000dinara po komadu
od prve vrste, 2000 dinara, od druge i 3000 dinara od trece vrste. Najvise se prodaju prvi
tip, na njih odlazi 60% , drugih 30% i tre¢ih 10%. Odrediti prose¢nu zaradu .

Neka slu¢ajna promenljiva X predstavlja zaradu po tipovim televizora

1000 2000 3000
0,6 0,3 0,1
Matemati¢ko ocekivanje £ (X) =1000-0,6+2000-0,3+3000-0,1=1500

Zakon raspodele slucajne promenljive X : (
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Primer:

Data je neprekidna slu¢ajna promenljiva sa funkcijom gustine

1
f(x)=b-a’
0, x<a,x>b

as<x<bh

Naéi matematicko ocekivanje E ( X ) i E ( X2 ) .

" 51 1 x*;, a+b
E(X):£xf(@dx:£wb_adx:b_a7?a:—E—,
e ; 1 1 b*-a® b*+ab+a?
E(X?)=| x> f (x)dx =[x dx = = :
( )£X (x)ox !X b-a X b-a 3 3

4.2. PARAMETRI KOJI MERE RASTURANJE SLUCAJNE PROMENLJIVE
OKO CENTRA RASTURANJA

U nekim problemima srednja vrednost nije dovoljna karakteristika za opisivanje
pojava. To moze da se vidi iz slede¢ih primera.

Primer:

Prose¢na temperatura u Beogradu tokom godine je 15 stepeni. Imamo utisak prijatne

klime, ali leti temperatura ide do 40° ,azimi -10° .

Primer:

Posmatrajmo dve diskretne slucajne promenljive ¢iji su zakoni raspodele dati sa:

1 2 6 -60 -30 44,5
Xi2 1 ajivil2 1 o4
7T 7 7 7 7 7
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U oba slu¢aja matematicka ocekivanja su ista, tj E ( X ) == (Y ) =4 .

Odstupanja za prvu slu¢ajnu promenljivu, X — E ( X ) su redom -3, -2, 2 dok su za

drugu promenljiva, Y — E (Y ) redom -64, -34, 40,5.

Tako su im matemati¢ka ocekivanja jednaka, odstupanja za promenljivu X su relativno
mala, dok su za promenljivu Y velika, pa se raspodele slu¢ajnih promenljivih dosta ra-
zlikuju.

Prema tome, osim srednje vrednosti potrebno je znati jos neki parametar koji ka-
rakteri$e slu¢ajnu promenljivu. To je odstupanje, odnosno veli¢ina rasprostranjenosti
mogucih vrednosti slu¢ajne promenljive oko ocekivane vrednosti.

Definicija:

Neka je X slu¢ajna promenljiva sa matematickim ocekivanjem E ( X ) .

Disperzija ili varijansa slu¢ajne promenljive X se definiSe kao matematicko oce-
kivanje kvadrata odstupanja slucajne promenljive X od matematickog ocekivanj

D(X)=E(X -E(X))

Kvadratni koren varijanse naziva se standardna devijacija ili standardno odstu-
panje

Definicija:

Ako je X diskretna slu¢ajna promenljiva , onda je disperzija je

n

D(X)=E(X-E(X)) = Y (x~E(X)) n

i=1
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Definicija:
Ako je X neprekidna slu¢ajna promenljiva sa gustinom raspodele f ( X) ,onda je disperzija

D(X)= [ (x=E(x))" f(x)dx

—00

Disperzija predstavlja meru rasturanja vrednosti slucajne promenljive X oko sredine E ( X ) .

mala disperzija

velika disperzija

Ako je koncentracija vrednosti oko sredine velika, disperzija je mala, vrednostima
koje leze blizu sredine moraju odgovarati velike verovatnoce slucajne promenljive X,
dok ako se vrednosti slucajne promenljive znacajno rasipaju oko sredine i disperzija je
velika. Vrednostima slucajne promenljive koje su daleko od sredine odgovaraju male
verovatnoce, $to se vidi na slici.

4.2.1.0SOBINE VARIJANSE

Neka je C konstanta- proizvoljni realni broj, a X i Y slu¢ajne promenljive. Tada vazi:
1. D(C)=0

2. D(X)=E(X*)-E*(X)

3.D(CX)=C?D(X)

4. D(X+C)=D(X)

5. Ako su X 1Y nezavisne slu¢ajne promenljive

D(X +Y)=D(X)+D(Y)
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Primer:

Izracunati disperziju i standardno odstupanje slu¢ajne promenljive X ako je definisana zakonom

raspodele

®o|lw

0
1
2
e(x)=0-t41.3025

2 8 8 8

Primer:

Neka je data gustina raspodele verovatnoce sluc¢ajne promenljive X
1(1

—| =x+1|, 0<x<2

3\2

0, X<0,x>2

f(x)=
Izracunati disperziju i standardnu devijaciju slucajne promenljive X.

10

E(X)= jxf x)dx = J'x —( x+1jdx—?
00=f(3) St o0~
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4.3. VAZNI OBRASCI

Matematicko ocekivanje diskretne slu¢ajne promenljive

E(X)=X1pl+xzp2+...+xnpn :inpi

i=1

Matematicko ocekivanje neprekidne slu¢ajne promenljive

E(x):]:xf(x)dx

Osobine matematickog o¢ekivanja
E (C) =C
E(CX)=CE(X)
E(X +Y)= E(X)+ E(Y)

E(XY): E(X)E(Y)
Disperzija ili varijansa slucajne promenljive
D(X)=E(X -E(X))

Standardna devijacija ili standardno odstupanje

Disperzija ili varijansa diskretne slu¢ajne promenljive

D(X)= Y (x~E(X))'n

i=1

Disperzija ili varijansa neprekidne slu¢ajne promenljive

+00

D(X)= [ (x=E(x))" f(x)dx

—0
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Osobine disperzije

D(C)=0

4.4. ZADACI
0o 1 2
1. Neka je dat zakon raspodele slu¢ajne promenljive X izrazom | 2~ 3~ 5
10 10 10

Naci matematicko ocekivanje.

Resenje:

2 3 5 13
E(X)=XD XD, +XP.=0-—+1.—42.2 -2,
(X) = %Py %P, + %Py 10 " 10 10 10

U ovom primeru matematicko ocekivanje jednako je aritmetickoj sredini

E(X)=X.

-2 1 3
2. Data je slucajna promenljiva X zakonom raspodele 1 1 l
3 6 2

Na¢i E(X), E(3X +4), E(X?) -
ReSenje:
1.1 ,1

E(X):—2§+1E+3E:1
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E(3X +4)=E(3X)+4=3E(X)+4=7
1 1

E(X2)=(-2) -=+12.2+32.2=6.

() =(2) o1t Lo L

3. Prvi igrac baca 2 kocke, a drugi igra¢ mu placa onoliko dinara koliko iznosi zbir
dobijenih brojeva bacenih kocki. Kolika je srednja dobit prvog igraca?

Resenje:
2 3 4 - 7 - 11 12
X1 2 3 6 2 14
36 36 36 36 36 36
E(X)z?.

4. Dva igraca bacaju kocku. Pre bacanja prvi igra¢ uplati unapred neku svotu. Posle
bacanja drugi igra¢ pla¢a prvom onoliko dinara koliki broj padne. Koliko treba da
uplati prvi igrac da bi igra bila fer?

Resenje:

Ako bi prvi igra¢ uplatio 1 dinar, posle prvog bacanja drugi igra¢ bi morao da
uplati prvom bar dinar, a verovatno i vise, znaci igra je nepovoljna za njega, drugog
igraca. Ako prvi uplati 6 dinara, moze da dobije uloZeni novac, ali je verovatnije da
¢e dobiti manje, pa je to nepovoljnije za prvog igraca.

Posmatramo matematicko ocekivanje slu¢ajne promenljive X, koja predstavlja broj
koji moze da se dobije kada kocka padne, sa podjednakim verovatno¢ama 1/6.

E(X):1-£+2-£+3-£+4-£+5-1+6-1:3,5
6 6 6 6 6 6

Prema tome, prvi igrac treba da uplatiti 3,5 dinara da bi igra bila
podjednako povoljna za oba igraca.
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5.Prodavac sladoleda zaradi 120 dinara kada je lep dan i 40 dinara kada je hladno. Ko-
liko moze da ocekuje da zaradi u danu za koji je verovatnoca da ¢e biti hladno 0,35?

Resenje:
E(X ) =120-0,65+40-0,35=92

6. Lutrija ima sledece dobitke:

1 dobitak od 500 000 dinara
2 dobitka od 100 000 dinara
5 dobitaka od 50 000 dinara
20 dobitaka od 10 000 dinara
100 dobitaka od 5 000 dinara
1000 dobitaka od 1 000 dinara

Ako cena jednog loza iznosi 100 dinara i izdato je 50 000 lozova, koliko je mate-
maticko ocekivanje osobe koja kupi loz?

Resenje:
Verovatnoca da ucesnik izvuce loz sa nekim dobitkom je .
p=—X . k=125,20,100,1000
50000

E(X)= ﬁ(lBOOOOM 2-100000+5-50000+20-10000+100-5000 +10002) =53

E(X)-100=-47

Moze se dakle zakljuciti da je lutrija nepovoljna za ucesnika, jer od svakog kuplje-
nog loza gubi 47 dinara.

7. Dokazati teoremu D(X): E(XZ)— EZ(X) .

Resenje:
D(X)=E(X —E(X))z:E(XZ—ZXE(X)+E2(X)):E(Xz)—ZE(X)E(X)+E2(X):
E(X?)-E*(X)
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8. Odrediti disperziju slucajne veli¢ine X ¢iji je zakon raspodele dat sa

2 3 5

1 6 3
10 10 10
Resenje:
E(x):%(2~1+3-6+5-3)=3,5
4 9 25
X116 3
10 10 10

1
E(xz):E(4-1+9-6+25-3)=13,3

D(X)=E(X?)-(E(X)) =13,3~(35)" =1,05

9. Dva strelca gadaju metu. Meta je podeljena u tri dela. Pogodak u pojedine krugove
donosi redom 3,2 i 1 bodova. Slu¢ajna promenljiva je broj bodova. Dati su zakoni
raspodele broja bodova oba strelca

1 2 3 1 2 3
X=14 4 21751 6 3
10 10 10) |10 10 10

Nac¢i matematicko ocekivanje i disperziju i na osnovu toga zaklju¢iti ko je bolji strelac.

Resenje:

1 1 1 22
E(X)=—(1-4+2-4+3~2)=—8, E(Y)=—(l~1+2-6+3-3)=—
10 10 10 10
Na osnovu aritmeticke sredine rekli bismo da je drugi strelac bolji, no pravi re-
zultat moze da se dobije tek kada se izracuna disperzija i vidi koliko je rasturanje
vrednosti oko sredine.
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1 4 9 1 4 9
XP=l4a 4 2 Yi=|1 6 3
10 10 10 10 10 10

1 38 1 52
E(x2)=E(1-4+4~4+9.2)=E, E(W)=E(1-1+4-6+9~3)=E

Kako je disperzija, a samim tim i standardno odstupanje manje u drugom slucaju,
sa sigurno$¢u mozemo reci da je drugi strelac bolji.

10. Dve kosarkaske ekipe su postigle isto po 96 poena. U prvoj 4 igraca su postigla
po 6 poena , 4 igraca po 8 poena i 4 po 10 poena, a u drugoj ekipi 11 igraca po 4
poena i 1 igra¢ 52 poena. Neka su X i Y slucajne promenljive koje predstavljaju
broj poena slu¢ajno izabranog igra¢a. Odrediti njihove funkcije raspodele, graficki
ih prikazati i na¢i matematicka ocekivanja. Na osnovu dobijenih vrednosti koja
ekipa je uspesnija?

Resenje:
6 8 10 4 52
X=|4 4 4) Y= 1
12 12 12) 12 12
96 96
E(X)=—, ==
(X)=1 EV)=1
36 64 100 16 2704
X*=|4 4 4| E(V)5jun 1
12 12 12 12 12
E(XZ):@, E(Y2)=—2880
12 12

D(X)=2,7,D(Y)=176

Prva ekipa je uspe$nija
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0, x<6
0, y<4
E,GSX<8 11
F(x)= F(y)= E,4Sy<52
—,8<x<10
! 1, y>52
1, x2>10

11. Baca se nov¢i¢. Oznacimo sa X broj bacanja novcica do prve pojave glave. Naci
matematicko ocekivanje slucajne promenljive X.

Resenje:

U pitanju je slu¢ajna promenljiva koja ima prebrojivo mnogo vrednosti.

1 2 3.
Xili 11
2 28 227

2 Tpr T i o
Znajudi daje 1+ X+ X* +...= %’ diferenciranjem dobijamo
—X
1 1 1
1+2X+3X° +... = > paje E(X)=—~—2=2.
(1-x) 2 ( 1}
1-=
2
AF (%) AR (y)
1 - 1
8/12 ”””””””” A A 11/12
4/12 —e—— . y
6 8 10 g 4 52 "
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12. Matematicko ocekivanje sluc¢ajne promenljive X jednako je 12,5 a
disperzija 3,48. Izracunati matematicko ocekivanje i disperziju slede¢ih
slucajnih promenljivih:

X 2X +5

3X ;b) X=10;¢) — ;d ce) X2
a) ) C)5 ) 5 e)

. . , .. 1 X, 0<x<2
13 Funkcija gustine verovatnoca data je izrazom f (x)=12
0,

X<0;x>2

Odrediti matematicko ocekivanje i disperziju.

Resenje:

E(X)= | xf (x)dx:fx@xjdx:jéxzdng

-0 0 0

D(X):T(X—E(X))Zf(x)dx::[(x—%jz(%xjdx:é

—o0

14. Neka je X neprekidna slu¢ajna promenljiva ¢ija je funkcija gustine

f(x)- 3x2, 0<x<1
o, x<0x>1

Na¢i E(X),E(3X-2),E(X?).

Resenje:

0
3 1
E(3X ~2)=3E(X)-2=3-3-2=7
E(Xz):szf (x)dx:j'xz(3x2)dx=j3x4dx:§
: . )
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15. Neka je X neprekidna slucajna promenljiva ¢ija je funkcija gustine

—2X
f(X):{ze , x>0'
0, X<0

Naéi E(X), E(3X -2) i E(X?).

Resenje:
E(X)= I xf(x)dx:jx(Ze‘zx)dx:I2xe‘2xdx:
— 0 0
-2X —2X
2Iim(—x S ];:1
X—© 4 2
E(3X—2):3E(X)—2:3%_2:_%

E(Xz)szzf (x)dx:TXZ(Ze‘ZX)dx:TZXZe‘Zde:
—0 0 0

—2X —2X —2X
2Iim(—x2-e2 _ox. 8 J

16. Televizori sa razli¢itim kvarovima donose se u radionicu na opravke. Neka je vreme
popravke slucajna promenljiva X. Ako je funkcija raspodele data sa

0, t<0
F(t):{1—e-t t>0

Naci prosecno vreme popravke televizora i vreme ¢ekanja sa moguc¢im odstupanjem.

Resenje:
Potrebno je na¢i na¢i matematicko ocekivanje i standardno odstupanje slucajne
promenljive.

Kakoje f(t)= F'(t)z{

0, t<0
e't>0
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E(X):th (t)dt:Tte‘dt:l

0 0

Prose¢na popravka traje jedan dan.

E(Xz):thf (t)dt :thetdt =2
D(X)=E(X?)-(E(X)) =1.

O'=\/i=1

Popravka je moguca u rasponu [0, 2] , odnosno odmah, do dva dana

17.Neprekidna slucajna promenljiva zadata je funkcijom gustine verovatnoca,
1
—— X<a,x>b
f(x)=4b-a
0 a<x<b

Odrediti matematicko ocekivanje i disperziju

Resenje:
PR a+b
E(X)= dx =
(X) !Xb—a " 2
5,1 a? +ab+b?
D(X)=|[x dx =
( ) IX b—a X 3

18. Neprekidna slu¢ajna promenljiva zadata je funkcijom gustine verovatnoca, gde je
k nepoznati parametar

k(x*+2x) 0<x<1
f(X)={ ( ) o
0 inace

Izracunati matematicko ocekivanje.
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Resenje:
jk(xz +2x)dx:1

0
3 1
K| Zix? | =1 k= 3
3 0 4
Funkcija gustine verovatnoca glasi
é(x2+2)c) 0<x<1
4

/()=

0 inace

Matematicko ocekivanje

1 4 3\t
E(X):EIX(XZ-I-ZX)dX:E XX 1
40 4\ 4 3 0 16

19. Odrediti matematicko ocekivanje neprekidne slu¢ajne promenljive

a) f(x)=2x,0<x<1, b) f(x):i,0<x<1

24/x

Resenje:
a)2/3  b)1/3
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5. RASPODELE SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

5.1. RASPODELE DISKRETNE SLUCAJNE PROMENLJIVE
5.1.1. BERNULIJEVI EKSPERIMENTI

Dve najznacajnije raspodele diskretne slucajne promenljive su binomna raspodela i njena
generalizacija Poasonova raspodela.

Binomna raspodela vezana je za Bernulijeve eksperimente.

Bernulijevi eksperimenti su niz nezavisnih eksperimenata, sa dva moguca ishoda
koji se izvode pod istim uslovima. U datim eksperimentima dogadaj A se moze ili
ne moze realizovati. Verovatnoca realizacije dogadaja A je ista u svim ponavljanjima

eksperimenta i iznosi p. Sa q =1— p oznacava se verovatnoca suprotnog dogadaja,
da se dogadaj A ne realizuje.

Ako je X slu¢ajna promenljiva koja predstavlja broj realizacija dogadaja A, pod pret-
postavkom da se dogadaj realizuje jednom, zakon raspodele verovatnoca bi izgledao:

o

Ova raspodela se zove i nula-jedan raspodela.

5.1.2. BINOMNA RASPODELA

Neka se u n eksperimenata dogadaj A realizuje k puta, a verovatnoca svake rea-
lizacije dogadaja je p. Eksperimenti su medusobno nezavisni i izvode se pod istim
uslovima. Onda slu¢ajna promenljiva X moze uzeti vrednosti 0,1,2,....n i ima Binomnu
raspodelu.

Binomna raspodela
Neka promenljiva X predstavlja broj realizacija dogadaja A un ponavljanja eksperimenta.

Verovatnoca da se u n eksperimenata dogadaj A realizuje k puta, ako je verovat-
noca svake realizacije dogadaja p, iznosi

P(A)=P(X =k) =@ p(1-p)"" =(E] pa™.

Za binomnu raspodelu se koristi oznaka X : B (n, p) .
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Dokaz

Ako je X =K , to znaéi da se u k slu¢ajeva realizovao dogadaj A, a u preostalih
n-k slucajeva nije.

Jedna od takvih mogucnosti je &,_A)M , a kako je P(A) =P , imamo
k

n-k

daje pp-k---pqqn-;-k--q

Imajuci u vidu da dogadaj A moze da se pojavi u k od mogucih n eksperimenata,

n
broj razli¢itih rasporeda je C,' = (kj ,

k

pa dobijamo obrazac P(A) = P(X = k) - (EJ p¥ (1_ p)n— '

Ova raspodela se zove binomna raspodela zato $to su verovatnoce ¢lanovi bino-
mnog razvoja

(p+q)’ =Zn)(rk]jpkq”-

k=0

Funbkcija raspodele diskretne slucajne promenljive sa binomnom raspodelom jednaka je:

0 x<0

F(x)= y [:jpkq”‘k, 0<x<1

1 x>1
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Primer:
Kolika je verovatnoc¢a da se u 10 uzastopnih bacanja nov¢ica 6 puta pojavi glava?

Neka je A dogadaj pojave glave. Verovatno¢a dogadaja A u svakom bacanju iznosi

p= E , pa slucajna promenljiva X koja prestavlja broj glava ima binomnu raspodelu

X: B(l,le :
2

P(A)=P(X =6) :&Oj@e (1_310_6 ~0,205.

Primer:

Verovatnoca da je jedan proizvod defektan je 0,01. Iz skladista se uzima 100 proizvoda.
Kolika je verovatnoca da:

a) bude ta¢no 5 defektnih proizvoda,
b) broj defektnih proizvoda nije ve¢i od 10?
Neka je A dogadaj da je proizvod defektan. Sluc¢ajna promenljiva X je broj defektnih pro-

izvoda i ima binomnu raspodelu B (100; 0, 01)

a)Za k=5 imamo
100
P(X = 5) = (5 ]0,015 -0,99% =0,00579

10
P =P(X =0)+P(X =1)+...+P(X =10) = Z[liojopf .0, 99100

k=0

Matematicko ocekivanje, disperzija i standardno odstupanje diskretne slu¢ajne promen-
ljive date binomnim zakonom raspodele iznose:

E(X)=np,
D(X)=npq,

JZ,ID(X)Zm.
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Znaju¢idaje p+d=1 dobijamo

z" n - z" n! § (n—-1)! .
EX: k knk: k—k”k: k]nk:
(%) = (k]pq Kin—kn” T =% P9

= 1)(n—k)!

" (n—1 1 ned(k— n—1
npy. P =np(p+q) =np.
o\ k-1
Dokaz formule za disperziju se sli¢no izvodi.

Pouzdanost nekog uredaja se definiSe kao verovatnoca da uredaj ispravno radi.
Ako je sistem sacinjen od nezavisnih komponenata, tada se pouzdanost moze odre-
diti ako znamo pouzdanost pojedina¢nih komponenti. Osnovni nacini povezivanja
komponenti su redna i paralelna veza.

Sistem od dve redne komponente radi samo ako obe komponente rade. Pouzdanost

sistema je dakle p=p,p, .

Sistem od dve paralelne komponente ne radi samo ako ni jedna komponenta ne

radi. Dakle verovatnoca da sistem ne radi je (1— P, ) (1— P, ) . Pouzdanost sistema je

dakle p :1—(1— pl)(l— p2)= Prt+ P, — PP, -

P P,
Py
P,
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Primer:

Data su dva sistema na slici. Koji od njih ima ve¢u pouzdanost?

Nekasu P,, P, pouzdanosti datih sistema.

Sistem I se svodi na paralelnu vezu 3 komponente od kojih je svaka redna sa pouzdanoséu

p=1-(1- pz)3 =3p?-3p*+p° .

Sistem II se svodi na rednu vezu 3 komponente od kojih je svaka paralel-
na sa pouzdanoiéu pl=1—(1— p2)3:3p2—3p4+p6 , pa dobijamo
p,=(2p-p?) =8p*~12p* +6p° - p°.
Dakle

2 2 2
P R = ps(p= 1 (2pe=2pita)=os

Pa prema tome sistem I ima ve¢u pouzdanost.

U Excelu se za za binomnu raspodelu koristi se funkcija BINOM.DIST. Dobija se
tako $to iz menija izabere naredba Formulas - Insert Function i iz padajuceg menija
izabere se Statistical pa BINOMDIST, kao $to se moze videti na sledecoj slici:
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Insert Function

Search for a function;

|Go
Or select a category: | Statistical E

Select a function:

-Type a brief description of what you want to do and then dick | G0

AVERAGEA
AVERAGEIF
AVERAGEIFS
BETADIST
BETAIMY
BINOMDIST
CHIDIST

BINOMDIST (number_s trials, probability _s,cumulative)
Returns the individual term binomial distribution probability.

Help on this function [ oK. J [ Cancel

Sintaksa za ovu funkciju je:
BINOMDIST(number_s, trials, probability_s, cumulative)

BINOM.DIST
number. s _=_number
| s
trials = number

E
probability s = number
cumulative = logical

E
Result: {..} Done

Jx BINOM.DIST

Retums the individual term binomial distribution
probabiity.

Funkcija BINOM.DIST
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« number_s - broj uspesnih realizacija nekog dogadaja u n ponavljanja eksperimenta
» trials — broj ponavljanja eksperimenta n
« probability_s — verovatnoca dogadaja u svakom eksperimentu

o cumulative - logicka vrednost koja odreduje oblik funkcije, ako je cumulative=TRUE,
BINOM.DIST daje kumulativnu raspodelu funkcije, ukoliko je curmulative= FALSE,
rezultat je verovatnoca da ¢e dogadaj ostvariti zadati broj puta.

5.1.3. POASONOVA RASPODELA

Poasonova (Simeon Denis Poisson 1781-1840) raspodela definiSe verovatnoce do-
gadaja u jedinici vremena ili prostora, kada je verovatnoca p mala, a broj moguc¢nosti
veliki. Takvi dogadaji se nazivaju i retki dogadaji.

Moze da se koristi kao:

« model za broj telefonskih poziva u jedinici vremena,

« broj osoba u nekom redu,

« broj autobusa koji dolaze na stanicu u jedinici vremena,

« broj radioaktivnih raspada nekog materijala u jedinici vremena,

» broj retkih bolesti u jednoj drzavi i sl.

Ovakvi dogadaji su medusobno nezavisni. U teorijskom smislu moze da ih bude
i beskona¢no mnogo, za razliku od binomne raspodele koja vazi samo za kona¢no
mnogo dogadaja.

Poasonova raspodela
Slucajna promenljiva X sluc¢ajna promenljiva za koju vazi
/lk
P(X = k):e‘l—, k=012,---,1>0
k!

0 0 ﬂ,k

Y P(X=k)=e*)Y —=e'e’ =1

k=1 i k!

ima Poasonov zakon raspodele,

gde je k broj realizovanih dogadaja u jedinici vremena ili prostora,a A para-
metar raspodele i predstavlja prosecan broj ovih dogadaja .

Za ovu raspodela koristi se oznaka X : P (/1) ,
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Poasonov zakon raspodele moze se prikazati grafikom koji nazivamo histogram.

Osnove pravougaonika su centrirane u tatkama K =0,1,...,10 , a njihova visina

jednakaje P ( X = k) . Ukupna povrsina svih pravougaonika je 1. Na slici je prikazano

samo nekoliko, jer je visina preostalih pravougaonika zanemarljivo mala.

Primer:

Sekretarica firme prima u proseku 5 telefonskih poziva u 10 minuta. Kolika je verovatnoca
da ¢e u periodu od 10 min

a). primiti tacno 1 poziv?
b) nece biti poziva?
Broj poziva je slu¢ajna promenljiva X koja ima Poasonovu raspodelu sa parametrom

A=5
51
a) P(X =1)=e”==0,0336 ,

0
b) P(X =0)=e> =0,0067.

Matematicko ocekivanje, disperzija i standardno odstupanje diskretne slucajne
promenljive date Poasonovim zakonom raspodele iznose:

E(X)=4,
D(X)=14,

o= B(X)=V7.

Za Poasonovu raspodelu u Excelu koristi se funkcija POISSON.DIST
Sintaksa za ovu funkciju je POISSON.DIST (x, mean,cumulative) .
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5.1.4. APROKSIMACIJE BINOMNE RASPODELE POASONOVOM

Poasonova raspodela je nastala kao granicni slucaj binomne raspodele. Naime, kada

u binomnoj raspodeli sa parametrima n i p, proizvod NP — A , ako je n veliko, a p

malo, tada binomna raspodela tezi Poasonovoj raspodeli sa parametrom A .

U praksi zamena se vrsi ako je np <10 .

P(X =k)= " gt re? 2 k=12,..., A=np<10
= _kpq = k!,—,,....,—p_

Dokaz:

p(x — k):[:] pk (1_ p)n_k _ n(n—l)...(n—k+1) pk (1_ p)n_k _

k!
~n(n-1)...(n-k+1) np

) k1 (mp)" (1-p)"" =%(1—1j...(1—%j(np)k (1) (1= p)*

n
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Primer:

Verovatnoca proizvodnje defektnog proizvoda je 0,003. Naci verovatno¢u da ¢e od 1000
slu¢ajno izabranih proizvoda biti:

a) 4 defektna,
b) bar 1 defektan,
¢) ne vise od 2 defektna.

Slu¢ajna promenljiva X je broj defektnih elemenata i ima binomnu raspodelu.

Kakoje N=1000, p=0,003; q=1—p=0,997 , X : B(1000; 0,003) .

1000
2) P(X :4):( ) ]o,oos“-o,ggﬂg6 .

Kako je NP =3 =4 <10 ,binomna raspodela se moze aproksimirati Poasonovom ras-

podelomza A =3 .

34
P(X=4)~e*-=~0,1680
41
b) P(X 21)=P(1< X £1000)=1-P(X <1)=1-P(X =0)~
o 5 1
l-e -—'=1—?z1—0,04978:0,95022

9 P(0< X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)

0 1 2
—3,3_+e—3.3_+e_3 .3—z0,423190
0! 1 2!

~ e
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5.2. RASPODELE NEPREKIDNE SLUCAJNE PROMENLJIVE
5.2.1. NORMALNA - GAUSOVA RASPODELA

Normalna raspodela zauzima centralno mesto u teoriji verovatnoce i njenim pri-
menama. Naziv nosi po nemackom naucniku Karlu Friederichu Gaussu (1777-1855),
mada je normalnu raspodelu je prvi proucavao francuski matematicar i svestenik
Abraham de Moivre (1667-1754).

Osnovna Gausova zasluga je otkrice da se slucajne greske razli¢itih merenja mogu
predstaviti istom raspodelom. Promenljive koje nastaju iz ponovljenih merenja jed-
nog istog objekta istim aparatom i sa istom preciznos¢u ne daju uvek isti rezultat. Na
rezultate merenja uticu slucajni faktori (Sum merenja) koji se ne mogu kontrolisati i
koji variraju od jednog merenja do drugog, ali dobijene greske imaju istu raspodelu.

Slu¢ajne promenljive koje imaju normalnu raspodelu nastaju kao rezultat velikog
broja uticaja, pri ¢emu je efekat pojedina¢nog uticaja neznatan u odnosu na celokupnu
sumu efekata svih pojedinac¢nih uticaja.

Mnoge slu¢ajne promenljive, kao na primer, tezina novorodencadi, visina muskara-
ca istog uzrasta i sl imaju takode normalnu raspodelu, tako da se veliki broj statistickih
problema moze resiti samo uz pretpostavku da osnovni skup podataka ima normalnu
raspodelu. Takode, ako neka promenljiva, bilo da je diskretna ili neprekidna, nema
normalnu raspodelu njena raspodela se moze uspes$no aproksimirati normalnom.

Normalna ili Gausova raspodela.

Neka je X neprekidna slu¢ajna promenljiva.

funkcija gustine je
1 _(X_A”)z
F(x) = e 2 Xe(00,+),
o2
funkcija raspodele je
1 X 7(’(_/”)2
(D(X)z je 20° (dx ,XE(—OO,+OO),/J,O'2€R,

oN2r =,

Za normalnu raspodelu koristi se oznaka X ~ N ( U, 0'2) .
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Matematicko ocekivanje i disperzija slucajne promenljive koja ima normalnu raspodelu:

(x=p)°

p=E(X)= 1 [ xe 27 dx

o2
1 7 2 —()le)2
©=D(X) == [ (x-u)'e o
oN2r 7,

Normalna raspodela je raspodela sa centrom u £ istandardnim odstupanjem o .
Funkcija gustine verovatnoée f (X) zadovoljava uslove:

1. Funkcija f (X) je definisana za sve realne brojeve,

2. f(x)=0,

3.Krivagustinejesimetri¢cnauodnosunapravu X = g£,tj. f (X - ,u) = f (—(X - ,u))
4. lim f(x)=lim f(x)=0,
X—>+00 X—>—00

iy . . , f(u)= :
5. U tacki X = funkcija dostize maksimum ax( ) o \/ﬂ

6. Prevojne tacke su tacke sa apscisama yt o .
Grafik funkcije gustine prikazan je na slede¢oj slici:

Ukoliko je standardno odstupanje manje, utoliko je veca koncentracija verovat-
noca oko ocekivane, srednje vrednosti, slu¢ajne promenljive X.

A
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Af (X)

v

p-o u  u+o

Definicija:

Akoje =0 ,a o =1, tadase normalna raspodela zove standardna normalna

raspodela.

Funkcija gustine je oblika
f(x)= Lot e (=00, +00),

2z

odnosno funkcija raspodele

<D(x)=i_|.e_7dx , X € (—o0,+00) 4, c’eR
2z

o

Oznaka za standardnu normalnu raspodelu je N (0,1) .

Grafik funkcije raspodele prikazan je na sledecoj slici:

D (x)

o5

\ 4
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Funkcija raspodele @ (X) ima sledece osobine:
1. ®(0)=0,5

@ (+32) =10 (=0) =0

®(-x)=1-0(x)

P(a< X <b)=d(b)-d(a)
Funkcija gustine nema primitivnu funkciju u skupu elementarnih funkcija, pa se

vrednosti funkcije raspodele, koja je definisana nesvojstvenim integralom funkcije gu-
stine, mogu odrediti samo numerickom integracijom.

Za prakti¢na izra¢unavanja vrednosti funkcije raspodele iskljucivo se koristi tablica

pribliznih vrednosti funkcije @ ( X) koja se nalazi i na kraju udzbenika.

Ako slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N ( u,c’ ) , onda slucajna

promenljiva Z ima standardnu normalnu raspodelu N (0,1) ,akoje 7 = X-n .
o

Neka slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N ( y78 0'2) . Iz tablica za
standardnu normalnu raspodelu nalazimo da je

P(,u—0'< X <,u+0')=0,68
P(,u—2c7< X <,u+26)=0,955
P(u—30 <X <u+30)=0,997

Ovo znaci da mozemo ocekivati da ¢e veliki broj vrednosti slu¢ajne promenljive X
biti raspodeljen na sledeci nacin:

Oko68% svih vrednosti nadi ¢e u intervalu y—o, u+o ,
Oko 95% svih vrednosti na¢i ¢e u intervalu u—20, u+20 ,

Oko 99% svih vrednosti naéi ¢e u intervalu ¢ —30, 1+ 30 .
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Poslednji rezultat znaci da e se skoro sve vrednosti slu¢ajne promenljive naci u in-

tervalu ( u—30, 1+ 30) . Ova osobina normalne raspodele poznata je pod nazivom
pravilom 3 sigme. U ovom intervalu skoncentrisana je skoro sva ‘masa’ verovatnoca.

Tako na primer, ako na pakovanju nekog proizvoda pise da je tezina 1kg £10g , to

znadi da je tezina proizvoda normalna slucajna promenljivasa 4 =1kgio=—¢ .
Pravilo tri sigme omogucava da se otkriju grube greske merenja. Podaci koji nisu u

opsegu (30 su najverovatnije pogre$ni.

Primer:

Izra¢unati sledece verovatnoce ako je slu¢ajna promenljiva ima standardnu normalnu ras-

podelu N (0, 1)

a) P(X <3,23)=®(3,23) = 0,999381

f(x)
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b) P(2< X <9)=d(9)-d(2)=1-0,9772=0,0228

f (X

e

0 2 9 X

Primer:
Ako slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N (6, 4) , odnosno 11 = 6, cl=4"

dobijamo

D P(X <8)= p(x ‘”<%}: P(Z <1)= (1) = 0,8413
(o)

b P(X <3)= p(x it <%j: P(Z <-15)= d(L5)=0,0668
(o)

Primer:
Izracunati P(2 <X < 9) akoje N (4,1) .

2—43X—,u£9—4
o 1

p(zgxgg)zp( ):p(_zgzgg,):cp(g,)_@(_z):

=0,9772

Primer:

Tezina odredene grupe dece u jednom obdanistu normalno je rasporedena sa matematickim
ocekivanjem 15kg i standardnim odstupanjem od 3kg. Kolika je verovatnoca da ce slu¢ajno
izabrano dete imati tezinu izmedu 11kg i 17kg.

Slu¢ajna promenljiva X-tezina dece ima normalnu raspodelu i tada je

11-15 P X—u . 17-15
3 o

®(0,66)—d(-1,33) = 0,6539

P(llsXsl?):P( ):P(—1,33£Z£0,66):
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Primer:

Cekanja lifta je slu¢ajna promenljiva srednje vrednosti 1,5 min sa standardnim odstupanjem
od 20sec.

a) Skicirati grafik krive gustine radi ilustracije zadatih podataka
b) Nadi verovatnocu da neko ¢eka lift duze od 2min i 10sec

c) Nadi verovatnocu da neko ¢eka lift manje od Imin i 10sec

d) 200 Jjudi je posmatrano u odnosu na vreme ¢ekanja lifta.

Izra¢unaj broj ljudi koji su lift ¢ekali manje od 50sec

a) U pitanju je normalna raspodela 4 =1,5min =90sec, o = 20sec, N (90, 400)

As (x) 95%

A
S A

i } i

68%

p-c=104=90 H+o=110
u—20 =50 Hu+20 =130

»
>

b) #=1,5min=90sec, o =20sec, t=130sec

P(X >130)=1-P(X <130)=1_p(><1 <%)=
1-P(X,<2)=0,0228
(%) 50%
47,5%
=90 ,u+o"=110 x >
4 +20 =130
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" 50% —47,5% = 2,5%
ato je0,025
#=15min=90sec, o =20sec, t=70sec

70-90

9 P(X <70)=P(X <70):P(X1< j:P(X1<—1):0,16

Af (X)
« >

50%

/34%

v

u—o=70 u=90

50% —34% =16%
i 310 je0,16
#=15min=90sec, o =20sec, t=50sec

d) 50-90

P(X <50)=P(X <50):P(Z< ]:P(Z<—2)=0,0,25

Af (X)
© 50%
o 47,5%
X >
U—20/=50 1=90
50% —47,5% = 2,5% brojljudi 200*0,025=5

liat0 je0,025
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U Excel-u se za normalnu raspodelu koristi funkcija NORM.DIST koja ima vise
razli¢itih oblika. Osnovna je

NORM.DIST( x,mean, standard_dev,cumulative)
gde je

« x — vrednost za koju se izra¢unava funkcija

o mean - aritmeticka sredina raspodele

o standard_dev -standrarno odstupanje

o cumulative- logicka vrednost koja odreduje oblik funkcije True ili False

5.2.2. APROKSIMACIJE BINOMNE RASPODELE NORMALNOM

Ako slucajna promenljiva X ima binomnu raspodelu sa parametrima # i p, kod

koje je Np 210 , bez velike greske, aproksimacija se vr$i normalnom raspodelom i to:

a—-np b—np
b) P(a< X <b)~P <Z< .
( ) [\/npq x/nqu

Primer:

Naci verovatnoc¢u dobijanja od 30 do 60 glava u 100 bacanja novc¢ica.
n=100, p=P(A)=0,5q=1-p=P(A)=0,5
X :B(100;0,5)

60
P(30< X <60)= moj.o,sk 0,51

k=30

Kako je NP =50 > 10 , aproksimacija moZe da se izvr$i normalnom raspodelom, gde je:

u=np=50, o =./npq=5, N(50,25)

30-50 X —np 6050
< < =P(-4<72<2)=
J100-0,5-0,5  +/npq \/100-0,5-0,5] ( )

®(2)-(-4)=0,9772

P(30< X g60)=P[
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Na narednoj slici se vidi kako kriva normalne raspodele aproksimira histogram koji je dobijen
na osnovu podataka binomne raspodele.

f(x)

A

v

Primer:

Verovatnoca proizvodnje defektnog proizvoda je 0,05. Naci verovatnoc¢u da izmedu 500
slu¢ajno izabranih proizvoda bude od 5 do 15 defektnih proizvoda.

Neka je A dogadjaj da je proizvod defektan.
n=500, p=P(A)=0,05q=P(A)=0,95
X : B(500;0,05)
>, (500
P(5< X 315)=Z( " ]-0,05k 0,95%

k=5

Kako je NP = 25> 10 , moze da se vrsi aproksimacija normalnom raspodelom.
B2 <X—np< 1lo=s) B
J/500-0,05-0,95  /npg ~ +/500-0,05-0,95

P(~4,1<Z <-2,05)= ®(-2,05) - ®(-4,1) =0,202-0=0,202

P(SS X SlS)zP[
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2
5.2.3. £ RASPODELA

Pretpostavimo da slu¢ajna promenljiva X ima standardnu normalnu raspodelu
(0,1). Uo&imo slu¢ajnu promenljivu Y = X? . Ova promenljiva je pozitivna i njena

funkcija raspodele drugacije izgleda nego kod normalne raspodele. Naziva se y° , hi-

kvadrat slu¢ajna promenljiva. Za oznacavanje koristi se gr¢ko slovo y . 1za sluc¢ajnu
promenljivu i za raspodelu koristi se isti naziv i oznaka.

Neka su  X; X,,..., X, neprekidne slu¢ajne promenljive sa standardnom nor-
malnom raspodelom N (0,1) .

Zbir njihovih kvadrata H = X7+ X7 +...+ X? definie slu¢ajnu promenljivu

kojaima y? raspodelu.
Ova slucajna promenljiva zavisi od n parametara i zato kazemo da slucajna pro-
menljiva ima raspodelu sa N stepena slobode. Stepen slobode je broj linearno neza-

visnih slu¢ajnih promenljivih X, X,,...., X uizrazu H . Ako bi znali bar jednu

vezu izmedu promenljivih, onda bi slu¢ajna promenljiva H imala n-1 stepen slobode.

Funkcija gustine kod y* raspodele zavisi samo od stepena slobode i ona je Ojerova

gama funkcija, I" ( X) , Sto prevazilazi elementarna znanja ovog kursa.

2 stepena slobode
1 stepen slobode

3 stepena slobode 4 stepena slobode

i N
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Prethodni grafici predstavljaju funkcije gustine za cetiri vrednosti stepena slobode.

Osobine funkcije gustine:

1. Funkcija je definisana samo za pozitivne vrednosti nezavisno promenljive.

2. Za negativne vrednosti, uzima se da je vrednost funkcije gustine 0.

3. Kada je stepen slobode mali, funkcija gustine je asimetri¢na, i kako raste grafik
funkcije gustine postaje sve vise i vise simetrican.

4. Kada je n dovoljno veliki broj, raspodela se asimptotski priblizava normalnoj
raspodeli.

Za izraCunavanje vrednosti ° raspodele koriste se tablice koje za dati stepen
slobode, obi¢no 1,2,....30 i dati broj & , verovatnocu, obi¢no 0,01; 0,05 daju vrednosti

;(f’a , takve da je P(;{Z <}(f’a):l—a .

Af (X)

2 »
l l-a .k X

Grafik predstavlja funkciju gustine, a verovatnoca predstavlja osencenu povrsinu sa slike.

Imajuéi u vidu da je matematicko ocekivanje je E ( H ) =n , a disperzija
o’ (H ) =2n ,za n>30 y?® raspodela se aproksimira normalnom raspodelom
N(n,2n).

x~ raspodela je znacajna u statistickom ocenjivanju. Koristi se za odredivanje
intervala poverenja nepoznate disperzije, za testiranje saglasnosti disperzija, a posebno
u slucajevima kori$¢enja ne parametarskih testova.

Primer:

Zak=9 i verovatnocu 0,95 iz tablica se dobija da je g .45 =16,9 .

To znadi da kod uzorka veli¢ine 10, odnosno K =N —1=10—1= 9 stepena slobode, vazi

P(x*<16,9)=0,95
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Ako slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N ( ,u,O') , tada je

2
H= (ﬂj , slu¢ajna promenljiva sa ¥ ? raspodelom.
o}

Ako slucajne promenljive imaju normalnu raspodelu N ( y7a 0) , tada je:

n A 2
a) H = Z( Xi—u j slu¢ajna promenljivasa £ raspodelom sa n stepena slobode.
i=L o

—\2

n (X —X _ n

b)H = Z( 'O_ J ,gdeje X = %Z X, aritmeticka sredina, slu¢ajna pro-
i i1

menljiva sa y° raspodelom sa n-1 stepenom slobode.

U Excelu postoji funkcija CHISQ.DIST koja izratunava vrednosti ° rapodele.

Sintaksa je CHISQ.DIST(x,deg_freedom,cumulative), gde deg_freedom predstavlja
definisani stepen slobode.

5.2.4. STUDENTOVA RASPODELA

Neka su date, slu¢ajna promenljiva X sa normalnom raspodelom N ( y73 0'2) i
sluc¢ajna promenljiva H sa z° raspodelom sa n stepena slobode.
Slucajna promenljiva

T YA _X—,u_

ima studentovu ili t -raspodelu, sa n stepena slobode.
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Za odredeni stepen slobode # i verovatnocu p na osnovu tablica se izracunava

pozitivna vrednost t, , tako da je P (T < tp) =p.

A

\4

Grafik predstavlja funkciju gustine, a osencena povrsina verovatnocu p za koju
vazi da je P(t <tp): p .
Zaveliko n, odnosno za N > 30 t -raspodela se aproksimira sa normalnom. Sto je

vedi broj stepena slobode to kriva gustine sve vise se priblizava normalnoj raspodeli.

A

0 N

\/

v =5,10,15

Funkcija gustine kod Studentove t-raspodele je gama funkcija, F(X) , to preva-
zilazi elementarna znanja ovog kursa.

Studentova raspodela ima veliki znacaj u statistici. Koristi se u slu¢ajevima kada je

uzorak mali N < 30 , za ocenu parametara, definisanju intervala poverenja za ocenu
srednjih vrednosti, za testiranje hipoteza o parametrima osnovnog skupa i sl.

Napomena: Ovu raspodelu otkrio je poc¢etkom dvadesetog veka Viliam Gosset
(1908) koji je radio u pivari, pa je svoje radove izdavao pod pseudonimom student.
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U Excelu postoji funkcija T.DIST koja izracunava verovatnoce Studentove raspo-
dele. Postoji vise oblika ove funkcije.

Sintaksa je T.DIST( x, deg_freedom,cumulative), gde deg_freedom predstavlja de-
finisani stepen slobode.

Primer:

Za N =15 iverovatnoé¢u 0,99 , na osnovu tablice dobi¢emo

f14;o,99 =2,62.

5.3. VAZNI OBRASCI

Binomna raspodela
n n-
P(A)=P(x =10 ")

Matematicko ocekivanje, disperzija i standardno odstupanje za binomnu raspodelu
E(X)=np

D(X)=npg,  o=,D(X)=4npq

Funkcija raspodele za binomnu raspodelu

0, x<0
F(x)= ;(Ej p¥q"™*,0<x<n
1, X>n

Poasonova raspodela

k
P(X =k)=e* 7 k=012,
k!
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Matematicko ocekivanje, disperzija i standardno odstupanje za Poasonovu ras-
podelu

A

E(X)

D(X)=4, o=D(X)=vA
Aproksimacija binomne raspodele Poasonovom, ako je 4 =np <10

/’Lk
k!

>

P(X=k)~e™

Funkcija gustine kod normalne raspodele

Funkcija raspodele normalne raspodele

1p
D(X)= e 7 dx
()0'272_’[0

Funkcija standardne normalne raspodele

XZ

2qx

(D(x):%j.e_
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Matematicko ocekivanje i disperzija za normalnu raspodelu

(x-p)*

1 F 5
—E(X)= Xe 2o dx
# ( ) o 27r_'[0
1 7 2 *(X_ﬂz)z
O'ZZD(X)Z I(X—y) e 2o dx
o\N2rm *,

Aproksimacija binomne raspodele normalnom, ako je np >10

1 X —np
—D0(Z ,gdejeZ=
oo (2)

Jnpg

P(X :k)z
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5.4. ZADACI

1.Kolika je verovatnoca da kad nov¢i¢ bacamo 3 puta, 2 puta se pojavi grb?

Resenje:

pzi; n=3;, k=2; X;B(3;£j
2 2

i--{ofl ()3

2.Cilj se gada sa Cetiri metka. Naci zakon raspodele i funkciju raspodele slu¢ajne pro-
menljive X koja oznacava broj pogodaka, ako je u svakom gadanju verovatnoca

pogotka cilja % .

Resenje:
4 l k 1 4-k
=P(X =k)= i =  k=0,123.
O 1 2 3 4
i1 4 6 4 17
16 16 16 16 16

0 x<0

i 0<x<1

16

i 1<x<2
-

— 2<x<3

16

E 3<x<4

16

1 X>4
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3.Ucestalost krvne grupe O u nekoj populaciji je 40%. Uzet je uzorak od 10 osoba.
Kolika je verovatnoca da u tom uzorku postoje 2 osobe sa krvnom grupom O?

Resenje:
k=2,n=10,p=0,4 X: B(lO; 0,4)
10
P(X =2)=[2)0,42-0,68 =0,1209

4.Na osnovu rezultata gadanja zakljuceno je da strelac sa verovatno¢om od 80% poga-
da cilj. Ako izvrsi tri gadanja, kolika je verovatnoca da ¢e cilj biti pogoden

a) nijedanput,
b) jednom,

c) bar jednom?

Resenje:

Slu¢ajna promenljiva X je broj pogodaka mete u 3 pokusaja. Zakon raspodele je:

3
P =P(X :k):(k]'oﬂk 0,2 k=0,1,2,3.

o[ 0 1 2 3
0,008 0,096 0,348 0,512

3
a) P(X :0):(()j-0,8(’-0,230 =0,008 ,

3
b) P(X :1):£1]-0,81-0,2“ = 0,096,

c)1- P(X :0):1—0,008=0,992.
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5.Kontrolor proverava proizvod jedne partije od n proizvoda koja sadrzi 20% Skarta
i obustavlja proveru kada naide na skart. Ako je slu¢ajna promenljiva X broj pre-

gledanih proizvoda. Naci verovatnoca slucajne promenljive X.

Resenje:
Provera se zavr$ava na k- tom proizvodu, ako je prvih k-1 proizvoda dobro, onda
je n-ti Skart.

-2 ()

6.U kutiji se nalaze dve bele i $est crnih kuglica. Izvla¢imo 5 puta po jednu kuglicu
sa vracanjem. Neka je X slucajna promenljiva predstavlja broj pojavljivanja crne
kuglice u pet izvlacenja.

a) Naci zakon raspodele.

b) Kolika je verovatnoca da ¢e bela kuglica biti izvucena bar 3 puta?

Resenje:

a) P =P(X= k)=(‘a(§jk {%T_k, k=012345.

Zakon raspodele je:

0 1 2 3 4 5
X:| 243 405 270 90 15 1
1024 1024 1024 1024 1024 1024

N R R NI

k=3

7. Nadi verovatnoc¢u da porodica sa cetvoro dece ima
a) najmanje jednog decaka,

b) najmanje jednog decaka i najmanje jednu devojcicu

Resenje:

Neka je X slu¢ajna promenljiva koja predstavlja broj dec¢aka.
4 1 k 1 4-k
P(X=k)= =11= k=123,
0o PN [k](zj 2

Verovatnoca i statistika



s (xgr(x -t =02

Do istog rezultata se moglo do¢i kori$¢enjem verovatnoce suprotnog dogadaja, da
nema samo decaka

4
pzl_(lj _15
2 16

b) Kori$¢enjem suprotne verovatnoce, da nema samo dec¢aka i nema

samo devojcica dobijamo
4 4
po1-[L) (1) L
2 2 8

8.Utvrdeno je da proizvoda pripada prvoj klasi, a proizvoda pripada drugoj klasi.
Odrediti raspodelu verovatnoca 4 slucajno izabranih proizvoda koji pripadaju prvoj
klasi, zatim nac¢i matematicko ocekivanje i disperziju slucajne promenljive.

Resenje:
4 k 4-k
P(X =k)= (3) (lj k=012,34
k\3) (3
0 1 2 3 4 0 1 4 9 16
X1 8 24 32 16| X1 8 24 32 16
81 81 81 81 81 81 81 81 81 81

E(X):Oi+1£+2ﬁ+3g+4gzﬁ
81 81 81 81 81 81

E(xz):o-i+1ﬁ+4-ﬁ+92+16-5:@
81 81 81 81 ~ 81 81

D(X)=E(X?)-E(X)’ :%—[%f = 0,89
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9.Tehnicki sistem se sastoji od blokova povezanih kao na datim slikama. Oni ispravno

rade sa verovatno¢ama p,, i =1,5 . Nadi verovatno¢u da Ce sistem ispravno raditi.
P P,
Ps
a)
p
! [

T

Py
P

P;
P,
P,
Ps
D Bant
P,

Resenje:

a) P=(2p,-p’) p,-(2ps— py’)
B) P=(p,( P+ Ps)+Ps) Ps

c) P=p, (P, + Ps+ Ps) Ps
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10.Centrala gradskog taksija prima u proseku 12 poziva na sat. Kolika je verovatnoca
da u periodu od 10 minuta nece biti poziva?

Resenje:
U pitanju je Poasonova raspodela.

Prose¢no se prima 12 poziva na sat, a to je 2 poziva u 10 minuta, znaci 4 = 2

2,2

P(X=0)=e =e2=0,135.
0!

11.Servis za popravku televizora pozivan je u proseku 6 puta u toku jednog sata. Kolika
je verovatnoca da ¢e tokom odredenog sata servis biti pozvan

a) tacno 5 puta

b) bar jedanput.

ReSenje:
U pitanju je Poasonova raspodela sa parametrom A4 =6

5
2 P(X=5)=¢*2 ~0,1606.

0
’66——0,9975-

b) P(X21)=1-P(X =0)=1-¢" =

12.Telefonska sekretarica dobija prose¢no 90 poziva na ¢as. Ukoliko je linija bila u
prekidu 1 minut, kolika je verovatnoca da je za to vreme bilo najvise 2 poziva?

Resenje:

Prosec¢no se dobija 90 poziva na cas, znaci 1,5 poziva u minuti.

U pitanju je Poasonova raspodela sa parametrom A =1,5 itrazena verovatnoca je
P(0<X <2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)=

2
e’ (1 +1,5+ %] =0,8088.

Verovatnoca i statistika 123




124

13.Partija proizvoda sadrzi 5% Skartova. Uzima se slu¢ajni uzorak od 60 proizvoda.
Izracunati verovatnoc¢u da se u uzorku ne pojavi nijedan skart.

Resenje:

U pitanju je Binomna raspodela sa n =60; p=0,05;9=0,95 .

P(X =0)= [GOOJ(O, 05)”(0,95)" =0,0460

Aproksimacija moze da se izvrsi Poasonovom raspodelom.jer je Np=3= 4

0
P(X =0)=e> ~0,04979,
0!

14.Aparat se sastoji od 100 delova. Verovatnoca da jedan deo otkaze u toku jedne
godine je 0,01. Kolika je verovatnoca da za godinu dana otkazu:

a) 2 dela,
b) bar 2 dela ?

Resenje:
U pitanju je Binomna raspodela sa n=100; p=0,01;,9=0,99 . Kako je

np =1= A , aproksimaciju vr§imo Poasonovom raspodelom.
2

L1
) P(X=2)=¢"2 ~0,184.

b) P(X22)=1-P(X <2)=1-(P(X =0)+P(X =1))~0,264 .

15.Ako je u proizvodnji izvesnih artikala 2% neispravnih, naci verovatnocu da se u
uzorku od 100 artikala nadu

a) tri neispravna
b) najmanje 3 neispravna

Resenje:
A1=100-0,02=2

a) P=0,18

b) P=0,325
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16.U tabeli je dat broj nesre¢nih slucajeva u fabrici u toku od 200 dana.

Broj
0 1 2 3 4 5 6
nesreca
Broj
130 51 12 4 2 1 0
dana

Izracunati srednju vrednost nesre¢nih sluc¢ajeva dnevno, a zatim Poasonovom ras-
podelom izra¢unati verovatno¢u da se jednog dana dogode 3 ili viSe nesreca

Resenje:
> oxf
X = ~E(X)=41
)?=i(1~51+2-12+3-4+4~2+5-1)=0,5
200
1=0,5

P(X>3)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)+P(X =6)=
0,01263+0,00158+0,00016 +0,00001 -+ 0,00000 = 0,01439

17.Partija sadrzi 1% $karta. Koliki treba da bude uzorak da verovatnoca pojave bar 1
$karta u uzorku ne bude manja od 0,95?

Resenje:

1-P(X =0)20,95 = P(X=0)<0,05

0,99" <0,05

n10g0,99<10g0,05 = nx1290.05 ,9q
log 0,99
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18.U Bernulijevom eksperimentu koji se ponavlja n puta verovatnoca pojave dogadaja
je 0,01. Koliko je n da verovatnoca pojave eksperimenta u tih n ponavljanja bude
veca od 0,52

Resenje:

1-P(X =0)>05 = P(X=0)<0,5

n k nn—k <
<0,5
o Jpa

n
[0]0, 01°0,99" <0,5=0,99" <0,5

nlog0,99<log0,5 = n>69

19.U periodu od 110 dana meren je broj vozila na raskrsnici u vremenu od 22h do
24h. Dobijeni su sledeci rezultati:

Broj
) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vozila
Broj
2 10 18 23 22 16 10 5 3 0 1
dana

Izra¢unati srednju vrednost broja vozila dnevno, a zatim Poasonovom raspodelom
izracunati verovatnocu da jednog dana kroz raskrsnicu prode manje od 2 vozila.

20.Slucajna promenljiva X ima standardnu normalnu raspodelu N (0,1) . Izracunati:
a) P(0< X <1,44) ,b) P(—O,73< X <0) ,C) P(—1,37< X <2,01) ,
d) P(0,65< X <1,26) ,¢) P(~1,79< X <-0,54) ,f) P(X >113) .
Resenje:
a) P(0< X <1,44)=®(1,44)~d(0)=0,9336-0,5=0,4336
f(x)

<V

0 1,44
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b) P(=0,73< X <0)=®(0)-®(-0,73)=0,5-0,2327 = 0,2673

¢) P(~1,37 < X <2,01) = ®(2,01)-d(~1,37) = 0,9778-0,0853 = 0,8925

U nekim tablicama nema vrednosti za vrednosti X <0 i tada koristimo osobinu

daje ®(—x)=1-D(x).

f(x)

-1, 37‘ 2,01 X

d) P(0,65< X <1,26) = d(1,26) - (0,65) = 0,1540

A

f(x)

pal .

»

0,65 126 X

e) P(~1,79< X <-0,54) = ®(-0,54) - d(~1,79) =0,2579
f) P(X >113)=1-P(X <1,13)=1-®(1,13)=0,1292

f (X) A

\

1,13 X

v
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21.Slu¢ajna promenljiva ima raspodelu N (3, 4) . Izrac¢unati P ( X > 9) .

Resenje:

Kakoje u=3,0=2

P(X >9):p[ﬂ>9—_ﬂj:p(%—3>9_;3j:
(o2 O

P(Z >3)=1-P(Z <3)=1-®(3)=1-0,9986 = 0,0014

22.Ako je slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelui E ( X ) =6,aD ( X ) =4

nadi P(ZS X S16) .

Resenje:

N (6,4)

P(2<X 316)=P(2;6§ X2_63162_6j=P(—2sz <5)=0(5)-0(-2)

=1-0,0228=0,9772

23.Nekaje X :N(7,25) . Odrediti:a) P(X <12),b) P(-1< X <9),
c) P(X 3—2) ,d) P(X 2—1) , €) nadi x tako da je P(X SX)=0,85 ,f) naéi

x tako da je P(X SX):O,Z .

Resenje:

a) P(X <12)= P(X: s125_7]=P(z <1)=d(1)=0,8413

b) P(-1< X <9)= P(_15_7 < X5_7 39;7} P(-16<Z<0,4)=

®(0,4)-®(~1,6)=0,6006
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c) P(X S—Z):P

(X -7 _-2-7
<

J: P(Z <-1,8)=(~1,8)=0,0359

o1
(6]

d) P(X 2—1)=P(X5_72_15_7 =P(X>-16)=d(16)=0,9452,
¢) P(X_7SX—_7]=P(Z sx;?j=q>(x—_7j=cp(z)=o,85 , kako se
5 5 5 5

ova vrednost ne nalazi u tablicama, treba uzeti najpriblizniju,

ato je 0,8508 i njoj odgovara vrednost Z=1,04 ,paje X=52+7=12,2

f P(X g):P(z SXT_?jzo,m.

P(Z<z)=®(z)=0,2=12z=-2,05

Xx=5z2+7=-3,25

24.Visina kod Zena je slu¢ajna promenljiva koja ima normalnu raspodelu. Izmereno je
250 Zena i dobijena srednja visina od 1,68m sa standardnim odstupanjem od 0,06m.

a) Nacrtati krivu ove raspodele
b) Naci verovatnocu da je proizvoljno izabrana zena visoka izmedu 1,56m
1,74m.

¢) Naci broj Zena ¢ija je visina veca od 1,8m
Resenje:

1=168 4 u+o=L74 u—o =162
(x) 1420 =180 11— 20 =156

1+30 =186 u—-30 =150

u—3o | HU—20 u -0 H ,u: o uU+2c u 730
« B% >,
99%
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b) Oblast izmedu 1,561 1,74m je 34%+47,5% = 81,5% ili 0,815
Odnosno:

P(1,56<X <1,74):P M< X <M :P(—2<X <1):
0,06 0,06

®(1)-®(-2)=0,8413-0,0228 = 0,8185

c) Oblast vec¢a od 1,8m je 50%-47,5% 00,025

P(X>18)= P[X >1'80_01é68]= P(X >2)=1-P(X <2)=1-d(2)=0,0228

25.Pretpostavimo da debljina metalnih plo¢a ima normalnu raspodelu
N ( 1 =0,25cm,o =0, 028cm). Nadi procenat neispravnih ploca, ako se smatra

da je ploc¢a neispravna kad je njena debljina manja od 0,20cm ili ve¢a od 0,28cm

Resenje:

Ploca ispravna ako je

P(0,20< X <0,28) = P(0,20—0,25 _X-0,25 _ 0,28—0,25j=

0,028 ~ 0,28 0,028
P(~1,78<Z <1,071) = d(1,071) - d(~1,78) = 0,8202

P(X >0,28)+P(X <0,20)=1-0,8202=0,1798.

Procenat je 17,9 %.

26.Pretpostavimo da telesne tezine 800 studenata imaju normalnu raspodelu, sa sred-
njom tezinom . Na¢i broj studenata ¢ija je tezina
a) izmedu 651 75 kg,
b) veca od 72kg.

Resenje:

X :N(66,25), Z:N(0,1)
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a) P(65<X<75):P(65_66 75_66j=

<X < 5
P(—O,2< X <1,8)=<I)(1,8)—<I)(—0,2)=0,5434
n=3800-0,5434 ~ 434

b)

P(X>72)= P(x >72—;66j: P(X >1,2)=1-P(X <12)=1-0(1,2)=0,1151

n=2800-0,1151=92

27.Neka fabrika proizvodi kuglice nominalnog pre¢nika.Usled neprecizne izrade
njen precnik je slucajna promenljiva X, sa normalnom raspodelom, matematic-
kim ocekivanjem m i odstupanjem 0,05mm. Pri kontroli se odbacuju sve kuglice
¢iji pre¢nik odstupa od nominalnog za vise od 0,1mm. Koliki procenat kuglica ce
biti odbacen?

Resenje:

N (0,5; 0, 052)

Treba izratunati P (| X - 5| > O,l) . Izra¢unacemo suprotan dogadaj, tj.
01 _X-5_01 j
— < < =

P(|X—5|£O,1):P(—O,lsX—5£0,1):P[ < <
0,05~ 0,05 0,05

=P(-2<Z<2)=®(2)-d(-2)=0,9544
P(|X —5/>0,1)=1-0,9544 = 0,0456 ~ 0,046

Dakle bi¢e odbaceno 4,6%.

28.Neka su vremena zivota' dva elektricna uredaja slu¢ajne promenljive sa raspodela-
ma N (40, 36) ; N (45, 9) respektivno. Ako uredaj treba da radi bar 48 ¢asova,
koji od njih je bolje uzeti?
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Resenje:

P(X > 48) = p(%“%@j: P(2>133) =1~ (1,33) ~1-0,0082 = 0,018

X —45 48-45
3 >

P(X>48)=P( j:P(Z>1):1—CD(1):1—0,8413z0,1587

Bolje je uzeti drugi uredaj.

29.Pre¢nik kuglica koje proizvodi fabrika je slu¢ajna promenljiva X sa normalnom

raspodelom N (,u =1,5cm; o =0, 04cm) .
a) Naci verovatnocu $karta pod uslovom da je propisana tolerancija pre¢nika ku-
glice £0,07

b) Kolika tolerancija pre¢nika moze da se garantuje sa verovatno¢om od 0,972

Resenje:
a) P(|X -1,5/>0,07)=1-P(|X -1,5/<0,07)=0,08

b) P(|X -15<£)=0,97, &£~0,09

30.Vek trajanja elektri¢ne lampe ima normalnu raspodelu N (100, 25) .
a) Naci verovatnocu da nova lampa istog tipa traje najmanje 105 ¢asova.

b) Ako je jedna lampa vec izdrzala 90 casova, kolika je verovatnoca da ¢e izdrzati
jo§ 15 ¢asova ?

Resenje:

=0,1587

a) P(X 2105)=1-P(X <105):1—P(z <_105—100)

b) U pitanju je uslovna verovatnoca
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P(X >105|X zgo)zp( P>X> = =

105-100
P(ZZ 5 ) P(z>1) 1-P(Z<1)
= = =0,1624
90—100] P(z>-2) 1-P(Z<-2)

5

P(ZZ

31.Broj musterija subotom u frizerskom salonu ima priblizno normalnu raspodelu sa
#=30io0=5.
Odrediti verovatnoc¢u da ¢e sledece subote broj musterija biti:
a) vedi od 45,
b) manji od 25,

¢) najmanje 25, a najvise 40.

Resenje:

a) P(X >45)= P(X ;30 > 45;30]= P(Z >3)=1-®(3)=0,0013

b) P(X <20)= P(X ;30< 20;30j: P(Z <-2)=®(-2)=0,0228

25-30 X -30 40-30
< <

j =0,8185
5 5

o) P(25<X <40):P(

32.Verovatnoca pogadanja u cilj je u svakom od 100 nezavisnih gadanja 0,8. Izracunati
verovatnocu da ¢e od 100 obavljenih gadanja biti:

a) bar 80 pogodaka
b) broj pogodaka biti izmedu 40 i 90.

Resenje:

n=100, p=0,8; q=0,2; X:B(100;0,8)
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- 100 k 100-k
P(X 280)=P(80< X <100)= 3|~ " |-0.8":0,2".

k=80

Kako je np =80 >10 , vrsi se aproksimacija normalnom raspodelom.

) P(80< X <100) < 8080 10080
" 00802 ° 000802

b) P(40 < X <90) 4080 < 080 109938
" J00.0802 ° = 000802

33.Verovatnoca kvara uredaja je 0,03. U kom procentu se moze ocekivati da ¢e se kod
1000 uredaja kvarovi pojaviti u ne manje od 20 i ne vise od 40 slucajeva.

Resenje:

n=1000, p=P(A)=0,03,q=P(A)=0,97 X :B(1000;0,03)

< (40 k 40—k
P(20< X <40)=>| " [-0,03.0,997“".

k=20

Kako je np =30 >10 , vrsi se aproksimacija normalnom raspodelom.

P(20£X£40):P( 2030 <Z< 4030 ]: ,

/1000-0,03-0,997 /1000-0,03-0,997

Znaci da se u93,6% slucajeva moze desiti da broj neispravnih uredaja bude izmedu 20 i 40.

34.Poznato je sa 90% kupaca Sony televizora nema reklamacije u garantnom roku.
Prodato je 100 televizora u jednoj prodavnici.

a) kolika je ocekivana vrednost broja reklamacija,

b) naci verovatnocu da reklamacija bude max 20

Resenje:
Slu¢ajna promenljiva X je broj reklamacija, i ima binomnu raspodelu B(100;0,1)

a) E(X)=np=10
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X -np 20-10
<
Jnpg  4/100-0,1-0,9

b) P(X <20)="P — P(Z <3,33)=d(3,33)~0,9987

35.Neka su vremena 'Zivota' dva elektri¢na uredaja slu¢ajne promenljive sa raspodela-

ma N (40, 36) iN (45, 9) respektivno. Ako uredaj treba da radi bar 45 ¢asova,
koji od njih je bolje uzeti?

Resenje:

a)

P(X >45)= P(X 40 45;4()): P(z>0,833)=1-®(0,833)~0,2
b)

P(X >45)= P(X ;45 > 45;45j: P(Z>0)=1-®(0)~0,5.

Bolje je uzeti drugi uredaj.

36.Procenat skarta pri proizvodnji delova je2%. Odrediti verovatnoc¢u da u uzorku
od 60 delova ima

a) tacno 3 skarta
b) najvise 3 $karta
Reienje:
n=60, p=0,02,np=1,2 =POISSON(3,1,2,5,FALSE)
a) P(X =3)=0,086744
b) P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)=0,966231

=POISSON(3,1,2,5,FALSE)
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37.Vek trajanja elektri¢ne lampe u ¢asovima ima normalnu raspodelu
a) Naci verovatnoc¢u da nova lampa istog tipa traje najmanjel05 ¢asova

b) Ako je jedna lampa ve¢ izdrzala 90 ¢asova, kolika je verovatnoca da ¢e izdrzati
jod 15 ¢asova?

Resenje: =NORM.DIST(105,100,5,TRUE)
a) P(X <105)=0,841345

P(X >105)=1-P(X <105)=0,158655

b)
P(X >1051X >90) P(X >105)

P(X>90)  P(X>90)

P(X >105|X >90) = =0,1623142

P(X >90)=1-P(X <90)=0,97725

(X <90)=0,02275 =NORM.DIST(90,100,5, TRUE)
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6. GRANICNE TEOREME

U matematickoj analizi veoma strogo je definisan pojam grani¢ne vrednosti niza
realnih brojeva, odnosno konvergenciji niza. Medutim, na niz slu¢ajnih promenljivih

X, ne mogu se primeniti ove poznate definicije i teoreme iz razloga $to slu¢ajne

promenljive postoje samo sa nekom verovatno¢om, pa jedino moze da se ustanovi da
je verovatnoca dogadaja lim X, = X jednaka 1.
n—o

U verovatno¢i mozemo govoriti samo o slede¢im konvergencijama:

Ako su zadate slu¢ajne promenljive X, X, -+ X, .... onda postoji:
Stroga konvergencija ili konvergencija skoro svuda ako je

P(Iim X = x)=1

n—ow
Konvergencija u verovatnoci ako je

limP(|X,-X|<¢&)=1 &>0

n—oo
Konvergencija u raspodeli ili slaba konvergencija ako je

lIimP(X,<x)=P(X <x
limP(X, <x)=P(X <x)

Postoje dve grupe zakona i teorema koje vaze u verovatnodi, a to su zakoni velikih
brojeva i Centralna grani¢na teorema.

6.1. ZAKON VELIKIH BROJEVA

Pod zakonima velikih brojeva podrazumeva se niz teorema koje objasnjavaju uslove
pod kojim realizacije slu¢ajnih promenljivih dovode do rezultata koji i nisu slucajni.
Statisticke zakonitosti povezane sa masovnim pojavama poseduju odredenu stabilnost
ponasanja u odnosu na srednju vrednost. Pri velikom broju slu¢ajnih promenjivih njihova
srednja vrednost prakti¢no prestaje da bude slucajna i moze se predskazati sa velim sigurnoscu.

Generalno, one tvrde da aritmeticka sredina konvergira ka matematickom ocekivanju.
U eksperimentu bacanja nov¢ica, pojava pisma ne moze se predvideti u konkret-
nom bacanju, ali sa sigurno$¢u se moze tvrditi da je verovatnoca pojave pisma je
0,5. Oko ove vrednosti se grupisu relativne frekvence pri velikom broju ponavljanja
eksperimenta, odnosno bacanja nov¢ica. Ve¢ smo govorili o rezultatima koje su ekspe-

rimentalno dobili Bufon i Pirson. Nazalost, nije moguc¢e dokazati daje lim i =0,5
n—oo n

Verovatnoca i statistika

137




138

gdeje S, -broj uspeha u n eksperimenata
. Lo .S
Moze se samo tvrditi da je P| lim—>=0,5|=1
n—w N

Prvi koji je naucno interpretirao ovaj rezultat je Jakob Bernuli koji 1713. godine
daje prvi zakon velikih brojeva, koji zovemo i Bernulijev zakon velikih brojeva.

Teorema:

Ako slu¢ajne promenljive X, X, -+ X

P(Iim <5j=1

gdeje S, = X, + X, +---+ X -broj uspeha u n eksperimenata

, imaju binomnu raspodelu tada je

Sn
~-p
n

Generalno zakon velikih brojeva glasi

Teorema CebiSeva:

Ako su date nezavisne slu¢ajne promenljive X, X, --- X, sa istim matemati¢-

kim ocekivanjem g i disperzijom D, tada niz aritmetickih sredina konvergira u
verovatnodi i vazi

lim P( X+ X, +.X,
n—o0 n

U

<6‘J=1, Ve>0

Za dokazivanje ove teoreme potrebno je znati slede¢u vaznu nejednakost

Nejednakost Cebiseva

Ako postoji disperzija D (X)) , tada vai

D(X
P(IX —p|ze)< iz), Ve>0
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Primer:

Verovatnoc¢a radanja decaka je 0,5. Oceniti verovatnocu da apsolutna vrednost razlike ve-
rovatnoce i frekvencije radanja decaka je manja od 0,01. Posmatrano je 10 000 rodene dece

Po teoremi Bernulija
P (Iim
n—o

jednaka E (ij =piD (iJ M , po nejednakosti CebiSeva se moze naPisati u
n n n

<gj>1—ﬂ

ne?

S
<& j =1 znajudi da je u binomnoj raspodeli frekvencije —

n

Sy
~-p
n

Sy
—-p

obliku P
n

0505
10000-0,012

=0,9975

P S, -0,5/<0,01|>1
10000

Primer:

Za kontrolu tezine uzeto je 20 proizvoda iz pogona neke fabrike. Ako se zna da je disperzija

o’ =10, 80 , kolika je verovatnoca da aritmeti¢ka sredina tezina ne odstupa od srednje
tezine vise od 3g.

Po nejednakosti Cebiseva

D(X)

2

P(IX —plze)< D(X) P(IX —p<e)>1- .

2
&

2

2
Kako je D(X)=O-—imamo P(|X—,u|<8)>1—o-—

2

n ne
o’ 10,8
1- — = 1-——=0,94 . TraZena verovatnoca treba da bude veca od 0,94.
ne 20-9

Teorema Cebiseva je najjednostavniji slu¢aj Zakona velikih brojeva. Teorema u
sustini tvrdi, da mada u nizu sluc¢ajnih promenljivih svaka pojedina¢na promenljiva
moze da uzme vrednosti koje se razlikuju od srednje vrednosti (velika disperzija),
aritmeticka sredina niza slu¢ajnih promenljivih uvek ima malu disperziju i sa velikom
verovatno¢om uzima vrednosti koje su bliske njenoj srednjoj vrednosti. Ovo je moguce
objasniti ¢injenicom da pri izraCunavanju aritmeticke sredine sluc¢ajna odstupanja,
pozitivna i negativna se medusobno ponistavaju.
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Osim ovih postoje i niz drugih teorema velikih brojeva kao $to su teorema Mar-
kova , Hincina, Borela, Kolmogorova i mnoge druge. Sve one omogucavaju naucne
prognoze i ocene tacnosti rezultata masovnih pojava.

6.2. CENTRALNA GRANICNA TEOREMA

Teoreme koje pripadaju grupi centralnih grani¢nih teorema ne odnose se na gra-
ni¢ne vrednosti slu¢ajnih promenljivih, ve¢ na grani¢ne zakone raspodela. Tako dok
zakon velikih brojeva tvrdi da aritmeticka sredina konvergira matematickom oceki-
vanju, centralna grani¢na teorema daje asimptotsku raspodelu aritmeticke sredine.

Ova teorema definise da zakon raspodele verovatnoca suma velikog broja slu¢ajnih
promenljivih tezi normalnoj raspodeli.

Sve teoreme ovog tipa uzimaju normalnu raspodelu kao grani¢ni zakon i definisu
uslove pod kojim je to ispunjeno. Iako normalna raspodela nije jedina koja daje dobre
aproksimacije empirijskih raspodela, sigurno se najcesce koristi. Mozda je i razlog $to
oko 30% svih pojava u prirodi ima normalnu raspodelu.

Teorema: Centralna granicna teorema

Neka su date slu¢ajne nezavisne promenljive X, X,--- X, , sa istom raspodelom
sa istim matematickim oéekivanjem E (X, ) = u idisperzijom D ( X, ) =0,
_ X+ X, +--+ X, —n

n O'\/ﬁ

slu¢ajnoj promenljivoj Z : N (0,1) )4

tada slu¢ajna promenljiva Z konvergira u raspodeli

x 2
limP(Z, SX):i 2dt vxeR,

o ﬂ[oe

Postoji mnogo verzija centralne grani¢ne teoreme., ali sve se svode na slucaj da niz

Sy~ E(Sn) _S,=hy gdeje S, =X, + X, +---+ X konvergira u raspodeli

D(S,)  ovn

N (0,1)
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Primer:

Nacdi verovatno¢u dobijanja vise od 60 glava u 100 bacanja nov¢ica.

Neka su X, slu¢ajne promenljive koje imaju Binomnu raspodelu. Ako je

Sn :X1+---+ Xn , izra¢unati P(Sn 260)
n =100, sz(A):O,S XIB(100;0,5)

100
P(S,>60)=> (100)0,? 0,5

k=60

Aproksimacija moze da se izvrs$i normalnom raspodelom, gde je:

u=np=50, o=./npq=5, N(50,25)
Sn—np< 60-50

Jnpg ~ 4/100-0,5-0,5

P(S, >60)=1-P(S, 360):1—P[ ]zl—P(Z): P(2)=0,97725

Primer:

Neka su X, slu¢ajne promenljive koje imaju Poasonovu raspodelu P (5) . Izraunati

P (S0 =2)

Ako bi ra¢unali direktno imalibiza A =5
5 . 5
P (S 22)=1-P (S, <2)=1~(P(Sypy =0)+P (S =1)) =1-e -6 =0,95%
Ako bi koristili centralnu grani¢nu teoremu, a znajuéi da su matematic¢ko ocekivanje i

disperzija kod Poasonove raspodele f = o’=1=5, paje
S, —100-0,05 3

3
W<£]:l—®(ﬁj:0,9099

P(Sip 2 2) =1~ P (Syyy <2):1—P[
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6.3. RASPODELA EMPIRIJSKE FUNKCIJE

Matematicka veza izmedu populacije i uzorka izrazena je vezom izmedu funkcije

raspodele F (X) slu¢ajne promenljive X koja reprezentuje neko obelezje populacije

i empirijske funkcije raspodele frekvencija F, (X) uzorka obima n. Treba voditi racuna

da se u svakom novom eksperimentu dobija neka druga empirijska funkcija raspodele.

Teorema: ( Glivenko)

Neka je F (X) funkcija raspodele obelezja X populacije, a F, (X) empirijska

n
funkcija raspodele nezavisnog uzorka obima n ove populacije, tada,,

P(tim sup (%, () F () =0)-1.

—00<X<00

Ova teorema u sustini tvrdi, da kada je uzorak dovoljno brojan, sa verovatno¢om
bliskom jedinici, empirijska raspodela se malo razlikuje od teorijske.

6.4. VAZNI OBRASCI

Stroga konvergencija ili konvergencija skoro svuda ako je
P(Iim X, = x)=1
n—o
Konvergencija u verovatnoci ako je

limP(|X, - X|<¢&)=1 &>0

n—o
Konvergencija u raspodeli ili slaba konvergencija ako je

limP(X,<x)=P(X <x)

<5j:1

Bernulijev zakon velikih brojeva

P(Iim i—p

n

Verovatnoca i statistika



Teorema CebiSeva:

lim P(—

Nejednakost Cebiseva

P(IX —y=¢)< D(X), Ve>0
&

Centralna grani¢na teorema
t2

limP(Z, <x 2dt vxeR

1 X
Pz, <x) =

6.5. ZADACI

1. Veli¢ina je izmerena 1000 puta. Disperzija merenja nije ve¢a od 2cm naci verovatno-
¢u da aritmeticka sredina rezultata merenja ne odstupi od matematickog ocekivanja
za vise od 0,2

Resenje:

Na osnovu nejednakosti Cebiseva imamo

2
&

P(|X—y|23)SL2X):> P(|X—y|<g)>1—M
&
2
p>1-—=1- 2 _
ne 1000-0,04

2.U svakom od 6000 nezavisnih eksperimenata dogadaj se realizuje sa verovatno¢om
0d 0,625. Naci verovatnocu da se frekvenca pojave dogadaja razlikuje od verovatnoce
za vise od 0,01.

Resenje:

Verovatnoca i statistika 143




144

0,625-0,375

<0,01|>1-
j 6000-0,01

<¢ |>1-— pq =P i—0,625
ne? 6000

P Sy
n

P Sy
6000
3. Eksperiment po Bernulijevoj $emi je realizovan 600 puta sa verovatno¢om svakog
od njih od 0,9. nadi verovatnoc¢u da se relativna frekvenca dogadaja ne razlikuje od

<0, 01] > 0,6094

verovatnoce dogadaja za ne vise od 0,04.

Resenje:
S n S—np

P{|F,(x)-p|<a)=P||—-p =P|-a,|—<—"—

(7 00-pl=a)p[Bo-pf<a o[ - [ <2 o [0
—20|a |~ |-1

Pq
P Sy ,9/<0,04 |=2d| 0,04 600 —-1=0,99886
600 0,9-0,1

4. Nov¢ic se baca 10000 puta, Naci verovatnocu da se pismo pojavi od 4950 do 5100 puta.

Resenje:

S,—np
P(4950<S, <5100)=P| -1<— <2|=®(2)-d(-1)=0,8185
( ) [ - ] (2)-(-1)
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7. MATEMATICKA STATISTIKA

7.1. OSNOVNI POJMOVI STATISTIKE

Zacetke statistike srecemo jos u srednjem veku, sa prvim popisima stanovnistva, a
tek sredinom dvadesetog veka ona se definiSe kao nova matematicka disciplina.

U svakodnevnom zivotu prikupljamo veliki broj podataka i statistika nam daje
nacin njihovog organizovanja i donos$enja zakljucaka za predvidanje buduc¢ih dogadaja.

Matematicka statistika je nauka koja se bavi prouc¢avanjem masovnih pojava u
prirodi i drustvu. Ova istrazivanja imaju kvantitativan, a ne kvalitativan karakter.

Predmet istrazivanja matematicke statistike je statisticki skup ili populacija. To je
skup svih elemenata na kojima se neka statisticka pojava posmatra. Skup moze biti

konacan i beskonacan. Obelezava se sa {2 = {0)1, Q.. }

Primer:

Populacija je skup svih gradana Srbije, skup svih studenata naseg fakulteta, skup svih merenja
neke veli¢ine i sl.

Do statistickih podataka se dolazi se sistematski, po jasno utvrdenom planu. U
procesu proucavanja pojava statistika se sluzi odredenim nau¢nim metodama.

Razlikujemo tri koraka u prouc¢avanju podataka:
1. Prikupljanje podataka ( ankete, popisi, merenje, eksperimenti i sl. )
2. Sredivanje i obrada podataka

3. Donosenje zakljucaka

Svaka populacija se moze posmatrati sa stanovista jedne ili vise numerickih karakteristika,
koje nazivamo obelezje. Za posmatranu populaciju neka obelezja su bitna, druga nisu. Na
primer, ako posmatramo studente jednog fakulteta, bitna obelezja su njihov broj, prolaznost
na ispitima, srednje ocene, duzina studiranja i sli¢no, a nebitna obelezja su njihova visina,
tezina, boja ociju i sli¢no.

Obelezja mogu biti numericka, koja se izrazavaju kvantitativno, brojem i atributivna,
koja se izrazavaju opisno.

Numericka obelezja su ako u populaciju studenata posmatramo, visinu i tezinu, a atribu-
tivna su pol i boja ociju. Da bi se na atributivna obelezja mogle primeniti statisticke metode,
neophodno je se ona prevedu na jezik matematike ,odnosno da se definisu kao brojevi.
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Definicija:
Ako svakom elementu skupa Q pridruzimo jedan realan broj, definiSemo pre-

slikavanje X :Q — R koje se naziva obelezje.

Obelezje X je slucajna promenljiva, koja svakoj vrednosti @ € Q , pridruzuje

realan broj X (a)) .

Ispitivanja obelezja cele populacije u praksi se retko realizuju. Ona bi mogla da
budu slozena, neracionalna, a ponekad i nemoguca jer populacija moze da ima be-
skona¢no mnogo elemenata ili kona¢no mnogo, ali da je taj broj veliki. Iz tih razloga
definiSe se neki podskup uocene populacije i naziva se uzorak.

Definicija:

Bilo koji podskup U, populacije Q , nazivamo uzorak, U — Q) .

Primer:

Ako je potrebno odrediti prose¢nu visinu gradana Srbije, nije potrebno izmeriti visinu
svakog njenog gradanina ve¢ se uzima proizvoljan uzorak, na primer 1000 gradana, i na
osnovu rezultata merenja ovog broja gradana, odreduje se prosec¢na visina za celokupno
stanovnistvo.

Postavlja se pitanje koliko je opravdano populaciju zameniti uzorkom, koliko su
rezultati dobijeni iz uzorka prihvatljivi kao rezultati cele populacije.

Nacini formiranja uzorka su razli¢iti i od toga zavisi verodostojnost zaklju¢ivanja.
Uzorak treba izabrati tako da dobro reprezentuje populaciju, da zaklju¢ak donesen na
osnovu njega vazi za celu populaciju.

Samim tim formiranje uzorka je slozen postupak koji treba da zadovolji niz prak-
ti¢nih i teorijskih kriterijuma.

Uzorak treba da bude:

« reprezentativan, odnosno da svaki element populacije ima podjednaku Sansu
da se nade u uzorku

« dovoljno brojan, da sadrzi optimalan broj elemenata na osnovu kojih se do-
nosi zakljucak

« objektivan, potrebno je odbaciti sve subjektivne faktore, a to se postize slu-
¢ajnim izborom.
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Ako u nekoj populaciji posmatramo obelezje X, onda se iz nje na slu¢ajan nacin
uzima n elemenata i kod svakog od njih registrujemo vrednost obelezja X. Na taj na-

¢in dobija se slu¢ajan uzorak obiman, X, X,,...,X, . Uzorak X, X,,...,X  se moze

smatrati realizacijom n dimenzione slu¢ajne promenljive X, X,,..., X, . Ako su

slu¢ajne promenljive X,, X,,..., X nezavisne i jednako raspodeljene onda se dobija
prost uzorak.

Uzorak je umanjena slika osnovnog skupa. Njegove karakteristike, parametri, kao
$to su aritmeticka sredina, disperzija, standardno odstupanje i ostale, jesu procene istih
parametara osnovnog skupa.

Raspodela frekvencija statistickog obelezja uzorka je aproksimacija raspodele odgo-
varajuce sluc¢ajne promenljive u celoj populaciji. Kako je svako obelezje neka slucajna
promenljiva, osnovni zadatak matematicke statistike je nalazenje raspodela verovat-
noca ovih slu¢ajnih promenljivih.

7.2. STATISTICKE TABELE, POLIGONI I HISTOGRAMI EMPIRIJSKE
RASPODELE OBELEZJA

Podatke dobijene posmatranjem ili eksperimentima, a koji predstavljaju vrednosti
posmatranog obelezja populacije ili uzorka, potrebno je srediti na odgovarajuci nacin
da bi se mogli ispitivati i odrediti raspodela obelezja.

Prvenstveno podaci se smestaju u tablice U njima su podaci precizno i jasno sredeni
i omogucavaju izra¢unavanje velic¢ina koje se traze u istrazivanju. Ako je broj podataka
mali svi podaci se unose u tabele, dok kod velikog broja podataka, podaci se dele u se-
rije. One u zavisnosti od problema mogu da budu strukturne, vremenske i geografske.

Graficko prikazivanje statistickih podataka moze da bude razlicito u zavisnosti od
vrste podataka i njihove primene.

Najcesce se koriste dijagrami koji mogu da budu:
o Tackasti-stigmogrami

« Linijski-poligoni

« Povrsinski-histogrami

e Prostorni-stereogrami
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Neka posmatrano obelezje X uzima vrednosti X, X,, X, ..., X, ,koja se pojavljuju

redom f,f,,....f, puta,uzuslovdaje f +f,+....+ f, =N inazivajuse
apsolutne frekvence ( ucestalosti ) vrednosti obelezja.

Umesto apsolutnih frekvenci cesto se koriste relativne frekvence vrednosti obelezja

f f f
f. zﬁl, f., :WZ'---'frk :Wk, uzuslov f+f,+.. .f, =1
Vrednosti obelezja X, X,, X, ..., X, uzete saodgovaraju¢im frekvencijama raspo-

reduju se po rastu¢im vrednostima i mogu da formiraju statisticku tabelu.

X X, X, | e X, >
f; f, f, fi N
fri frl frZ frk 1

Podaci iz tabele mogu se predstaviti i graficki u koordinatnom sistemu, tako $to se
na x-osu nanose vrednosti obelezja X, a na y-osu frekvence i dobija se poligon raspo-
dela apsolutnih ili relativnih frekvenci.

v

Ukoliko je broj vrednosti obelezja veliki vrednosti obelezja se zadaju intervalno.
Kada je obelezje neprekidna veli¢ina to je uvek slucaj.
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Interval [a,b] u okviru koga se nalaze sve posmatrane vrednosti obelezja, podeli se
na k, najcesce jednakih delova, [a,al), [al,a2),........ [ak-1,b]. Zatim se odrede frekvence
podataka koji pripadaju ovim intervalima i rezultati prikazu tabelarno i graficki.

X [a,a,) EXCN I — [a,.b] >

f f, f, f, N

fr2 frk 1

Graficki prikaz naziva se histogram raspodele i dobija se tako $to se crtaju pravougao-
nici sa osnovicom veli¢ine uocenih intervala, a visine su vrednosti odgovaraju¢ih frekvenci.
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Primer:

U jednom odeljenju ima 32 ucenika. Medu njima su 4 odli¢na, 9 vrlo dobrih, 10 dobrih, 3
dovoljna i 6 nedovoljnih u¢enika. Ovo obelezje ima atributivni karakter i zato ako uzmemo
da su numericke vrednosti obelezja, 5-odli¢an, 4-vrlo dobar i tako redom, odgovarajuca
tablica i poligon raspodela frekvencija su:

X 1 2 3 4 5 >
it 6 3 10 9 4 32
N ENE
" 32 32 32 32 32
Af
o,
9
6l
4
3
X
1 2 3 4 5 i

A
10
%ﬁ
-
4 32
AZ X

\4
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Primer:
U skupu od 32 ucenika obelezje je visina koja je data u intervalima duzine 5cm.

< [140- |145- f150-  f155-  f160- [165- |170- |I75- |180-  [185-
145  |150 [155 |160 |165 [170  [175  |180  [185  |190
it 1 0 1 3 7 8 5 3 3 1
T I (O T (I B
A 32 32 (32 |32 |32 |32 (32|32 |32
A f
8
7
5
3
1
[ T 1 | ,
140 145 150 155 160 165 170 175 180 185 190 S

7.3. PARAMETRI -STATISTIKE SLUCAJNIH STATISTICKIH
PROMENLJIVIH

Tabelarnim i grafickim predstavljanjem statistickih podataka mogu se samo deli-
mi¢no uociti njihove pravilnosti.
Da bi se statisticki podaci preciznije proucili potrebno je znati njihove parametre.

Postoje dve vrste parametara koji karakterisu statisticke promenljive, ili kako se
nazivaju statistike:

o parametri koji reprezentuju centar rasturanja

« parametri koji mere rasturanje vrednosti promenljivih oko centra rasturanja
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7.3.1. PARAMETRI KOJI REPREZENTUJU CENTAR RASTURAN]JA-SREDNJE-
VREDNOSTI

Vazne statisticke karakteristike nekog obelezja su srednje vrednosti. One mogu da
reprezentuju skup, ali i da omoguce uporedivanje razlicitih skupova. Postoje dve vrste
srednjih vrednosti, racunske i pozicione.

Racunske srednje vrednosti su aritmeticka sredina, geometrijska sredina, har-
monijska sredina i sl.

Pozicione srednje vrednosti su moda, medijana i sl
7.3.1.1. ARITMETICKA SREDINA

Od svih srednjih vrednosti aritmeticka sredina je najcesc¢e u upotrebi.

Aritmeticka sredina

1. Ako obelezje X ima ne grupisane vrednosti X, X,, X;,..., X

- 1 13
X == (X X+ X o+ X, ) == X
n ey

n

2. Kada su vrednosti obelezja date sa razli¢itim frekvencijama, onda je

Zn: X: f.
_ =l

n

X
f

i
i=1

3.U slucaju intervalno grupisanih podataka

k-1

Z Xsi fi X
X. =

+ X

i— i+1
X = 1 si 2
f.

N

=

Il
N

U Excelu se za izracunavanje aritmeticke sredine koristi naredba AVERAGE.
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Primer:
Prinos psenice na 5 parcela u tonama je 760, 990, 1200, 1450, 1000.

Izracunati prosecan prinos .

g =%(X1 Xy Xy X, %) = 760+990 +12050+1450+1000 1080

Prosecan prinos je 1080t.
Primer:

Nadi aritmeti¢ku sredinu brojeva
1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4.

X; f X; .

1 2 2

2 3 6

4 4 12

5 20
4 4
D fi=14 > xf=40
i=1 i=1
4
PR 40 20

if- 14 7

i=1

Primer:
U skupu od 27 ucenika obelezje je visina koja je data u intervalima duzine 5cm.

Izrac¢unati srednju visinu ucenika.

xi- visina fi sredina intervala X f;
145-150 1 142,5 142,5
150-155 1 152,5 152,5
155-160 3 157,5 472,5
160-165 7 162,5 1137,5
165-170 8 167,5 1340
170-175 4 172,5 690
175-180 3 177,5 532,5

. 7
X f=27 éxifi_4467,5
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7

X_EXI | 4467,5

27: ¢ 27

i=1

=165,46

7.3.1.2. GEOMETRIJSKA SREDINA

Pomocu geometrijske sredine izracunava se prosecna stopa promene neke pojave.

Moze da se koristi kao mera promene brzina pojava u vremenu.

Definicija:
Ako su X, X,, X3,..., X, vrednosti obelezja X, onda je

G=HX1'X2'X3'”Xn .

Primer:
Primenom geometrijske sredine odgovorili bi na pitanje:

Koliko puta je prose¢no pao natalitet u Srbiji u zadnjih 10 godina

Primer:

Geometrijska sredina brojeva 1,8, 27 je

G=31.8-27 =6.

Definicija:

Ako su X, X,, Xg,..., X, vrednosti obelezja X sa frekvencama f,, f,, f,,..., f
onda je

_ f f f fy
G_Q/X11'X22.X33“'Xn .

n

Geometrijsku sredinu nema smisla racunati ako su neke vrednosti nula ili negativne.
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7.3.1.3. HARMONIJSKA SREDINA

Harmonijska sredina koristi se u slu¢ajevima kada su vrednosti i obim obelezja u

obrnutoj razmeri.

Definicija:

Akosu X, X5, X5,. ..,

prosta harmonijska sredina

n

H

yi

i1 X

sloZena harmonijska sredina

n

>
H= i=1

X, vrednostiobelezjaX,a f, f,, f;,

., T frekvence, ondaje

Primer:

Harmonijska sredina brojeva 1, 2,3 je,

PP S
11

1+1+1
2 3

Primer:

Pet fabrika proizvode isti artikal. U prvoj fabrici proizvede se 650 komada za 4 dana, u
drugoj 350 za 4 dana, u trecoj 75 za 5 dana, ¢etvrtoj 150 za 3 dana i u petoj 80 za 2 dana.

Koliko je prose¢no vreme izrade tog artikla.

n

>

_ 650++350+75+150+80 1305

=3,68

H — i=1
n fl
2

i=1

650 350 75 150 80
T
4 5 3 2

355

157
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Izmedu aritmeticke, geometrijske i harmonijske sredine vazi relacija H <G < X .

Koju ¢emo od sredina koristiti zavisi od problema koji treba resiti i nema opsteg
pravila. Za izracunavanje aritmeticke, geometrijske i harmonijske sredine koristimo
sve postojece vrednosti. Geometrijska i harmonijska sredina su u sustini mere brzine

promena posmatranih pojava.

Primer:

Merenjem dobijene su vrednosti slu¢ajne promenljive X, obelezja neke populacije

X 5 8 10 12 16
f 1 2 2 3 2
Izracunati aritmetic¢ku, geometrijsku i harmonijsku sredinu
X: f. X f. _i X f;
. i it X i
: 1 5 0,200 5
2 16 0,250 64
1o 2 20 0,200 100
2 3 36 0,250 1728
I 2 32 0,125 256
2 10 109 1,025 [ [=14155776000

G=¥x" %" x" = ¥14155776000 = 10,35
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7.3.1.4. MODA

Definicija:

Moda M | je vrednost obeleZja koje ima najvecu frekvencu,

Od svih pozicionih srednjih vrednosti moda se najcesce se koristi. Moze se desiti
da moda ne postoji ili da ih ima vise.

Primer:
Na¢i modu brojeva 1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4.

1 2 3 4
X:
2 3 45
Broj 4 ima najvecu frekvencu, dakle
M, =4

Primer:
Nadi modu brojeva 1,1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4.

1 2 3 4
X:
2 8 B 9
Kako postoje dva broja 3 i 4 koji imaju iste frekvence 5, zaklju¢ujemo da imamo dve mode.

M, =4,M, =3

Ako su vrednosti obelezja data intervalima, modu treba traziti u intervalima sa
najve¢im frekvencama i oni se nazivaju modalni intervali.

Definicija:
Ako su vrednosti obelezja X date intervalima imamo da je

fz_fl d
(f,—f)+(f,—f,) ~

M, =a +

gdeje @ donja granica modalnogintervala,a f,, f,, f; sufrekvencije predmo-
dalnog, modalnog i postmodalnog intervala, a d veli¢ina intervala.
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Primer:

U skupu od 27 ucenika obelezje je visina koja je data u intervalima duzine 5cm.

Xi- visina fi
145-150
150-155
155-160
160-165
165-170
170-175
175-180

modalni interval je [165-170]

WU o |3 | W |+ |—

Prema tome &, =165 f, =7, f, =8, f, =5 id=5, pajemoda
M, =165+i-5=166,25
1+3

7.3.1.5. MEDIJANA

Definicija:

Medijana je srednja vrednost svih vrednosti obelezja X, X,, X;,..., X, uredenih
po velicini.

Ako je broj vrednosti obelezja neparan, medijana je srednja vrednost obelezja.

Ako je broj vrednosti obelezja paran, medijana je aritmeticka sredina. 2 srednja
¢lana.

Primer:

Skup vrednosti nekog obelezja 21, 25, 27, 30, 32 . Kako ima neparan broj vrednosti obelezja
njegova medijana je srednja vrednost i medijana je 27.

Primer:

Skup vrednosti nekog obelezja 17, 19, 21, 23, 26, 28. U ovom primeru imamo paran broj
vrednosti obelezja i medijana je aritmeticka sredina dva srednja ¢lana, .

21423

Me
2
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Definicija:
Ako su vrednosti obelezja date intervalno, prvo se odreduje medijalni interval u
kome se nalazi srednji ¢lan, pa je medijana

d(n &
M = — == f |
B

i=1

Primer:

U skupu od 27 ucenika obelezje je visina koja je data u intervalima duzine 5cm.

Xi- visina fi
145-150
150-155
155-160
160-165
165-170
170-175
175-180

Wk |0 |IN|W ||

medijalni interval je (165,170) , & =165 , f1 =1 f2 =1 f3 =3, f4 =7 id=5
Medijana je

M, =165+g(16—(1+1+3+ 7))=167,50

U Excelu za izra¢unavanje medijana se koristi funkcija MEDIAN.

Moda i medijana imaju veliku primenu u statistici, narocito kada treba naci onu
vrednost obelezja koje se najc¢esce srece.

Na primer, ako ispitujemo uslove stanovanja gradana, bolji je pokazatelj veli¢ine
stambene povrsine koju koristi najveci broj stanovnika (moda), nego prose¢na povr-
$ina po jednom stanovniku (aritmeticka sredina).

Takode, srednji vek trajanja sluzbenih automobila u jednom preduzeéu moze se
odrediti i pre rashodovanja svih automobila, tako $to se nade medijana kada broj
rashodovanih automobila prede polovinu.
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7.3.2.PARAMETRI KOJI MERE RASTURANJE SLUCAJNE PROMENLJIVE
OKO CENTRA RASTURANJA

U nekim prakti¢nim problemima mnogo korisniji podatak je odrediti rasturanje
podataka oko centara rasturanja, nego sredinu. Najvazniji parametri koji mere rastu-
ranje oko centara su razmak varijacije, varijansa, standardno odstupanje i dr.

7.3.2.1. RAZMAK VARIJACIJE

Definicija:

Razmak varijacije R je razlika izmedu maksimalne i minimalne vrednosti

podataka. R=X .. — X,

min *

7.3.2.2. VARIJANSA ILI DISPERZIJA

Varijansa ili disperzija je mera odstupanja i predstavlja prosecno kvadratno od-
stupanja svakog podatka, od aritmeticke sredine.

Definicija:

Ako obelezje X ima vrednosti , tada je varijansa ili disperzija
13 2 13 -
== (% =X) == x*-X?
n 21:( ) n 21: |

Kada se vrednosti obelezja javljaju sa razli¢itim frekvencijama onda je
n

Z i(xi—)?)2 _iZl:fixiz

SZ — =l

n n

2 2

i=1 i=1

U Excelu se koristi funkcija VARP.
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Primer:

Na osnovu broja dana koje je neki radnik proveo na bolovanju tokom jedne godine
7,23,4,8,2,12,6,13,9,4 izracunati prose¢an broj dana na bolovanju i odrediti rasturanje u

odnosu na taj broj.

Resenje:
Prosecan broj dana koji je proveo na bolovanju je.

X . 2 V2 7\2 2
-broj dana na X X—-X=x-88 (Xi—X) =(Xi—8,8)
bolovanju

7 49 -1,8 3,24
23 529 14,2 201,64
4 16 -4,8 23,04
64 -0,8 0,64
2 4 -6,8 46,24
12 144 3,2 10,24
6 36 -2,8 7,84
13 169 4.2 17,64
81 0,2 0,04
16 -4,8 23,04
> 88 > 1108 > 333,06
- 13 88
X=—)>» x=—=8,8
10 10
18 -2 333,06
$*=—>"(x-X) ==——=3336
1% , _, 1108
§?2=— i2_X2:__8’82=33,36
10 4= 10
Primer:

Odrediti rasturanje prodaje TV aparata na osnovu podataka datih u tabeli.

) 8 9 10 11 12 13 14 15
aparata
Broj

2 4 6 7 5 4 1 1
dana
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Resenje:

Prodato Broj dana . O >
aparata | | Docoon X, - i X — X (Xi ~X ) f (Xi X ) Xi2 Xi2 f,
X f
8 2 16 -3 9 18 64 128
4 36 2 4 16 81 324
10 6 60 1 1 100 600
11 7 77 0 0 121 847
12 5 60 1 1 144 720
13 4 52 2 4 16 169 676
14 1 14 3 9 9 196 196
15 1 15 4 225 16 225 225
8
D= 30 330 81 3716
i1
8
DI L
Prose¢an broj prodatih TV aparata je X = i:;— = = =11
>
i—1
8 o k ,
2H06-X) g 2 g
g? = &=L 5 =%=2,7ili s° = =L -X:="_——"-11?=27
Do >,
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7.3.2.3. STANDARDNA DEVIJACIJA

Disperzija ili varijansa nije pogodna za interpretaciju jer je izrazena u kvadratima
jedinice. Zbog toga se za izracunavanje rasturanja neke pojave koristi kvadratni koren
disperzije koji se naziva standardna devijacija ili standardno odstupanje.

Definicija:

Ako obelezje X ima vrednosti X, X,, X;,..., X, , tada je standardno odstupanje.

N4

Kada se vrednosti obelezja javljaju sa razli¢itim frekvencijama onda je

. Z:‘fi(xi—)f)2 . Z;:fixiz

s i _ |l _X2

i=1 i=1

U Excelu se koristi funkcija STDEVP.

Iz prethodnog primera imamo da je
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7.3.2.4. KOEFICIJENT VARIJACIJE

Koeficijent varijacije koristi se u slu¢ajevima kada je potrebno uporedivati varijacije
vise skupova koje su izrazene razli¢itim jedinicama mere. Koristi se i u slu¢ajevima
kada su jedinice mere iste, ali imaju razli¢ite aritmeticke sredine.

S

K::
X

~100->%
X

Primer:

Rudari nekog rudnika u proseku svaki dan iskopaju X = 400kg uglja sa standardnim

odstupanjem s=80 kg. U drugom rudniku iskopaju X = 1200Kg uglja sa standardnim
odstupanjem s=120 kg. U kom rudniku se iskopa vise uglja?

Ako izra¢unamo koeficijent korelacije za oba rudnika imamo

K== = 5% _ 500
X 400

=S 120 gy,
X 1200

Zaklju¢ujemo da je u prvom rudniku iskopana veca koli¢ina uglja jer je u njemu duplo
vece rasturanje oko sredine nego u drugom.

7.4. RASPODELE VEROVATNOCA PARAMETARA-STATISTIKA UZORKA

7.4.1. RASPODELA ARITMETICKIH SREDINA UZORKA

Neka obelezje X u populaciji ima matemati¢ko ocekivanje E ( X ) = pu=pu, idis-
perziju o’ = 0'2X .
Elementi bilo kog uzorka od n elemenata X,,..., X, ove populacije imaju isto

matematicko ocekivanje i disperziju, E ( X, ) =u,D ( X, ) = o’ , pa su matematicko

ocekivanje i disperzija aritmeticke sredine X jednaki:
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Matematicko ocekivanje

Disperzija-varijansa

s :D(i)zD(XﬁXZ*'“*an:i > D(X) =15 = %

Standardno odstupanje-standardna greska

S=—

Nt

Prema tome, ako slu¢ajna promenljiva X, koja predstavlja neko obelezje popu-

lacije, ima normalnu raspodelu N ( y73 02) , onda ¢e njena aritmetic¢ka sredina X
2

o
imati takode normalnu raspodelu ali oblika N ( U, T] . Ako slucajna promenljiva

X nema normalnu raspodelu, ali je n > 30 , onda ¢e raspodela aritmetickih sredina
teziti normalnoj raspodeli.

Primer:

Kuglice koje su proizvedene u jednoj fabrici imaju srednju tezinu 5gr i standardno odstu-
panje od 0,3gr. Bira se slu¢ajan uzorak od 100 kuglica. Na¢i verovatnocu da Ce se tezine
svih kuglica nalaziti u granicama od 4,9gr do 5,02gr, ako znamo da se radi o normalnoj
raspodeli.

= 0.3 =0,03,

N=100, =, =5, s =
H=p =

o
&

P(4,9<X <5,02)=P 295 Xo# S5 p(333<7<0,66)=
003 o 003

Jn

®(0,66)— D (-3,33)=0,74495
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7.5. VAZNI OBRASCI

Aritmeticka sredina

n — .
prosta X = iz x, sloZena X = ':i

N z f

fz_fl
(f,—f)+(f,— 1)

Moda M =a, +

f =

n

y din_ <
Medijana M, =a, +— E_Zfi :

Geometrijska sredina

f

n

y VN
prosta G =1/X - X, X;--- X, .slozena G=Q/X11-X2 2eXg P X,

Harmonijska sredina
n

>t

. _ 7
- slozena H =—

> >

it X i1 X

prosta H =

Varijansa ili disperzija

-1y (xi—f)2=12xi2—)?2

Nz Nz
Da0X) Tae
SZ — =l - — |:1n _X2
2 2
i=1 i=1

Verovatnoca i statistika



Standardno odstupanje

Matematicko ocekivanje X E ( X ) =u

. .\ v o
Disperzija-varijansa X s8=—
n

Standardno odstupanje X = o
Jn
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7.6. ZADACI

1.Populaciju ¢ine svi studenti Univerziteta Singidunum. U ovoj populaciji posmatraju

se sledeca obelezja:
a) navika redovnog posecivanja koncertima ozbiljne muzike
b) visina studenata

Uzet je uzorak koga ¢ine svi studenti druge godine Fakulteta za informatiku i ra-
¢unarstvo. Da li je ovaj uzorak reprezentativan?

Resenje:
a) Uzorak nije reprezentativan jer navika posecivanja koncerata klasi¢ne muzike je
uslovljena i delatnos$cu , to bi bili studenti muzike ili nekih sli¢nih fakulteta.

b) U drugom slucaju uzorak je reprezentativan jer su u pitanju mladi ljudi sli¢ne
socijalne strukture, porekla, Zivotnih navika, ishrane i sl.

2. Neka je osnovni skup sastavljen od brojeva 2,3,4,5,6,7,8.
Nac¢i srednju vrednost i standardno odstupanje.

Resenje:

Kako je n=7 imamo

2%

= ' 2+3+4+45+6+7+8 35 _
n 7 7

5

e Z(Xi -X) _(2-5)"+(3-5)" +(4-5)" +(5-5)" +(6-5)' +(7-5) +(8-5) B,
n 7 7

3.Kocka se baca 36 puta. Broj 1 je pao 6 puta, broj 2 je pao 3 puta, broj 3 je pao 10 puta,

broj 4 je pao 8 puta, broj 5 je pao 5 puta i broj 6 je pao 4 puta.
a) Naci odgovarajucu tablicu raspodele frekvencija

b) Nacrtati poligon raspodela frekvencija.

¢) Izracunati aritmeticku sredinu

d) Izracunati varijansu i standardno odstupanje
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e) Nadéi modu

f) Naci medijanu

Resenje:
X f f, x X2 X f,
6
1 6 — 6 1 6
36
3
2 3 — 6 4 12
36
10
3 10 — 30 9 90
36
8
4 8 — 32 16 128
36
4
5 5 — 25 25 125
36
4
6 4 — 24 36 144
36
> 36 1 123 505
A
10
8
6 [
4
3
1 2 3 4 5 6 g
n
X: f.
z 11 3 % B
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> fx’
g2 = il —)?22%_3,42:2147 s=./2,47 =1,57

~10+8
¢ 2
4, Visine 20 ucenika neke osnovne $kole su:147,144,125,153,132,136,150,138,148,148
,140,147,146,150,148,136,140,144,146,147.
a) Odrediti raspodelu frekvencija

b) Konstruisati poligon raspodele frekvencija
¢) Izra¢unati srednju vrednost

d) Izracunati varijansu

e) Izracunati medijanu

f) Izra¢unati modu

Resenje:

X fi x fi Xi2 Xi2 f;

125 1 125 15625 15625
132 1 132 17424 17424
136 2 272 18496 36992
138 1 138 19044 19044
140 2 280 19600 39200
144 2 288 20736 41472
146 2 292 21316 42632
147 3 441 21609 64827
148 3 444 21904 65712
150 2 300 22500 45000
153 1+ 306 23409 23409

Z =2865 =20 =3018 =411337
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Ly
»

125 132 136 138 140 144 146 147 148 150 153

X =@=143, 25
20

s? = 411337 —143,25% = 20566, 85 — 20520, 56=46,29

$=6,8

M, =144 M, =147,M, =148

5 8 10 12

5.Data je slu¢ajna promenljiva X 2[1 > 9 3] . Izracunati njenu aritmeticku,

geometrijsku i harmonijsku sredinu.

Resenje:

1.5+2-8+2-10+3-12 9625

X =
8
G =4/5-8%-10°-12° = ¥/55296000 =9, 29
8
H_l 2 2 3_8’89
et —t—
5 8 10 12
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6.Cetvorica radnika rade isti posao u fabrici cipela. Za 8h prvi radnik je zavrsio i pre-
kontrolisao 48 pari obuce, drugi radnik 80 pari, tre¢i 96 i Cetvrti radnik 120 pari
obuce. Izracunati prosecan broj zavr$enih parova obuce.

Resenje:

Ako prose¢nu proizvodnju za 8h ra¢unamo preko:

Aritmeticke sredine imamo

48+80+96+120
4

Harmonijske sredine je

— 86 a to je prosecan broj proizvedenih cipela.

x_:

Prose¢no vreme po radniku koje je potrebno utrositi za proizvodnju jednog para obuce:

Prvi radnik 8:60 10min drugi radnik 860 _ 6min
48 80

treéi radnik =5min ¢etvrti radnik =4min
H= ; =5581ito]j ¢
=T 1 1 1-> i to je prose¢no vreme
4
10 6 5 4

7. Cetiri grupe studenta od 15,20,10 i 18 ¢lanova imaju visine 162, 148, 153 i 140cm.
Nadi aritmeticku sredinu njihovih visina.

Resenje:

4
Xi fi
Va2 i=1

g - 15-162+20-148+10-153+18-140

15+20+10+18

=150.

f

4
i
=1

8.Na kraju ispitnog roka 60 studenata informatike dobilo je sledece ocene iz matema-
tike i diskretne matematike.

Ocene
. 5 6 7 8 9 10
matematike
Broj
10 12 23 7 5 3
studenata
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Ocene
diskretne 5 6 7 8 9 10
matematike
Broj
9 9 11 20 6 5
studenata

Izracunati srednje ocene iz oba predmeta i standardno odstupanje.

2 2
Ocene Ni f; X% x; f; Xy i
5 10 25 50 250
6 12 36 72 432
7 23 49 161 1127
8 7 64 56 448
9 5 81 45 405
10 3 100 30 300
60 414 2962
6 6 )
x. f. X2 f
— ,Z_l: Y414 ) ,2:1: Y~ 2962 2
= =69, 7= X = -(6,9)" =172
60 60
21 21
i-1 i1
s, =4172=131
2 2
Xy f; X Xy i Xy i
5 25 45 225
6 9 36 54 324
7 11 49 77 539
8 20 64 160 1280
9 6 81 54 486
10 5 100 50 500
60 440 3354
>
X f;
_ 440
X, =- =——=7,34
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2,024 =1,422

Koeficijent korelacije je relativna mera odstupanja koja pokazuje koje se obelezje
vi$e menja u odnosu na aritmeticku sredinu.

Mo L8 g pm: S oL g0
X, 609 X, 7,43

Ocene iz diskretne matematike pokazuju ve¢u promenljivost.

9. U fabrici ¢okolade u prvih 6 meseci proizvedeno je

meseci 1 2 3 4 5 6
Proizvodnja
34 44 29 51 45 62
u tonama

Izrac¢unati srednju proizvodnju, standardno odstupanje, modu i medijanu.

10. Pretpostavimo da su teZine studenata normalno rasporedene N (68Kkg, 9kg) .
Uzet je uzorak od 25 studenata. Sa kojom verovatno¢om mozemo ocekivati da ce
se aritmeticka sredina tezina naci u granicama od 66,8 do 68,3kg?

Resenje:

U=4u =4 =68is=— 3
X X \/_ \/_

Aritmeticka sredina ima raspodelu X :N (68; 0, 6) .

Standardna slu¢ajna promenljiva Z ima raspodelu N (0,1) , paje

P(66,6< X <68,3)=p| 2808 X-u 0683 68|
0,6 o 0,6

N
P(-2<Z <0,5)=®(0,5)- d(-2)=0,6687
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11. U fabrici se proizvode kuglice. Pre¢nik kuglice ima raspodelu . Sa proizvodne
trake se uzimaju uzorci obima 100 delova. Izracunati verovatnocu da aritmeticka
sredina uzorka odstupi od ocekivane vrednosti za manje od 0,01.

Resenje:

u=1,0=1,n=100
Trazi se verovatnoca

-

—0,01< )Z—,u< 0,0
1 o 1

Jioo  Vn o V100

P{-0,1<Z <0,1} =2 (0,1)~1=2.0,5398-1=0,0796

P{|)?_/u|<z}= P{_O,01< )?—/u<0’01}= P

12. Izracunati koliki treba uzeti obim uzorka iz populacije sa normalnom raspodelom,

nepoznatog matemati¢kog o¢ekivanjai o =100, tako da verovatnoca odstupanja
srednje vrednosti uzorka od ocekivane vrednosti populacije za manje od 5 jedinica
iznosi 0,954.

Resenje:
u,0=10
P{X-p|<2f=P{-5<X-u<5}=0,954

=P

n
o 2

S X_‘u S :P{—ﬂ<2<[
2
JnooJnUn

£< - <£ —}=0,954
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13. Za precnik X nekog dela zna se da ima normalnu raspodelu sa varijansom 100.
Kontrolor je uzeo 9 delova. Sa kojom verovatno¢om kontrolor moze racunati da
¢e aritmeticka sredina na uzorku odstupiti od matematickog ocekivanja za manje
od 5 po apsolutnoj vrednosti.

Resenje:

P{X-p<zf=P{-5<X-pu<5}=

_pl B _X-u
=P 0 o

5
0o 10
o B

:P{—§<Z <§}:0,8664
2 2

14. Iz populacije sa normalnom raspodelom N ( ,u,16) uzet je uzorak obima 16.
Neka je aritmeticka sredina N ( ,u,16) . Izracunati verovatnoc¢u da nepoznati para-

metar g populacije bude u opsegu (4,6) .

Resenje:
P(4<u<6)=P(-6<-pu<-4)=P

=P{-1<Z <1} =0,6826
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8. OCENJIVANJE PARAMETARA RASPODELA

Jedan od osnovnih zadataka sa kojim se sre¢e matematicka statistika je odredivanje
numerickih karakteristika, odnosno parametara obelezja X raspodele verovatnoca,

osnovne populacije, pomocu nekog njenog nezavisnog uzorka (X 0 X Xn)

Kako nismo u moguc¢nosti da odredimo tacne vrednosti parametara vrsi se njihova ocena.

Znamo da je uzorak je deo populacije o kojoj je potrebno doneti zakljucak. Prilikom
zakljucivanja uvek je moguce napraviti gresku i nikada ne¢emo 100% biti sigurni u
ispravnost donetog zakljucka. Iz tog razloga ocenjivanje se mora se pazljivo raditi da
bi se greska ako ne uklonila, onda minimizovala.

Na osnovu iskustva ili poznavanja prirode posmatranog problema ponekad smo
u mogucnosti da prepoznamo o kojoj je raspodeli re¢ i da procenimo nepoznate pa-
rametre. U raspodelama koje smo do sada proucavali sretali smo se sa razli¢itim pa-

rametrima. Veli¢ine p, n u binomnoj raspodeli, A4 u Poasonovoj raspodeli, ili x, o
u normalnoj raspodeli.

U praksi najc¢e$ce ne poznajemo ni raspodelu, ni vrednosti njenih odgovarajucih
parametara.

Ukoliko nemamo neku informaciju o parametru, onda ocenjujemo nepoznati pa-
rametar, a ako imamo informaciju testiramo hipotezu.

Prvo ¢emo se pozabaviti problemom ocenjivanja parametara.

Primer:

Ako ispitujemo visinu svih ljudi jedne drzave mozemo pretpostaviti da ova promenljiva
ima normalnu raspodelu.

Medutim, mi ne znamo unapred koliko je matematicko ocekivanje - srednja vrednost
visine.

Moramo da ga ocenimo na osnovu statistickih podataka.

Primer:

Pretpostavimo da znamo broj uspesnih realizacija nekog eksperimenta. Znamo da je u
pitanju binomna raspodela, ali ne znamo kolika je verovatnoc¢a p i mozemo samo da
odredimo pribliznu vrednost.

Primer:

Ako zelimo da predvidimo rezultate izbora, ne znamo proporcionalno broj ljudi koji ¢e da
pruze podrsku nekom odredenom kandidatu. Znaci ne znamo ni raspodelu ni parametre.

Medutim, u moguénosti smo da izaberemo slu¢ajan uzorak i pokusamo da izvr$imo procenu.
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Ovaj zadatak se naziva ocenjivanje ili estimacija parametara, a tako dobijene
vrednosti nazivamo ocene parametara.

Skup svih mogu¢ih vrednosti parametra @ populacije obelezavamo sa ©® . Na
osnovu uzorka ( X, X,,..., X, ) obima n, izvodi se ocena nepoznatog parametra 6 u

obliku funkcije 8 = f ( Xy Xy X, ) . Parametri uzorka @ , nazivaju se statistike.
Za svaki uzorak mozemo izracunati bar jednu statistiku.

Na osnovu zakona velikih brojeva 0 — 6 kada N — o , po verovatnodi. Greska

ocene @ uodnosu na ta¢nu vrednost @ moze se udiniti proizvoljno malom ako je
uzorak dovoljno veliki.

Koriste se dve vrste ocena parametara. To su tackaste i intervalne ocene.

o Tackasta ocena je slucajna promenljiva koja se dobija na osnovu proizvoljno
mnogo uzoraka date populacije. Tek kada se precizira konkretan uzorak tackasta ocena
postaje jedan odreden broj. Tackasta ocena uvek daje samo pribliznu vrednost parame-
tara. Ako je uzorak mali moguca su velika odstupanja procene od stvarne vrednosti.

« Ako su ocene parametara izrazene u intervalima, onda se one nazivaju intervalne
ocene. Ovi intervali se nazivaju i intervali poverenja (pouzdanosti). Interval sa una-
pred datom pouzdanos$cu, odnosno verovatno¢om, obuhvata nepoznati parametar.
Osnovni postupak svodi se da se prvo definiSe tackasta ocena parametra, a zatim se
oko nje formira interval poverenja.

OSOBINE OCENA
Ocena treba da bude:

o Centrirana ili nepristrasna
E(6)=6

Centriranost znaci da ne postoji odstupanje date procene od prave vrednosti.

o Efikasna je ona ocena koja ima minimalnu varijansu.

D(6,) — min

Za dve centrirane ocene 6, i 6, , efikasnija je ona ocena koja ima manju varijansu.

0(7)<0(@).
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Primer:
Dat je uzorak od 5 elemenata iz populacije sa sredinom i neke njegove ocene.

Koja je od slede¢ih ocena ovog parametra nepristrasna, a koja je najefikasnija?

i=X,,
7 2X12— X,
7= Xl+);2+X5,
7= X1+221(2+X5
I =2X,—X,,

Znajuéi daje E(ax+b)=aE(x)+b i E(x+y)=E(X)+E(y) ,imamo:
E(7)=E(X.)= 1
E(2X,+X,) _2u+p _3u

B(7)=——; 2 2
E()= E(X1+;(2+X5):3?y
E(B)= E(X1+24X2+X5):ﬂ
E(m)=E(2X,-X,)=u

()= E(X22+ X,) .

Centrirane su prva, Cetvrta, peta i Sesta ocena.
Kakoje D(@x+b)=a’D(x); D(x+y)=D(x)+D(y).
i posmatrajuéi samo centrirane ocene imamo da je
D(u)=D(X,)=0"
_, D(X,+2X,+X;) 6 , 3,
D = = _—g2==
(7) 16 16° 8°

D(z;)=4D(X,)+D(-X,)=50"
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_+ D(X,+X 20° 2
()=t 2o

Najmanju varijansu ima ¢etvrta ocena, znaci ona je najefikasnija.

8.1. TACKASTE OCENE

Posmatrajmo obelezje X i neka je parametar posmatrane populacije,a vrednost
uocenog parametra dobijenog na osnovu uzorka.

Treba imati u vidu da su parametri populacije nepoznati, ali fiksni brojevi. Sa druge
strane ocene-parametri uzorka, variraju od uzorka do uzorka i uzimaju razlicite vred-
nosti. Znaci ocena je jedna slucajna promenljiva. Tek kada odaberemo jedan konkretan
uzorak i iz njega izracunamo ocenu, dobicemo konkretan broj.

Definicija:
Slu¢ajna promenljiva 6 = f ( Xy, X,,..., X)) koja se koristi za ocenu nepoznatog
parametra @ zove se tackasta ocena.

Akoje (Xl, Xoyeooy X, ) jedna realizacija slu¢ajnog uzorka ( XXy X, ) ,tada
se broj 0=f (Xv X2,...,Xn) zima za ocenu parametra 6 .

Ova definicija dopusta da se na mnogo razli¢itih nacina defini$u ocene za isti pa-
rametar @ . Na primer, ako ho¢emo da ocenimo matematicko ocekivanje x4 popu-
lacije, kao ocenu mozemo da koristimo aritmeticku sredinu uzorka, modu, medijanu,
geometrijsku sredinu, harmonijsku sredinu i sl. Neke od ovih vrednosti parametar
ocenjuju bolje, a neke slabije.

8.1.1. TACKASTA OCENA MATEMATICKOG OCEKIVANJA

Definicija:

Nekasu X,, X,,..., X, , nnezavisnih slucajnih promenljivih sa istom raspo-

n?

delom N (,u,o*z) .

Standardna tackasta ocena matematickog ocekivanja slucajne promenjive je
aritmeticka sredina,

c (57) ECU ECG) . E0G)

:lL[.
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8.1.2. TACKASTA OCENA DISPERZIJE

Definicija:

Ocena disperzije nezavisnih slu¢ajnih promenljivih X, X,,..., X, gdeje X ari-
tmeticka sredina, data je izrazom
32()?)— D(X,)+D(X,)+...+D(X,) no’ o
- n’® o n

2
= o
Aritmeticka sredina X ima normalnu raspodelu N ( y72 —j .Onaje centrirana
n

ocena matematickog oc¢ekivanja jer je E ( X ) =U.
2
13 -
Disperzija uzorka s? = n Z( X =X ) nije centrirana ocena disperzije popula-
k=1
cije o’ , zato §to je E ( 32) = nT_lgz . Centrirana ocena bi bila ako bi uzeli da je

Primer:

Sredina uzorka X nije jedina centrirana ocena matematickog ocekivanja £/ .

Tosuil_ﬁzxyl_lz:%,ﬁg:%,Zatoétoje
7 _ X, +X + _ 5X,+X,) Su+
E(M):E(Xl):”’E(ﬂz):E[ g zj:%zﬂ,E(ﬂs):E[ 5 zj: ey

U prethodnom slu¢aju imamo da je
D(m)=D(X,)=0"

D(X,+X,) o’+o° o

D(7)=——, 4 2
_ . D(5X;+X,) 250°+c% 13
D)= ( 3 ). % 180

Najefikasnija je druga ocena, zato $to je to ocena sa najmanjom varijansom.
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8.1.3. TACKASTE OCENE VEROVATNOCE

Parametrom raspodele obelezja X moze se smatrati i verovatnoca p ostvariva-
nja nekog slu¢ajnog dogadaja A koji se moze opisati pomocu sluc¢ajne promenlji-
ve X. Ako se eksperiment ponavlja n puta, onda dobijamo 7 sluc¢ajnih promenljivih
( X Xy X, ) koje imaju Binomnu raspodelu B ( n, p) , sa poznatim parametrom

n i nepoznatim parametrom p.

Definicija:

Kao ocena parametra p uzima se relativna frekvenca P pojavljivanja dogadaja A

uuzorku (X;, X,,..., X,)

>

s X 13
=223,

gde prilikom izra¢unavanja X veli¢ine X, mogu samo da uzimaju vrednosti 0 ili 1,
zavisno od toga da li se u ponavljanju Bernulijevog eksperimenta dogadaj realizovao

iline. j; =1 ako se dogadaj realizovao, inaeje j, =0 .

O

S
3|><|

U definisanju procene verovatnoce koris¢eno je daje 4 =Np = p =

Primer:

Fabrika proizvodi kuglice standardnog pre¢nika 3,00 mm. Kuglica se smatra ispravnom
oko njen prec¢nik odstupa od standardne najvise za 0,03 mm. Na osnovu uzorka od 11
kuglica dobijene su sledece vrednosti duzina pre¢nika u mm: 3,02; 3,04; 2,98; 3,00; 3,01,
2,98; 2,99; 3,005 3,065 2,99; 3,05.

Nac¢i ocenu verovatnoce p da je kuglica koja je proizvedena ispravna.

Kako je za 8 pre¢nika iz datog uzorka odstupanje od nominalnog manje od 0,03mm, to je

§=1—]EL-8=0,73 , jer je

j1=j3:j4:j5:je:j7:j8:j1o:1>a j2:j9:j11:0-
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8.2. INTERVALI POVERENJA

Pri ocenjivanju parametara 6,, 6,,... raspodela, mnogo preciznije je naci intervale
koji sa velikom verovatno¢om sadrze vrednost nepoznatog parametara.

Ovi intervali zovu se intervali poverenja ili intervali pouzdanost

Interval poverenja se uvek vezuje za unapred izabranu verovatnocu, koja se obi¢no

obelezava sa [ inaziva nivo poverenja.

Ako su granice trazenog intervala Y ;,Y, tada verovatnoca da e se procenjena
Y,

vrednost parametra naéi u datom intervalu iznosi P = J. f (X) dx - Dabi se odredio
Y1

interval poverenja, dakle, treba odrediti povrsinu ¢ija je vrednost f =1—a , a zaklapa

je kriva gustine sa x-osom. Za verovatnocu [ najce$¢e se uzima daje 0.9;0.95 ili 0.99.

Definicija:

Nekaje X;, X,,..., X

nepoznati parametar.

uzorak obeleZja X, sa raspodelom F (X , 9) ,gdeje

Akosu Y, =0 ;= f,(X;, X,y X)) 1Y, =60 ,= f,( X, X500, X)) dve
statistike nad datim uzorkom za koji vazi P(G_l <f< 6_?2) =f=1l-a,

tada interval [91, 6’2] se naziva interval poverenja sa nivoom poverenja [3.

Interval [51, 9_2] je slucajan interval jer su mu krajnje tacke promenljive. Kada

se definise uzorak i dobiju brojevi X, X,,..., X, , tada statistike Y, = 7] 1Y, = 0 )
postaju odredeni brojevi Y; = fl(X1, Xz,-.-,Xn) y,=f, (X11 X21---,Xn) . Slucajni
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interval |:6_’1, G_ZJ postaje brojni interval [yl, yz] . To naravno ne znaci da svaki in-

terval [yl, y2] obavezno mora da sadrzi parametar 6 sa verovatno¢om [ .

Zamislimo da smo uzeli vise serija uzoraka obima n i dobili brojeve

(Xys X yeees X0 )1 (X0 Xy ey X )3 (X0, Xy, X )

Ako smo izra¢unali njihove intervale poverenja [yl, yz] , [ Vi, Y, ] : [yl", A ] i

kako je P (51 << 52) = [ , moze se reéi da priblizno 1003% brojnih intervala
pokriva nepoznati parametar €

D e
Sl e
A\

Postoji mogucénost da izracunati interval ne sadrzi ta¢nu vrednost parametra. Na

primer ako je verovatnoca 0,95, onda sa pouzdanos¢u od 95% nepoznati parametar se
nalazi u izra¢unatom intervalu, ali postoji 5% moguc¢nosti da ne pripada.

8.2.1. INTERVAL POVERENJA ZA MATEMATICKO OCEKIVANJE
KADA JE POZNATA DISPERZIJA &°

Kao $to smo ve¢ pokazali, ako slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu

2 _
N (,u, o ) , tada aritmeticka sredina uzorka X ima normalnu raspodelu oblika

2
o v Y .o y . iy y
N [ U, —j . Znadi, aritmeticka sredina X moze da aproksimira matematicko oce-
n

kivanje u .

Slucajni interval (X —C, X +C) treba da pokriva nepoznati parametar £ sa
unapred zadatom verovatnocom.
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x|
|
0
x|
|
o
[ >4
X
+
o
X
+
O

50% interval sadrzi u«
95% interval sadrzi #

A

\4

Izra¢unavanje granica traZenog intervala poverenja, za zadatu verovatnocu, odnosno

nivo poverenja, f =1—qa , vrsi se pomo¢u tablica normalne standardne raspodele.

Teorema:

Nekaje X,, X,,..., X, nezavisan uzorak normalne raspodele N ( y73 0'2) .

. I~ . . 2
Interval poverenja za nepoznato matematicko 4 i poznatu varijansu o
moze biti:
dvostrani interval poverenja

1'1X-2,-C X+z

SRSt

ili jednostrani intervali poverenja

R ﬁf} [%e1 o)

X—pu
o

2
va O
Statistika X ima normalnu raspodelu N ,u,—j ,a statistika Z = ima
n

standardnu normalnu raspodelu N (O,l) ﬁ

Za dvostrani interval, vazi da je
P(X—c<u<X+c)=poP(-c<u-X<c)=p
P(c>X-u>—c)=B=P(-c<X-u<c)=p
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X —u
= _Zﬁ<

C
o o
n Jn W Jn
o e o
—2,—<U<X+2,— |=p
’n ’Jn j
na osnovu ¢ega se dobija interval poverenja za matematicko ocekivanje

<Zﬁ =

P

x|

Izraz Z, T naziva se greska aritmeticke sredine (srednje vrednosti).
n

ve . va (o} va (o) (o) V..
Duzinaintervala: d = X + 2 5=~ i d 2z 4 —— - Duzina intervala
Jn Jn

VN
se smanjuje sa porastom obima uzorka #.

188
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Primer:

Godi$nji prinos neke poljoprivredne kulture je slu¢ajna promenljiva X sa standardnim
odstupanjem od 16 jedinica. Na 100 kontrolnih parcela izmeren je srednji prinos od 175
jedinica. Odrediti 99% dvostrani interval poverenja za ocekivani prinos poljoprivredne
kulture.

Imamo daje o =16, n =100, X =175, 3 =0,99

Interval poverenja za nepoznato matematicko ocekivanje kada je poznata disperzija iznosi
Y O (o3
e S —
N N

Iz tablica se Cita da je Z; 49 = 2,58 , paje

! {175— 2,582 17542, 58£} ~ [170,872;179,128].

v100 v100

Znaci, sa pouzdanoscéu od 99% zakljucuje se da ocekivani prinos poljoprivredne kulture
se nalazi u datom intervalu.

Odgovor da prose¢na vrednost ocekivane kulture se nalazi u datom intervalu ne bi bio
korektan, jer bi to znacilo da smo 100% sigurni da se o¢ekivana vrednost nalazi u izracu-
natom intervalu.

Ako bi koristili pojam verovatnoce, vrednost ocekivanog prinosa bi se ili nalazila u izra-

¢unatom intervalu, pa bi verovatnoéa bila 1, ili ne bi pripadala intervalu pa bi verovatnoca
bila 0. Znadi verovatnoca nikada ne moZe biti 0,99.

Primer:

Na osnovu uzorka od N =45 komada nekog proizvoda sa normalnom raspodelom

N ( 7 48) izratunata je aritmeticka sredina X =32 . Naéi 95% interval poverenja
za nepoznatu sredinu populacije-matematicko ocekivanje8.

n:45,)?=32,0'2 =48 Z0'95 =1,96

= O = O

1| X-2,—, X+2,—

’JIn /’ﬁ}
/48 V48

1:132-1,96—;32+1,96— | =|29,98;34,02| .
NG st} [ ]
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8.2.2. INTERVAL POVERENJA ZA MATEMATICKO OCEKIVANJE u KADA JE
NEPOZNATA DISPERZIJA u

Interval poverenja za matematicko o¢ekivanje  ako je nepoznata disperzija o

. . . . s v . . 2 .
, odreduje se na osnovu aproksimacije disperzije uzorackom disperzijom S° , gde je

s? :%Zn:(xk —)?) .
k=1

Statistika T = X ;,u ima studentovu raspodelu sa n-1 stepenom slobode, a broj

Jn

t=t, (n —l) odreduje se na osnovu tablica vrednosti f raspodele.

Za n treba uzimati vrednosti manje od 30. Ukoliko je uzorak veci od 30 studentova
raspodela se aproksimira normalnom raspodelom i uzima daje o = S

Teorema:

Ako je X, X,,..., X, uzorak iz normalne raspodele N (,u, 02) , pri cemu
sui

matematicko ocekivanje i varijansa nepoznate, intervali poverenja su:

dvostrani interval poverenja

XX

jednostrani intervali poverenja

%

Dokaz:

X —u ~ . S ~ .S

<t|[=P| X—-t—=<u< X+t—|=
s [ n A ﬁj p
Jn

P(-t<T<t)=P|-t<
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Xt Xt
Jn'
Interval poverenja u slucaju kada je disperzija poznata je uzi nego u slucaju kada

disperzija nije poznata. To je za ocekivati jer se ocenom i disperzije unosi dodatna

nesigurnost. Za veliko n, prakti¢no nema razlike u slu¢ajevima kada je 0 poznato
ili ne, zato $to se tada t raspodela aproksimira normalnom.

Primer:

Uocen je uzorak od 10 proizvoda. Na osnovu izmerenih vrednosti uzorka dobijena je

sredina X =3 iocena disperzije s> =0, 25 . Odrediti dvostrani interval poverenja

za nepoznato matematicko ocekivanje sa verovatno¢om od = 0,95
Imamo daje s =0,25;5=0,5;n=10; X =3; £=0,95 .

Iz tablica studentovu raspodelu dobijamo da je g (9) =2,262.

Interval poverenja za nepoznato matematicko ocekivanje kada je nepoznata disperzija
iznosi

I )?—ti,)?Hi}

Jn'n

I 3—2,262£;3+2,262£}:[2,64;3,357].

V10 V10

8.2.3. INTERVAL POVERENJA ZA NEPOZNATU DISPERZIJU &

2
ns

U ovom slucaju koristimo statistiku y* = —, koja ima z° raspodelu sa n-1
stepena slobode. <

Dokaz
—\2
1 _\° o & X - X o’ 2
2 2 2 .
8- == X —X) =8 =— L =—y° ., kojaima ¥,_
151 -%) =5 =23 REX] -2 i 22,
raspodelu.
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Teorema:

Akoje X, X,,..., X uzorak sa normalnom raspodelom N (,u, 62)

Interval poverenja za nepoznatu disperziju za nivo poverenja f=1-a i
N —1 stepena slobode je:

jednostrani interval poverenja
2
ns
I:]0;——
Zn—l,a

dvostrani interval poverenja

ns

Dokaz:
Jednostrani interval:

U tablicama )(2 raspodele date su vrednosti inim za koje je ispunjeno

2
n-s
P( 2 >Izn1,aJ:a
(@2

2

Pl0<o?<

Il
Q

2

/1/ n-1,«a
ns’

2
n-l,a

pajeinterval I ;| O;
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Dvostrani interval

Vv

n-11-% n-1,
2

odnosno interval

g_1+ﬂg_1—ﬂ
2 2 2 2

, interval se moze pisati u

Kakoje l-a=p=1-

ns?

2 12
x n-11-% Zn—l,ﬁ
2 2

obliku | =

Disperzija obeleZja X na neki meri nac¢in homogenost tog obelezja pa je
Cesto vazno odrediti samo gornju granicu disperzije i ceSce se koristite jedno-
strani intervali.

Primer:

Iz populacije sa normalnom raspodelom uzet je uzorak veli¢ine 20 i izracunata je njegova
disperzija koja iznosi 1,8. Naci 95% interval poverenja za nepoznatu disperziju.

zan=20 s°=18 £ =0,95
Jednostrani interval
2

X nta-1-p= Zz 19,0,05— 10,1
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2
1 0, || 0,28 18 | 10;3,207].
10,1

n-l,a

Dvostrani interval

gzl—ﬁ =0,025 il—ﬁ=ﬂ=0,975 , dobijamo
2 2 2 2

77 100075=32,825 i 1% 100 e=8,91

ns?  ns? [18-1,8_18-1,8

I — - '
Zn_m_% Zn_l% 32,9 8,91

} —[0,984;3,636]

8.2.4.INTERVAL POVERENJA ZA NEPOZNATU VEROVATNOCU p BINOMNE
RASPODELE

Neka je zadata slu¢ajna promenljiva X koja ima binomnu raspodelu B (n, p) .

Za velike vrednosti broja n slu¢ajna promenljiva X, ima pribliZno normalnu raspo-
delu sa matematickim ocekivanjem g =np idisperzijom o’ =np (1— p) .

S —n
Statistika Z = n NP

Jnp(1-p)

S, broj koji pokazuje koliko se puta u uzorku obima n realizuje dati dogadaj, a p
je verovatnoca.

ima priblizno normalnu raspodelu N (0,1) , gde je

Uobicajeno je da je n>30, odnosno np>5.
P—DB
Pa
n

Napomena: Moze da se koristi i statistika Z =
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p| -z <SP <z, |=p
np(1-p)
p||-S.="P <z, |=p
np(1-p)
(Sn_np)2 2
Pl <72 |=p
np(l-p) 7

TraZeni interval | : (ﬁl, 52) ,gdesu P, i P, dobija se kao redenja kvadratne
jednacine

(n*+nz,?) p? —(2nS, +nz,*) p+S,> =0

Primer:

Medu 10 izabranih proizvoda uoceno je da je samo jedan skart. Naci 95% interval pove-
renja za nepoznatu verovatnocu.

Kakoje N=10; S, =1,anaosnovu tablice za standardnu normalnu raspodelu dobijamo
daje Zﬁ = 20,95 =196 .
S,—np)’ 1-10p)’
(Sn=np) _, ., (1-10p)
np(1-p) 10p(1-p)
138p*—58,4p+1=0
p,=0,018 p,=0,404

<1,96°

| :[p,; P,]=[0,018;0,404].
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8.3. VAZNI OBRASCI

Centrirane ili nepristrasne ocene E (5 ) =0
Efikasna ocena D (51) <D (52)
Ocena matematickog oc¢ekivanja X = X+ Xp+.. 4+ X,
n
o_ LSy x)
Ocena varijanse §*=—— X, —X
n—lé< =X
Ocena parametra p
_ X 1. i N T
p:_:_z ji » gdeje J; =1,akoje X =1, inaceje J; =0 .
n ns

Intervali poverenja za nepoznato 4 ipoznato o

= o & o = o = o
| X-z2—=,X+2—= | |-, X~-Z— |, | {| X +Z—=,+0
{ Jn \/ﬁ} [ \/ﬁ} { Vn j
gde je Z= 24 -tablica normalne raspodele.

Intervali poverenja za nepoznato 4 i O nepoznato
1 Xt Xt 1o Xt =] 1 Kt
Jn'n Jn n

gdejet=t, (n —1) -tablica studentove t raspodele.

Intervali poverenja za nepoznato o

ns? ns? ns?
1:10; > s > —
ln—l,a Z a I a

n-11-— n-1,—
2 2

gde se koristi -tablica y* raspodele.

Intervali poverenja za verovatnocu p

(n*+nz,*) p*—(2nS, +nz,”) p+S,> =0

Z = 7, -tablica normalne raspodele.
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8.4. ZADACI

1. Iz populacije sa sredinom g uzet je uzorak velic¢ine 4 . Koje od slede¢ih ocena ovog
parametra su nepristrasne, a koja je najefikasnija?

=X = 2x1;x4 - x1+>;3+x4
’E“:Wﬁszle_%ﬁe _ XZ;)-X3
Resenje:

E(m)=mu

(m)= SN S,
E(ﬁs)—E(xl+§3+X4)—§ﬂ,
E(ﬁ4)_E(X1+22X3 X)_,

E(%)= E(le_%j:g |
E(ﬁe):wzﬂ

Nepristrasne su prva, Cetvrta i Sesta ocena.

Uporedujuci vrednosti njihovih disperzija dobijamo

D(m)=0",
_ D(X,+2X,-X
D(,u4): ( 1 ; 3 4)=02
_ D(2X,+ X 9
D(ﬂs): ( ; 3)250_2

da su druga i Cetvrta ocena podjednako efikasne.
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2.Merenjem precnika lopte dobijen je uzorak od 5 merenja 6,33; 6,37; 6,36; 6,35;16,37.
Na osnovu uzorka odrediti centriranu ocenu srednje vrednosti i varijanse.

Resenje:

Centrirana ocena srednje vrednosti populacije je aritmeticka sredina uzorka.
5 1 2

X ==%"X,=6,35, ' =—— (x X) =0,000325.
i=1 n-14=

S|

=4/0,000325 =0,00055 nije ni centrirana ni efikasna ocena.

Kao centriranu ali ne i efikasnu ocenu moze se uzeti medijana | , =6,35 .

3. Neka je dat uzorak obima 100, sa nepoznatim matematickim ocekivanjem g i

poznatom disperzijom & == . Uporediti intervale poverenja za slu¢ajeve nivoa
poverenja 0,91 0,95.

Resenje:

Kako se na osnovu tablica normalne raspodele dobija Zz =24 = 1,645 , sa vero-
vatno¢om 0,9 interval poverenja je:

= o o
[ X-2,—:X+1,—
{ 7 J100 / 100}

l, {x 164X 164£} [ X-0,082; X +0,082]

V100 4100

Ako bi uzeli da je nivo poverenja 0,95, dobili bi interval I, : I:)Z -0,1; X +0, 1} .

Znaci da interval sa manjim nivoom poverenja ima i manju $irinu.

4.Uzorak od 80 posmatranih racuna u jednom restoranu pokazao je da rac¢uni
imaju srednju vrednost od 25 evra i standardno odstupanje od 6 evra. Odrediti 95% i
99% intervale poverenja za srednju vrednost svih racuna u tom restoranu.

Resenje:

o =6,n=80; X =25; 8 =0,95; 3, =0,99
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I :{_
IZ:{X—ZQ%;

Zy95 =196,

Pa dobl)amo sledece intervale:

6 6
X+z 25-1,96—:25+1,96
J’ f} { /80

obima 400. komada.

Z,

Zygo = 2,576

E} ~[23,686;26,314]

6 6
25— 2 576———:25+2.576—— | =[23,29: 26,71
2 dn } { V80’ @} [ ]

5. U cilju izrac¢unavanja srednje duzine trajanja rada lampi iz jedne serije uzet je uzorak

X 1200 1210 1220 1230 1240
f; 20 30 300 30 20
Sa nivoom poverenja

P =0,99 odrediti interval poverenja za srednju duZinu
rada lampi cele populacije , ako se zna da je disperzija populacije rada lampi 1225

Resenje:

Kako je X =22Xi f, =1220,
[ oy
o =1225; 0 =35;n=400; f=0,99

Iz tablica se dobija Z, 4, = 2,567

— o 35 35
[ X z—; 1220-2,576-——:1220+2,576-—
OV SR 1 { V400’

N - [215,51;1224;49]

6. Koliki najmanji uzorak treba uzeti iz populacije sa normalnom raspodelom ¢ija
je disperzija jednaka 9, tako da duzina 99% intervala poverenja za matematicko
ocekivanje bude manja od 5,16

ReSenje:

c=3n=?4=0,99.

Duzina intervala poverenja je d = X +12 s
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Kako je uslov da duzina intervala ne bude ve¢a od 5,16 imamo

d=2z <516 =2z <5,16.

s \/_ - B \/_ -
Sa druge strane je

Zyg9 = 2,576, pa dobijamo
22, 576—<516:>n>9

N

7. Meredi vreme reagovanja pacijenata na novi lek, lekar je procenio da je standradno
odstupanje 0,05 sekundi. Koliki uzorak pacijenata treba uzeti iz populacije sa nor-
malnom raspodelom, tako da u 95% slucajeva greska procene srednje vrednosti
ne bude veca od 0,01.

Resenje:
0=0,05 n=? $=0,95; 7,,, =1,96

. . . . o
Greska procene srednje vrednosti data je izrazom z "
Jn

0,05

1,96-——<0,01=>n>96,04.
Jn

Treba uzeti uzorak od minimalno 97 pacijenata.

8. Na osnovu uzorka od 10 elemenata, sa aritmeti¢kom sredinom od X =20,4 i
ocenom odstupanja S =0,8 , na¢i 99% interval poverenja za nepoznato matema-
ticko ocekivanje?

Resenje:

Znajuéi daje n=10; X =20,4;5=0,8; #=0,99;

Na osnovu tablica je tog9 (9) =3,25

I :{20,4—3,25 0.8 ;20,4+3,25 0. 8} [19,578;21,222].

V10’ N
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9. Odrediti 95% interval poverenja za nepoznato matematicko ocekivanje, gde je na

uzorku od 16 merenja dobijena aritmeticka sredina X = 25,4 i ocena standarnog

odstupanja od £1,3 .

Resenje:

n=16; X =25,4;s=1,3; $=0,95;

Na osnovu tablica je {; o (15) =2,131
I: [25, 4— 2,131£; 25,4 + 2,131£} =[24,707;26,092].

V16 V16

Mozemo napisatii 25,4+0,7

10. Izvrseno je pet merenja duzine ¢ekanja automobila na semaforu. Dobijen je sledeci

rezultat: 0,28; 0,30; 0,27; 0,33; 0,31 sekundi. Odrediti 95% interval poverenja
za srednju vrednost cekanja

Resenje:
X, X?
0,28 0,0784
0,30 0,09
0,27 0,0729
0,33 0,1089
0,31 0,0961
5 5
D =149 > =0,4463
k=1 k=1
X = L49 =0,298
5
-1y x2_x
ns
s% = % -0,4463-0,289° = 0,08926 —0,08880 = 0,00046 = s = 0,02145
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toos (4) =2, 776

I: {0 298-2, 7760 02145 ;0,298 + 2, 7760 02145} [0,271;0,324].

5 5

11. Rukovodstvo Banke Intesa ocenjivalo je prose¢no vreme cekanja bankaeske
usluge na Salteru.U tom cilju uzet je uzorak iz skupa koji je normalno rasporeden i
dobijeni su sledec¢i rezultati

Vreme usluge 4 7 11 15
Broj klijenata 2 4 6 1

Oceniti prose¢no vreme ¢ekanja sa pouzdano$c¢u od 95%

Resenje:
Vreme usluge X; | Broj klijenata f, X ; Xi2 Xi2 f.
4 2 8 16 32
7 6 28 49 196
11 4 66 121 726
15 1 15 225 225
n=>y =13 |[> =117 > =1179
X = 17 =9 s :i1179—92 =s=311
13 13
tyes (12) = 2,179
{9 21792294 217931 11} [7,12;10,88]
N NiE

12. Na uzorka dobijeni su rezultati: 180, 115, 221, 180, 256, 190, 185, 210, 160, 210,
180, 206, 180, 192. Na¢i interval poverenja za srednju vrednost, ako je f=0,99 .

Resenje:
X =190,3, s =51,62, to oo (12) =3,055
I :[148,21; 232, 51]
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13. Na osnovu uzorka normalne raspodele N ( y72 0'2) naci 95% interval poverenja

za nepoznato g . Koliki treba da je obim uzorka da bi $irina intervala bila manja
od 0,1 u slucajevima:

a) Poznata je disperzija o> =1
b) Disperzija o> je nepoznata, ali je na osnovu uzorka veli¢ine 10 izra¢unata

2
ocena S° =1

Resenje:
d=22-Z,, Zyes =196
a) n

2-1,96-i<0,1:>\/ﬁ>39,2

NS

n>1536,6
Obim uzorka treba da bude veci od 1537.
S
d=2-t. (n-1)=x,, n=10, to,g5(9)=2,262, s=s,=1
RS

2-2,262~i<0,1:>ﬁ>52,4

Jn

n>2745,76
Obim uzorka treba da bude veéi od 2746.

14.Merene su prosecne temperature 120 zimskih dana i dobijeni su rezultati dati u
tablici

dimenzije (-12:-8) (-8:-4) (-4:0) (0:4) (4:8) (8:12)
broj 8 17 42 30 18 5

Odrediti 99% interval poverenja za srenju vrenost temperature.

Resenje:
-10-8-6-17-2-42+2-30+6-18+10-5

120 -
s*=23,57 s=4,84

X = -0.4
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Zbog veli¢ine uzorka t raspodela se aproksimira normalnom

l=1-0,4-2576-— 4.8, —0,4+2,576- — 4,85 =[-1.54;0,74]

Ji20 Ji20

15.Uzorak od 15 elemenataima X = 7,38 , s =1,24 . Odrediti 95% i 99% interval
poverenja za srednju vrednost sa nepoznatom disperzijom.

Resenje: | :[7,38i0,82] | :[7,38i1,16]

16.Merenjem dobijene su sledece vrednosti: 34,1; 27,4; 33,7; 31,1;30,9;35,2; 28,4; 32,1.
Odrediti 90% interval poverenja za nepoznato matematicko oc¢ekvanje?

Resenje:
X =316
s°=17,5, too (7)=1,895 | :[29,6;33,6].

17.1z sluc¢ajno izabranog uzorka, populaa)e sa normalnom raspodelom, obima n =25
komada izratunata je disperzija S° =12 . Odrediti interval poverenja za nepozna-
tu disperziju populacije sa verovatno¢om od 0,95.

Resenje:
n=25, Sz :12,ﬂ=0,95’a:0 05
Yy =L om0 L = o =304
5 2

Dvostrani interval:

ns’ . ns® | [25.12 2512
39,4 " 12,4

} =[7,61;24,19].

n-11-% n-1,%
2

Jednostrani interval je

ZZ n—l;a:l—ﬁ: ZZ 24;0'05:13,8
2
11 0; nzs = 0;25 12 =[0;21,74].
Zn—lva 13,8
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18. Disperzija nekog proizvoda ima normalnu raspodelu. U uzorku od 20 komada
izracunata je disperzija 2,53. Naci 95% dvostrani interval poverenja za nepoznatu
disperziju.

Resenje:
Zznfllfg = X19,0075 = 32,9, IZHE = X10,0,025 = 8,91
-3 “
2 2
|| _nst . s :[20 2,53, 20 2,53} [1.54:5,68]
e X e 32,9 ' 8091
-5 n-: >

19. Neka obelezje X ima normalnu raspodelu. Uzet je uzorak od 16 komada i izraunata je
disperzija koja iznosi 11,625. Izracunati 90% interval poverenja za nepoznatu disperziju.

Resenje:
Zznillﬁg ~Aumos 2 Zznflﬁ = Xi5005 = 7,26
-5 -
s? =11,625;
| — 16-11, 625;16-11,625 _ [7,44; - 62]
25 7,26

20.Naci dvostranu intervalnu ocenu disperzije populacije iz koje je izvucen uzorak sa
pouzdanos$éu od 90%.

X 1 2 3 4 5
£ 2 3 4 5 6
ReSenje
_ 1 5 5
X==%xf =35 §?=—_) x*f,—-X?=2,48
ni= n-14
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Moze da se koristi i prethodni obrazac za disperziju, koja je u ovom sluc¢aju centrirana.

Zzn—ll_ﬂ = J9,09s = 30,1 Zzn_lg = Jo,005 =10,1
-2 -
| — 20.2,48;20.2,48 =[1,65;4,91]
30,1 10,1

21.U 100 gadanja cilja strelac ga pogodi 32 puta. Naci 95% interval poverenja za ne-
poznatu verovatnocu p pogotka u jednom gadanju.

Resenje:

n=100, S, =32, #=0,95
z,=196>

2 2
(S, =p). <z -, (322100p) g
np(l—p) 100p(1—p)
10384 p*> —6784p +1024 =0
p,=0,237 p,=0,417

| =[0,237;0,417]

22.Tokom dana u jednom pogonu fabrike proizvedeno je 80 nekih proizvoda. Kontrola
je otkrila 4 defektna. Naci 95% interval poverenja za nepoznatu verovatnocu p da

je proizvod defektan.
Resenje:
n=80,S, =4, #=0,95
Zys =1,96
2 2
(Somp) 2, (4280p) ) o
np(1-p) 80p(1-p)

67072p° —3712p+16 =0
P,=0,0196 p,=0,1216

| =[0,0196;0,1216]
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23. Od 100 studenata 20 je polozilo ispit. Na¢i 95% interval poverenja za nepoznatu
verovatnocu p polaganja ispita.

Resenje:
n=100, S, =20, #=0,95

2

20-100p | _j g6

100p(1-p)
96,16p? —40,384p+4 <0= 1 =[0,110,26]

24. Uoceno je da od 3000 testiranih proizvoda jedne fabrike ima 1578 onih koji su
kvalitetni. Ako je u pitanju binomna raspodela, odrediti 99% interval poverenja
za kvalitetne proizvode.

Resenje: | = [0, 502:0, 550]

25.Uzorak od 55 studenata na testu imao je srednji broj poena 68, od moguci 100
i standardno odstupanje od 5 poena. Odrediti 95% i 99% intervale poverenja za
srednju vrednost broja poena na testu.

26. Pretpostavimo da u 220 pokusaja imamo 100 uspeha. Odrediti interval poverenja
za verovatnocu p sa nivoom poverenja 0,95.

27. Iz populacije uzet je uzorak obima N =10 , Cija je aritmeticka sredina X =4,2
i uzoratka disperzija > = 49 . Zatim je uo¢en drugi uzorak obima n =8 , ¢ija je

aritmeticka sredina X =3,4 i uzoracka disperzija $° =32 . Uporediti duzine
90% intervala poverenja.

28.Koliki uzorak treba posmatrati da bi se sa pouzdano$éu od 95% dobio interval po-
verenja od 0,04, za procenat p lica koja su glasala za nekog kandidata na izborima?
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9. TESTIRANJE HIPOTEZA

Hipoteza je pretpostavka zasnovana na iskustvenim i nau¢nim ¢injenicama. Kada
se postavi sluzi za donosenje zakljucaka o posmatranom problemu koriS¢enjem sta-
tistickih metoda

Postavljene hipoteze podvrgavaju se statistickom proveravanju, verifikaciji ili te-
stiranju, pomocu koga se donose odluke, da li sa odredenom verovatno¢om, hipoteze
se prihvataju ili odbacuju. Zakljucci se donose na osnovu uzorka, odnosno izra¢unatoj
statistici. Kako nijedan zaklju¢ak o populaciji na osnovu uzorka nije apsolutno tacan,
tako odbacivanje hipoteze ne znaci da je ona neta¢na. Pravilnije je re¢i da na osnovu
uzorka postoji razlog za odbacivanje hipoteze.

Teoriju testiranja hipoteza dali su Nojman i Pirson (1928, 1933 )

Testovi mogu biti:

o Parametarski- koji se odnose na nepoznate parametre raspodela obelezja

« Ne parametarski- koje se odnose na raspodele obelezja.

Primer:

Kocku bacamo 1000 puta i broj 6 se pojavio 185 puta
1,

6

Ne parametarska hipoteza se odnosi na raspodelu, odnosno pitanje bi bilo: Da li je u pianju
binomna raspodela?

Parametarska hipoteza se odnosi na parametar p i glasila bi: Da li je verovatno¢a P =

%, n=1000, k=185

ny i (1000 1\ ( 1jlooo-135
P (ka t=p) (185 ](aj 5

9.1 TESTIRANJE PARAMETERSKIH HIPOTEZA

p:

Postupak testiranja hipoteza sastoji se od nekoliko koraka.

1. Prvo se defini$u dve hipoteze:

H, - polazna-nulta hipoteza i H, -suprotna- alternativna hipoteza.

2. Definise se test- statistika na osnovu ¢ijih vrednosti se donose odluke
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3. Zadaje se prag znacajnosti « , odnosno verovatno¢a f=1-a .

4. Odreduje se kriti¢na oblast testa i na osnovu tablica raspodele nalazi se vrednost
koja predstavlja kriterijum.

5. Vréi se uporedivanje tabli¢nog kriterijuma sa statistikom testa.

6. Na osnovu toga donosi se odluka. Ako izracunata vrednost statistike pripada
kriticnom podrugju hipoteza H, se odbacuje i prihvata alternativna hipoteza H, ,u

suprotnom hipoteza H se prihvata i odbacuje hipoteza H,

Hipoteza H, je tvrdenje o vrednosti parametra populacije koji se testira. Odbacuje

se kao posledica eksperimenta na uzorku i prihvata se H; . Ako se hipoteza H, ne
odbaci, to ne mora da znaci da je tacna, ve¢ samo, da na osnovu eksperimenta nema do-

kaza protiv nje. H, jehipoteza o izostanku efekta, dok je u sustini hipoteza istrazivaca.

Odluke o prihvatanju ili odbacivanju nulte hipoteze koja se odnosi na parametar

6 donose se na osnovu nove vrednosti slu¢ajne promenljive € koja je rezultat ek-
sperimenta na uo¢enom uzorku.

Nulta hipoteza je obi¢no oblika H,, (9 =0 )

Alternativne hipoteze H, mogu da budu:
H, (9 =6 ) ocena se znacajno razlikuje
H, ((9 < 5) ocena je zna¢ajno manja

H, (9 > 5) ocena je znacajno veca

Sa unapred zadatom verovatnocom odredujemo oblast prihvatanja hipoteze i ako
vrednost @ pripada toj oblasti nema razloga za odbacivanjem nulte hipoteze. Granice
te oblasti nazivamo gornji i donji prag znacajnosti.

Na primer, za verovatno¢u od 0,95 , prag znacajnosti je & =0,05 . To znaci da

postoji 5% rizika da vrednosti 0 ne pripada izracunatoj oblasti .

Razlikujemo dve vrste testova, dvostrane i jednostrane.
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Dvostrani test

Naosnovu pragaznadajnosti & izracunavasebrojc, takavdaje P (|§ - 9| > C) =a
a sa njime i kriti¢na oblast za nultu hipotezu H0 , odnosno intervali (—oo, 0 - C) i

(9 +cC, oo) kojima pripadaju vrednosti koje jako odstupaju od vrednosti 6.

Ako je P (|§ - (9| < C) =1—-a =/ dobija se oblast prihvatanja nulte hipoteze
(6—c,6+c) .

N R

kriticna a—k | a+k kriticna oblast
«——>»
oblast —oblast odbacivanja

Jednostrani test

Zasniva se na verovatnocama P(6’_—¢9 > k) =¢ ili P(0_—0 < —k) =a.U

ovim slu¢ajevima kriti¢na oblast za hipotezu H, je (—oo, 60— k) ili (0 +Kk, oo) .

Izuzetak se pojavljuje kod testiranja hipoteze za disperziju. U tom slucaju koristi-

mo statistiku koja ima y* raspodelu &ija je funkcija gustine definisana na intervalu

(O, +OO) , umesto intervala (—OO, +OO) kako je definisana funkcija gustine kod nor

malne i studentove raspodele.
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9.2. GRESKE TESTIRANJA HIPOTEZA

Prilikom testiranja hipoteza zakljucci se donose na osnovu uzorka uz zadatu vero-
vatnoc¢u. Moguce je naciniti 2 vrste gresaka:

1. Greske prvog tipa - o greske,

Ove greske nastaju kada nultu hipotezu H; odbacimo, a ta¢na je.

U tom slucaju 0 e (—oo, 0 - k] U [9 +k, oo)

2. Greske drugog tipa, [ greske

Ove greske nastaju kada nultu hipotezu H,, ne odbacimo a pogresna je.

U tom slucaju je @ € (0-k,0+k) .

Verovatnoc¢a ff =1—a se zove pouzdanost ili poverenje.

Idealan test imao bi male greske i prvog i drugog tipa. Uslovi za istovremeno sma-
njenje gresaka i prvog i drugog reda su suprotni. Ako se jedna greska smanjuje, druga
greska raste. Re$enje problema je u povec¢anju uzorka. Obi¢no se vodi racuna da greska
drugog tipa bude minim

9.3. TESTIRANJE HIPOTEZE H, (,u = ,uo) AKO o JE POZNATA

U slucaju testiranja nulte hipoteze H; protiv alternativne hipoteze H, , ako slu-

¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N ( y73 0'2) i o je poznato, koristi
se statistika

sz_ﬂo

N

b

koja ima standardnu normalnu raspodelu N (0, 1) .

U ovom izrazu, sredina populacije 4 je nepoznata, a nultom hipotezom se pret-

postavlja daje ona g, , X je aritmeti¢ka sredina dobijena iz uzorka, & je poznato
standardno odstupanje populacije i 7 je obim uzorka.
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Verovatno¢a o =1— 3 , prag znacajnosti, daje kriti¢nu oblast. Obi¢no se uzima da
iznosi 0,01 ili 0,05, a za izra¢unavanja koriste se tablice standardne normalne raspodele.

Normalna raspodela se koristi uvek kada je N >30 .

Dvostrani test:

Testiramo hipotezu H, ( M= 1, ) protiv alternativne hipoteze H, ( - ,uo)
Oblast prihvatanja nulte hipoteze se dobija iz uslova

P(|Z|< Z)=,3 i iznosi (—Z,Z) .

Kriti¢na oblast , oblast odbacivanja nulte hipoteze je
(—o0,—2)U(z,+)

Vrednost z se Cita iz tablica dvostrane normalne raspodele.

kriticna ‘—z | z  kriticna oblast za H,
oblast -— —oblast odbacivanja

Jednostrani desni i levi testovi:
Testiramo hipotezu H, ( M= L, ) protiv alternativne hipoteze
1. H, ( o> ,uo) kriticna oblast se dobija iz uslova
P(Z > Z) =a P(Z < Z) =1—a = [ pa je oblast odvacivanja nulte hi-
poteze (Z; +oo) .
2. H, ( < py ) kriticna oblast se dobija iz uslova

P (Z < Z) = pa je oblast odbacivanja nulte hipoteze (—oo, Z)

Vrednost z se Cita iz tablica jednostrane normalne raspodele.
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L
kriticna oblast

- oblast prihvatan ja H,
—oblast odbacivanja H,

Kriti¢na oblast za nultu hipotezu mogla bi da se odredi pomocu izra¢unavanja
granica oblasti prihvatanja (ili odbacivanja) nulte hipoteze.

P X = o

k_,uo . k_,uo _
o [T _P|Z|<g =7
Jn Jn Jn
9

T

Ky =+ 2

klzluo_zi
Jn

Akoje X e (ky;k,) nulta hipoteza se prihvata

Akoje X e (—oo; kl) U (k2 ; +oo) nulta hipoteza se odbacuje.

Odredivanje kriti¢ne oblasti u sluc¢aju jednostranog testa je identican.

Primer:

Srednja duzina trajanja sijalica jedne fabrike je 1600h. Zna se da je duzina trajanja sluc¢ajna
promenljiva, normalne raspodele, sa standardnim odstupanjem od 120h. Za ispitivanje
kvaliteta sijalica uzet je uzorak od 100 sijalica ¢ija je srednja duzina trajanja 1570h. Testirati

hipotezu H,, ( U= 1600) protiv hipoteze H,; ( HF 1600) , koriste¢i prag znacajnosti
0,05.
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Resenje:
Oblast prihvatanja nulte hipoteze H, se dobija iz uslova P(|Z|<z)=0,95 .
Pomocu tablica dobijamo da je Z = Z 45 =1,96
Znadi, oblast prihvatanja nulte hipoteze je (—1, 96;1, 96) .
7 X —u, 1570-1600

s~ 120 = 2°

ORI

Kako —2,50 ¢ (—1, 96,1, 96) nulta hipoteza se odbacuje sa rizikom od 5% i prihvata

alternativna hipoteza H, .

& 20,025

277 p=095

25 -19% H, 19 |
<“—>

Oblast prihvatanja-odbacivanja nulte hipoteze H; moze se odrediti ratunanjem kriti¢nih
granica oblasti na slede¢i nacin:

P(|X|<k)=P||z|<

k —1600 ‘k—lGOO‘:l’%

T = 0,95 =
J100
K =, — 2 ——=1600-1,96-12 =1576, 48
Jn

=

X =1570 ¢ (1576,48;1623,52)

K,=u,+2-—==1600+1,96-12 =1623,52

Znaci nulta hipoteza se odbacuje.

= % 0,025
2 | ,B = @’ 95 i
1576 1576,48 1600 162352 |
«—>
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Ako bi alternativna hipoteza bila H, ( U< 1600) , kriti¢na oblast nulte hipoteze H,
dobila bi se iz uslova P (Z < Z) =0,05 .

Iz tablica dobijamo daje Z =2, =—1,64.
Znadi, kriti¢na oblast nulte hipoteze je (—oo; -1, 64) .

Kako —2,50 € (—OO; -1, 64) nulta hipoteza se odbacuje sa rizikom od 5% i prihvata

alternativna hipoteza H,.

"~ p=0,95
25 -164 H,
47

Ako je alternativna hipoteza H, ( H> 1600) , tada se kriti¢na oblast nulte hipoteze H,

dobija iz uslova P (Z > Z) =0, 05 odnosno ra¢una se iz uslova P (Z < Z) =0,95 .
Iz tablica dobijamo da je Z = Z; o5 =164 .
Znadi, oblast prihvatanja nulte hipoteze je (—oo; 1, 64) .

Kako —2,5¢€ (—00;1, 64) nulta hipoteza se prihvata.
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9.4. TESTIRANJE HIPOTEZE H, (,u = ,uo) AKO o JE NEPOZNATO.

Postupak testiranja je identi¢an prethodnom slucaju, ali se ovog puta koristi slu-
¢ajna promenljiva-statistika

Statistika T ima studentovu - f raspodelu sa n-1 stepenom slobode, a s je uzoracko
standardno odstupanje.

Studentova raspodela se koristi kada je N <30 . Za n>30 studentova raspodela se
aproksimira normalnom raspodelom.

Testovi mogu biti jednostrani i dvostrani.

Dvostrani test
Testiramo hipotezu H, ( M= L ) protiv alternativne hipoteze H, ( y7E ﬂo)
Oblast prihvatanja nulte hipoteze dobija se iz uslova P (|T| < t) =f=1-a

, 1iznosi (—t,t) ,gdese t=1_, (n —1) izra¢unava iz tablica za studentovu -t

raspodelu, a oblast odbacivanja je (—o—t)U(t, ) .

Jednostrani test
Kada testiramo nultu hipotezu H, ( U= ﬂo) protiv alternativne hipoteze
1. H; ( > ,uo) kriticna oblast se dobija iz uslova
P(T > t) =« , odnosno P(T < '[) =1l-a =/ iiznosi (t;+oo)
2. H; ( U< ,uo) kriticna oblast se dobija iz uslova

P(T <t) = iiznosi (—oo,t)

Vrednost t se ¢ita iz tablica jednostrane studentove raspodele
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Primer:

Masina proizvodi kuglice pre¢nika 0,5cm. Da bi proverili da li kuglice imaju propisani
pre¢nik uzima se uzorak od 10 kuglica. Ako je aritmetic¢ka sredina pre¢nika uzorka 0,53cm
i uzoracko standardno odstupanje 0,03cm, testirati hipotezu da masina proizvodi kuglice
propisanog prec¢nika sa pragom znacajnosti 0,05.

X =053 $s=0,03 n=10 «=0,05

a) Jednostrani test
Ho(y=0,5); Hl(,u>0,5)
t=t_, (n —1) = t0’95 (9) =1,83 (jednosmerna tablica)

P(T >'[) =« , kriti¢na oblast je (t;oo) = (1, 83;00)
T = )z—,uo B 0,53-0,5
- s 0,03

NN T

Kako 3,16 (1, 83; OO) , nulta hipoteza se odbacuje.

b) Dvostrani test:
HO(,u =0,5); Hl(,u = 0,5)
t=t_,(n-1)=ty4(9)=2262

=3,16

P (|T| < t) =1—a , oblast prihvatanja nulte hipoteze je (—t; t) = (—2, 26: 2, 26)
T =3,16

Kako 3,16 ¢ (—2, 26: 2, 26) , nulta hipoteza se odbacuje.

Ili odredivanjem grani¢nih vrednosti kriti¢ne oblasti

k, = 44 —t%=0,5—2,262~%=0,478
K, = 4 +t%:0,5+ 2,262-%:0521

0,53 ¢ (0,478;0521)

Nulta hipoteza se odbacuje.
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Cesto je potrebno uporedivati dva nezavisna uzorka, odnosno testirati znacajnost
razlike izmedu uzoraka, naprimer dva fakulteta, Zenske i muske ispitanike, starije i
mlade, stanovnistvo sela i grada i sl.

Tada se koristi Studentov test.
Za uporedivanje dve normalne populacije, gde su matematicka ocekivanja 14 = 4,
,adisperzije 0, i 0, poznate koristi se statistika

T= >Z1_>?2

Za ocekivanje jedne od dve normalne populacije, gde su matematicka ocekivanja

I, = U, ,adisperzije ne 0, 0, ne poznate, koristi se statistika

KX,

Statistika T ima normalnu raspodelu N (O,l) , stepen slobode je kK = (nl +n, - 2)
i koristi se dvostrana tablica t raspodele.

Hipoteze su HO(,u:,uo) i Hl(,u;t,uo)

Primer:

Vrsena je analiza da li u razvoju govora kod decaka i devojcica postoji razlika. U svrhu
ispitivanja posmatrano je 31 dec¢aka i 31 devojcica prvog razreda jedne osnovne $kole.
Prosecan broj bodova na testu za decake je 80 sa odstupanjem od 20 bodova, a za devoj-
¢ice 83 sa odstupanjem od 20 bodova.Pitamo se da li na osnovu ovih rezultata mozemo
smatrati da postoji znacajna razlika u razvoju govora kod decaka i devoj¢ica koristeci prag
znacajnosti 0,05?

Nulta hipoteza - ne razlikuju se

T=M=_0,59
20> 207
7+7
sl

k =31+31—2=060 i iz tablica t raspodele dobijamo toos (60) =2
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t=2, i kako je vrednost T van intervala (-2,2) moze se smatrati da je razlika znacajna, od-
nosno polazna hipoteza se odbacuje.

Primer:

Vrsena je analiza da li u razvoju govora kod decaka i devojéica postoji razlika. U svrhu
ispitivanja posmatrano je700 decaka i 750 devojcica prava 4 razreda jedne osnovne $kole.
Prosecan broj bodova na testu za decake je 80 sa odstupanjem od 20 bodova, a za devojcice
83 sa odstupanjem od 20 bodova. Da li se na osnovu ovih rezultata moze smatrati da postoji
znacajna razlika u razvoju govora kod decaka i devojcica koristec¢i prag znacajnosti 0,05?

Nulta hipoteza - ne razlikuju se

T :ﬂ:_z,m
700 750

k=700+750—-2=1448

Imajudi u vidu da su uzorci veliki vr§imo aproksimaciju normalnom raspodelom

iz=1,96. Kako T =—-2,34 ¢ (—1, 96:1, 96) nulta hipoteza se odbacuje, odnosno po-
stoji znacajna razlika, devojcice su bolje.

9.5. TESTIRANJE HIPOTEZE H, (o = ;)

Ovo je jedan od najstarijih i najc¢esce koris¢enih testova. Definisao ga je 1900g. Pirson.

Kao $to znamo, disperzija kao mera rasturanja je dobar pokazatelj stabilnosti pro-
cesa, tacnosti instrumenata, nezavisnosti obelezja i sl. pa se ¢esto se u primenama
pojavljuju hipoteze o disperziji.

Najcesce pitanje sa kojim se tada srecemo je, da li na osnovu slu¢ajnog uzorka

X, X,y ey X, mozemo da proverimo da li je proces prosao propisane granice dis-
perzije.
U ovom sluaju se koristi statistika y° koja ima hi-kvadrat raspodelu sa k=n-1
stepena slobode.
2
ns
2
X =
)
U ovom izrazu, disperzija populacije ¢ je nepoznata, a nultom hipotezom se pret-

postavljadajeona o, , S je poznato standardno odstupanje uzorka i 7 je obim uzorka.
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Nulta hipoteza je H, (O' = GO) , a alternativne hipoteze su Hl(a # 00) ,

Hl(a<0'0) i Hl(a>0'0)

Dvostrani test

Oblast prihvatanja za nultu hipotezu dobija se iz uslova P (| H | <y’ ) =f=1-«a

,gdese y2 =y 2170( (n —1) izra¢unava iz tablica.

k=n-1

Kriti¢na oblast , oblast odbacivanja hipoteze H, je

[ s )
2 2

Jednostrani test

Oblast prihvatanja za nultu hipotezu dobija se iz uslova P ( H<2%., ) =l-«a

,gdese y* =" (n —1) izracunava iz tablica.

(O’Zkz,l—a)’

Kriti¢na oblast , oblast odbacivanja hipoteze H, je ( 170 1an +oo)
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Primer:

Neka je uzet uzorak veli¢ine 20 artikala. Pod pretpostavkom da sluc¢ajna promenljiva ima

normalnu raspodelu N ( ,u,l) i uzoracko odstupanje S =1,15 , sa pragom znacajnosti

0,1 testirati nultu hipotezu H, (0'2 = 1) protiv alternativne

2 H,(o?>1),b) H,(co* =1)

a) Jednostrana kriti¢na oblast
k=K, (n—1) =k, (19) = 27,2
s=1,15, n =20,

Kriti¢na oblast se dobija iz uslova P (;(2 > k) == [27, 2; oo)

2 2
s ns2 _ 20-1,15 _ 26,45
o 1

Kako 26,45 ¢ [27, 2; OO) , nulta hipoteza se ne odbacuje.

b) Dvostrana kriti¢na oblast se dobija iz uslova
k=2, (n-1)= 2% (19)=10,117

2

K, =2° ,(n—1)= 1% (19)=30,144

-2

Kako 26,45 ¢ [0;10,17] U [30,144; OO) , nulta hipoteza se ne odbacuje.

9.6. TESTIRANJE HIPOTEZE H,(p=p,) .

U ovom slucaju se koristi statistika Z, koja ima normalnu raspodelu N(0,1).

S,—np
Jynp(1-p)

gde je n veli¢ina uzorka, S, broj elemenata iz uzorka koji imaju ispitivano

svojstvo i p verovatnoca.
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p_po
p(l-p)

n

Moze da se koristi i statistika Z =

Testiranje hipoteze se vrsi u odnosu na hipoteze:
Nulta hipoteza H,, ( p= po)

i alternativne hipoteze Hl(p #* po), Hl( p< po), Hl(p > po)

Postupak je identi¢an testiranju hipoteze o nepoznatom matematickom ocekivanju.

Primer:

Proizvodac lekova tvrdi da novi lek pomaze bolesnicima u 90% slucajeva. Grupi od 200
pacijenata dat je lek. Njih 160 je dobro reagovalo na lek i ozdravilo. Da li je ta¢no tvrdenje
proizvodaca? Uzeti prag znacajnosti od 0,01.

Ho(p=0,9).2a H,(p=0,9)
p=0,9 n=200 Sn=160
S,—hp 160-200-0,9

) Jop(1-p) /200-0,9-01

P(|X|<2)=0,99: z,,, =2,576

—4,71

Oblast prihvatanja nulte hipoteze je (—2, 576;2, 572) i kako statistika Z=-4,71 pripada
ovoj oblasti nulta hipoteza se odbacuje.

ILI
a-np _ S,—np - b—np
Jnpa  npg y/npg

P (a <§, < b) = P[ j = 0,99 -oblast prihvatanja

a—np a-100-0,9
=-2,576 > —————=-2,576 = a =66,82
\JNpg +100-0,9:0,1

b—np
np

=2,576 =>b=11318

H

Kako 160 ¢ (66, 82;113, 18) oblasti prihvatanja hipoteze, nulta hipoteza se odbacuje,

odnosno tvrdenje proizvodaca nije u ispravno.
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Primer:

U uzorku od 3000 bacanja novci¢a dobijeno je 1578 grbova. Verovatnoca dobijanja grba je
0,5. Testirati nultu hipotezu o broju grbova sa pragom znacajnosti od 0,01.

Hy(p=0,5), H,(p>0,5) .
_S,—np _1578-3000-0,5 _
Jnp(1-p) /3000-0,5-0,5

Kriti¢na oblast P(Z > Z) =0,01, Zygg = 2,33

Kako 2,85 ¢ (—OO; 2, 33) , nulta hipoteza se odbacuje odnosno tvrdenje nije ispravno.

9.7. TESTIRANJE NEPARAMETERSKIH HIPOTEZA- 4° TEST

Testiranje parametarskih hipoteza svodilo bi se na pitanje: Ako znamo da neko

obeleZje ima normalnu raspodelu N ( ,u,O'Z) kolikisu £ i o ?

Testiranje neparametarskih hipoteza svodilo bi se onda na pitanje: Da li obelezje

ima normalnu raspodelu N ( 1,07 ) ?

Znaci, neparametarska hipoteza je ona hipoteza koja se odnosi na raspodelu
verovatnoca obelezja X u populaciji.

Postoji vise vrsta neparametarskih testova, ali jedan od najvise kori$¢enih je Pir-

SONov - ;(2 test ( 1900g).

Ovim testom se meri odstupanje teorijske (o¢ekivane) frekvence f,; od empirijske
(izmerene) frekvence f;, odnosno saglasnost f teorijske (o¢ekivane) frekvence sa

f. empirijskom (izmerenom) frekvencom.

Akojerazlika f.

; — f,; mala, smatra se da je polazna hipoteza H, dobraida nema razlo-

ga za njeno odbacivanje, a ako je razlika velika, ima razloga za odbacivanje nulte hipoteze H,, .

Potrebno je da empirijska frekvenca f, bude veca od 5. Ako to nije ispunjeno
objedinjujemo klase.

x° raspodela se uvek koristi ako su podaci kvalitativni ili ako im distribucija
znacajno odstupa od normalne. U ovoj raspodeli u racun se ne unose merne jedinice.
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Teorema:

Neka je slu¢ajna promenljiva X odredena sa empirijskom frekvencom f; i teo-

rijskom frekvencom f, .

Sluc¢ajna promenljiva —statistika

ima y® raspodelu, sa K =n—r—1 stepena slobode,

gde je r broj nepoznatih parametara pretpostavljene raspodele, a n broj elemenata
uzorka.

X test se uvek moze primeniti kada je moguce izrac¢unati teorijske frekvencije

na osnovu postavljene hipoteze i Zeli utvrditi njihovo odstupanje. z° test koristi
iskljucivo frekvence.

Hipotezu Hy bi odbacili, uz zadati prag znacajnosti ako

P(H>z.,")=a,

odnosno kriti¢na oblast je ( }(12_,1 (n -r —1) ; +00) .

Primer:

U raskrsnicama A, B i C u jednom gradu se tokom jednog meseca dogodi 13,19,22 sabracaj-
nih nesre¢a. Moze li se na osnovu ovih podataka smatrati da je tre¢a raskrsnica najopasnija,
pod pretpostavkom da se broj nesre¢a bitno ne razlikuje i sa pragom znacajnosti od 0,05.

2
Raskrsnice fi pi fti — np ( fi . fti )2 ( fi . fti )2 ( fi - fti)

18 -5 25 1,389

W
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1
B 19 = 18 1 0,056
3
1
C 22 3 18 4 16 0,889
Y 54 1 54 7> =2,334

Broj stepena slobodeje K=n—-r—-1=3-1=2

Zzo,gs (2) =599

Kriti¢na oblast je (5, 99:; OO) , i kako izra¢unata statistika 2,234 ¢ (5, 991; oo) , nulta

hipoteza se ne odbacuje.

Znacdi teorijska frekvenaca se ne protivi empirijskoj frekvenci i moze se smatrati da je broj
saobracajnih nesreca slucajan.

Primer:

Fabrika lekova tvrdi da je novi jek bolji. Napravljeno je testiranje o korisnosti novog leka.
Testirano je 48 lekara, i od toga 26 lekara je izjavilo da je novi lek bolji, 12 se nije izjasnilo

i 10 je odgovorilo da nije.

Testirati hipotezu da nema razlike izmedu dobijenih odgovora lekara i misljenja proizvodaca.

2
odgovori fi P; fti =np fi ti ( fi - fti) f
ti
1
da 26 —= 16 10 100 6,25
3
1
2,25ne 12 — 16 -4 16 1
3
1
ne znam 10 5 16 -6 36 2,25
X 48 1 48 7°=95

Kakoje K =n—r—1=3-1= 2 imamo 2 stepena slobode i pod pretpostavkom
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da je prag znacajnosti 0,05 iz tablica dobijamo ;(20'99 (2) =9,21

Kriti¢na oblast je (9, 21;00) ,ikako 9,50 e (9, 21;00) , nulta hipoteza se
odbacuje. Znaci, novi lek nije bolji.

SAGLASNOSTI 2 NEZAVISNA STATISTICKA OBELEZJA.

Za podatke koji su svrstani u tabelu sa s vrsta i t kolona, tablica frekvencija bi
izgledala:

XY Vi ¥z oYy 2

X fi fipe By f,

X, for Tope Ty f,

X, fy .. Ty f,

> 0, 9, o n

Teorijske frekvence-pretpostavke H, se ra¢unaju na osnovu veze
ftij =np,p; = n%% = % gdesu P; i P; verovatnoce dva zadata obelezja.

Stepen slobode se ra¢una po obrascu k = (S —1) (t —1) , gde je s broj vrsta, a t
broj kolona u tablici.
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Primer:

Lekari tvrde da od 80 ljudi starosti 40 godina 21 slabo vidi i nosi naocare, dok kod ljudi od
60 godina u grupi od 90 njih 34 slabo vidi.

Da li su lekari u pravu?

Broj Nose naocare Ne nose naocare z
40 godina 21 59 P——
1
60godina 34 56 f2 90
Z g, =55 g, =115 170
¢ N9y
1] n
Frekvence Nose naocare Ne vnose 10EY0)= z
Care
fii 5580 _ 25,9 115-80 _ 54,1 -
170 170
fi 590 591 | 1290 _go g 0
170 170
Z 55 115 170

2 2 2 2
(21-259)° (59-541) (34-29.1)° (56-60,9)

=2,59

25,9 54,1

29,1

Broj stepena slobode je K = (S—l)(t —1) = (2—1)(2—1) =1

Za o = 0,05 }(5’95 (1) = 3,84 ikriti¢na oblast za nultu hipotezu je (3, 84; +OO) :

60,9

Kako 2,59 ¢ (3, 84, +OO) , nulta hipoteza se ne odbacuje. Lekari su u pravu.
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9.8. VAZNI OBRASCI

Testovi o parametrima normalne raspodele

1. Akoje X I N (,u,O'Z) , M testiramo,a O je poznato
X —
Statistika Z =——% Z:N (0,1)
9
Jn
Nulta hipoteza H, ( U= ﬂo)

Alternativne hipoteze su H, ( J7E= ,uo)

kriti¢na oblast (—00, —Zg J U [Za, +°0]
2 2

H, ( 1> ,Uo) . kriti¢na oblast (Za ) +O°)

H, ( U< ,uo) kriti¢na oblast (—oo, -z, )

2.Akoje X N (,u,az) , M testiramo,a O je ne poznato

x _
Statistika T =T'u T :t(n —1)

Jn

Nulta hipoteza H, ( U= ,uo)
Alternativne hipoteze

H, (,U # ﬂo) kriti¢na oblast [—00, —tg ] U [ta , +°OJ

2 2

H, ( H> Uy ) . kriti¢na oblast (ta , +oo)

H, ( M < ) kriti¢na oblast (—oo, -t )
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3.Akoje XN ( ) , a testiramo nepoznato &

ns

Statistika £ :O__ 2 k= (n 1)

Nulta hipoteza H, (O' = O'o)

Alternativne hipoteze

H, (o # 0, ) kriti¢na oblast [O,IEQJU(}(Z a ﬂLOO]
2

H, (O' < 0'0) kriti¢na oblast (0; )(kzvl,a)

4. Test o proporciji

Ako sluc¢ajna promenljiva ima X : B (n, p)

Statistika Z = ﬁ Z~N (0,1)

np(1-p)

Nulta hipoteza H, ( p= po)

Alternativna hipoteza

Hl( p# po) kriti¢na oblast [—w,—za]U(Za,-l-OOJ
2 2

H,(p> p,). kriti¢na oblast (z,,+o0)

H 1( p< po) kriti¢na oblast (—oo, — za)

5. Neparametarske hipoteze

Neka je slu¢ajna promenljiva X odredena sa empirijskom frekvencom f; i teorij-

skom frekvencom f; .

Sluc¢ajna promenljiva —statistika

Zzzzn:(fi_fti)z

i=1 ti
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ima y° raspodelu,sa kK =n—r—1 stepena slobode,

gde je r broj nepoznatih parametara pretpostavljene raspodele, a n broj elemenata
uzorka.

9.9. ZADACI

1. Ako znamo da je prosecna vrednost doze leka 24 gr, da li je potrebno izvrsiti pove-
¢avanje doze na 26 gr? Za ispitivanje je uzet uzorak od 10 doza i na osnovu njega
jeizracunata srednja vrednost doze od 24,3 gr. Doza leka ima normalnu raspodelu

N ( U, 9) . Uzeti prag znacajnosti od 5%.

Resenje:
X N (u,9); X =24,3,0=3,n=10; 2 =0,05
Ho (1 =24); H, (1> 24)

Iz tablica ¢itamo daje Z =24, =1,64.

Znadi, kriti¢na oblast nulte hipoteze je interval (1, 64, oo) .
Statistika:

X—p 24,3-24
-3

NOEENIT)

Kako 0,316 ¢ (1, 64, oo) nulta hipoteza se ne odbacuje . Ne treba povecati doze leka.

7 =

=0,316

5=0,05

0, 3}67/1&4 kriticna oblast za H,

Imajudi u vidu da je uzorak mali, mozda bi bilo pravilnije ispitivanje vrsiti t raspo-
delom, uzimajuéi daje o = S . Imamo k=n-1=9 stepena slobode paje t; o (9) =1,83

Kriti¢na oblast bi bila (1, 833, +oo) i kako Z =0,316 , ne pripada ovoj oblasti
nulta hipoteza se ne odbacuje
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2.Prosec¢ni vek trajanja sijalice je 2000h, sa standardnim odstupanjem od 250h. Izabran
je slu¢ajni uzorak od 100 sijalica i na osnovu njega je odredena srednja vrednost
trajanja sijalice od 1935h. Sa rizikom od 1% moze li se pretpostaviti da izabrani
uzorak odgovara standardu?

Resenje:
Neka su H, (,u = 2000) i Hl(,u # 2000) .
Oblast prihvatanja hipoteze je
X —pu 1935-2000
o 250

NN

Kako statistika Z, tj —2,6 ¢ (—2, 58; 2, 58) , nulta hipoteza se odbacuje.

7=

_2,6)

0,01 kriticna
2 oblast za H,

26 -258 258
<« >

3.Fabrika proizvodi sijalice koje prose¢no rade 120 h. sa odstupanjem od 8 h. Na uzor-
ku od 144 sijalice odredena je aritmeticka sredina duzine rada sijalica i dobijeno
je 125h. Sa pragom znacajnosti 0,05 postavlja se pitanje da li se zadrzati na ovom
tipu proizvoda ili izvrsiti povecanje duzine rada sijalice?

Resenje:
n=144, X =125 ; 0 =8; a = 0,05

H, (1 =120) H,(u>120)
X—u 125-120

o 8
o i

Kriti¢na oblast P (Z > Z) =0,05,

7= 7,5
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Iz tablica dobijamo Z 5 =1, 64 i kriti¢nu oblast (1, 64, +oo)

Kakoje Z=7,5€ (1, 64, +oo) nulta hipoteza se ne prihvata.

Znaci treba promeniti teku¢u proizvodnju.

4.Secer se pakuje u kese nominalne tezine od 1kg. Potrosaci su primetili da u pakova-
njima ima manje Secera. Znajuci da je standardno odstupanje 30g, testirati hipotezu
da u standardnim pakovanjima ima manje $ecera, na bazi od 100 slu¢ajnih uzoraka.
Uzeti da je prag znacajnosti 0,05

Resenje:

41 =1000g , 0 =309 , n=100

H, (,u =1000), Hl(,u <1000)
Zadatak se moze resiti i odredivanjem granica intervala u gramima.

Oblast odbacivanja nulte hipoteze se dobija iz uslova:

P(X <k)=a.P| Z <X=# =005
9

NG

Z2=2,,=-1,64

k —1000

T = —1, 64, k = 995
100

Kriti¢na oblast je (—oo, 995)
Znadi, ako je srednja vrednost tezine Secera manja od 995 gr nulta hipoteza se
odbacuj, odnosno potrosaci su u pravu.

5.U automatskoj masini izraduju se profili srednje duzine 9,72cm, sa standardnim
odstupanjem od 1,4cm. Uzet je uzorak od 36 komada i za njega je dobijena srednja
duzina od 8,93cm. Testirati hipotezu , protiv alternativne sa rizikom od 0,01.

Resenje:

1£=9,72; X=8,93;, 6=14,n=36;a=0,01
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Oblast odbacivanja nulte hipoteze dobija se iz uslova P(Z < Z) =0,01 ,i

Zy01 =—2,32 , odnosno (—0,-2,32) .

Kako je —3,38 € (—oo, -2, 32) , hipoteza se odbacuje.

6.Rekord skoka u vis iznosi 8,30m. Metoda merenja visine skokova podleze normal-
nom zakonu raspodele sa odstupanjem od 0,02m.

Na treningu ucestvuje 6 skakaca i dobijene su sledece vrednosti skokova u metrima:
8,29; 8,30; 8,31, 8,30; 8,32; 8,34. Na osnovu dobijenih rezultata, da li mozemo ocekivati

da ¢e na takmicenju do¢i do promene rekorda. Prag znacajnosti & = 0,05

Resenje:

Ho (12 =8,30), H, (u#8,30)
_8,29+8,30+8,31+8,30+8,32+8,34

Sredina ovog uzorka je X = 5

=8,31

X —u 831-830
=7 0,02

NN

Oblast prihvatanja nulte hipoteze je P (|T| < t) =0,95, t o (5) =2,571.

=002~ T= =122

Kako statistika Tje u okviru oblasti prihvatanja, tj. —2,571<1,22 < 2,571 nulta
hipoteza se ne odbacuje, znaci ne o¢ekuje se promena rekorda.

7.Prosecan vek trajanja baterije je 20 h, sa odstupanjem od 1,5 h. Izabran je uzorak od
45 baterija. Prosecan vek trajanja baterije u uzorku je 19,6 h. Moze li se prihvatiti
pretpostavka da je prosecan vek trajanja dobar i da nije potrebno vrsiti poboljsa-
vanja. Testirati na nivou sigurnosti 5% .

Resenje:
Nekasu H(x=20); H,(u#20).
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B X —u - 19,6-20

o 15
Jn 45

Oblast prihvatanja hipotezese dobija iz uslova

P(-2<Z<2)=0,95=12=1,96.

YA =-1,78

Kako je izraunata vrednost —1,78 ¢ (—l, 961, 96) , nulta hipoteza se odbacuje.
Potrebno je poboljsanje.

8. Na osnovu uzorka obima 50 dobijeno je srednje vreme rada masine i iznosi 1950h
sa standardnim odstupanjem od 200h. Na nivou 5% testirati hipotezu

H, (,u = 2000) protiv alternativne H, (,u # 2000) H, (,u < 2000) ,

H, (x> 2000) .
Regenje:
s=200~0
S x;ﬂ _ 1950265000 s

Jn V50

a) Oblast prihvatanja hipoteze se dobija iz uslova

P(—Z <Z< Z)=0,95:> 2=196.

-1,75¢ (—1, 96:1, 96) , nema razloga da se odbaci nulta hipoteza.
b) Kriti¢na oblast P(Z <z)=0,05, z=-1,64

1,75 (—o0;—1,64)

Sa rizikom od 5% odbacujemo nultu hipotezu.
¢) Kriti¢na oblast P(Z > Z) =0,05 z=164

-1,75 ¢ (1,64, +x)

Ne odbacujemo nultu hipotezu.
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9. Na osnovu uzorka obima 20 dobijeno je srednje vreme rada uredaja koje iznosi
X =1950h , sa standardnim odstupanjem od $ = 200h. Sa pragom znacajnosti

o =0,05 testirati hipotezu da je srednje vreme rada uredaja 2000h.

Resenje:
Podaci su isti kao u predhodnom primeru, jedino je uzorak manji, pa se koristi
Studentova raspodela.

a)H, (,u = 2000) Hl(,u < 2000)
X =1950; s = 200; n = 20
Oblast odbacivanja hipoteze je
P(T <t)=a, P(T <t):0,05
Kako u tablicama t raspodele nema negativnih vrednosti, vazi
P(T<-t)=1-a,P(T <-t)=0,95
—ty.05 (19) =1,729

Kako —1,12 ¢ (—oo; -1, 729) , kriti¢noj oblasti nulta hipoteza se ne odbacuje,

kriticna

0

oblast
0 95 e
-1, 729> 112

b)H, (1 =2000) H, (u #2000)

Oblast prihvatanja hipoteze je
P(—t<T <t)=1-a,t,,(19)=2,09

Kako —1,12 e (—2, 09; 2, 09) , nulta hipoteza se ne odbacuje.

0,95

T
-2,09———119 2.09
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10. Radi ispitivanja ispravnosti tezine proizvedenog artikla posmatran je uzorak od
10 proizvoda i dobijeni su slede¢i rezultati u kilogramima:

360; 370; 385; 367; 355; 365; 375; 330; 342; 320
Testirati hipotezu da je prose¢na tezina artikla 350 kg sa pragom znacajnosti 1%.

Resenje:
g = 360+370+385+367 + 355+ 365+ 375+ 330+ 342+ 320 _356,9
10
e 360” +370° +385° + 367 +355” +365” +375” +330” + 342° + 320° 356,07 =
10
377,7

$=19,4, n=10 u«=350kg
Testirati hipotezu H, ( U= 350) protiv alternativne H, ( U+ 350) :
U pitanju je Studentova - t raspodela
X —p  356,9-350
s 19,4

Jn V10

Za a=0,01=1-a=0,99 , pa iz tablica za studentovu-t raspodelu dobijamo

=112

T=

t =154 (9)=3,250 .
Kako je 1,12 € (—3, 25;3, 25) , nulta hipoteza se prihvata, $to znaci da hipoteza
da je prosecna tezina artikla 350kg ispravna.
Odredivanjem kriti¢nih granica imali bismo sledece resenje

X—u| k-
P(T|<t)=P S”< S” oy
nl on
S 19,4

kK =pu—t =350-3,25-——=330,05
1= H \/ﬁ \/E

S _3504325.124 _359 95

kK, =pu+t
RGN J10
X =356,9 € (k;;k,)

Pa se nulta hipoteza prihvata.
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11. Masina proizvodi ploce debljine 0,5mm. Da bi se proverilo da li masina dobro
radi uzet je uzorak od 25 ploca i na osnovu njega odredena je aritmeticka sredina

X =0,53mm sa standardnim odstupanjem od 0,03mm. Testirati hipotezu da su
ploce propisane debljine sa pragom znacajnosti od 0,01.
Resenje:

0,53mm, s =0,03mm , ¢ =0,5mm

X =
Ho(2=0,5) H,(z#0,5) .
;_X-u_053-05_,

s 003
Jno 25

tooo (24) = 2,797

Kako je 5 ¢ (—2, 797: 2, 797) , nulta hipoteza se odbacuje sa rizikom od 1%.

12.Proizvodnjom vina bavi se 350 proizvodaca u Srbiji. Prose¢no vinarija zaposljava
5 radnika. U slu¢ajnom uzorku od 20 vinarija, prosecan broj zaposlenih je bio 4,8
sa standardnim odstupanjem od 1,9 radnika. Sa rizikom od 5% testirati hipotezu
o prose¢nom broju radnika.

Resenje:
X=48,5=19,n=20, u=5 «a=0,05
Hy(u=5) H,(u=5).
_X—,u_4,8—5__

T= s 19 0,47

g J20
t, o5 (19) = 2,093

Kako je —0,47 € (—2, 093; 2, 093) , nulta hipoteza se prihvata.
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13. Ispitivane su dve metode koje odreduju skrob u namirnicama. Razlike u koli¢ini
skroba dobijene ovim metodama su 2,0,0,1,2,2,3,-3,1,2,3,0,-1,1,-2,1. Testirati hipo-

tezu H o » da razlike nisu znacajne , na nivou 5% znacajnosti.
Resenje:

> 3
Dobija se X 22,521,64 .

H, ( U= 0) protiv alternativne H, ( J7E: O)

X —u 431_0
T: S :m:l,77

NN

P(-t<T <t)=/,1,4(15)=2,13
1,77 e (—2,13; 2,13) , nema razloga da se odbaci nulta hipoteza.

14. U jednoj firmi testirana je potro$nja dizela na vozilima. Za uzorak je uzeto 15 vozila
i dobijeni su sledeci rezultati

Potros$nja dizela 2 6 10

Broj vozila 3 8 4

Ako potrosnja ima normalnu raspodelu, testirati hipotezu da je prose¢na potrosnja
71, sa pragom znacajnosti od 0,01.

Resenje:
X =6.27,5=2,64, u=7, a=0,01,
HO(,u=7) Hl(y;t?).

T= % =-1,07
Jn
ty oo (14) = 2,977

Nulta hipoteza se odbacuje.
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15. Izvrieno je 16 merenja pakovanja kafe od 100gr i dobijena srednja tezina koja izno-
si 100,5gr sa odstupanjem od 1,5gr.Proveriti sa rizikom od 5% da li je o¢ekivano

odstupanje tezine pakovanja znacajno.

Resenje:
H, (,u :100), Hl(,u ¢100) , T=134, t)4 (15) =2,13

H, se ne odbacuje.

16.Na osnovu rezultata merenja na uzorku od 121 i dobijeni su slede¢i rezultati:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
f 7 11 16 17 26 31 11 1 1
a) Izracunati srednju vrednost uzorka i uzoracku disperziju
b) Odrediti 99% interval poverenja srednje vrednosti populacije

c) Testirati hipotezu H, ( U= 5) protiv alternativne H, ( y7E: 5) .

17. Proizvodac objavljuje uvodenje nove tehnologije svoga proizvoda i zeli da duzinu
zivota uredaja sa sadasnjih 100 sati poveca. Novi uredaji imaju duzinu Zivota 99,
98,101, 102, 97, 104, 103, 96, 95, 104 sati. Sa pragom znacajnosti od 0,01 testirati

hipotezu da li je potrebno uvesti nove tehnologije.

18. Testiran je novi lek. 16 pacijenata je koristilo novi lek i prose¢no im je trebalo 6,5
dana da ozdrave sa ostupanjem od 3,5 dana. 14 pacijenata je koristilo strari lek
i prose¢no im je trebalo 13,8 dana da ozdrave sa ostupanjem od 6 dana. Da li je
razlika statisticki znacajna na nivou znacajnosti od 0,05 ?

Resenje:

X,=6,55=35n, =16
X,=138,s,=6,0,n, =14
X,~X, _ 65-138 _ 399

S8 \/&52+62
n n 16 14

k=16+14-2=28 , t=2,04, t, 4 (28) = 2,04

T=
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Kako —3,996 ¢ (—2, 04: 2, 04) , nulta hipoteza se odbacuje, odnosno novi lek
je bolji.

19. Testirano je znanje iz verovatnoce na dva smera Si i IR. Sa smera Si testirano je 50
studenta , a na smeru IR 40 studenata. Prosecan broj bodova za prvu dtupu je 74
sa standardnim odstupanjem od 8 poena, a za drudu grupu prosecan broj poena je
78 sa standardnim odstupanjem od 7 poena. Da li postoji bitna razlika u znanju?
Uzeti prag znacajnosti od 0,05

Resenje:

X, =74,5,=8,n =40
X,=78,s,=7,n,=50

ro KX T8,

s'os' 8,6
n n, 40 50

k=40+50-2=88, Z;4; =196

-2,49 ¢ (—1, 96:1, 96) , nulta hipoteza se odbacuje, odnosno postoji znacajna
razlika u znanju, druga grupa je bolja.

20. Prosec¢na tezina 50 studenata koji se bave sportom je 69 kg sa standardnim odstu-
panjem od 2kg, dok je prose¢na tezina 50 studenata koji se ne bave sportom 74 kg
sa standardnim odstupanjem od 2,5kg. Testirati hipotezu da su studenti koji se ne
bave sportom tezi od onih koji se ne bave sportom na nivou od 5%?

21. Standardno odstupanje tezine paketa iznosi 0,25 gr. Uzet je uzorak od 20 paketa
i dobijeno uzoracko odstupanje od 0,32g. Moze li se tvrditi da da nije doslo do
uvecanja standardnog odstupanja na nivou od 5%?

Resenje:

HO(O':O,ZS) H1(0'>0,25)
n=20,0=0,25:5=0,32, « =0,05
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2
n

Uocimo statistiku y? =—- kojaima z° raspodelu.
o

, 20-(0,32)"

=32,8
i (0,25)°

Kriti¢na oblast se dobija iz uslova P ( 7> k) =0,05,
Pa iz tablicaza y® ra¢unamo da je )512910195 =30,1

Kriti¢na oblast je (30,1; +oo) , Kako je 32,8 € (30,1; +oo) . Odbacujemo nultu
hipotezu.

22. Proizvodni proces je stabilan ako varijansa ostecenja, slu¢ajna promenljiva X,
koja ima normalnu raspodelu iznosi 2. Na osnovu uzorka od 25 komada izracunata

je srednja vrednost i varijansa uzorka s°=18.%a pragom znacajnosti 0,05, proveriti
dali je sistem stabilan.

Resenje:
Ho(0? =2) H, (0" <2)
n=250°=2s"=18a=0,05

2
2 :£:_25'21’8 —22,5

2
(o}

Iz uslova P ( 7' < k) =« , dobija se oblast odbacivanja polazne hipoteze.
Iz tablicaza * racunamo daje g3, 05 =13,8

Kako jei 22,5 ¢ (0;13, 8) , nulta hipoteza se ne odbacuje. Sistem je stabilan.

23. Standardno odstupanje duzine trajanja sijalica izracunato je na uzorku od 25 sija-
lica i iznosi 10h. Testirati hipotezu H, (62 = 110) protiv alternativne hipoteze

H, (02 #* 110) , sa pragom znacajnosti 0,05.
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Resenje:
2
2 Zgz 25-100 = 22,73
o 110

Oblast prihvatanja nulte hipoteze se dobija iz uslova

P(k,<z*<k,)=1-a | ns® ns

sz a= 2224,0,025 =8,97 sz Lo 1224'0’975 =32,825
s -2

22,73¢(8,97;32,825)

Nulta hipoteza se ne odbacuje.

24. Standardi predvidaju da teZina proizvoda ima disperziju o> =9 . Uzet je slucajni
uzorak obima 10 i dobijeni su slede¢i rezultati tezine u gramima.

58,56,57,52,62,55,60,55,61,58
Da li se sa pragom znacajnosti od 0,05 na osnovu ovog uzorka moze smatrati da
je proizvodnja standardna?

Resenje:
H,(0® =9)H, (0" >9)
X =57,4; s*=8,44
, ns® 10-8,44
Yoy 0%
2005 (9)=16,9
9,38<(0,16,9)

Nulta hipoteza se ne odbacuje.

25, Standardi predvidaju da tezina proizvoda ima disperziju o> =9 . Uzet je slu-
¢ajni uzorak obima 10 i dobijeni su slede¢i rezultati tezine u gramima.

10; 115 125 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19 Da li se sa pragom znacajnosti od 0,05 na
osnovu ovog uzorka moze smatrati da je proizvodnja standardna?
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26. Rodenje deteta je slu¢ajan dogadaj. U uzorku od 2000 rodenja dobijeno je 971 de-
¢aka. Verovatnoca radanja decaka je 0,5. Testirati nultu hipotezu da u posmatranom
uzorku bude manje od 1000 decaka, sa pragom znacajnosti od 0,05.

Resenje:

H,(p=0,5) Hl(p<0,5) .
Slucajna promenljiva X predstavlja broj rodenih decaka i ima binomnu raspodelu

Aproksimira¢emo je normalnom raspodelom.
p=0,5n=2000; S, =971.
7 S,—hp 971-2000-0,5
Jnpg  4/2000-0,5-0,5
Z1=12,,=-164

Kako —1,3 ¢ (—oo, -1, 64) nulta hipoteza se ne odbacuje.

27. Proizvodac iz Beograda smatra da ¢e njegov proizvod nakon dobre reklame ku-
povati svaki drugi gradanin. Za proveru rezultata kampanje uzet je uzorak od 500
kupaca, od kojih je 270 kupilo proizvod ovog proizvodaca. Testirati dali je reklamna
kampanja bila uspesna, sa dozvoljenim rizikom od 5%.

Resenje:
H, ( p= 0,5)
p=0,5n=500; S, =270; o =0,05
X = 270—-250 ~179

4/500-0,5-0,5

z=1961i 1,79¢ (—1, 96;1, 96) hipotezu H, ne odbacujemo.

28. U 4040 bacanja nov¢ica dobilo se 2048 grbova ( Bufonov eksperiment ). Testirati

hipotezu H, ( p=0, 5) , protiv alternativne hipoteze H, ( p =0, 5) . Uzeti da je
rizik 5%.

Resenje:
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Slu¢ajna promenljiva X predstavlja broj grbova u 4040 bacanja nov¢ica.

Ima binomnu raspodelu, koju aproksimiramo normalnom, sa matematic-

kim ocekivanjem g =np=4040-0,5=2020

o =+/npq = /4040-0,5-0,5 = /1010 .

Zyes =1,96,

z

~2048-2020

+1010

i standardnim ocekivanjem

=0,88¢ (—1, 96:1, 96) , ne odbacimo nultu hipotezu.

29. Iz posiljke olovaka, izabran je uzorak od 200 komada, medu kojima je nadeno 12
ostecenih. Hoce li kupac prihvatiti ovu posiljku , ako je dogovoreno najvise 3%
$karta, sa rizikom od 5%?

30. Neka je slu¢ajna promenljiva X definisana slede¢im zakonom raspodele

P(X =x)=(

1

3

Na osnovu merenja dobijeni su slede¢i podaci:

0,264 0,494 0,220 0,022

X

0

1

2

3

f

30

45

23

2

Ispitati sa pragom znacajnosti od 0,05 da li se kao istinita moze prihvatiti hpoteza
da podaci dobijeni iz uzorka imaju datu raspodelu.

Resenje:

Defini§imo %° promenljivu

X f Pi f; =100-p; fi— 1 (f—f, )2 (fi—f, )2
i

0 30 0,264 3,6 3,6 12,96 0,490

1 45 0,494 -4.4 -4.4 19,36 0,39

2 23 } 0,220 0,8 0,8 0,64 0,03

3 2} [0022

z 100 1 7(2 =0.91
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Broj stepena slobode je k=4-1=3 , ;(23’0’95 =7,81. Kriti¢na oblast je

(7, 81 oo) Izra¢unata vrednost 0,91 ¢ (7, 81 oo) i nulta hipoteza se prihvata. Od-
nosno uzorci pripadaju populaciji sa zadatim zakonom raspodele.

Kao $to smo ve¢ naglasili ako je frekvenca manja od 5 podaci se grupisu.

31. U nekoj fabrici napravljena je analiza u¢inka proizvodnje. Rukovodstvo tvrdi da se
50% proizvoda uradi u prvom, 22% u drugom i 28% u trecem pogonu. Uzet je uzo-
rak od 500 proizvoda od kojih je 275 iz prvog, 145 iz drugog i 80 iz treeg pogona.

Testirati hipotezu H,, dali je rukovodstvo u pravu, sa pragom znacajnosti od 0,05.

Resenje:
g 2
Verovatnoce su M 100' "2 " 100" "™ " 100
2
i f b | fo=np | fi—f | (f—f,) Uiz fo)”
f
50
1 275 — 250 25 625 24
100
22
2 145 — 110 35 1225 11,14
100
28
3 80 — 140 -60 3600 25,71
100
> | 500 1 500 7' = 3938

Stepeni slobode: kK=n—-r-1=3-0-1=2,
120195 (2) =5,99, kriti¢na oblast je (5, 99: oo)

Kako y°=39,35 pripada kriti¢noj oblasti, nulta hipoteza se odbacuje. Odnosno,
rukovodstvo nije bilo u pravu sto se tice procene produktivnosti pogona.
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32. Merena su vremena trajanja putovanja autobusom na jednoj liniji GSB i dobijeni
su sledeci rezultati

Vreme u min 20 21 22 23 24 25 26 27
Broj vozila 16 18 19 16 23 19 17 16

Da li su razlike u vremenu putovanja sluc¢ajno?

Resenje:
2
2 f.—f.
Vreme x Brvozila f; f, f,—f, ( f.— fﬁ) M
f
20 16 18 -2 4 0,22
21 18 18 0 0 0
22 19 18 1 1 0,06
23 16 18 -2 4 0,22
24 23 18 5 25 1,39
25 19 18 1 1 0,06
26 17 18 -1 1 0,06
27 16 18 -2 4 0,22
> 144 144 H=2,23
Teorijske frekvence su srazmerne sa srednjom duzinom trajanja putovanja
fi_144
EOILAR
8

Stepeni slobode: K=n—-r-1=8-0-1=7,

7620,95 (7) =14,067, kriti¢na oblast je (14, 067; oo)

Znaci moze se smatrati da su odstupanja vremena slucajna.

33. Bacamo 6 nov¢ic¢a 50 puta i registrovan je broj pisama u svakom bacanju.

Broj pisama 0 1 2 3 4 5 6
Broj bacanja 6 7 7 9 8 7 6

Ispitati saglasnost podataka da je broj pisama rasporeden po binomnoj raspodeli
sa pragom znacajnosti od 0,05.
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Resenje:

P(x=1)=[ 1 o' @0

pzi, n=6, k=0,1...6
2
6) 1 6
P(x=0)= —=0,016 P(x=1)= —=0,094
(x=0)=[°] 2 (=1-(5 )3
6)1 6
P(x=2)= —=0,235 P(x=3)= —=0,312
(x=2)=[2] 2 (=35}
6)1 6
P(x=4)= —=0,235 P(x=5)= —=0,094
6)1
P(x=6)= —=0,016
( ) 6 26
| (=)
X fi P fri =50- P fi - fri (f| - fri) = f .
0 6 0.016 0,8 5.2 27,04 33,8
1 7 0,094 4,7 2.3 5,29 1,125
2 7 0,235 11,75 4,47 19,98 1,7
3 9 0,312 15,6 6,6 43,45 2,79
4 8 0,238 11,9 3,9 15,21 1,28
5 7 0,094 4,7 2.3 5,29 1,125
6 6 0,016 0,8 5.2 27,04 33,8
2
X =7562

Stepeni slobode: K=nN—-r-1=7-0-1=6,

7’00 (6)=16,812<75,82,

Znaci polazna hipoteza se odbacuje
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34. U tablici je dat broj automobilskih nesre¢a u nekom gradu za period od 50 dana.

Broj nesreca 0 1 2 3 4
Broj dana 21 18 7 3 1

Da li je broj nesreca saglasan sa Poasonovom raspodelom. Uzeti da je prag zna-
cajnosti 0,05.

Resenje:

21-0+18-1+7-2+3-3+1-4

Srednja vrednostje 4= 0,9
50
-0,9 k
e -0,9
P (X = k) = T k=0,1,2,34 iz rac¢unanje ovih verovatnoca kori-
stimo tablice Poasonove raspodele
2
— 2 2 fi—fq
X; fi P; fri =50- P fi - fri (fi - fri) X ZM
fri
0 21 0,4066 20,33 0,67 0,4489 0,0221
1 18 0,3659 18,295 -0,295 0,087 0.0048
2 7 0,1647 8,235 -1,235 1,525 0,1852
3 0,0494 0,446 3,554 12,63 28,41
4 1 0,0111
2
A =28,62

Stepeni slobode: kK =n—-r—-1=5-0-1=4, 7520,95 (4) =9,49 | kako izracu-

nata vrednost pripada kriti¢noj oblasti nulta hipoteza se odbacuje.

35.Bacamo 6 nov¢ica je baceno 30 puta i registrovan je broj pisama.

Broj pisama 0 1 2 3 4 5 6
Broj bacanja 1 2 7 9 8 2 1

Ispitati saglasnost podataka da je broj pisama rasporeden po binomnoj raspodeli
sa pragom znacajnosti od 0,05.
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36.Posmatrano je 100 porodica sa 3 dece. U tablici su dati rezultati raspodele decaka
i dvojcica po porodicama.

Broj decaka i 3 decaka 2 delaka 1 decak 0 decaka
devojcica Odevojéica ldevojcica 2devojcice 3devojcice
Broj por. 18 27 35 20

Ispitati saglasnost podataka sa pragom znacajnosti od 0,05.

37.Zelimo da testiramo novi lek za prevenciju prehlade. Radi odgovora testirano je
200 ljudi i dobijeni slede¢i rezultati dati tablicom:

Pili lek Nisu pili lek >
Broj ljudi koji su do-
bili prehladu 7 25 100
Broj ljudi koji nisu
dobili prehladu 65 35 100
zbir 140 60 200

Pitanje je da li je novi lek bolji. Uzeti da je pragznacajnosti 0,05.

Resenje:
Pili lek Nisu pili lek >
Broj ljudi kojisu | 140-100 _ 60-100
dobili prehladu 200 70 200 30 100
_ Broj ljudi koji | 149.100 60-100
nisu dobili prehla- [ ————=70 =30 100
du 200 200
zbir 140 60 200
2 2 2 2 2
: 75-70 25-30) (65-70 35-30
) (510f (25-20) (85-70) _ (-30) _,

f.—f
ZZZZ( i f t
ti

70 30

70

30

Broj stepena slobode je K = (S—l)(t —1) = (2—1)(2—1) =1

Za a=0,05 ;(;95 (1) = 3,84 ikriti¢na oblast za nultu hipotezu je (3, 84: +OO) )

Kako 2,38 ¢ (3, 84, +oo) , nulta hipoteza se ne odbacuje. Znaci ne treba preci na

novi lek.

m Verovatnoca i statistika



38.Testirani su rezultati na ispitima iz matematike, diskretne matematike i verovatnoce.
Posmatran je uzorak od 180 studenata i dobijeni su slede¢i rezultati dati tablicom

matematika Dis. mat verovatnoca
polozili 50 47 56 153
pali 5 14 8 27
zbir 55 61 64 180

Da li moZemo smatrati da je prolaznost ista? Uzeti da je prag znacajnosti 0,05

ReSenje:
matematika Dis. mat verovatnoca
polozili 25153 46,75 61153 51,85 64-153 _ 54,40 | 153
180 180 180
pali ﬁ=8,25 M=9,15 M=9,60 27
180 180 180
zbir 55 61 180

7= Z(fi _fﬁfti) _

(14-9,15)" L(8-9 60)’

2

9,15

9,60

51,85

= 4,84

54,40

2 2 2 2
(50-46,75)° (47-5185) (56-5440)° (5-825)

46,75 8,25

Broj stepena slobode je k = (S —l)(t —1) = (2 —l)(3—1) =2
Za o =0,05 ;(5’95 (2) = 5,99 ikriti¢na oblast za nultu hipotezu je (5, 99; +oo).

Kako 4,84 € (5, 99; +OO) , nulta hipoteza se odbacuje.
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39.Fabrika ¢okolade je ispitivala vezu izmedu ukusa i pola. Rukovodstvo fabrike tvrdi
da ukus ne zavisi od pola, Testirano je 100 ljudi. U tablici su dati rezultati kako su
se ljudi opredeljivali prema ukusu i polu. Da li je rukovodstvo fabrike u pravu ?

Cokolada crna vanila kafa jagoda ukupno
Zene 23 18 8 8 57
muskarci 15 6 12 10 43
ukupno 38 24 20 18 100
Resenje:
crna vanila kafa jagoda Z
| 38.57 24.57 11,40 10,26 57
fiy | 3857 =21,66 | ——=13,68
100 100
. . 8,6 7,74 43
3843 _ 1000 | 2443103,
100
Z 38 24 20 18 100

Stepeni slobode (2 —1) (4 —1) =3

7(20,95 (3) =7,81 y*=32,40

Kako je 32,40>7,815, H, hipoteza se odbacuje, rukovodstvo fabrike nije u pravu.

40. Pravljena je analiza o korelaciji izmedu boje kose i o¢iju kod Zena. Za testiranje je
uzeto 200 Zena. Na osnovu dobijenih rezultata mozemo li smatrati da zene plavih
o¢iju imaju i plave o¢i. Uzeti da je prag znacajnost 0,01.

Plava kosa Nije plava kosa
Plave oci 49 25
Nisu plave o¢i 30 96

41. U tablici se nalaze rezltati studenata koji su polagali matematiku na smerovima SI
i IR. Koriste¢i prag znacajnosti od 0,01 testirati hipotezu da nema razlike u uspehu.

Zene lekari

Muskarci lekari

Zene pacijenti

50

25

Muskarci pacijenti

35

90

m Verovatnoca i statistika




43. Zelimo da testiramo 4 leka za prevenciju prehlade. Na prvi pogled se ¢ini da je lek 3
najefikasniji. Dali je to tacno sa prag znacajnosti od 0,05? Radi odgovora testirano
je 495 ljudi i dobijeni slede¢i rezultati dati tablicom:

Lek 1 Lek 2 Lek 3 Lek4 Z

Broj ljudi

koji su dobili 20 26 9 14 69
prehladu

Broj ljudi

koji nisu do- 111 107 96 117 431
bili prehladu

ukupno 131 133 105 131 500
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TABLICE

Tablica 1. Vrednosti 4 i k za Poasonovu raspodelu

A
P)\,k :ﬁe A

o

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0.904837 | 0.818731 0.740818 | 0.670320 | 0.606531 0.548812

0.090484 | 0.163746 | 0.222245 | 0.268128 | 0.303265 | 0.329287

0.004524 | 0.016375 0.033337 0.053626 | 0.075800 0.098786

0.000151 | 0.001091 0.003334 | 0.007150 | 0.012636 | 0.019757

0.000004 | 0.000055 | 0.000250 | 0.000715 | 0.001580 | 0.002964

0.000000 | 0.000002 | 0.000015 | 0.000057 | 0.000158 | 0.000356

0.000000 | 0.000000 | 0.000001 0.000004 | 0.000013 | 0.000035

0.000000 | 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 | 0.000001 | 0.000003

0,7 0,8 0,9 1,0 2,0 3,0

0.496585 | 0.449329 | 0.406570 | 0.367879 | 0.135335 | 0.049787

0.347610 | 0.359463 0.365913 0.367879 | 0.270671 0.149361

0.121663 | 0.143785 | 0.164661 0.183940 | 0.270671 0.224042

0.028388 | 0.038343 0.049398 0.061313 0.180447 | 0.224042

0.004968 | 0.007669 | 0.011115 | 0.015328 | 0.090224 | 0.168031

0.000695 | 0.001227 | 0.002001 0.003066 | 0.036089 | 0.100819

0.000081 | 0.000164 | 0.000300 | 0.000511 0.012030 | 0.050409

0.000008 | 0.000019 | 0.000039 | 0.000073 0.003437 | 0.021604

0.000000 | 0.000002 | 0.000004 | 0.000009 | 0.000859 | 0.008101

~
W o |IN|an|jJun]sx WD~ NNk |lWID|I=|O] =~
N

0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000001 0.000191 0.002701

10 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000038 | 0.000810
11 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000007 | 0.000221
12 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000001 0.000055
13 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000013
14 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000003
15 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 0.000001
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Tablica 2. Jednosmerna standardna normalna raspodela

@ (x)

-299 0014 =249 0064 =159 0233 <149 0681 -089 16T -049 3121
=288 0014 248 0086 198 0239 -1.48 0634 -098 1835 -048 3156
=287 0015 =247 0088 197 0244 147 OT0E -097 1660 -047 3182
-286 0015 246 0068 -196 L0250 -146 0721 -006 1685 -046 3228
=285 0016 245 0071 195 0256 145 0735 -085 711 -0.45 3264
=294 0016 =244 0073 <1894 0262 -144 0748 -084 1736 -0.44 3300
=283 0017 243 0075 -183 0268 143 0764 -083 1762 -043 3336
=282 00B 242 0078 192 0274 142 OFTE =092 1783 =042 3372
-8 0018 =241 0080 =181 0281 -1.41 0783 -081 1814 =041 3409
—280 0019 240 0082 150 0287 -1.40 .OBD8  -0.80 1841 -040 3446
=283 0019 <239 0084 189 0204 139 0823 -0B9 1BET =039 3483
-288 0020 238 0087 -188 0301 138 OB38  -0B8 1894 -038 3520
=287 0021 237 0089 187 0307 -1.37 .OBR3  -0A7 1922 -037 3557
=286 0021 =236 .0091 -186 0314 136 0869 -0.86 1949 =035 3594
-285 0022 235 0084 185 0322 -1.35 0885 -085 1977 -0.35 3632
=284 0023 234 0086 184 0329 =134 0901 =084 2005 -0.34 3859
=283 0023 =233 0088 183 0336 133 O0M8  -083 2033 -033 .3T07
-282 0024 =232 0102 =182 0344 =132 0834 -082 2060 -032 3745
=281 0025 231 M4 181 0851 =131 0851 =081 2090 -0.31 3783
-280 0026 -230 0107 180 0358 130 0868 -0B80 2119 =030 .38
-279 0026 -229 010 -179 0367 129 085S  -079 2148 -0.29 3859
=278 0027 228 OM3 1TE 0875 128 003 -07B 2177 -0.28 3897
=277 0028 =227 016 <177 0384 127 020 -077 2206 -0.27 3935
-276 0028 226 0M9 176 0392 =126 1038 -076 2236 -0.26 3974
=275 0030 225 M2 75 4 125 1056 =075 2266 <025 4013
274 0031 =224 M35 174 0408 124 0TS -074 2206 -0.24 4052
273 0032 223 M3 173 0418 =123 083 -073 2327 -0.23 4090
=272 0033 =222 M3 172 0427 122 2 -072 2358 -0.22 4129
=271 003 =221 38 =171 0436 121 13 -0 2389 021 468
=270 0035 220 M39 170 0446 =120 151 070 2420 -0.20 4207
=268 0036 <219 0143 189 0455 119 170 -068 2451 -0.19 4247
-268 0037 =218 0146 =168 0465 -1.18 1190 -0 2483 -0.18 4285
=267 0038 217 M50 16T 0475 117 210 -06T 2514 -047 4325
-266 0038 =216 054 166 0485 116 1230 -066 2546 -0.16 4384
-265 0040 =215 M58 =165 0485 115 1251  -065 2578 -0.15 4404
~264 0041 214 62 164 0505 -114 1271 084 2611 014 4443
=263 0043 =213 0166 163 0516 113 132 -063 2643 -D13 4483
—262 0044 =212 MT0 =162 0526 =142 34 -062 2676 -0.912 4522
=261 0045 =211 T4 161 0537 -1 1335 -061 27089 -0 4582
260 0047 =210 T8 -160 0548 110 1357 -060 2743 =00 4602
-258 0048 209 83 159 0559 108 1379 -059 2776 -0.09 464
=258 0048 208 0188 158 0570 108 1401 -058 2810 -0.08 4881
=257 0051 =207 0192 <157 0582 -1.07 1423 -057 2843 =007 4TH
-256 0052 206 0197 -156 0594 1068 1448 -056 2877 -0.06 4761
=255 0054 <205 0202 155 0605 105 1469 =055 2912 -0.05 4800
-254 0055  -204 0207 154 0B18 104 1492 -054 20456 -0.04 4840
=253 0057 203 0212 153 0630 -1.03 1515 -053 2081 -003 4880
=252 0058 =202 0217 152 0642 102 1539 -052 3015 -0.02 4920
-251 0060 201 0222  -151 0655 101 1582 -051 8050 -0.01 4960
=250 0DE2 200 0228 150 0668 ~-1.00 1587 -050 3085 0.00 5000
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a@ 1 a 2] a P a P a P a P
0.01 5040 051 6950 1.01  .B438 1.51  .0345 20 G778 2.51 9940
0.02 5080 052 6985 1.02  .B461 1.52 9357 202 9783 252 9941
0.03 5120 053  .Tng 1.03 8485 1.53  .9370 203 o788 253 9943
0.04 5160 0.54 7054 1.04 8508 1.54 09382 204 0793 254 9945
0.05 5199 0.55 7088 1.05 8531 1.55 9394 205 9798 2.55 9946
0.06 5239 056 .7T123 1.06 8554 1.56 0406 2.06 9803 256 9948
0.07 5270 057 _TI57 1.07 8577 1.57 o418 207 9808 257 9949
0.08 5310 058 7190 1.08 B599 1.58 9429 208 9812 258 9951
0.09 5359 059 7224 1.00 8621 1.58 9441 209 9817 259 9952
0.10 5398 0.60 7257 110  BE43 1.60 9452 210 9821 260 9953
0.11 5438 0.61 7291 111 BEES 161 9463 211 9828 261 9955
0.12 5478 062 7324 112 .BE86 182 9474 212 983D 262 .0956
0.13 5517 063 7357 1.13 8708 1.63 9484 213 9834 283 0957
0.14 5557 0.64 7389 1.14 @729 1.64 9485 214 9838 264 0959
0.15 5596 065 7422 1.15 8749 1.85 .9505 215 9842 285 9960
0.16 5636 066 7454 1.16 8770 1.66 89515 216 9846 266 9961
0.17 5675 067 .T486 1.17 8790 1.67 9525 217 8850 267 0962
0.18 5714 068 7517 1.18 8810 1.68 9535 218 0854 2.68 9963
0.19 5753 D& 7549 1.18 8830 1.69 9545 219 o857 2,69 9964
0.20 5793 070 7580 1.20 8849 1.70 9554 220 9861 270 9965
0.21 5832 071 7eNn 1.21  B8&9 1.71 9564 23 0864 271 8966
022 5871 0y2 7642 1.22 .BBs8 1.72 9573 222 Oa6a 272 9987
023 5910 073 .T&73 1.23 8907 1.73 9582 223 98T 273 9968
0.24 5948 0.74 7704 1.24 @025 1.74 9591 224 9875 274 9968
0.25 S98T 07s 7T 1.25 8944 1.75 9599 225 9878 275 9970
0.26 G026 076 7764 1.26 B9E2 1.76 9608 226 .9881 276 9971
0.27 G064 077 7794 1.27 B98O 1.77 9616 227 9884 277 mare
0.28 B103 078 7823 1.28 .B997 1.78 9625 228 9887 278 9973
0.29 JE141 079 7852 1.29 9015 1.78 9633 229 88890 279 997a
0.30 B17TD 0.80 7881 1.30 9032 1.80 9641 230 9893 280 9974
0.31 &7 081 7910 131 9049 1.81 9649 231 9836 281 0975
032 G255 082 7939 132 9066 1.82 9656 232 9898 282 0976
0.33 6293 083 7967 133 0082 1.83 9664 233 .90 283 0977
0.34 B33 084 7995 134 0099 1.84 9671 234 9904 284 9977
0.35 6368 085 8023 135 49ns 1.85 9678 235 9906 285 9978
0.36 B40E 086 8031 136 o013 1.86 9688 238 9909 286 9970
0.37 B443 087 .BO7E 137 9147 1.87 9683 237 29 287 9979
0.38 JB4B0 D88 B106 1.38 9182 1.88 9609 238 93 288 9980
039 8517 089 8133 1.39 9177 1.89 9708 239 996 289 8981
0.40 6554 0.80 .B158 1.40 @132 190 9713 240 98 290 9381
0.41 591 081 8186 1.41 9207 191 8719 241 9920 291  .9382
042 GE28 082 B2 1.42 @222 192 9726 242 0922 292 .9982
0.43 eG4 083 8238 1.43 3238 193 4g7az 243 9925 293 .9983
0.44 G700 084 B264 1.44 8251 194 9738 244 9927 294 0984
0.45 736 0.85 8289 1.45 9265 1.85 9744 245 9929 295 0984
0.46 &772 088 BAN5 1.46 0279 1.96 8750 246 9931 286 0985
047 JGE08 087 B340 1.47 G292 1.97 9756 247 8032 207 G985
0.48 Ga44 098 .B3IES 1.48 9306 1.98 8761 248 9934 208 0086
0.43 BATD 099 8389 149 8319 1.99 97687 249 9935 299 9986
0.50 8915 1.00 B413 1.50 6332 2.00 8772 250 9938 3.00 9987
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Tablica 3. Dvosmerna standardna normalna raspodela

@(x)
P(z|]<z)=p
a P a P
0100 0.0798 1.400 0.8384
0.200 0.1586 1.439 0.8500
0.300 0.2358 1.500 0.8664
0.400 0.3108 1.600 0.8904
0.500 0.3830 1.645 0.9000
0.6800 0.4514 1.700 09108
0.700 0.5160 1.800 0.9282
0.800 0.5762 1.900 09426
0.900 0.68318 1.960 0.9500
1.000 0.6826 2000 0.9544
1100 0.72886 2500 09876
1.200 0.7698 2.5T6 0.9900
1.282 0.8000 3,000 09974
1.300 0.8064 3100 09980
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Tablica 4. y* raspodela P(;(z < a) =p

k. p=005 M 025 05 25 5 75 A 85 475 99

1 000 000 001 004 A0 A5 132 27 384 502 G664

2 010 020 051 A0 58 138 am 461 599 738 921

3 072 1 22 a5 121 237 4An 625 T8 938 N3

4 2 A 48 i I X 3% 539 718 %49 1n1 133

5 Al B T < 115 267 435 BB 824 M3 128 151

L] 68 BT 124 184 345 535 7B4 108 128 144 168

7 =] 124 168 217 425 535 904 120 141 160 185

8 1.34 165 218 2713 507 734 102 134 155 1756 201

9 1.7 208 270 33 580 B34 14 147 1689 180 A7
10 216 2568 325 394 BT4 934 125 160 183 205 232
1 280 ans 382 457 758 103 137 173 197 218 247
12 3.07 357 440 523 B4 13 148 85 210 233 262
13 3156 411 50 589 930 123 180 198 224 a7 217
14 407 4B 563 BST 102 133 174 211 27 %1 291
15 480 523 6% T2 10 143 182 223 250 275 308
16 514 581 681 796 149 153 194 225 263 28 320
17 570 641 756 BET 128 163 205 248 276 302 334
18 626 701 B2 9839 137 173 216 20 28% 315 348
19 6.84 768 8mn 101 146 183 227 a2 A0 29 362
20 T43 826 959 109 155 193 238 284 24 M2 e
21 803 830 103 116 163 203 249 296 327 355 389
2 854 954 10 123 172 213 260 308 339 3IBA 403
23 928 102 1.7 131 181 23 320 352 81 418
24 989 109 124 138 190 233 282 332 384 W4 430
5 105 1ns 1 146 198 243 293 M4 37T 406 443
26 12 122 138 154 208 253 304 356 389 419 456
27 18 129 148 181 217 263 35 BT 404 432 470
28 125 138 153 169 27 213 RE I9 413 M5 483
2 131 143 160 177 236 283 337 391 426 457 496
0 138 149 168 185 245 293 MB 403 438 470 509
35 172 185 206 25 20 343 402 46.1 488 532 573
40 207 222 244 265 37 33 458 518 558 83 Br
50 280 207 R4 348 429 493 563 632 675 4 T62
60 355 ars 45 432 523 583 670 744 TAA 833 884
70 433 454 488 5.7 617 683 776 855 905 850 1004
B0 512 535 6572 604 TIA ™3 881 966 1019 1066 1123
%0 582 618 656 691 806 853 986 1076 1131 1181 1241
100 673 704 742 79 801 993 1099 1185 1243 1208 1358
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Tablica 5. Jednosmerna t raspodela P (T <t, ) =p

=

p=_750 p =.900 p =950 p=.975 p=.990 p=.995

-0 B R R

S888R858R8LBN

= =t

1.000 3078 6.314 12.706 31.821 63.657
0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.84
0.741 1.533 2132 2.776 3.747 4.604
0727 1.476 2.015 2571 3.365 4.032
0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 a3.707
0. 1.415 1.895 2365 2998 3.499
0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
0.703 1.383 1.833 2.262 2821 3.250
0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
0.697 1.363 1.796 2.201 2718 3.106
0.695 1.356 1.782 2179 2.681 3.055
0.694 1.350 1.771 2.160 2,650 amz2
0.692 1.345 1.761 2.145 2624 2977
0.691 1.341 1.753 213 2.602 2.947
0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2921
0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
0.688 1.330 1.734 2.1 2,552 2878
0.688 1.328 1.729 2.083 2,539 2.861
0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
0.686 1.323 1.721 2.080 2518 2.831
0.686 1.321 1.7 2.074 2,508 2819
0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
0.685 1.318 1.7 2.064 2.492 2.797
0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.7719
0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 277
0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756
0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
0.682 1.306 1.690 2.030 2438 2.724
0.681 1.303 1.684 2.021 2423 2.704
0.680 1.3 1.679 2014 2.412 2650
0.679 1.289 1.676 2.009 2.403 2678
0.679 1.297 1.673 2.004 2.396 2668
0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660
0678 1.292 1.664 1.990 2.374 2,639
0.677 1.290 1.660 1.984 2.364 2626
0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617
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Tablica 6. Dvosmerna t raspodela

' /

P(T|<t,)=p
E p=.900 p=,.950 p=299
1 6.314 12.706 63.657
2 2.920 4.303 8.925
3 2.353 3.182 5.841
4 2.132 2.776 4,604
5 2015 257 4.032
& 1.843 2.447 a.707
T 1.895 2.365 3.499
B 1.860 2.308 3355
9 1.833 2262 3.250

10 1.812 2.228 3.169
11 1.796 220 3.106
12 1.782 2379 3.055

13 1.mM 2.160 3mz
14 1.761 2145 2977
15 1.753 2131 2947
16 1.746 2120 2921
17 1.740 2110 2898
18 1.734 2101 2878
19 1.729 2003 2861
20 1.725 2086  2.845
21 1.721 2080 2831
22 1.717 2074 2819
23 1.714 2069  2.807
24 1.711 2084 2797
25 1.708 2,080 2787
26 1.706 2056 2779
27 1.703 2052 2771
28 1.701 2048 2763
29 1.699 2.045 2.756
30 1.697 2.042 2750
35 1.690 2030 2724
40 1.684 2.021 2.704
45 1.679 2014 2690
50 1.676 2.009 2678
55 1.673 2.004 2.668
60 1.6 2.000 2.660
80 1.664 1990 2639
100 1.660 1.984 2626
120 1.658 1980 2617
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SA ZBIRKOM ZADATAKA

lvana Kosti¢ Kovacevi¢

Ovaj udzbenik pokriva kurs od jednog semestra osnova verovatnoce i
matematicke statistike. Namenjen je studentima koji se po prvi put susre¢u
sa ovom materijom i to prvenstveno studentima informatike i racunarstva.
Udzbenik ne sadrzi stroge matematicke dokaze, posto je osnovni cilj da se
c¢itaoci upoznaju sa osnovnim pojmovima teorije i primene, da ih shvate,
razumeju i osposobe da ih primene u struci. Uz teorijski deo dat je veliki
broj re$enih zadataka koji omogucavaju lakse savladavanje materije. Treba
imati u vidu da se danas nijedno statisticko izracunavanje ne realizuje i bez
upotrebe nekog od softvera koji je predviden za tu oblast, kao sto su Excel,
SPSS, Statistica i dr. Novina u odnosu na predhodno izdanje udzbenika je
$to su u ovom materijali za izracunavanje osim klasi¢nih metoda izlozena i
mogucnost koris¢enja softverskog paketa Excel. Excel je izabran jer je kao
deo Microsoftovog paketa pristupacan vecini korisnika, a drugi razlog je
sto je to relativno jednostavan softver za rad, a dovoljno sadrzajan da se
vecina problema moze resiti njegovim koris¢enjem.
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