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Predgovor

Ovaj Praktikum je napisan prema planu i programu predmeta
KVANTITATIVNE METODE koji studenti slede¢ih fakulteta Uni-
verziteta Singidunum imaju na I godini osnovnih akademskih studija:
Poslovni fakultet, Fakultet za turisticki i hotelijerski menadzment, Fa-
kultet za menadzment u sportu i Zivotna sredina i odrzivi razvoj. Pred-
met KVANTITATIVNE METODE je jednosemestralni predmet koji
studenti navedenih fakulteta imaju u zimskom ili letnjem semestru,
zavisno od fakulteta, tokom I godine osnovnih akademskih studija.
Praktikum je nastao kako bi se izaslo u susret potrebi i zahtevu stu-
denata tokom dosadasnjeg rada sa njima za Sto ve¢im brojem primera
zadataka pri pripremi kolokvijuma i ispita Sto bi im omogudéilo lakse
i brze savladavanje gradiva. Uz udzbenik, Praktikum ¢e svakako, s
obzirom na prirodu predmeta, dati veliki doprinos savladavanju pred-
videnog gradiva. lako je Praktikum namenjem pre svega studentima
navedenih fakulteta, Praktikum moze koristiti i drugim ¢itaocima cija
se interesovanja poklapaju sa gradivom (ili delom gradiva) koje je u
njemu obradeno.

Praktikum je podeljen u 9 poglavija. Poglavija 1.-7. sadrze zadat-
ke za vezbanje uz napomenu da se na pocetku svakog od tih poglavlja
nalazi nekoliko potpuno resenih reprezentativnih primera zadataka.
Zadaci za vezbanje sadrze vise primera, od najjednostavnijih prema
slozenijim, sto omogucava studentima da se Sto bolje pipreme za po-
laganje ispita. Modeli zadataka, i za 1 i za II deo gradiva, koji su
dati u 8. poglavlju, omogucavaju studentima uvid u broj, tip, tezinu
zadataka kao i oblasti iz kojih dolaze u obzir zadaci na proveri znanja.
Poslednje, 9. poglavije, sadrzi reSenja za jedan model zadataka iz I dela
gradiva i za jedan model zadataka iz II dela gradiva.

E-mail adresa na koju ¢itaoci mogu poslati svoje sugestije, pred-
loge i komentare glasi: bradicic@singidunum.ac.rs. U cilju poboljsanja



kvaliteta narednog izdanja ovog Praktikuma sve primljenje sugestije,
predlozi i komentari bi¢e razmotreni.

Na kraju bih zelela da se zahvalim recenzentima prof. dr Zoranu
Petrovicu, redovnom profesoru Matematickog fakulteta Univerziteta
u Beogradu i prof. dr Sladani Spasié, redovnom profesoru Univerziteta
Singidunum ¢iji su veoma korisni komentari doprineli povec¢aju kvalite-
ta Praktikuma.

AUTOR

Beograd, 2022.
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DETERMINANTE

1. Determinante

Literatura u kojoj mozete pronac¢i neophodne informacije o determi-

nantama: [1], [2], [4], [6], [9]-[12] ili [14].
1.1. Determinante reda 2

Primer 1. Izracunati vrednost sledeé¢e determinante.

3 =2

s T3 D=2 () =3 () =3+ 41,4

Zadact za vezZbu:

1. Izracunati vrednost sledeéih determinanti.

3 1 1 -1 -3 1 2 -3 -3 2
1) ) ) ) ) 5)

2 2 2 1 -2 2 -1 2 10
2. Izracunati vrednost sledec¢ih determinanti.
) -1 V3 2 VEIRVE] 2—v3 1-V2 " V3 1+V2

V3 =4 VB VBT T 12 243 T 1=v2 VB |

3. Izracunati vrednost sledeé¢ih determinanti (i = v/—1).

) 1 V3 i+2 V341 V2+3i  i—V/3
i3 1 V3—-1 i-2 i3 V2-3i|

4. Izracunati vrednost sledeéih determinanti.

v 1

1
)32'

, 3)

sin? sinZ

cT T
Slng COSE 6 3

-1 \/§

2
1) 7 .
Sll’lg Slng

s cT
COSZ SIHZ

s

cosT sing

cosm sinZ '
b

sinZ  cosw ‘



DETERMINANTE

5. Izracunati vrednost sledec¢ih determinanti.

1 logs3 1 —1 log,t —4 i1
1) gS : g22 : 4) 3 2
log,1 1 logs9 log,8 1 logy4 —2 log,8
6. Proveriti tacnost sledec¢ih jednakosti.
0 1 5 2 —2i V3 1 -1
1)’ ‘—1, 2) & =1, 3) V3 =—1, 4) =
~1 3 —2 /5 V3 i V2 V2
7. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
x 3 -2 5 1 4 —1 3
1 :47 2 - — 3 == 37 4 =
)’—1 1’ )’x1’ 2 >'0 x )‘—1 2
8. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r—1 1 -5 =2 3 5
1 =2, 2 =3, 3 =—1.
) -1 -3 ) r—3 1 ) -1 2-z
9. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r+1 x-—2 -2 3 —1 —2 3
1) =1, 2) 2 ==L 3)|; 4 3 -5
-2 3 r+35 1+ 50+3 ;- 2
10. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r+3 x+2 x+1 x-2 %—x x+2
1) =-3, 2) =-2, 5 L =1
r—2 x+3 r—3 x+4 ST T+3
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11. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

-4 =2

, 2)a’+3r=
2

1) a:Q—I—x—‘

-1 1 ) 0 3
. 3)2x 4= .
-1 2
12. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

-1 2z
4dr 2x

S5r 3x

—xr 1

T T r —1

2 x

1) =8, 2)

T 2z

=6, 3) ‘

=X

13. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

x4 1 -4 2x-3

I
w

1) =—1, 3)

r x+1 T r+3 r+2 T

14. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

2

r°—1 15%5 x?+3 x

—2r z%-—4

x?—2

1) ~0, 2) =0, 3) ~0.

T 2 -2 T % —3
15. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

r 2
-1 1

-2 x
3 —1

0 3
r —4

-2 3

1) <0, 2) <1, 3) <=, 4) <1.

DO | —

1 =«

16. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

r+3 2
-1 1
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17. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

x+1 z—1 1 3 -1 —2 1
D 4 3 20, 2) t+3 2—x <2 3) Sz4+2 3¢ =-3:
18. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

r—1 x+3 r+1 z+3 x+% %—x 1

r+3 z—1 <0, 2) r—2 -1 -1 3) Sz z—3 = 2"
19. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
1) —22+ 2> ! )22+ 4 < Lo , 3)—32%+5z<| H

11 5 1

20. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

3 x r x r =5 3r
1) - >—4, 2) i . >0, 3) s 9 >—2, 4) - <2.
21. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

z+4 1 t+3 3 -1 3z+2
1 r  ax+1 <L 2) r x—2 >=2 3 r—1 =-1

1.2. Determinante reda 3

Primer 1. Sarusovim pravilom izra¢unati vrednost sledeé¢e determi-
nante.

1 23
-2 -1 0
-1 2 2
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=1-(-1)-24+2-0--1)+3-(-2)-2— (1) (-1)-:3—2-0-1—2-(-2) -2
=—-240+4(-12)—3-0—-(-8)=-9.4

Primer 2. Laplasovim razvojem po drugoj koloni izracunati vred-
nost sledece determinante.

1 2 3 3 5
-2 =1 0| = Y apodro= > apa(—1)""2M;,
-1 2 9 k=1 k=1

= —a12Mio+ azoMso — azoMs

‘—20 13' '13‘
- —9. — 9.

-1 2‘“‘1)"—1 2 —2 0
= 2. (—4)—1-5-2:6
~ 9.4

Primer 3. Laplasovim razvojem po trecem redu izra¢unati vrednost
sledec¢e determinante.

1 2 3 3 5
-2 —1 0 = Z a37kA3,k = Z ag’k(—1)3+kM37k
-1 2 9 k=1 k=1

= ag M3z — asoMso + az3Ms 3

2 3

-1 0 -2 -1

= —1 2 3+2 b2
= . . 0 .

= —1-3-2-6+2-3
——9.4
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Zadact za vezZbu:

1. Sarusovim pravilom izracunati vrednost slede¢ih determinanti.

1 01 21 3 10 2 11 -1
D1 =3 2|, 2)| 1 2 =1, 3)|-3 2 1|, 4]-1 2 2
2 -1 1 ~11 2 2 11 10 2

2. Sarusovim pravilom izrac¢unati vrednost slede¢ih determinanti.

3 13 2 2 1 2 2 1 -2
Do 1 -2/, 2)] 2 0 =1, 3)|-1 1 0], 9|1 0 1
1 11 2 121 2 -2 0

3. Sarusovim pravilom proveriti ta¢nost sledeé¢ih jednakosti.

0 11 1 2 3 1 2 3 11 3
i1 1 2|=1,2)11 1 1|=2,3)|1 1 1|=0,4)[0 1 1|=2
0 1 2 3 31 3 21 1 11

4. Sarusovim pravilom odrediti sledec¢e determinante.

z x 1 r x 1 1 1 =z 2 1 xz
iz 1 x|, 2|z 2 x|, 3)|1 =z 1|, 4) r 2
1 2 =« 3 r x r 1 1 r 2

5. Sarusovim pravilom odrediti sledece determinante.
1l zy 1 =z Y 1 =z vy 1 =z Y

Dl yxz|,2)|1 vy r [L,3)|1 vy x|, 4|1 z—y zty
1z oy 1 z2+y x—y 1 zy xy 1 24y z—y
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6. Sarusovim pravilom izra¢unati vrednost slede¢ih determinanti (i=

V=1).

~1 2 i i 11 1 1 —i 1 1 1
Dl 1 34|, 2-2 401,31 4 2/, 9|1 1+i 1—i
1 4 i i 1 1 20 2i 1 1—i 1+i

7. Proveriti rezultate iz prethodnih zadataka koristec¢i Laplasov razvo]
po proizvoljnoj koloni (ili proizvoljnom redu).

8. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

z 1 2 2 1 2 1 11 .
{11 0]=0, 2)| -1 2 1|=4, 3)| 3 x 3|= 5
1 2 —1 1 1 =« -2 1 2
1 =z -2 1 1 -2 1 2
4) -2 | =3, 5 -1 2 =0, 6)] 3 =z =1
0 1 -3 z 0 20
9. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
-2z 2 1 -2 1 z+2 1 0 —1
1) 0 -1 3|=0,2) 1 2 -3 |=-2,3)|3-2z 2 0 |=0,
2 0 1 2 3 =2
1 1 3 1 —1 0 2 1
)2 z+1 =2 |=0,5)|-1 0 -2 |=-2,6) 1 -1 2 |=0
3 1 0 2 2 2—x 24+3xr 1 3




DETERMINANTE

10. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

122 0 11 131
Da?—dx=|0 12|, 2)z°+4r=|1 12|, 3)-32°4+x=[210],
311 0—-12 111
133 102 1 03
4)2°+3r=[21 0|, 5)z°—3r=[2 2 1|, 6)—22°+3x=|1-20|.
111 121 1-31
11. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:
01 = 1 0 =z -2 x 0
|23 -1|=0, 2)|2 -1 1|=0, 3) 3 1 11=0,
x 0 =2 T 11 r 2 1
-1 1 2 -2 z 0 -1 z 1
4) 0 1 =z|=0, 5) 3 1 =0, 6) 11 1]=0.
1 =z 4 r 2 1 1 2 =z
12. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
l—2z -1 0 -2 1 x—1 -1 3+z 0
)| 3 1 —-1(=0,2)| 0 2 2 [=0,3)]| 2 1 1|=0,
-2 2 34z 242 0 -1 3—x 2 2
2—xr -1 2 1 z—1 1 1 -1 =3
4)1 0 1 =2|=0,5)|1 0 1 |=0,6)|0 1 2+4z|=0.
1 x+1 3 2 2 x4+l 12—z 1
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13. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

r —2 1 2 1 -1 1 2 -3 .
i1 1 =2{>0, 2)|1 = 2|<2 3)|-20 1|> 5
2 0 1 0 2 1 11 =z
2 -1 =z 31 2 0 21 )
)11 3 —-1|<0, 5 1 2 1]>2 6)|—-1 2 1|< 3"
1 2 0 -2 1 2 x —1 3
14. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r—1 1 2 1 1 1 -1 0 -1
| 1 2 —=1|>2, 2)|-1 z+2 2|<0, 3) 11 -1 |<0,
2 0 1 0o 2 1 -2 1 z-3
1 -1 z+42 2 0 2 0 1 —1
4911 0 1 |>4,5) -1 2+1 3|<2,6)| 1 1 2|[>3
2 1 3 1 -1 1 r—2 2 —1
15. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:
-1 01 -3 22 021
D3z°+z<| 1 1 0|, 2)z*+22>| 12 2|, 3)220*-32>|-2 3 1],
-2 11 -2 21 222
011 122 120
4’ 2r<|—1 1 2|, 5)a*22>|-2 0 1|, 6)—2x4z>|-2 1 2
201 111 -2 01
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16.

17.

18.

Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

r —1 0

x >0, 2
2 11
3 xr =2
2 1 —-1>0, 5)
1 2 =

-1 0 =
1 =z -1
-1 -2 1
-1 x 2
2 0 =2
z —1 1

-1 0
1 = 1
1 1 =z

—_

1 2 1
-2 0 x

1 =z

—_

Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

z+1 -1 0
2 z—11
2 1 1

1 2
2 0
1 142

—1
2—x
—1

<0, 2)

>0, 5)

1 0 z-—1
1 z+2 -1
1 =2 1

1 -2 2
-1 0 2
z+3 —1 1

>0, 3)

<0, 6)

1 0 1
1 z—1 —1
1 1 1—=x
3 x—2 -2
1 1 1
2 2 3—=x

Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

0 1 2
—1 .T—l—% 1
z+1 1 2
-1 z2z-31
-z 1 0
-2 3 1

<0, 2)

<1, 5)

%‘—Fx 1
0 1 =x—1
1 3 1
0 z+2 2
1 2 z+3
2 1 1

10

>0, 3)

%—x 0 1
-1 1-z 4
1 1 1

r—s 1 1
0 1-23
-1 1 3

<0,

>0,

>0,
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1.3. Determinante reda veéeg od 3

Primer 1. Laplasovim razvojem po trecoj koloni izracunati vrednost
slede¢e determinante.

-1 1 1 0
1 2 01 4 4
= 3Ars = —1)3 M
9 1 —1 9 kZ::l A 33L.3 1;::1 @k,s( ) k.3
1 0 01

= Cl1,3M1,3 - a2,3M2,3 + a3,3M3,3 - G4,3M4,3

121 -1 10
=1-12 1 2|+(-1)-] 1 21
101 101
=1-04+(-1)-(-2)
=2.4

Primer 2. Laplasovim razvojem po cetvrtom redu izracunati vred-
nost slede¢e determinante.

-1 1 1 0
1 2 01 4 4
= S agpAsp = > agr(—1)"FMyy
2 1 -1 2 k=1 k=1
1 0 01

= —ay 1 Myg + agoMyo — ag3Myz + aga My

1 10 ~1 1 1
— 112 0 1|+1-| 1 2

1 -1 2 2 1 —1
= —1-(=2)+1-0
—2.4
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Zadact za vezZbu:

1. [zracunati vrednost sledec¢ih determinanti koriste¢i Laplasov razvoj
(po drugoj koloni).

1 —1 1 0 -1 —-1 0 -1 3 0 1 1
1 2 2 1 -1 =2
1 P . 2) v T o,
0 1 1 1 1 1 2 -2 —1 2
1 0O —1 1 —2 3 1 2 1 2 —1
1 —1 1 0 0O —1 1 -1 -2 0 —1 0
2 1 —1 2 1 —1 1 —1
2" N 6 Y
2 =3 3 0 -1 -1 1 -1 2 0 0
1 0 1 0 2 =21 2 —1 2 1 —1

2. Proveriti rezultate iz zadatka 1 koriste¢i Laplasov razvoj (po pro-
izvoljnom redu).

3. Izracunati vrednost slede¢ih determinanti koriste¢i Laplasov razvoj
(po tre¢em redu).

1 3 2 —1 0 1 2 2 -2 -1 2 3
2 2 2 2 1 1 1 2 1 1 1
1) ) . 3) o1
—1 1 0 1 1 0 —1 —4 3 0 2 —1
01 1 1 2 2 —1 1 0 2 1 1
3 2 0 3 0 2 2 0 4 1 1
1 1 1 —1 — —1 1 1
) e T | I e O
—1 1 0 2 2 0 2 4 1 1 2 0
02 —1 0 01 —1 0 -2 2 —1 2

4. Proveriti rezultate iz zadatka 3 koristeé¢i Laplasov razvoj (po pro-
izvoljnoj koloni).

12
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5. Proveriti tacnost slede¢ih nejednakosti.

40 2 2 21 2 =2 1 -1 -2 0
-31 1 -1 1 -2 2 2 2 1
1) s >0, 2) X <0, 3) ) >0,
-1 2 0 =2 01 0 -1 0 1 30
-2 1 1 =2 31 1 1 1 1 1 2
-2 2 1 =3 10 0 —1 0 0 11
2 1 2 1 =2 -1 -1
4) 50 <0, 5) X >0, 6) ’ 0 <0
-1 10 2 11 0 2 1 1 0 2
021 0 02 -1 2 2 0 10
6. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
30 1 -1 1 2 -2 2 31 12
2 1 1 1 2 2 1
1) S R Ol 5] 020 1o
120 2 xr 1 =3 3 2 01 x
2 1 2 =3 1 2 1 -1 3 20
2 2 -1 1 1 -1 1 0 -1 2 11
1 1 1 21 11 2
N —_3,6) 02y
01 -3 1 2 =2 2 2 xr 3 2 1
x 0 —2 3 1 00 =z 1110
7. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:
01 2 3 110 3 1 211
21 1 2 211 2+3x 20—1 1 2 1
Dit1ac1a]72 8121 2 783 9 91473
21 2 2 312 2 1 023

13
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2 1 31 3422 231 211 3
A 1 0 11_25 1 112_36 123 3 ,
)3 1 21__’) 1330_’)213 1 |
12-222 1 221 134122

8. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

1 -1 01 1 1 -1 -2
2 1 1 1 3 2 -2 1 1

2 _ _ 2 %=
Dam—dv=| o o |, Dr+ge=|s 3 5 I
1 -1 10 3 2 2 3
0 1 21 1 10 -1
25| 27112 a2 lo-11 0
Jattbr=1 1, 5 ) Jritgr=| o, | o 5|
2 2 920 1 01 0
2 1 21 29 0 1 —1
2 -1 -1 0 5 1 22 1

2 _ 2 _ T
Dlatsr=| 1 o 5 g0 Or-gr= o 1 3
2 2 20 0 31 1

9. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

1 -1 11 -1 11 11 -1 -1
1) -1 0 z 2 1, 9) r 1 1 6, 3) 12 1 = _6
1 2z 10 ’ -1 11 ’ 01 -1 1 ’

-1 -3 2 2 21 x 1z 1 -1

14
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-2 0 x 1 x 1 21 3z 1 2
4 2 -1 3 1 o5 2 -1 11 36 01 -2 1 4
) x 21 2] 7 ) 0 2 1| 7 ) 2 1 x 0]
0 3 11 3 =2 20 11 3 =2
10. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r—2 1 4 3 11 0 3
3 2 1 1 2 3 2) 21 1 3-2z _0
1 1 z+14| ' 1 21422 2 | 7
2 1 2 2 31 2 2
2 2 3 1 1 1-2x
2 1 z+11 1 3 3
3) 0 3 3 1 ’ ) 1432 3 1 ’
2 2—x 2 1 1 4 3
2 1 3 1 1 2 31
1 1 1 z+1 2v—1 2 1 1
Vlpog 12 1 |70 1 4 2 31|
1 1 2 2 3 3x+12 2
11. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
2 1 -1 —1 2 2 2 4
Ddz? + 33 > 0 1 -2 0 2)a? — 6z > 311 2
JAr BTzl o) T 201 2
1 -2 1 3 1 3 2 2
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DETERMINANTE

212 0
113 2

2 2 1-2

2 2

-3 -1

4)4r*—x <

1

01 2

-2 3

1111
1 011

0 -1 0

-1

<
27=110 0 2
300 0

11

6) 2%+

12. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

—2
—1

2

—1

0
x

—2

<2,

0

-3

—1

-1
1
2
-1

—2

—2

1

1
-2 2

T
-3

1

3
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DETERMINANTE

13. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

9

<t a (@)
A\ VI V
™M M AN — —
NN | [ — — o
- S 8
o + o
& oM o~ M AN M — M A
— — O — (@]
_ + — » o~ [\ N BN I
=
— N H =
8 — o — O —= ™M
~—~ ~~ —~
(o] <t Ne)
o — o~
| _
V A VI
™M AN <t — N — —
M o~ ™
[a\ ) H
+ — ™ o o= A+
& o — = = =
— o — o~ o~ — MmN <A
— 1) —
o | + — o N
8 a 8
—~ — —~
— (A 10O

14. Izracunati vrednost sledec¢ih determinanti koristec¢i Laplasov razvoj]

(po proizvoljnoj koloni).

— AN O - — — N AN O
_ _
SO 4 N +H O — N o~ N
_ _
— O N —~H —n O A —H O
— AN O N - —S O N O -
~~ —~
o™ Ne}
O = &N — O — = N -
AN~ O —~ AN — N — —~
[ [
— O N O - —\ O — N
_ |
O —~ — — —N AN O~
N —H N O N — O AN M A
_ |
~~ —
a Yool
N OO —H O - — AN o~ A
o - O o - SO —H O O M
— - - - O — = N o
— AN - O NN O
_ _ _
—_ O — O — — - O —H O
~~ ~~
— <t
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DETERMINANTE

— —H O N O SO 4 AN —~H O
_ _ _
_
— - O A O Q_u0101
_

N OO - O - AN - O Mm O
MmO H N O — o = O
— N
(=2 —

— O~ O SO N —H O
— AN N - O N — — O A
— O — — & 1011_‘0

_
—_ N O —H O OlﬁOl
_
N O A o~ — NN AN —~
_ | | _
— —
—
0 —
SO H —~ — — N — —~
— N - - O — N O o~
N~ — N - MmN O AN —H AN
— AN O — A N O — AN O
_ _
— M O AN — AN — O
— =
D~ —

15. Proveriti rezultate iz zadatka 14 koristeéi Laplasov razvoj (po
18

proizvoljnom redu).



MATRICE

2. Matrice

Literatura u kojoj mozete pronaci neophodne informacije o matricama:

[1], (2], [4], (6], [9)-[12] ili [14].
2.1. Operacije sa matricama

Primer 1. Ako su

1271 . 3 2
S EE R
tada je:
1 -1 1 2 2.1 2.2 2 4
T __ CA=9. — —
s FR R e Pt S
1 2 3 2 143 242 4 4
A+B:{—1 3]4{2 11:{—1+2 3+1}:{1 4}’
AB_12 3 2] [ 1-32-2] [-2 0
S =1 3 |2 1] |—1—2 3-1| |-3 2|

sl 3 TH R GG )

3 2 1 2] [3-1+42:(-1) 3-2+42:3] [1 12
B'A_{Q 1}'[—1 3]_[2-1“-(—1) 2-2+1-3}_{1 7}"

Napomena. Kada su u pitanju oznake napominjemo da ¢e proizvod
realnog broja « i matrice A (a - A), kao i proizvod matrica A i B
(A - B) biti krace zapisan, redom, sa «A i AB, dok ¢e se za jedini¢nu
matricu odgovarajuceg reda koristiti oznaka I.
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MATRICE

Zadact za vezZbu:

-2 -1
1. Ako je A= , izracunati:
3 1
1 1
1)34, 2) —§A, 3) AT, 4) 5AT, 5) (AT 6) A+31, T)A-I,

8)24—AT 9) A+ AT, 10) (AT™-I)T, 11) (A+3AT)T, 12) (A—2AT+1)T.

2. Ako su A= L3 i B= -3 iti sleded ]
. O Su == 0 _2 1 == 1 _1 ,proverl 1 Sledece rezul-
tate.
5 =5 . —4 4] e —1
DA-2B=| . 9AT4B=| | | 9AT3BT=] ]
[0 -5 . —2 2] oo [ =1 —1]
YB-3A=| | _|.5)B"-A=| | |, 0B 24"=]
3 Akosud—| 2 3 i B=| 7% Y irecunati
. O Ssu = _1 1 1 = 3 _1 ,1zracuna 1:

1) A+3B, 2)3A—B+2I, 3)2A+B'—1, 4)(A"™-B)", 5)(A-2B+3I)7,
6) B—2A, 7)2B+A+3I, 8) B—3A™+I, 9)(B™-A)", 10)(B+3A-2I)".

4 Moy d| V0L 2o

. O su = 1 -2 —1 1 = 9 11 , 1Zzracunati:
1)A-2B, 2)A+3B, 3)AT-2BT  4)(A+B)', 5)(A-3B)",
6) B+3A, T7)B-2A, 8)B"+3A", 9)(B-A4)", 10)(B+24)".
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MATRICE

2 —2 1 2
5 Akosu A=|1 0| i B=|1 1|, izracunati:
2 —1 1 -2
1)A-2B, 2)3A+2B, 3)A"™-3B", 4)(A+B)", 5)(2A-B)",
6) B+3A, 7)2B—3A, 8)B™24T  9)(B-A)', 10)(3B+A)"
3 0
6. Ak A=l1 —1| i 52| MY acmati
. O Su = 1 = 29 0 1 , 1Zzracunati:
11
1) A+3BT, 2)247-B, 3)A™+3B, 4)(A-BT)T, 5)(3AT+B)7,
6) B—3AT, 7)3BT-A, 8)B™+24, 9)(B+AT)T, 10)(2BT+A)"
21-1 1 1 1
7. Akosu A=|10 2| i B=|-2-1-1|, proveriti sledece
21 -1 0-2 1
rezultate.
(7 4 —2] (1 0 1] [4 -3 2]
1)3A+B=|1-1 5|,2)A"™-B=|3 -1 2|, 3) A™4-2B"=|3 -2 -3
6 1—2 1 42 1 0 1
[—3 —1 3] (3 -1 1] [5 —5 —6]
4)B—2A=|—4 -1 5|,5)B™+-A=[2 -1 0|, 6) BT-3AT=|2 -1
—4 -4 3 3 00 —
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1 -3 2 2 =2 =3
8 Akosu A=(2 0 —-1| i B=|0 —1 1], izracunati:
11 1 1 -2 0

1) A+2B, 2) AT-3B, 3) A+B"-3I, 4)(A-B-2I)", 5)(2A-B")"—-1I,

6) B+3A, 7) B"=24, 8) B+AT-21, 9)(B—A-3I)" 10)(3B—A")"+1.

-2 1
01 -2
9. Ako su A= i B=| 0 3|, izracunati:
12 0
11
1 4
1)A"™—2B, 2)B-3A", 3)B'-A, 4)3A-2BT 5)§BT+§A,

10. Ako su A:[O —1} i B:[Q —3},izraéunati:

1) A'B, 2)BAT, 3)ABT, 4)B'A, 5)A'B-3I, 6)B'A+2I,
7)(ABT)?, 8)(BA")?, 9)(AB")*~(BA")*, 10)(B"A)*, 11)(A'B)%,
12) (B™A)%-21, 13) (A’B)*+1, 14) (B'"A)*~(A'B)? 15) (A'B)?+ 3(B*4)2

2 =3
0 -1

0 -2
1 1

11. Ako su A= i B= , izra¢unati:

)AB, 2)ABT, 3)A"B, 4)A"BT, 5)BA, 6)BA", 7)B'A,
8) BTAT, 9)A’BT, 10)B*AT, 11)A?B*+2I, 12)B*A%*-3I,

13) A?B*+ B'AT-21, 14)AT"BT"™-B*A*+1, 15)ATB*+B*A"—1.
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2 -1
12. Akosu A=| —1 i B=| 1|, izracunati:
0 -1

1)ABT 31, 2) BAT+1, 3)(A™B)*, 4)(BTA)?, 5)(AB")?, 6) (BAT)?,

7) (ABT)?42I, 8) (BAT)*-31I, 9) (ATB)*+(BTA)*, 10) (ABT)*—(BA™)2.

2 —1 3 —1
13. Akosu A=|2 0 i B=|0 2|, izracunati:
3 1 1 1

1) ABT-3I, 2) ATB+1, 3) BA™1, 4) BTA+21 , 5) (A"B)*, 6) (BT A)?,
7) (ABT)?, 8)(BAT)?, 9)(A'B)*+2I, 10) (BTA)*-31I, 11)(AB")*+1,

12)(BAT)? =21,  13)(BTA)*—(A"B)*>+3I, 14)(AB")*—(BA")?-2I.

2 1 0 1 11
14. Akosu A=|—-1 -1 -1 i B=|3 0 1|, izracunati:
0 1 —1 2 11

1)AB, 2)ABY, 3)A’B, 4) ATBY, 5)BA, 6) BA™, 7) BTA, 8) BTAT,
9) A’BT, 10) B?A”, 11) A’B*>-31, 12) B*A*+2I, 13) ATB*~B?A"+1,

14) BTA*—A’BT 31, 15) A’B*+BTAT 421,  16) ATBT+B?A*—1.
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MATRICE

0]

15. Neka je A=
5. Neka je 11

. Izrac¢unati p(A) ako je:

Dp(x) =242, 2)p(x) = —z+1, 3)p(x) =32-2, 4)p(zr) = —22+3.

2 0]
16. Neka je A= 31| Izracunati p(A) ako je:
2 5 L, 2 2
Dp(x)=z27 2)pe)=-32", 3)pe)="-22, 4)p(z)=-2"+3z,

5) p(z) =21, 6) p(x) =222, T) p(z) =2’~a+3, 8) p(z) =—3a%+a-+2.

1 1

17. Neka je A =
7 eka je 5 _q

] i p(x) =2® — 2z — 2. Proveriti tacnost
0 —1

-2 2|

i p(r) =—2? + 3z + 1. Proveriti tacnost

1 -2
-1 =11

sledece jednakosti: p(A)=

1
18. Neka je A= ]

| IS

2
3

sledece jednakosti: p(A)=

-1 2 1
19. Neka je A=| 2 —1 0 |. Izracunati p(A) ako je:
0 0 —1

Dp(x) =2-2, 2)p(z) =—z+3, 3)p(r)=22-3, 4)p(zr)=-3z+4,

11 2 3 3 1 1 3
5)p(z) =325, 6)p(z)=—ga+ . Nple)= o+, 8)ple)=—gz—3.
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1 0 =2
20. Neka je A= 2 —1 0 |. Izracunati p(A) ako je:
0 1 2
2 2 2 Lo, 2
) p(x)=2"-2, 2) p(x) =—22"+3, 3) p(x) =32"—x, 4)p(x):—§x +§a:,
5 9 2,1 3
5)p(r) = a°—3z+2, 6)p(x) =—3z"+2z+4, 7)p(zr) = ¥ %5
1 01
21. Neka je A=|1 2 3| i p(z)=22% — 3z — 4. Proveriti tatnost
011
[—5 2 1
sledece jednakosti: p(A)=| 3 4 11
L 2 3 1
1 0—-17
22. Neka je A=|1 1 2| i p(z)=—2%+ 3z + 1. Proveriti tacnost
2 0 1]
(3 0-5
sledeée jednakosti: p(A)=[9 3 9
110 0 3
20 1
23. Neka je A=|1 1 —1| i p(z)=3z* — 4z + 2. Proveriti tacnost
30 1
150 5
sledece jednakosti: p(A)=|—4 1 1
15 0 10

25



MATRICE

2.2. Inverzna matrica

Primer 1. Neka je

A272 - 2

A 2 —4
Sl -1
Tada je, ‘A’ = 2, A171 = —1, A1’2 = —1, A2,1 =4 i
Dakle,
11 —17 1[-1 4
_1__ _
A _2[4 2] 2 [—1 2]"
Primer 2. Neka je i
2 —1 2
A=|1 -1 0
2 11
Tada je, |A| =5,
A= -1, Ay1=— =3, A=
1,1 ‘ 1 1 ‘ ) 2,1 ’ ) 3,1 ’
1 0
A 1, Ayo= =—2, Aso=—
1,2 ’2 1 ‘ ) 2,2 ‘ ’ 3 3,2 ‘
1 -1 2 —1
A1,3_’2 1'_37 A2,3__'2 1':_47 A3,3 ‘
Dakle,
T
-1 -1 3 -1 3 2
A== 3 =2 4|==|-1 -2 2
2 2 -1 3 —4 —1
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Zadact za vezZbu:

1. Naéi inverznu matricu A1, ako je:

1)A:ﬁ :;’] 2)A:[_§ _ﬂ 3)A:ﬁ g
5)A:[(2) _H 6)A:[_g _;} 7)A:[§ g
2. NekajeA:B ;].Tadaje A‘lzi{_z _1:
3. NekajeA:[i _g}.TadajeA_lz}l[i _g

. Proveriti.

. Proveriti.

4. Odrediti u zavisnosti od realnog parametra a kada postoji inverz

matrice A i (u sluéaju kada postoji) naéi inverznu
jer

o A o 5] s ] o[

1
pacls ) was[ 3 5] masfa ) 9

matricu A~!, ako
0
a b
2
a

|

5. Odrediti u zavisnosti od realnog parametra a kada postoji inverz

matrice A i (u sluéaju kada postoji) naéi inverznu
je:

matricu A™!, ako



MATRICE

-2 1
6. Ako je A:[ 9 _3 } , izracunati vrednost slede¢ih izraza:

DA-ATY ) A+ATY) 3) —3A42A7Y, 4)24-3A7"', 5) —3A+4A7",

6) A—3AT I, T)—A+AT =3I, 8)2A+3A7 -4, 9) —4A+3AT 21

-2 -3 4 6
7. Neka je A= . Tada je A7t — 34= . Proveriti.
1 2 -2 —4
11 2

5 2
. Neka je A= . Tada je 2A — A7 =
8. Neka je [3 1] ada je [3 -

] . Proveriti.

9. Nadi inverznu matricu A=!, ako je:

1 0 —2] (3 2 —1] 1 0 1]
A=| 0 2 . 2DA=|1 -1 0|, 3)4A=|2 3 -1/,
-2 1 2 1 1 1 -2 1
[—1 2 1] 3 -2 1] (2 1 1]
HA=| 0 1 =1, 5)A=[1 0 =2, 6)A=|0 -1 1
-1 1 3 0 1 1 1 3 -1
21 1 4 —4 0]
10. Nekaje A=|1 1 1|. Tada je A! = %‘ -2 3 1
13 -1 —2 5 —1
Proveriti.
-1 1 1 11 1]
11. Neka je A=| 2 0 —2|. Tada je A™! = % 4 1 2.
1 -1 3 ~1 0 -1
Proveriti.
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12. Odrediti u zavisnosti od realnog parametra a kada postoji inverz
matrice A i (u sluéaju kada postoji) naé¢i inverznu matricu A=, ako
jer

1 a 2 (2 1 2] 0 1 a
DA=|1 -1 1|, 20A=|a -1 0|, 3)A=|2 -2 1|,
2 1 -1 2 1 -1 1 1 -1
(1 0 1] 1 1 0] (2 -1 1]
fHA=|3 =1 1|, BA=[1 -1 a|, 6)A=[1 0 2
a 1 -1 1 3 -1 1 a —1

13. Odrediti u zavisnosti od realnog parametra a kada postoji inverz
matrice A i (u sluéaju kada postoji) naé¢i inverznu matricu A=, ako
jer

1 a0 a 1 1 1 a0
NA=|1 =2 2|, 2)A=| 0 -1 2|, 3)A=|a -1 2/,
a 21 -1 2 a 2 11
(2 1 a (2 1 —1] (2 o 2]
4)A=la 0 1|, 5H)A=|0 1 a|, 6)A=|1 0 —1
1 -1 2 a —1 1 a 3 1
2 0 1
14. Akoje A=|1 1 2|, izracunati vrednost sledecih izraza:
1 2 -1

DA+A 2)A-3A71 3)34 2471 4)24+347% 5) -A 547"

6) A42A™ 1, 7) —3A+A 2, 8)A-A"Y43I, 9) —24+3A7 31
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-1 1 0 -3 =2 —17
15. Nekaje A=| 1 1 1|. Tadaje A ' —3A=|-2 -2 —4
01 1 -1 —4 —1 ]
Proveriti.
-1 10 8 0 67
16. Neka je A = 210 Tada je A2 +4A7 1 =0 2 0
2 0 2 2 0 0
Proveriti.

-1 1 2 —1
17. Ako su A—{ 9 1 i B:l 1 } , izra¢unati:
2 —3 0 3

2
A 2B, 2)247'4+B7', 3)A'B-AB™', 4)A'B'+A-2I,
5)B'43A4, 6)3B7'—A~', T)B'A+BA”', 8)B'A"'-B+3I.

2 1 _ 2 3
18. NekasuA—{3 1} 1 B—{2 2}.

1 -2
Tada je A~! — 2B~ 1= { ] O} . Proveriti.
0 1 ) 1 3
19. NekansuA—{_1 2] i B—{l 2}.
. 1 -1 -8 ol
Tada je B~ —3A7 = 5 1] Proveriti.
-2 11 1 21
20. Akosu A= 1 0 2 i B=| 0 1 2|, izracunati:
0 -1 1 -1 -2 0

DA B, 2)247'-B™' 3)AB '+ A'B, 4)A'B'-3A+1,
5)B'—A, 6)3B'+A7', 7T)BAT'-B'A, 8)B'A'+2B-I.
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1 1 2 1 -1 1
21. Nekasu A=[1 -1 1 i B=|3 01
1 -1 0 1 11
3 5
3 733
Tada je A~' —4B~'=| 2 —1 —2 |. Proveriti.
-3 3 -4
-2 10 1 -1 3
22. Nekasu A=| 1 -1 1 i B=|1 -1 1
1 1 0 0 1 -1
-1 1 2
Tadaje B 4+347'=| 2 —1 3. Proveriti.
5 5
2 2

2.3. Matriéne jednacine

1 0
matriénu jednacinu: XA = BT 4+ X.

Resenje. 1z XA = BT+ X sledi XA-X =BT tj. X(A-1I)=DB".

Neka je C = A— 1 tj. XC = BT, iz ¢ega, pod uslovom da postoji
inverz matrice C, dobijamo da je X = BTC L.

Primer 1. Date su matrice A = [ 2 _3} i B= [_(2) 1] Resiti

Potrebno je naé¢i C~1 tj.
2 -3 107\ . 1 -37""
Lol 1o 1 odnosno | | .

1 -3
1 -1

Posto je

s 3]
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MATRICE

Cip=-1, Cip=-1, (01 =3, Cyp=1,

o L[ -1 Tar-13
20 3 1| 20-1 1|

Prema tome, reSenje date matrié¢ne jednacine je

et 1] -4

dobijamo da je

21 0 1][-1 1 1 1

Zadaci za vezZbu:
. 1 3 . N .
1. Ako je A= L1l reSiti matricne jednacine:
DAX =1, 2)XA=1 3)XA=A" )AX = A", 5)XA=A"—]
6) AX+I = AT, T) XA-3I = A?, 8) AX = AT+ X, 9) XA+3X = A—1.
2 =2 1

-1 1 -3 =2
2. Ako su A:{ } i B :[ 1 } , resSiti matricne jednacine:

H)XA=DB,2)BX=A,3)XA=B", 4)BX = A" 5)AX = B!,
6) AX—I =B" 7)BX+3I = A? | 8) XA+2X = B, 9) XB = AT+ X .

2 2 -1 =2
3. Ako su A:[_g 1 ] i B:{ 5 3 ] , reSiti matricne jednacine:

)BXA=1I, 2)A'XB'=1I, 3)B"XA'=1I, B"X=A""-X,
5)(XT-B)'=3I+XA, 6)(BX ) '=A-1+X, 7)(A-X)'=B.
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4. Ak A= 21 'B—2 Lz Siti matricne jednacine:
cAkosud=| , | 1B=|, _, ;| resiti matricne jednacine:

NAX=B, 2)XA=B" 3)ATX=B, 4)XA"=B" 5)AX-3X=B8,
6) XA=B"-X, 7) ATX =B+2X, 8) ATX~AX =B, 9) XA+ X A"=pB".

2 0
2 1
5. Ako su A:{ 1 _1] i B=|0 —1 ], resiti matri¢cne jednacine:
1 2

)AX=B" 2)XA=B, 3)ATX=BT 4)XA"=B, 5) AX+2X=5B",
6) XA=B+X, ) ATX=B"-2X, 8) AX+A"X=B" 9) XA-XA"=B.

1 -2 1 10
)BX=A, 2)XB=A" 3)B'X=A, 4) XB'=A", 5)XB-X=A",

1 0 2 -2 3
6. Ako su A:[ } iB :[ } , reSiti matri¢ne jednacine:

6) BX=A+2X,7)B'X=A-X, 8) BX+B'X=A, 9) XB-XB'=A".

2 2
0
7. Akosu A=|1 1| i B:{_2 ) } , resiti matricne jednacine:
0 2

)BX=A" 2)XB=A, 3)B"X=A" 4) XB"=A, 5)BX-3X=A",
6) XB=A-2X,7)B"X=A"+X,8) BTX-BX =A" 9) X B+ X B’= A.

1 2 2
8. Akoje A=|3 2 1|, resiti matri¢cne jednacine:
00 2

DAX=1I, 2)XA=1I, 3)AX=AT 4)XA=AT 5)AX=A" —3I,
6) XA=A* 42 )AX —I=A"" 8) XA=AT+ X, 9)AX + X =A+1.
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01 2 12 2
9. Akosu A=|1 3 1| i B=|0 1 1], resiti matri¢cne jednac¢ine:
112 112

1)XA=B, 2)XB=A, 3)AX=B" 4)BX=A" 5 AX=B"+1I,

6) BX—2[=A% T) XA+I=B" 8) XB=A"+X, 9) XA-3X=B-1.
110 21 2

10. Akosu A=|1 3 1| i B=|1 1 1], resiti matri¢ne jednacine:
012 103

DWAXB=1,2)BXA=1,3)ATXB ' =1, 4)B"X-1=A"12X,

6)(X=A)"=BX, I)(AX")"=X+B, 8)(X 'B) '=A4, 9)(X-B) '=A.

201
211
11. Akosu A=|2 11| i B:[ 11 1], reSiti matriéne jednacine:
011

) XA=B, 2)A’X=B" 3)AX=B" 4)XA"=B, 5) XA+X=B8B,

6) AX=B"+X, 1) XAT=B-3X, 8) XA+ XA"=B, 9) AX—-A"X = B".

122
203 51 9
12. Akosu A=|011{| 1 B= 101 , reSiti matri¢ne jednacine:
311
211

N XA=B, 2)ATX=B" 3)AX=B' 4)XA"=B, 5) XA-3X=B8,

6) AX=B"-X, 7) XAT=B+2X, 8) XA-XA"=B, 9) AX+A"X=DB".
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120

321
13. Ako su A:{l 0 2] i B=|3 1 2|, resiti matricne jednacine:
121

)BX=A" 2)BT"X=A" 3)XB=A, 4 XB"=A, 5) BX+2X=A",

6) XB=A-3X, 7) BP"X=A"+X, 8) BX+B'X=A" 9) XB-XB"=A.

211
3192 120
14. Ako su A= i B=|0 1 1], resiti matricne jednacine:
211
113
110

1)BX=A" 2)B"X=A" 3)XB=A, 4 XB"=A, 5)BX+3X=A",
6) XB=A-2X, 7) B'X=A"+X, 8) BX-B'X=A" 9) XB+XB"=A.

2.4. Rang matrice

Primer 1. Odrediti rang matrice A.

—1 2 —1

1 0 2

A=l o ¢

3 =2 5

1z
—1 2 —1 -1 2 -1 -1 2 -1
A 1 0 2| a 0 2 1] v 0 2 1
=2 6 -1 0 2 1 00 0]}’

3 =2 5 0 4 2 0O 0 0

zakljuéujemo da je rang(A) =2.

35



MATRICE

Napomena.

Napomenimo da se A dobija primenom slede¢ih elementarnih operacija:
1) prvi red se doda drugom redu;

2) prvi red se pomnozi sa -2 i doda tre¢em redu;

3) prvi red se pomnozi sa 3 i doda ¢etvrtom redu;

Napomenimo da se ¥ dobija primenom slede¢ih elementarnih operacija:
1) drugi red se pomnozi sa -1 i doda treéem redu;

2) drugi red se pomnozi sa -2 i doda ¢etvrtom redu. ¢

1. Odrediti rang slede¢ih matrica.

[4 —3 1 —3 2 4 2 4
1)A=|3 —2[,2)A=| 2 —3|,3)A=|-3 —6|,4)A=|1 1

3 51 1 0 =2 -5 -3 =2

! 2 1 1 =2 1 1 1
8A_—32 1 9A_—3—3 6 10} A 3 2 -1
) A= 13—2’) 2 2 —4|’ ) -2 -1 2
-1 0 2] -1 -1 2 -2 0 =2

1 -2 2 0 1 2 3 2 1 1 3 2
1)A=| 1 2 -3 -3],12)A=|1 3 1 1[,13)A=|2 0 1 1
-2 0 1 3 1 2 31 1 220
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2. Odrediti rang matrice A u zavisnosti od realnog parametra a.

],

T 1T 1
™M — ™M N — N A AN AN
[ _
O — A 0 8 M
S — | —_ 3 o~
L | N — O
I ™ Y — — D
<< _ _ M N
|
— L | | 1
~ Il I Il
o = < <
— N3 \T/ m/ m.o/
[ — —
ol _|_7 - —
] i
[ _ — - O
MAI“/ S oA O — N - _
o _ | o 3 <
— N — 1nﬁQ_u1 — O A
121_. | __
T
Il
S 3 M I <C M“/
< — x
] = > '
< -
—
=~ - — = o < =
- r _
—_— - -3 ‘I_Q_UAI_L
— 3 A — 3 < ™M
| — O - _ N o
_ [
L | I | | I | 1 __
I I [ <
= = = —
—~ o - —
— o) 0 —
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3. Sistema linearnih jednacina

Literatura u kojoj mozete prona¢i neophodne informacije o metodama
resavanja sistema linearnih jednacina: [1], [2], [4], [6], [10]-[12] ili [14].

3.1. Gausova metoda

Primer 1. Resiti Gausovom metodom slededi sistem:
r + 2y — 32 =0
2 + by — 4z = 3 (1)
v — 4y + 2z =1
Resenje. Mnozenjem prve jednacine sistema (1) sa —2 i dodavanjem
drugoj jednacini, kao i mnozenjem prve jednacine istog sistema sa —3
i dodavanjem trecoj jednacini dobijamo sledeé¢i (ekvivalentan) sistem:
r+ 2y — 32 =0
y + 2z =3 (2)
— 10y + 11z =1
Mnozenjem druge jednacine sistema (2) sa 10 i dodavanjem trecoj
jednacini istog sistema dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:
x4+ 2y — 32 =0
y + 22 =3 (3)
31z = 31
Iz poslednje jednacine sistema (3) sledi da je z = 1. Iz pretposlednje
jednacine istog sistema sledi da je y = 1. Na kraju, iz prve jednacine
istog sistema sledi da je x = 1.
Dakle, resenje sistema (3), a time i njemu ekvivalentnog sistema (1),
je uredena trojka (z,y,2) = (1,1,1) tj. sistem (1) ima jedinstveno
reSenje — odreden sistem. ¢
Primer 2. Resiti Gausovom metodom slededi sistem:
T+ 2y + z =2
3r + 5y + 22 =5 (4)
2 + y— z =1
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Resenje. Mnozenjem prve jednacine sistema (4) sa —3 i dodavanjem
drugoj jednacini, kao i mnozenjem prve jednacine istog sistema sa —2
i dodavanjem trecoj jednacini dobijamo sledeé¢i (ekvivalentan) sistem:
T4+ 2y + z= 2
-y - z=-1 (5)
-3y — 3z = -3
Mnozenjem druge jednacine sistema (5) sa —3 i dodavanjem trecoj
jednacini istog sistema dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:

T4+ 2y +z= 2
-y —z=-1 (6)
0= 0
Identitet 0 = 0 mozemo izostaviti iz sistema (6), pa se sistem (6) svodi
na slededi sistem od dve jednacine:

T+ 2y + 2 =
y+ oz =

2
: (7)

Iz poslednje jednacine sistema (7) sledi da je y = 1 — z. Na kraju, iz
prve jednacine istog sistema sledi da je z = z.
Dakle, resenje sistema (7), a time i njemu ekvivalentnog sistema (4),

je svaka uredena trojka oblika (x,y,2)=(t,1 —t,t), t R, tj. sistem
(4) ima beskona¢no mnogo resenja — neodreden sistem. ¢

Primer 3. Resiti Gausovom metodom slededi sistem:
r -2y + z= 1
—x + 3y — 2z = =2 (8)
2t — y — z= 3
Resenje. Dodavanjem prve jednacine sistema (8) drugoj jednacini, kao
i mnozenjem prve jednacine istog sistema sa —2 i dodavanjem trecoj
jednacini dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:
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r -2y + z= 1
y — z = —1 9)
3y — 3z = 1

Mnozenjem druge jednacine sistema (9) sa —3 i dodavanjem trecoj
jednacini istog sistema dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:

r—2y +z= 1
y — 2z = —1 (10)
0= 4

Iz poslednje jednakosti sistema (10) koja je nemoguéa sledi da sistem
(10), a time i njemu ekvivalentan sistem (8), nema resenja — nemogué
sistem. ¢

Zadact za vezZbu:

1. Resiti Gausovom metodom sledeéi sistem linearnih jednacina.

r —3y +2z= 0 r + 3y + 2z =
1) 20 — 2y — 2z = —1 2) 20+ 2y + 2z =
r+ y— z= 1 -r + y+ z=
r+ 2y + z= 4 3v — 2y + z =4
3) 4r + 3y — 22 = —4 4) © — 3y + 2z =3
3r — y— z= 6 2c + y — z =1
r — 3y + 2z = =5 r — 3y — 2z =
5) 20 — 3y + z = —4 6) 2v — 3y — 2z =1
r — 4y + 3z = =7 20 + 3y + 22 = 3
r+ y+ 2z2= 3 r — 2y — 3z =3
7 2x — 2y + 3z = =3 8) = + 3y + Hz =
3r — y+ z = -4 20 — 5y — 3z =1
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2. Resiti Gausovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.

1)

7)

3z
4x
2

4x
3z

xZ

Tx
2z
4x

4x
2x
3x

_|_
+
+

+

2z
5z

3z =

3z =

5z

3z =

3z =
4z =
2z =

3z =

4z

He =

2)

4)

6)

8)

2z
—3x
3

2z
—4x
4x

4x
—2x
3

—4x
3z
2

+

+
+
+
+
+

-+

+
+
_|_

_I_

4z =

5z

3z =

2z =
2z =
3z =

2z
3z

4z =

3z
2z
4z

3. Resiti Gausovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.

1)

T
3z
15%5

3z

2x

4x
3z
5%

+

+

3z =

2z

5z =

3z

4z =

2z =
5z =

-3
1
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2x +
7)4x—3y+52—
3r 4+ dy + 2z =

3z =

20 + 4y — 3z =
8) 6y — bz =
r + by — 4z =

4. Resiti Gausovom metodom sledec¢i sistem linearnih jednacina.

3z =

T
2x
1) 3z

T

3x
T
2x
x

3)

2x
T
4x
x

5)

_|_

2y
3y

_|_

+ +

+ o+ +

_|_

4z
z

2z =

2z
4z
3z

z

4z =

z
3z

2z =

3z
z
2z

z =

x
2x
x
3x

2)

4z
3z

T
15%5

4dx

x
3x
2x

T
2x
3x
4x

+F++ o+

+
+

2y
3y

+

+ 4+ ++++ A+

3z =

4z
z

He =

2z

3z

Tz =

2z
5z

3z =

5z =

4z
5z

Tz =

5. Resiti Gausovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.

4z =

3
2z
1) —4x
3z

+

by + 4z =
4y — bz =
+ 3y + 2z
by + 3z =

2

1
1
2

42
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3xr —
—9r —
4r +
3r +

2y
3y
2y
4y

5z

3z =
2z =

I
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I
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3)

5)

7)

—2r +
5T —
—Tr +
Sr —

2x
—3z
4x
—3x

2x
15%5

+ 4

+ + o+

517 —
Tr +

5y
3y
3y
2y

+

3z = 2
2z = =5
4z = 7
3z = —H
4z = 1
52 = —H
3z = 4
52 = 2
3z = 6
22 = —4
3z = 6
4z = —8

-3z
2x
—2x
4x

4)

3x
—4x
5%
2x

6)

3x
4x
—2x
3x

8)

+
+

I+ o+

+ 4+ 4+

3z =

2z
4z

Hz =

Hz =

3z
4z

3z =

4z =

5z
3z

2z =

6. Resiti Gausovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.

1)

3r + 2y

T

20 + y

—X

+ 2y
+ by

Y

+ 5z
+ 3z
+ 4z

3z
5z =

z =

4z =
2z
3z
bz =

4z =

43
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%) —3z
—2x
4
T
4) —2x
T
T
—3z

6)
2

+
+

+

+ o+ +

z =

4z
3z

2z
5z

3z =

2z

3z =
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T — 2y — 3z = 2 r+ y+ 2z2= 3
— + = -2 -2z — 3y — = -2
7 x z 3) x Y z

2z + 3y + = 4 y — z = —2

2c + y— z= 4 r+ 4y + 3z = 1

7. Resiti Gausovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.

20 — 3y + 42 = 1 dy + 3z = 1
) dr + 3y — 5z = =7 9 or + 2y + 4z = 3
)—3x+5y = -2 )3x—4y—22’:—1

v — 4y + 22 = 1 —2x + 3y + 4z = 8
—4xr + 6y + 3z = 5 2c + 5y + 3z = 0
5 3rv — oy — 2z = —4 4 dr + 3y + 52 = —4
>2a: — 3z = —1 ) 4y + 3z = =5
—2r — 4y + 5z = —1 —3r — 5y — 4z = 1

20 — 3y = 5 20 — 3y — 4z = —1
5) or — 4y + 2z = 8 6) 4y 4+ 3z = =3
—4dxr + 2y — 3z = —7 dr + dy + 2z = =5

v + 3y + 4z = =3 —3r + 2y + 4z = 3
—Hx + 4z = 1 —3r + 4y — 22 = 5
7) 3x + 2y — 5z = 0 ) 4x + 5z = 8

dr — 3y + 2z = =3 or + 2y + 3z = —1

20 — 4y + 3z = =2 20 — 3y + 4z = 7

3.2. Kramerova metoda

Primer 1. Resiti Kramerovom metodom slededi sistem:
T+ 2y — 32 =0
20 + by — 4z =3 (11)
v — 4y + 22 =1
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Resengje. Treba odrediti D determinantu sistema (11) i D,, D, i D,
determinante koje odgovaraju, redom, nepoznatoj x, y i z.

1 2 =3
D=2 5 —4
3 -4 2

—1.5:242(—4)-3+(=3)-2-(~4) —3-5-(=3) — (—4) - (-4)-1—2-2-2=31,,

0 2 -3
D,=|3 5 —4
1 -4 2

=1-5-142:3:340-2-(-4)—3-5-0—(-4)-3-1—1-2.2=31,

Dakle,

_ Dy __ _ Dy _ _ D, _
I—fw—l, y_f_17 Z—Dz—l

Prema tome, resenje sistema (11) je uredena trojka (z,y,2)=(1,1,1)
tj. sistem (11) ima jedinstveno resenje — odreden sistem. ¢

45



SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Primer 2. Resiti Kramerovom metodom sledeéi sistem:
T+ 2y + 2z =2
3r + 5y + 2z =5 (12)
2c + y — z =1

Resenge. Treba odrediti D determinantu sistema (12) i D,, D, i D,
determinante koje odgovaraju, redom, nepoznatoj z, y i z.

12 1

D=3 5 2

2 1 —1
=1.5-(-1)+2-2-241-3-1-=2-5-1—-1-2-1—(-1)-3-2=0,

2 2 1 1 2 1 1 2 2
D,=|5 5 2|=0, D,=|3 5 2|=0, D.=|3 5 5|=0.
11 -1 2 1 —1 2 1 1
Napomena. D, =0 jer je D, = D, D, = D, = 0 na osnovu osobine
determinanti koja glasi: Vrednost determinante je jednaka 0 ako su ele-
menti jednog reda (kolone) jednaki (ili proporcionalni) odgovarajuéim
elementima nekog drugog reda (kolone).
Dakle,

D=D,=D,=D, =0,

Na osnovu toga zakljuéujemo da sistem (12) moze biti neodreden ili
nemoguc.

Iz
1 2 1 1 2 1 1 2 1
35 2|~]0—-1-1|~1]0 -1 —-11{,
2 1 -1 0 -3 -3 0O 0 O

zakljuéujemo da je rang matrice sistema (12) jednak 2.
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Iz sistema (12), prebacivanjem jedne (razlika izmedu broja nepoznatih
sistema i ranga matrice sistema) nepoznate npr. x, na drugu stranu
jednakosti, dobijamo:

20+ 2z = 2—x

Sy + 22 = 5—3x (13)

y — z=1-2z
Da bismo odredili zavisnost nepoznatih y i z od nepoznate x dovoljno
je, imajuéi u vidu da je rang matrice sistema (12) jednak 2, izabrati
bilo koje dve jednacine sistema (13). Izborom prve dve jednaé¢ine dobi-
jamo:

2—x 1 2 2—x
|5—3a: 2‘ ’5 5— 3
Y=o T Ty "
He H

Lako se proverom moze utvrditi da svaka uredena trojka oblika (x, y, 2)
= (t,1 —t,t),t€R, ispunjava i treéu jednacinu sistemu (13) odnosno
da je sistem (13), a time i sistem (12), neodreden sistem (po jednoj
nepoznatoj).

Napomena. U navedenom primeru smo kod sistema (12) prebacili
nepoznatu x na drugu stranu jednakosti i odredivali zavisnost nepoz-
natih y i z od nepoznate x. Medutim, kod sistema (12) mozemo: pre-
baciti nepoznatu y na drugu stranu jednakosti i odredivati zavisnost
nepoznatih x i z od nepoznate y, ili prebaciti nepoznatu z na drugu
stranu jednakosti i odredivati zavisnost nepoznatih = i y od nepoznate

zZ. ¢
Primer 3. Resiti Kramerovom metodom slededi sistem:
r -2y + z= 1
—x 4+ 3y — 2z = =2 (14)
2t — y — z= 3
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Resengje. Treba odrediti D determinantu sistema (14) i D,, D, i D,
determinante koje odgovaraju, redom, nepoznatoj x, y i z.

1 -2 1
D=|-1 3 -2
2 -1 -1

—1-3-(=1)+(=2) - (=2)-241-(=1) - (=1) —=2-3-1—(=1) -
(=2)-1=(=1)-(=2)-(-2) =0,

1 -2 1
D,=|-2 3 =2
3 -1 —1

=1-3-(-1)+(-2)-(-2)-3+1-(-2)-(-1)—3-3-1—(—1)-
(=2)-1=(=1)-(=2) - (=2) = 4.
Posto je determinanta sistema (14) jednaka 0, i determinanta koja
odgovara bar jednoj nepoznatoj, a to je u ovom slucaju determi-
nanta D,, razli¢ita od 0, zakljucujemo da sistem (14) nema resenje
— nemoguc sistem. ¢

Zadact za vezZbu:

1. Resiti Kramerovom metodom sledeéi sistem linearnih jednacina.

r — 3y — 2z = —1 der + 3y — 4z = 4
1) 22 + 4y + 3z = 1 2) 2z — 4y — 3z =5
3r — by — z = —4 20 — 3y — 4z = 8
2 + 4y — 3z = —4 r — 3y +2: =0
3) 4r + 3y + 2z = =2 4) 2z + y — =1
3r + 2y + 4z = 3 3r — 2y + 1
x4+ 3y + 2z = —4 T+ y+ 22 =06
5) 3 — 2y — 4z = 7 6) 22 + y + 2z =2
20 + by + 3z = —6 3r + 2y + 32 = 8
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r+ 3y + z= -7 dr + y — 2z = 2
7) 3r — 2y — 4z = =2 8) z + 4y + 2z =1
2 + y + 3z = 3 3v — 3y — 2z = 2

2. Resiti Kramerovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.

20 — 3y + 4z = 3 br 4+ y — 4z = —1
)z +y — 3z = -1 2) 2y — 3z = =2
3r — 4y = 4 3r + y — 3z = —1
3r — 2y + z = —7 r —y — 3z = —1
3) v + 3y — 2z = —1 4) + 22 = 1
dy + 3z = 7 v —y + z = -1

r— y+ z= -3 2z — 2z = —06
5) 3z — ¥y = -1 6) z + 2y + 3z = 4
or — 3y + 2z = =7 dr — 3y + 2z = —4
r + 2y — 4z = 3 2z + 3z = 5
7) -y + 2z =-1 8) = + 3y —2z= 4
20 — Yy + 22 = 4 v — Yy + z= -7

3. Diskutovati i resiti primenom Kramerove metode, u zavisnosti od
realnog parametra a, sledeci sistem linearnih jednacina.

T+ ay — z = a 20 +ay + z = a
1) x + 2z =a 2) ar + 3y — 22 = =2
ay + z = a rT —ay + 22 = 2

ar + y + z =1 r+ y+ az =
3) = +ay + z =2 4) x +ay + z=a
T+ y+azx =3 ar + Yy + z =a
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ar + y + z =-1 T+ y+ az = a®
5) —x + 3y + z = 3 6) * + ay + z = d?
ar + y + 3z =1 ar + y + z = a?
ar — y + 2z =1 - + Yy + az =
N x4+ ay — z=1 8) x +ay — 2z = a
—r + y +az =1 ar — y + z = —1
ar + ay + z = 1 ar + y + z = d?
9) @’z + y + z = 10) =z +ay + 2z =
v+ oy +z=1 T+ y+az =1

3.3. Matriéna metoda

Primer 1. Resiti matricnom metodom slede¢i sistem linearnih jednacina.
r + 2y — 32 =20
2¢ + by — 4z = 3 (15)
v — 4y + 2z =1

Resenge. Sistem (15) mozemo zapisati u obliku: AX =B, gde je

1 2 -3 T 0
A=12 5 4|, X=|y i B=1|3
3 —4 2 z 1

Prema tome, X = A~!B. Dakle, potrebno je naéi A=, Iz

1 2 -3
Al=[2 5 —4
3 —4 2

=1-5-2+42-(=4)-3+(—3)-2:(—=4) —3-5-(=3) — (~4)-(—4)-1—2-2-2=31,
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1,1 ‘_4 2‘ 67 2,1 ’_4 2‘ 87 3,1 '5 _4‘ 77
2 —4 1 -3 1 -3
A — =—16, Aso= 11, Azs= =-2
1,2 '3 2‘ ) 2,2 ’3 2’ ) 3,2 ‘2_4‘ )
2 5 1 2 1 2
Aiz= =—-2 Agz3=— =1 A =1
13 ‘3_4‘ 3, 2,3 ‘3_4‘ 0, 3,3 ‘2 5‘ ;
dobijamo da je
 [6 16 23 ‘ 6 8T
A_lzﬁ 8 11 10| =_7|-16 11 -2
7T =2 1 —23 10 1
tj.
x ) -6 8 7 0 ) 31
X=|y |=A"'"B=—1|-16 11 —=2| |3 =37 31 |=11
z —-23 10 1 1 31
odnosno (z,y,z) = (1,1,1). ¢
Zadact za vezbu:
1. Resiti matricnom metodom slededi sistem linearnih jednacina.
r— 3y + 2z = 1 r+ 4y — 32z = 0
1) =3z + 4y — 2z = —1 2) 2z + 3y — 42 = —4
20 + 5y — 4z = 0 3r — y + 2= 7
T+ 3y - z= T r+ 2y + 32 = 2
3) 3z — 4y + 2z = =5 4) 2z + 3y — 2z = =3
-5 + 2y + 2z = —1 3r + y — 2z = =5
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5) —2x
x
3z

7)) —2x
T
T

9) —3x
x

x

11) =3z
x
x

13) —2x

_|_

20 + 3y +
1) 3y +
3r — 2y —

3r — vy
3) x + 2y —
2¢ + y —
r — y +
5) 2z —
3r — 2y +

—3z= 0
+ 2z = 1
— bz = =3
— 4z = =3
+ 5z = 5
+ 2z = 4
— 3z = 4
— 4z = -3
+ 2z = =3
— 2z = —6
+ 4z = —4
— bz = 1
+ z= 1
+ 4z = =5
+ 5z = —1

3z = —1
2z = —1
4> = 9
2

z = =2

3z = —4
22 = b5
3z = =7
z 2
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6) 2x
3z

8) 2x
4x

x
10) 2z
5%

X
12) 2z
X

3z
14) 5z
4x

3z

3z

+ 4+ 4+ o+ + A

+ o+ 4

4~

-

— 2z

+ 3z =

3z =

2z =

z =

2z =

3z =
s =
2z =

2z =

3z =

4z =

I
ot

|
|
N

I
ot
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3v — 2y + 42z = —6 —-T +
7) 5 — 3y — 22 = 5 8) T —
4dr — by = -3 3z
- y+3z= 1 —x +
9) 2z + 3y — 2z = —5 10) 3z —
r — 4y — Sz = =2 dor +
v + y + 4z = 3 —T
11) = + 2y = —1 12) 2z +
20 + 3y — 2z = 1 3r —
20t + y — 5z = 3 3x
13) = — 3y = -3 14) —x +
v — 2y — 3z = 2 20 +

4y
3y

3y
2y
oy

+ 4+ o+

+

3z =

2z

2z =

2z =

6z =

2z =

3z

4z =

3z

3.4. Homogeni sistemi linearnih jednacina

Primer 1. Resiti homogeni sistem linearnih jednacina.

r 4+ 2y — 3z =0
2¢ + 5y — 4z =0
v — 4y + 22 =0

Resenje. Treba odrediti D determinantu sistema (16).

1 2 =3
D=2 5 —4
3 —4 2

(16)

—=1-5:242-(—4)-3+(=3)-2-(—4)—3-5-(=3) — (—4)-(—4)-1-2-2.2=31,
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0 2 -3 10 -3 1 20
D,=|0 5 —4|=0, D,=|2 0 —4|=0, D,=[2 5 0|=0.
0 —4 2 30 2 3 -4 0

Napomena. D, = D, = D, = 0 na osnovu osobine determinanti
koja glasi: Vrednost determinante je jednaka O ako su svi elementi
jednog reda (kolone) jednaki 0.

Posto je D # 0, sistem (16) ima jedinstveno resenje:

_ Dy __ Dy D, __
r=5=0,y=5=0, 2=75 =0

Prema tome, resenje sistema (16) je uredena trojka (z,y, z) = (0,0,0)
tj. sistem (16) ima jedinstveno resenje - odreden sistem. ¢
Primer 2. Resiti homogeni sistem linearnih jednacina.
T+ 2y + z2=20
3r + by + 22 =0 (17)
2 + y— z2z=20

Resenje. Treba odrediti D determinantu sistema (17).

1 2 1
D=|3 5 2
2 1 -1

=1-5-(-1)+2-2:2+1-3-1-2-5-1-1-2-1—(=1)-3-2 =0,

Posto je D = 0 sistem (17) nema jedinstveno resenje (a to je uredena
trojka (z,y,z) = (0,0,0)), ve¢ ima beskonaéno mnogo resenja - neod-
reden sistem.

1z
1 2 1 1 2 1 1 2 1
35 2[~|0-1-1|~]0-1-1],
2 1 —1 0 -3 -3 0 0 O

zakljucujemo da je rang matrice sistema (17) jednak 2 tj. da je sis-
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tem (17) neodreden sistem po jednoj, razlika izmedu broja nepoznatih
sistema i ranga matrice sistema, (slobodnoj) nepoznatoj.

Iz sistema (17), prebacivanjem jedne nepoznate, npr. z, na drugu
stranu jednakosti, dobijamo:

20 + 2z = —x
5y + 2z = —3x (18)
Yy — z = —2x

Da bismo odredili zavisnost nepoznatih y i z od nepoznate x dovoljno
je, imajudi u vidu da je rang matrice sistema (17) jednak 2, izabrati
bilo koje dve jednacine sistema (18). Primenom Kramerove metode,
na npr. prve dve jednacine sistema (18), dobijamo:

z 1 2

3r 2 ‘5 T
121 Y T2

’5 2 5 2

odakle sledi da je svaka uredena trojka oblika (z,y, z) = (t, —t,t),t €R,
resenje sistema (17).

Napomena. U navedenom primeru smo kod sistema (17) prebacili
nepoznatu x na drugu stranu jednakosti i odredivali zavisnost nepoz-
natih y i z od nepoznate x. Medutim, kod sistema (17) mozemo: pre-
baciti nepoznatu y na drugu stranu jednakosti i odredivati zavisnost
nepoznatih x i z od nepoznate y, ili prebaciti nepoznatu z na drugu
stranu jednakosti i odredivati zavisnost nepoznatih x i y od nepoznate

z. ¢
Zadact za vezZbu:

1. Resiti homogeni sistem linearnih jednacina.

T+ 2y + z2=20 r + 2y — z2=20
1) 52 — 2y — 32 =0 2) 3z + by — 2z =0
20 — by — 42 =0 r — 2y + 32 =0
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3) 3z
2

5) 3z
2x

2x

+ 3z =
+ 3z =
+ 2z =

+ 2z =

+ 2z

Il
o

J— z =

3z

10) 2z

X

12) 4z
A

2. Resiti homogeni sistem linearnih jednacina.

1) 15%4
3z

4x
3)
15%5

— 2z =

— 3z

2)
3x
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2z

2z =

3z =

3z

2z =
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3r — y — 2z =20
5 x — 3y =0
2 + 2y — =z 0
20 — 2y + =z 0
7 x + 32 =0
3v — y + 22 =0
2z -z 0
9) 3z — y —2z=0
r — by — 3z =20
3r — by + 2z =0
11) y — 2z =0
3r — 4y — 2z =0

3. Odrediti, u zavisnosti od realnog parametra a, kada

4x
6) x
2x

12) =
2x

+ o+ 4+ +

+

+

2y — 2 =0
y + 52 =20

+ 32 =0
3y 0
4y — 2z =0
4y + 52 =0
3y — 2z =0
Yy =0
y — 22 =0
2y — 42 =0

— 22 =0
y — 3z =20

homogeni

sistem linearnih jednacina ima i netrivijalnih resenja i, u tom slucaju,
odrediti ih.

1)

- + 3y + 2z =
— 2y +az =0
T+ y— 32 =0

ax
X

ax

azx
3z

X

+
+

Y
ay
ay

2y
y
2y

az = 0
az = 0
z =10
z =10
22 =0
2z = 0

0

57

-z + (a+2)y + z
2) (a—1)z — y + (a+1)z
r + Yy — z =
—2r + y — az =
4) x4+ (a—2)y — =z
r — y + az =
-z + 2y + (a—2)z =
6) = + ay + 3z

o O O

—x + 3y + (a+1)z =

o O

o O O
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11) 2x

2z =

z

az =

2z =

2z =

az

3z =

T — ay + 3z =
8) (2+a)r + y + (2—a)z
2z + (14a)y — z =
r + 2y — z =
10) (a+2)r — ay + (a—1)z =
—r + ay + 2z =
r — 2y + 2z =
12) T + ay — z =

o8

(a—1)z — 3y + (a+2)z =
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4. Finansiyska matematika

Literatura u kojoj mozete prona¢i neophodne informacije o proporci-
onalnosti veli¢ina, procentnom i kamatnom rac¢unu: [2], [9], [12] ili [14].

4.1. Proporcionalnost veli¢ina

Primer 1. Odrediti nepoznatu = tako da vazi sledece:

(x—%):(x+%):3:4

Resenje: 1z a : b= ¢ : d <= ad = bc dobijamo:
(z—3):(z+3)=3:4<=4(z—-3)=3(z+3) <=4 —-3=3z+1

—r=4. ¢

Primer 2. Odrediti a : b: c: d, ako je
a:b=2:3,b:¢c=6:7 1 ¢c:d=T7:8.

Resenge:

Iza:sz:Bdobijamobz%a,
izb:c:6:7dobijamoc:%b t] c:%-%azga,
izc:dz?:Sdobijamodz%c tj. dz%&a:2a.

Dakle,a:b:c:d:a:%a:%a:Qa.

Mnozenjem svakog ¢lana razmere na desnoj strani prethodne proporci-
je sa 4 dobijamo:
a

a:b:c:d=4:6:7:8.¢

Primer 3. Ako se u 5 kamiona moze prevesti 12 435 kg robe, koliko
je kamiona potrebno da bi se prevezlo 32 331 kg robe?
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Resenje: Broj kamiona i koli¢ina robe su direktno proporcionalne
velicine, jer sto je viSe kamiona wise ¢e se i robe prevesti.

Dakle,
5 kamiona 12435 kg robe
T x kamiona 32331 kg robe

Pratec¢i smer strelica dobijamo slede¢u proporciju:
x5 =232331:12435,
odakle, imajuéi u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:

5-32331

:5=32331:124 124 =5-32331 =
x:5=3233 35 3Dxr=5-32331<=u 12435

Potrebno je 13 kamiona da bi se prevezlo 32 331 kg robe. 4
Primer 4. Ako 16 ucenika ocisti skolsko dvoriste za 5 sati, koliko je
vremena potrebno da 20 ucenika ocisti isto skolsko dvoriste?

Resenge: Broj ucenika i vreme su obrnuto proporcionalne velicine, jer
Sto je wiSe ucenika potrebno je mange vremena da se ocisti dvoriste.

Dakle,
5 sati 16 ucenika

x sati 20 ucenika
Pratec¢i smer strelica dobijamo slede¢u proporciju:
x:5=16":20,
odakle, imajuc¢i u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:

x:5:16:20<:>20x:5-16<:>x:%:4.

Potrebno je 4 sata da 20 ucenika ocisti isto skolsko dvoriste. ¢
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Zadact za vezZbu:

1. Odrediti nepoznatu x tako da vazi sledece:

a) x:132="5:6, b)15:8=x:0,32, «¢)0,54:2=0,3:0,25,
d) 43 2 =35:13, ) 32:5i=w:2;, f)2:33=15:z
2. Odrediti nepoznatu x tako da vazi sledece:

a) (x+3):(z—1)=3:2, b) (z—1):3=(3—1x):2,
c)s:35=(x—3):(Bx—1), d) (x—2,5):2,4=(z—3):2.
3. Odrediti nepoznatu = tako da vazi sledece:

a) (x+v2): (x+3)=3:2, b) V3 :v2=(z—V2): (z+3),
¢) (x—2v2):3=(x—1):2, d)V2:(z4+V3) =V3: (z+V2).
4. Odrediti nepoznatu = tako da vazi sledece:

a) (x—2i): (x+1i)=3:4, b)i:2=(x—1): (z+2),
¢) (x+3i):2=(i—x):1, d)2:(2i—z)=3:(z—31),
pri éemu je i imaginarna jedinica (i = v/—1).

5. Odrediti a : b : ¢, ako je

a)a:b=1:3 1 b:c=4:5, b)a:b=5:3 1 b:c=4:
c)a:b=5:6 1 b:c=3:2, d)a:b=4:3 1 b:c=T7:5.
6. Odreditia:b: c:d, ako je
a)a:b=3:4,b:c=8:9ic:d=9:11,
Ja:b=2:3b:c=4:Tic:d=5:6,
c)a:b=1:3,b:c=7:31c:d=7:5,
d)a:b=7:6,b:c=4:31ic:d=9:8.

7. Za 15 knjiga potrebno je platiti 21 420 dinara. Koliko je dinara po-
trebno platiti za 24 knjige?

8. Za 12 kg voca placeno je 804 dinara. Koliko se kilograma voca mo-
ze kupiti za 1407 dinara?
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9. Jedan posao 6 radnika zavrsi za 3 sati. Za koliko ¢e sati isti posao
zavrsiti 9 radnika?

10. Koliko je radnika potrebno da bi se odredeni posao zavrsio za 3
sata, ako je poznato da taj posao 6 radnika moze da zavrsi za 4 sata?

11. Sonja je krenula na put koji moze da prede za 3 sata ako se krece
brzinom od 80 kTm Kojom brzinom treba da se kre¢e Sonja da bi isti
put presla za 2,5 sata?

12. Nikola je krenuo na more. Put do mora Nikola prede za 5 sati
ako se krece brzinom od 60 kTm Koliko ¢e minuta ranije Nikola sti¢i
na more, ako brzinu kretanja poveca za 15 kTm?

13. Koliko ¢e dinara zaraditi 18 radnika za 40 dana rade¢i dnevno 7
sati, ako 12 radnika za 42 dana radeé¢i dnevno 8 sati zaradi 360 000
dinara?

14. Koliko sati dnevno treba da radi 18 radnika da bi za 45 dana za-
radili 480000 dinara, ako 12 radnika radec¢i dnevno 9 sati za 48 dana
zaradi 512 000 dinara?

15. Koliko radnika treba da radi 8 sati dnevno da bi za 200 dana za-
radili 4 020 000 dinara, ako 24 radnika radeé¢i dnevno 7 sati za 180 dana
zaradi 4041000 dinara?

16. Koliko dana treba da radi 28 radnika 6 sati dnevno da bi zaradili
2004 000 dinara, ako 20 radnika rade¢i dnevno 7 sati za 20 dana zaradi
2000000 dinara?

4.2. Procentni racun

Primer 1. Cene robe je sa 3025 dinara snizena na 2541 dinara. Za
koliko procenata je snizena cena robe?

Resenje:
I nacin: " 3025 dinara 100 % "
2541 dinara z %
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Pratec¢i smer strelica dobijamo slede¢u proporciju:
2541 : 3025 =z : 100,
odakle, imajuci u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:
254100

2541 :3025=2: 100 <= 30252=2541-100 <= x = 3025 =84

Cena robe je snizena za 16% (= 100% — 84%).

II nacin: Cene robe je snizena za 484 dinara (=3025—2541). Dakle,

" 3025 dinara 100 %
484 dinara r %

Prateci smer strelica dobijamo slede¢u proporciju:
484 : 3025 = x : 100,
odakle, imajuéi u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:

484 : 3025 =12 : 100 <= 30252 =484-100 <= xz%zlﬁ

Cena robe je snizena za 16%. ¢

Primer 2. Cena robe nakon poskupljenja za 25% iznosi 5 345 dinara.
Koliko je iznosila cena robe pre poskupljenja?

Resenje:
5345 dinara  125% "
r dinara  100%

Pratec¢i smer strelica dobijamo slede¢u proporciju:
x 5345 =100 : 125,
odakle, imajuéi u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:

534 500
125

Cena robe pre poskupljenja je iznosila 4276 dinara. ¢

x:5345=100 : 125 <= 1252=5345-100 <= = =4276.
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Zadact za vezZbu:

1. Cene robe je sa 1255 dinara povecana na 1757 dinara. Za koliko
procenata je povecana cena robe?

2. Cene robe iznosi 4200 dinara. Koliko procenata treba da iznosi
povecanje da bi nova cena robe iznosila 4 746 dinara?

3. Cene robe je sa 2540 dinara snizena na 2159 dinara. Za koliko
procenata je snizena cena robe?

4. Cene robe iznosi 5825 dinara. Koliko procenata treba da iznosi
snizenje da bi nova cena robe iznosila 4 947 dinara?

5. Cene robe je iznosila 3120 dinara i poveéana je za 35%. Odrediti
novu cenu robe.

6. Cene robe je iznosila 4250 dinara i snizena je za 18%. Odrediti
novu cenu robe.

7. Nakon poskupljenja za 34% cena robe iznosi 3 012 dinara. Koliko
je iznosila cena robe pre poskupljenja?

8. Nakon snizenja za 27% cena robe iznosi 4874 dinara. Koliko je iz-
nosila cena robe pre snizenja?

9. Knjiga ima 350 strana. Ako je student procitao 62% knjige, koliko
je jos strana ostalo studentu da bi procitao knjigu do kraja?

10. Polaganju pismenoga ispita iz Kvantitativnih metoda pristupilo je
ukupno 120 studenata. Nakon objave rezultata utvrdeno je da je pro-
laznost na pismenom ispitu iznosila 60%. Koliko je studenata polozilo
pismeni ispit, a koliko studenata nije polozilo pismeni ispit iz Kvantita-
tivnih metoda?

11. Za ispit iz Kvantitativnih metoda student treba da pripremi 450
ispitnih pitanja. Koji procenat ispitnih pitanja je student ve¢ pripre-
mio ako mu je ostalo jos da pripremi 99 ispitnih pitanja?

12. Nikola je krenuo na put. Ako je presao 15 km $to predstavlja 30%
puta, kolika je duzina celog puta na koji je krenuo Nikola?
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13. Proizvodnja u jednoj fabrici je iznosila 845 000 tona. Ako je
plan proizvodnje u toj fabrici prebacen za 10%, koliko tona je iznosila
planirana proizvodnja?

14. Proizvodnja u jednoj fabrici je, umesto planiranih 950 000 tona, iz-
nosila 1 112 456 tona. Za koliko procenata je ostvarena veca proizvod-
nja od planirane?

15. Cena robe je iznosila 3 136 dinara i poveéana je za 25%. Za koliko
procenata treba sniziti novu cenu da bi se roba opet prodavala po
pocetnoj ceni?

16. Cena robe je iznosila 5400 dinara i snizena je za 16%. Za koliko
procenata treba povecati novu cenu da bi se roba opet prodavala po
pocetnoj ceni?

17. Cena robe je snizena za 18% i prodaje se za 6 068 dinara. Za koli-
ko procenata tu cenu treba povecati da bi se roba prodavala po prvo-
bitnoj ceni tj. ceni od pre navedenog snizenja?

18. Cena robe je povec¢ana za 16% i prodaje se za 7221 dinara. Za
koliko procenata tu cenu treba smanjiti da bi se roba prodavala po
prvobitnoj ceni tj. ceni od pre navedenog povecanja?

19. Cena robe je prvo povecana za 14%, a zatim je povecana za jos
21%. Nakon toga je cena robe snizena za 35%. Koliko je iznosila
pocetna cena robe, ako se roba nakon navedenih povec¢anja i snizenja
prodaje po ceni od 1200 dinara?

20. Cena robe je prvo snizena za 11%, a zatim je snizena za jos 15%.
Nakon toga je cena robe povecana za 26%. Koliko je iznosila pocetna
cena robe, ako se roba nakon navedenih snizenja i povecanja prodaje
po ceni od 2354 dinara?

4.3. Kamatni rac¢un

Napomena. U svim zadacima re¢ je o kamatnoj (interesnoj) stopi
na godisnjem nivou.
Primer 1. Na koliko je godina ulozen kapital od 45200 dinara po ka-
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matnoj (interesnoj) stopi od 8%, ako je doneo kamatu (interes) od
14 464 dinara?

Resenje: K = 45200 dinara, p = 8% i ¢ = 14464 dinara.
Iz K:1=100:(g-p) tj.
45200 : 14464 =100 : (g - 8),
imajuéi u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:
45200 : 14464 = 100 : (g - 8) <= 45200 g-8=14464-100

1446400
361600

Kapital od 45200 dinara koji je doneo kamatu (interes) od 14464
dinara ulozen je po kamatnoj (interesnoj) stopi od 8% na period od 4
godine. ¢

g = 4 godine.

Primer 2. Koliku ée kamatu (interes) doneti kapital od 72000 dinara
ulozen na 7 meseci po kamatnoj (interesnoj) stopi od 14%?

Resenje: K = 72000 dinara, m = 7 meseci i p = 14%.
Iz K:i=1200: (m-p) tj.
72000 :3=1200: (7-14),
imajuci u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = be, dobijamo:
72000 :¢=1200: (7-14) <= 1200i="72000-7 -14
. 7056000

1200

Kapital od 72000 dinara uloZen na 7 meseci po kamatnoj (interesnoj)
stopi od 14% donosi 5880 dinara kamate (interesa). 4

= 5880 dinara .

Primer 3. Po kojoj je kamatnoj (interesnoj) stopi ulozen kapital
od 54000 dinara u periodu od 14. maja 2021. do 16. avgusta 2021.
(30,360), ako je doneo kamatu (interes) od 966 dinara?
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Resenje: K=54000 dinara, d=14.maj 2021. — 16. avgusta 2021.= 92
dana i =966 dinara.

Iz K:i=236000:(d-p) tj.
54000 : 966 = 36000 : (92 - p),

imajuéi u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:
54000 : 966=36 000 : (92 - p) <= 54000 - 92 - p=966-36 000
34776000

P= 1968000

Kapital od 54000 dinara koji je u periodu od 14. maja 2021. do 16.
avgusta 2021.(30,360) doneo kamatu (interes) od 966 dinara ulozen je
po kamatnoj (interesnoj) stopi od 7%. 4

=7%.

Primer 4. Duznik je poveriocu vratio dug, zajedno sa kamatom, od
32450 dinara uz kamatnu (interesnu) stopu od 8,5%, za period od 14.
juna 2021. do 21. avgusta 2021. (30,360). Koliki je bio dug, a kolika
kamata (interes)?

Resenje: K +1 = 32450 dinara, d = 14. jun 2021. — 21. avgust 2021.=
67 dana i p = 8,5%.

Iz K : (K +1i)=236000: (36000 +d-p) tj.
K : 32450 = 36000 : (36000 + 67 - 8,5),
imajuci u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = be, dobijamo:
K : 32450 = 36000 : (36 000 + 67 - 8,5)
<= K - (36000 + 67 - 8,5)=32450 - 36 000

1168200000
~36569,5

Dug je 31 944,65 dinara, a kamata (interes) 505,35 (=(K+1i)-K=32450-
31944,65) dinara. ¢

= 31944, 65 dinara .
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Primer 5. Po odbitku 5,5% kamate (interesa) za 9 meseci duznik je
vratio 12545 dinara. Koliki je dug, a kolika kamata (interes)?

Resenje: K — i = 12545 dinara, m = 9 meseci i p = 5,5%.
Iz K: (K —1i)=1200: (1200 —m-p) tj.
K :12545=1200: (1200 —9-5,5),
imajuci u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = be, dobijamo:
K :12545=1200: (1200 —-9-5,5)
<= K-(1200—-9-5,5)=12545-1200

15054000
-~ 1150,5

Dug je 13 084,75 dinara, a kamata (interes) 539,75 (=K-(K-i)=13 084,75-
12545) dinara. ¢

= 13084, 75 dinara .

Primer 6. Bosku i Branki je banka odobrila zajam i to: Bosku je
odobren zajam od 35350 dinara na 2 meseca i 12 dana po kamatnoj
(interesnoj) stopi od 8,1%, dok je Branki odobren zajam od 42420
dinara na 75 dana po kamatnoj (interesnoj) stopi od 8,5% (30,360).
Koliku ¢e kamatu (interes) ostvariti banka?

Resenje: K1=235350 dinara, d; =2 meseca + 12 dana=2-30+12="72
dana i p; =8, 1%, Ky=42420 dinara, dy="75 dana i p, =8, 5%.

Iz K :i=36000: (d-p), imajuéiuvidudajea:b=c:d <= ad = bc,
dobijamo:

K-d-p

K:': : . .':K. . ) —
i =36000: (d-p) <= 36000-i dp<=i 26000

Kamata (interes) banke i je:

Ky+dy-pr+ Ks-dyps  35350-72-8,1 + 42420-75-8,5
36000 N 36000

1 =1+ 1y =
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= 473%5% = 1323, 86 dinara.

Banka ¢e ostvariti kamatu (interes) od 1323,86 dinara. 4
Zadaci za vezZbu:

1. Koji kapital ¢e za 5 godina, uz kamatnu (interesnu) stopu od 8%,
doneti 1240 dinara kamate (interesa)?

2. Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 45500 di-
nara za 7 godina uz kamatnu (interesnu) stopu od 9%?

3. Za koliko ¢e godina kapital od 9870 dinara, uz kamatnu (interesnu)
stopu od 25%, doneti 7402,50 dinara kamate (interesa)?

4. Po kojoj je kamatnoj (interesnoj) stopi ulozen kapital od 1500 di-
nara ako je za 6 godina doneo 350 dinara kamate (interesa)?

5. Koji kapital ¢e za 10 meseci, uz kamatnu (interesnu) stopu od 6%,
doneti 545 dinara kamate (interesa)?

6. Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 32500 di-
nara za 8 meseci uz kamatnu (interesnu) stopu od 6%?

7. Za koliko ¢e meseci kapital od 5000 dinara, uz kamatnu (interesnu)
stopu od 4%, doneti 150 dinara kamate (interesa)?

8. Po kojoj je kamatnoj (interesnoj) stopi ulozen kapital od 1320 di-
nara ako je za 9 meseci doneo 156 dinara kamate (interesa)?

9. Koji kapital ¢e za 72 dana, uz kamatnu (interesnu) stopu od 9%,
doneti 936 dinara kamate (interesa) (30,360)7

10. Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 9370 di-
nara za 55 dana uz kamatnu (interesnu) stopu od 7% (k,365)7

11. Za koliko ¢e dana kapital od 100000 dinara, uz kamatnu (interes-
nu) stopu od 3%, doneti 450 dinara kamate (interesa) (30,360)?

12. Po kojoj je kamatnoj (interesnoj) stopi ulozen kapital od 56 500
dinara ako je za 64 dana doneo 452 dinara kamate (interesa) (k,360)?

69



FINANSIJSKA MATEMATIKA

13. Koji ¢e kapital, sa kamatnom (interesnom) stopom od 35%, doneti
350 dinara kamate (interesa) od 2. marta 2021. do 12. septembra 2021.
(30, 360)7

14. Koji ¢e kapital, sa kamatnom (interesnom) stopom od 6%%, doneti
1 000 dinara kamate (interesa) od 7. septembra 2021. do 25. decembra
2021.(30,360)7

15. Koji ¢e kapital, sa kamatnom (interesnom) stopom od 27%, doneti
512 dinara kamate (interesa) od 17. aprila 2021. do 13. oktobra 2021.
(k,365)7

16. Koji ¢e kapital, sa kamatnom (interesnom) stopom od 5%%, doneti
176 dinara kamate (interesa) od 14. aprila 2021. do 13. jula 2021.
(k,360)?

17. Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 69 350 di-
nara za period od 15. maja 2021. do 12. oktobra 2021. (k,365) uz
kamatnu (interesnu) stopu od 5%7

18. Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 82000 di-
nara za period od 16. juna 2021. do 21. novembra 2021. (30,360) uz
kamatnu (interesnu) stopu od 9,5%7

19. Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 115500
dinara za period od 4. jula 2021. do 24. novembra 2021. (k,360) uz
kamatnu (interesnu) stopu od 11,5%7

20. Kapital od 2000 dinara ulozen je 4. avgusta 2021. po kamatnoj
(interesnoj) stopi od 12%. Do kog datuma treba da bude ulozen taj
kapital da bi doneo kamatu (interes) od 240 dinara (k,360)?

21. Kapital od 50000 dinara ulozen je 13. aprila 2021. po kamatnoj
(interesnoj) stopi od 6%. Do kog datuma treba da bude ulozen taj
kapital da bi doneo kamatu (interes) od 600 dinara (k, 365)7

22. Po kojoj je kamatnoj (interesnoj) stopi ulozen kapital od 34 176
dinara ako je za period od 21. maja 2021. do 21. oktobra 2021. (30,360)
doneo 712 dinara kamate (interesa)?
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23. Sa kojom ¢e kamatnom (interesnom) stopom kapital od 10950
dinara doneti 114 dinara kamate (interesa) od 30. avgusta 2021. do 3.
decembra 2021. (k,365)?

24. Po kojoj je kamatnoj (interesnoj) stopi ulozen kapital od 1500 di-
nara ako je za period od 4. maja 2021.do 28. septembra 2021. (k,360)
doneo 90 dinara kamate (interesa)?

25. Koliko dinara je iznosio pozajmljeni kapital koji je duznik primio
uz kamatnu (interesnu) stopu od 6%, ako je za 2 godine i 2 meseca
platio 4300 dinara kamate (interesa)?

26. Koji ¢e kapital, sa kamatnom (interesnom) stopom od 4,5%, do-
neti 16 500 dinara kamate (interesa) za 2 godine, 3 meseca i 15 dana
(30,360)7

27. Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 18000
dinara za 1 godinu i 5 meseca uz kamatnu (interesnu) stopu od 6,5%7

28. Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 56 000 di-
nara za 2 godine, 4 meseca i 20 dana (30,360) uz kamatnu (interesnu)
stopu od 11,5%7?

29. Na koji vremenski period je ulozen kapital od 42000 dinara, sa
kamatnom (interesnom) stopom od 15%, ako je doneo kamatu (interes)
u iznosu od 15575 dinara (30,360)?

30. Banka je 15. maja 2021. odobrila zajam. Duznik je 26. juna 2021.
vratio dug uvecan za kamatu (interes) i ukupno platio 75200 dinara.
Kolika je visina odobrenog zajma, ako je kamatna (interesna) stopa
4% (k,360)?

31. Zajedno sa kamatom (interesom) od 8,4% za 125 dana duznik je
poveriocu vratio 425 000 dinara. Koliki je dug, a kolika je kamata
(30,360)?

32. Duznik je poveriocu vratio dug, zajedno sa kamatom od 522925
dinara uz kamatnu (interesnu) stopu od 7,5% (k,360), za period od 17.
jula 2021. do 13. avgusta 2021. Koliki je bio dug, a kolika kamata?
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33. Banka je 20. aprila 2021. odobrila zajam od 16 200 dinara uz ka-
matnu (interesnu) stopu od 10%. Kada je vracen zajam, ako je zaje-
dno sa kamatom (interesom) vraceno 16 224 dinara (k,365)?

34. Zajam od 48 000 dinara odobren je od banke 15. maja 2021. Po
kojoj je kamatnoj stopi odobren zajam, ako je duznik 13. juna 2021.
zajedno sa kamatom (interesom) vratio 48 280 dinara duga (30,360)?

35. Po odbitku 10,5% kamate (interesa) za 2 godine duznik je vratio
465000 dinara. Koliki je dug, a kolika kamata?

36. Po odbitku 6,5% kamate (interesa) za 8 meseci duznik je vratio
56 560 dinara. Koliki je dug, a kolika kamata?

37. Po odbitku 7,2% kamate (interesa) za 75 dana duznik je vratio
325155 dinara. Koliki je dug, a kolika kamata (30,360)7

38. Po odbitku 4,8% kamate (interesa) od 28. marta 2021. do 3. juna
2021. duznik je vratio 60400 dinara. Koliki je dug, a kolika kamata
(30,360)7

39. Po odbitku 5,3% kamate (interesa) od 22. aprila 2021. do 14. jula
2021. duznik je vratio 85320 dinara. Koliki je dug, a kolika kamata
(k,360)7

40. Po odbitku 6% kamate (interesa) od 3. maja 2021. do 5. avgusta
2021. duznik je vratio 74650 dinara. Koliki je dug, a kolika kamata
(k,365)7

41. Banka je Aleksandru, Ani i Bojani odobrila zajam od, redom,
30000 dinara na 7 godina, 34000 dinara na 6 godina i 27 000 dinara
na 8 godina. Kamatna (interesna) stopa po kojoj su odobreni navedeni
zajmovi iznosi 9,4%. Koliki ¢e interes ostvariti banka?

42. Banka je Aleksandri, Bojanu i Anji odobrila zajam od, redom,
9450 dinara na 8 meseci, 11 530 dinara na 7 meseci i 10460 dinara na
9 meseci. Kamatna (interesna) stopa po kojoj su odobreni navedeni
zajmovi iznosi 7,3%. Koliki ¢e interes ostvariti banka?
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43. Banka je Nemanji, Anastasiji i Moniki odobrila zajam od, redom,
110450 dinara na 94 dana, 108 230 dinara na 85 dana i 112 735 dinara
na 88 dana. Kamatna (interesna) stopa po kojoj su odobreni navedeni
zajmovi iznosi 8,8%. Koliki ¢e interes ostvariti banka (30,360)7

44. Banka je Sanji odobrila zajam od 15000 dinara na 6 godina po
kamatnoj (interesnoj) stopi od 10%, Nikoli zajam od 12460 dinara
na 5 godina po kamatnoj (interesnoj) stopi od 8% i Marku zajam
od 13500 dinara na 7 godina po kamatnoj (interesnoj) stopi od 9%.
Koliki ¢e interes ostvariti banka?

45. Banka je Mariji odobrila zajam od 113000 dinara na 7 meseci po
kamatnoj (interesnoj) stopi od 7,5%, Mirku zajam od 115500 dinara
na 6 meseci po kamatnoj (interesnoj) stopi od 7% i Sonji zajam od
110640 dinara na 7 meseci po kamatnoj (interesnoj) stopi od 6%.
Koliki ¢e interes ostvariti banka?

46. Banka je Branimiru odobrila zajam od 43 720 dinara na 75 dana po
kamatnoj (interesnoj) stopi od 5,5%, Moniki zajam od 54 240 dinara
na 70 dana po kamatnoj (interesnoj) stopi od 6,8% i Stefanu zajam
od 50350 dinara na 72 dana po kamatnoj (interesnoj) stopi od 6,4%.
Koliki ¢e interes ostvariti banka?

47. Banka je Nikoliji odobrila zajam od 65550 dinara na 1 godinu i
2 meseca po kamatnoj (interesnoj) stopi od 7,3% i Nevenu zajam od
72150 dinara na 10 meseci po kamatnoj (interesnoj) stopi od 7,7%.
Koliki ¢e interes ostvariti banka?

48. Banka je Nenadu odobrila zajam od 100500 dinara na 1 godinu,
3 meseca i 25 dana po kamatnoj (interesnoj) stopi od 6,3%, Marijani
zajam od 104 450 dinara na 11 meseci i 10 dana po kamatnoj (interes-
noj) stopi od 6,1% i Strahinji zajam od 102 560 dinara na 455 dana po
kamatnoj (interesnoj) stopi od 6,6%. Koliki ¢e interes ostvariti banka
(30,360)?
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5. Realne funkciyje jedne realne promenljive

Literatura u kojoj mozete pronac¢i neophodne informacije o realnim
funkcijama jedne realne promenljive: [2], [3], [5], [6], [9], [12] ili [14].
5.1. Domen funkcije

Primer 1. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

DVy=o5s  2V=gm y=a5  Hy=h(5).
Resenje:

1) D,={zeR|2*-22—-3 # 0} =R\{—1, 3}. Poslednja jednakost sledi
1z

2+v4+12 244
L S rx#£—1 N x#3.

2 —20—-3#40 & x#

2 2
2) Dy={z€R|2 -3z > 0}=(—00, 3). Poslednja jednakost sledi iz
2
2-3z>0 & -3r>-2 & x<§.

3) Dy={zeR|e**'—1+# 0}=R\{—3}. Poslednja jednakost sledi iz
1
e2x+1_17£0 PN e2x+17£1 o 62x+1#60 = 21._’_17&0 = .’L’?é—§

4) D, = {zeR|£2 > 0} =(-3,2). Poslednja jednakost sledi iz
—00 —3 2 400

r+3|— |+ |+

2—x |+ |+|—|. 4
z+3
= | | T~
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Zadact za vezZbu:

1. Odrediti domen sledec¢ih funkcija.

Dy=>, 2)y:1—22x’ 3)3/:31;22’ )y:%’ 5)?/:?1,32’
6)‘”:;92:3;’ 7)‘”:%’ 8)y:1—32x2’ )y_3x22x—4’ Jy= 22?2’
=
15)y:x213x’ 16)y:3x22+x’ )y_xf:—??x’ 18)y—2i+;,

2. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

Dy=— > 2y=— > By=—
y_x2+3a:+4’ y_4x2—5:v+1’ y_x2+a:—12’
T 3 2x
W= ety V= a3 W= oo
xr—3 3x+4 3 —2x
Ny =——r 2 8)y=—2T% 9y = —> L
) S STk )Y = 53 o V= a1
2 3— 2 2 —2
My=— 2 y=—""" =T
V= o8 V= s R ok
4 x 4x — 3x2 2 — 2
By=ar—¢ W g 321 DT 1132
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a? +4r —5 a? + 3z 42 _ 3®+2r -3

16)y = T2 T90 gy, LTS ey, 2 AT O
W=sa iy ey WY e o

3. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1)y_%+x—21-3’ 2>y:1f3x_2—xx2’ 3>y:2fx 3;_—Ix’
4)y:ijr§+2x2?)—:c;—3’ 5>y:x23—4_2x3x2’ )y:3f;2+—31+11i_9i2’
7)y:x2i3+a:2ig;+4’ 8)y:$22—x_;x——:—32’ g)y:j;:—_;c ?:;fj——;:’
1O)y:x§:—?}x_2x2—x2’ 11)y:23xx2:5m 5x—3§2—4’ 12)3/::121——1:2—1—1:2_%
13)y:xi2x—232+x212_x2x—2’ 14)y:x23—w?>_mi—2+x233x_%’
15)y:x2:—232—2+$2+§$+1’ 16)y:x22f6_xl+9_a:2+§x—3'

4. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

Dy=vz, 2)y=+v-z, 3)y=Va2, 4)y=v-a2, 5)y=15,
6)y=v—a3, Ny=vV2+z, 8)y=vV3—=xz, 9y=+/—z(x+1),

10)y=+/2(2-3z), 11)y=+/(z+3)(2—x), 12)y=+/(2z+1)(3z—1),

1
13)y =va2=2, 14)y = va2+5, 15)y=+v222-1, 16)y =/ §—x2,
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4 3
17) y=va?+3zx, 18)y=vVa?—uz, 19)y:\/§x—x2, 20)y:1/x—4—1x2,

21)y = Vbr2—4x—2, 22)y=+V7T—6x—22,  23)y = Va2+2r+2,

24)y=v/r(z+1)(2—x), 25)y=+v/—x(3x—2)(4—5x), 26)y=va3—3z,

27)y=vad+5z2+4x, 28)y=vrd—4z?—z+4, 29)y=+va?—-322+4.

5. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

2 1 2
Jy=y/— 2y T y=y oL Dy=y/o—
1 €T 11—z T+ 2
V=g Ov=\oop Dyv=\ =9 3 —
x2 x2—4 2 —3x 2 4+4x4+4
9)y= 10)y= 11)y= 12) y=
Jy=y/——3 100y — Wy 5 12y —
22—z -2 Tz —3 T — 2
1 = 14)y = -2 1 =4/2
3)y 1 )y a2 )y t
16)y = 1/2 322 —1 17)y = 12 4+ 2z 1 18)y = 224+ 6x+9
4= x2 YNV 2 Y x2—4
22 —3x—4 3x + 2 243
19)y = 1, 20)y = 2y =4/ 1—
)y \/ 4 — g2 ’ )y z? + 32’ )y 2?2+’
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2 —1 4oy — a2 — 4 322 +20 —1
22)y= 2N y=4] ———— M) y=y | — 3
=y ok gy [E Ty B
1 20+ 1 2+ 3
25) Y=y |\ 26) Y=/ 2T y=y /2
W\ e eer 0 Ve g 20V \/ 243042
22+ 3z 10z —22—-25 3r2+x+2
28)y=/———, 29)y=/————, 30)y=4/——-——1.
)y x2—Ax+4’ )Y x242x—3 )y V 322+2—2

6. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1)y = 3 %)y — x 3)y = 1—=x y— 242
Y= arss VT /o VYT ixee VT Ao
x — 222 2?2 —3x+2 2 3x
5 = ,6 =, = ,8 = ,
)y V4 -z ) V3r+5 )y 2 -9 )y 922 — 1

4+3x 3422 22—z 22 420+1
V= J V= o WD WY
1 x+3 242 2+4r—12
13) y= L 14)y= L 15) y=—— " 16) y= ,
)y r2+3x )y T2 —71 )y \V2x—a2 )y i —4x2
1 2x 3z —5
17)y= , 18)y=———— 19)y= ,
)y Va2 —3x —18 )y Vi 4+ 2z +1 )y V2 — 3z + 222
2_9 2w — 12 20 —3x2 +1
W) y= e )= L gy
Va2 —5x+4 Va2 — 6z + 10 Va2 + 14z + 49

7. Odrediti domen slede¢ih funkcija.
2 1—
Dy="+v3r12,2)y= L Vr+l,3)y= §+\/4—3x,

2 —3x T+

—9 3
4y =" - VaPo5, )y =" VI3, 6)y = — Va3,
x

xr —

T
2—x

78



REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Ny=

1

1+ —\/21:—:62, 9)y:——|—v3x2—x,
2

10)y :——\/x2—9: 2, 11)y:——|—\/2 r—x2,12)y :—x+4—\/:172—a: 6.

x2—x, 8)y=

8. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1y br+3, 2)y= 4—x, 3)y—1 1 ;TV1=3z,
—4x
14+
4)y— x24 Jy= - 9 ———+tV9—22, 6)y= 52213 x2-3,
x+1 3—=x
Ny= 42, 8)y=—o :r2 —V1—4x, 9)y= _2x+\/x+4,
4
10) y=—5———Vir—22 11)y= 4z, 12)y= R/~ T,
x—3x x>
r? 4213 r—2
B)y=————V2+z— x2+— 14)y= +Va2+3r+2,
3x2+x r2+4x
3
—/ - /2
1B)y=ve 2+6 18 16)y T TV
2+x 3x 3T
1M y=— " A2 18)y=— A2
)y 3x2 —x —4 v 18)y= 2 -8z —1-16+ A —4’
19)y=————=+Vir—2%— 20) —ﬂ_d +_
v= 4£U+3 3—a’ 4 2—1x—6
1—4x x—|—3
21))y=———"——V10+3x—22, 22)y= +\/2x2+3x+1
3r2+4r—4 30241—2

9. Odrediti domen slede¢ih funkcija.
Dy=loge, 2y=logyr, 3y=l(+3), 4y=log3e—1),
5) y210g2(2$—|—1), 6) yzln(l—?)x), 7) y:log%<3_x)a 8) y:10g3(2—31’>,
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10. Odrediti domen slede¢ih funkcija.
Dy=ln@?=3), 2)y=logs(l—4a?),  3)y=log,(3>+2),

4)y = log%(a:2+2:c), 5)y = In(x—4z?), 6)y = log%(4x2—3:c),

3 2 1
7)1/_10g§(2_x2)7 8)y:log2<m), 9)3/:1H(x2_5),

T — 2 1—-3z 4o + 3
10) y = logs (1 — 3x2>= )y = 1n<m>a 12)y = logs (xQ—H),

2 — 243 3z — 4a?
13y = (5 0), 1y = oy (5275 ) 1)y = ow, ().

2 — 16 2\ 222 + 3 22
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11. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1) y:log%(x2—6x+5), 2) yzlogg(x2+8x+16), 3) y=In(2zx—2°+8),
) y—tn(— 5)y=1 ! 6)y—1
=ln{—— =log: [ —— =lo
Y r2—4x+4) S5\pr—a2_a) YTI®2 2—1—496 5)
3r—1 3—4x r+3
Ty=logs| =———— ), 8)y=ln|-————=, 9)y=I
Jy Og3(x2—|—6x+8>’ Jy n<3x2—5x—2)’ Jy 03(5 +7x+2)’
r?—4 r?+1 3—a?
10) y=l1 — ], 11 1 1
Jy=logy <4x2+3 1) Jy= Og?’( 2 r— > Jy= n<3x2 4r— 4)’
32tz —4z r—2x
13)y=In| ———), 14)y=1 Jy=l
)y n(x2+5x+4) Jy= Og3(8 29z —> Jy= 0g5(2x2+3x+1)’
5x—6 r—1?+2 32? —8x+4
=] — ), 17) y=l =1
16)y= Og( —|—3x—4> Ny n( +ox —8) Jy=log, (3:c 2:102—1—5)

12. Odrediti domen sledecih funkcija.

VIn(3 + ), logs (5x —3), 3)y=+/logs(4—3x),
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r—3 2—x r+2
13 1 14 | 15)y=4/1 .
)y= Og3(g;+1> )y= 0g3<1 o ) )y n(gx_4)

13. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1)y = /logs(2? +5), V/In(22% — 1) log1(1—a?),

3 2 5
4)y = ln<x2+2),5 log3< _x2>,6y:\/l 2(3_2x2>,
dT T 2x
Ty = log% (3x2+2>7 8)y 10g5 (21‘2 1), In <3—x2)’
r+4 r+1
10)y=4/1 1)y log1
0y n<x2+2>’ \/ Og?(SxQ 1>

—_
o
5}
K&
wlon
CSIN
I |
Wl o
E%m@g
N———

42 3+ 2 r?2—1
16)y: 10g3<x2 1) ln<4 :E2> 10g1(2x2_3),
2+ 31 202 +x T —x2
19)y= ln<x2+3),20 IOgS(QxQ 3),21 10g3(5_x2>,
24 T 3x—x2
22)y= ln<4x2 1),23 log5<x2+1),24 log3<x2_5).

14. Odrediti domen sledecih funkcija.

lo 2 2)y =4 /1 !
&3 24446’ =\ 222 — 5 +3)’

82

)y =

&
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z—1
x245rx+4)’

242
2 —3xr—4)’

-
<
I
2
SN
VRS 7N 7N

15. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

y= \/1 — logy (7 + 2),

3y = \/3+10g%(3—5:c),

1
5)y = 4/2 — log:
)Y \/ og2($_3>,

83

2)y = \/logi(?)m —1)—1,

1
4)y:\/1+10g2<—x+2),
1
6)y = [logs| g—— ) — 1,
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T
Ny \/ + Og3(1+2x)’
2—x 1
frd l — =
Ny V%@+J ;

1 2 —3x
1)y =4/=—1
S =)

16. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1)y = /Iog, (5 — 27) — 1.

3y = \/log%(x2 +5)+2,

2
=4 /log: -2
5)y \/ogQ(xQH) ;
T

Ty =4/1+1
)y \/ + Og4(x2+3>7
1—4:10 1
1 - )z

84

T
1—1
8)y \/ og1 (3 4>
2—x
1 =4 /log1 1
0)y \/0g3($+1)+,

2)y = \/1+log%(9c2+1),

3
Yy = \/10g2<1 — xQ) -1,

)
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x — 12 x? 4+ 2x

17. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

)y = /log,(a? + 32) — 1, 2)y = /1 +logy(a? ~a),

6
3)y:\/1og§(59«"—2932)+1’ 4>y:\/1_10g2(x2+2x)’
5)y =/l X 1 6)y=4/2-1 :

y=yfloe| gy ) b VT
Ty =4/l -5 8)y =4 [losy !
)y \/Og4<3l’2—13) 27 )y \/Og2<x—3x2)+ )

3r2+2x—1 31242

18. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1)y = log, (a2 + 4z +5) — 1, 2)y = /1 +logy (¢ + 32 +5),
3)y:\/log1(:c2+4x+8)+2 4)y =4/1—log: 2z
3 ’ s\e?+2zx+3)’

1 3
5y = y/logi| ——F— 1 6)y =4/logi| ———— ) — 1
)y \/Og4(x2+2x+1> T )y \/0g2<3+4x—x2) '
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3x x
TVy=/1+logs[ ), 8)y=4/1—logi|-—s—
)y \/ * Og§<x2+4x—12)’ )y \/ Ogi(3x2+4x+1)’
x—3 1 1—=z
Ny =4/1 —_— ) — = 10)y=4/logi| ——— | — 1
)y \/og4(x2_x_6) 5 )y \/0g2<x2_3$_4) ,
1 202 + 1 4 g2
1)y = /= —loga| — =) 12)y =y /loge[ ——— ) —1
)y \/2 0g3(3x2+4x+1)’ Jy \/°g3<x2+5x+6> ’

4 1

x?+2x —3 1
15)y = \/10g1<m) Ty 10w =

19. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

3—4x 2 1

1)y =e™, 2)y:e%, y=e s , 4djy=e=3, Dbly=eiir,

3—4x
x—1

6)y = emis 7)y:e37,8)y:ew2i+2,9)y:eﬁ,10)y:e$,

z+1 3—4x x2+3 242
11)y:€5x§—4 , 12):{/:@??’ 13)y:€1—9x7 , 14)y:em7

12 —3x 21‘—312

15)y=e+-+ 16)y =e w1 | 17)y:eﬁ, 18)y:eﬁ,

z+3 24z 3422 3221

19) y = 612731 s 20) y = €3zf4z2 s 21) y — 6212+z , 22) y e 6173127

24x —+ 12 —x

B Z2
23)y:e512j174, 24)y = eaZroato | 25)y:eﬁ21+2, 26)y = esa?aa
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20. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1)y:1+6%’ 2)y= 1—4(3“’3—i_x7 3)y:xi2_ﬁ’ )y:e“—f— 1+_’
5)y=1+#, 6>y:63w+:23_1+xi3’ 7)y:x22_4_1_$e:0—2’
8) y:e3xilf—1 * 1—2932’ ) y:a:;—a:_e‘kjf— 1’ 10) y:ezgf— " 31‘39327
11)y:efl—1+x2—§x—4’ 12)y:5m2+?;>x—2_1f;23m’
13)y = 63:5";— 1_4+4ix— 3x2’ M)y = xi4+1 —i’”zuf?’_’f)—231,'7
15)y:ex22+—17 16)‘”:@ + % 17)y:2x2—|—3 * 62?— ik
9= g V=T e 0= e
21)@/:12;1“;1’ 22)3’_% ew—?>f—2—1 23”:63952—1_ ;212’
24);,:%, 25)y:%+%, 26)y:§+ﬁ,
2Ty = 612+5xﬁ4 1 2951_1_ 1’ 28)y = 1 _Z:E_Q]_a:2+3 ifj;i’
29)y= 2 :_ x+1 _16;3:?2932’ 30)y= 612+10x311 _ 1+4$2 4_331_3;+ 9
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21. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1 2x x4+ 3 x
1)y:6—x—\/$+2, Q)y:\/S—l’—i‘m, S)y: —

1—e3 Br+1
4)y= 1—62_i_1,5)y=132;i1+\/1_2w, G)yzﬁ—%,
7)921_3€x+\/i;:|_7x2x7 8) y= $+$2—€1x%1> g)y:\/ﬁlj"'l_:mﬂ’
m)y:\/;y?-:;ﬁ_l—ix”’ 11)y=exj—x_1— 27 — 22 + 3,
12)y:§ti+m_1—iw—2’13)y:§+ew2—§—1_\/§’
14)y:1_:T3$2, 15) y =y :Zt?’ Iz, 16)y= \/333_ — jf_w,
17)@/262;# 8)y= \/_—% 19)y= 1i3x+6x_3i_1,

11—z 2 x T+ 2 1
_ V122 _Z
ZO)y—62x2+3x_1+ x2—2+x—2 Ny=v1 N i

3 x T+ 2 1 3
N y=— 422 — Qe " 93\ = -
)y Tra Ve -2 2 ) Y= ey ot —

T 2 3 2z + 1
24) y=/1r’— 3z +2— 25) y =
)y=Vat=3u+ 22—t s ) y=r et =

T+ 2 . 2 7Yy = 1—2x . 1 3
e’ +r—1_1 Agp+1’ Y= 1 " cze3245 V3—z o’

26) y=Br+4—
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2 3+ x 5 m—l—l
28)y:1_6x2+5x+4_\/m+x_2 9)y= +~3x :r;~|— —2?43_ 1’
3 r+1 1 1
30) Yy =——— —_—— 3l)y= — .
)y /1‘2—8.%'—9+\/I_ €m2+5x+6_1’ )y 1_66x7x2+7 /$2_3$_4

22. Odrediti domen sledecih funkcija.

2
1y =+Ve*r —1, Q)y:\/l—ex—2+—+3, 3)y = Vedrtd —
x

142
4 — 3-22_ 1§ — 1—er?—2 6 — 1 —el—522
Jy=Ve 5)Y e Y R
Ty =V1—er*tr 8)y = 3—4x+ e’ t2_1 Q) y = \/1—er—32% — 2
4 ’ 372 ’ 3_dg

1
10) Y= 612+x72_1’ 11) y= 1—ex?+52+6 _ L , 12) Y= —+1 /ex—:p2+2_17
X

2r+5

1
15)y= +V1—eltdz,

1—22

2
13) y=——Vl—e?, 14) y=+e?*—3—
x

1 . 2
>3 e "—1, 18)y=v1—e 2_3—1;2’

oz, O
16) y=v1—e*3 +P, 17)y=

1 3 2
19)y:—+ 1—edr* 20) y= L e2r 1, 21) y=\/1—e**3v— Tt

242 5—x2’
3—4x 2 3z—4
29 = 1/] — er?—2—2 _ . 23 — _\/p2x—322+1 _ 1,
)y ¢ e 1 WS ag Ve

—\/1 er=3,26) y=ve r—1+—

2
24) y = e [+ —— 25
)y=+e o 5)y=

2—|—x Sx :):2’
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3 2 -1
27) y=— —\/1 — ex*+z 4 +z 28) Y= [er+5z? _ 1+$—

—x 2¢ — 3x2’ x + 222’

1 1 2
29) y= o +/1—ex®—42=5 30)y:x+ —\/e3r—de+l 14

r2—2x 22—z 3r—2x2’

+1 xr— 2 1

=+v/1— dr+1 32 — d—x - —,

Sy c —23—1 )y x—x2+6+ ¢ x

4 —x 3
33) = el ] B4 y=y/1 el p O
)y 202 —x —3 ¢  34)y ¢ +x—4x2+3’
20+ 1 1

35) y=+/1 — e? 20T T -t sr—3:2 _ |
)Y © x2—2x+1’ )y x—3x2—|—4+ ¢ ’
3—x

37 Ver?—dz+d 1 3R) y=1/1 —edr—de?+1_ :
)y= a;2+10:c 2 10m—11 Ve c 2r—22—1

5 2
39)y=ver—t— — Tt , 40)y= 3 v +vV1—eiz—5,
T x

—512+6x —3x2—x+3

23. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1 2 sinx COSZT
1)y=——, 2)y=———, 3)y=— , 4)y= ,
)y sinx )Y COSX )Y sinz—1 )y 1+cosx

cosr—1 1+sinx cosr—1 1+sinx
5 — 6 fry :—’ 8 e - s
)Y sinz+1" )y 1—cosx’ y cosx+1 )y 1—sinz
2+4cosx sinx—2 cosz+1 1—sinzx
0) Y=o 10) Y= )y = 12) =
)y V342 sinz )y 2 cosz —v/3 )y cosx —2 )y 2+sinz
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13)y =y e Mg 9 = 10y =
17)2/2%, 18)y=11+_c%, 19)y=;i:§—;_21, 20)1/2%,
25)y:—tg%, 26)y:%, 27)y:i§—:1, 28)yzct°gsgic—__11.

5.2. Nule funkcije

Primer 1. Odrediti nule slede¢ih funkcija.

2

—a2 x er” 3T _ x
Dy = mrrs 2)?92\/%, 3)92\/W7z—14’ 4)y =In(5%).
Resenge:
y=0& =0 & 1-22=0 & (I4z)(1-2)=0 & a=—1Va=1.

Posto je D,={z€R|2?+x—6 # 0} =R\{—3, 2}, pri cemu poslednja
jednakost sledi iz

~1+y1+24 -1+5

2
—6#£0 &
+u + T # 5 5

& xF#-3 N x#2,

zakljucujemo da r=—1€ D, i x=1€ D,. Prema tome, data funkcija
ima nule za r =—11 x =1 tj. data funkcija se¢e z-osu u tackama
A(-1,0) i B(1,0).

2)y=0 & FHL=0 & 2+2=0 & z=-2
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Posto je D, ={z € R|3z +4 > 0} = (—3,+00), pri ¢emu poslednja
jednakost sledi iz 4
3r+4>0 & 3r>-4 < m>—§,

zakljucujemo da v =—-2 ¢ D,,. Prema tome, data funkcija nema nula
tj. data funkcija ne sece x-osu.

) y=0 e T _1=0 & =] & =) & 12— 3r=0
& z(x—3)=0 < =0V z=3.

Posto je D, ={z € R|2* + 32z — 4> 0} = (—o0,—4) U (1,400), pri
¢emu poslednja jednakost sledi iz
—3+v9+16 —-3+£5
2 2
odnosno, imajuéi u vidu da je 22 + 3z — 4= (z + 4)(z — 1), iz

22 +3r—4=0 & =

S r=—4V =1,

-0 —4 1 +oo

T +4 — |+ |+
r—1 — | =+
(x4+4Dx—=1)+|—|+

zakljucujemo da v =0 €D, i =3 € D,. Prema tome, data funkcija
ima nulu samo za =3 tj. data funkcija se¢e z-osu u tacki A(3,0).

4)y=0 & () =0 & In()=lnl & =1 & 2 —1=(

&2l 2r-1=0 & z=3.

Posto je D, ={z € R | £ > 0} =(—1,2), pri ¢emu poslednja jednakost
sledi iz oo -1 2 400
1] —|+]+
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zakljucujemo da x = % € D,. Prema tome, data funkcija ima nulu za
z=1 tj. data funkcija se¢e z-osu u tacki A(1,0). ¢

Zadact za vezbu:
1. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 1 (5.1.).
2. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 2 (5.1.).

3. Odrediti (ako postoje) nule slede¢ih funkcija.

1)%%7 2)y=x7+2, 3)y:4x__3;, 4)y=%7 5)y= _xL—I—Z’
6)y=3+%, 7)y=°f__29, 8)y=§—i§, 9)y=x2;4—3,
10>y=1—xf2> 11)y=%, 12)y=2;;—_+f, )y=3$12__;x+2,
14)y:1—3x2:;1x, 15) =x2+2_x3+1, 16) :%Zz, 17)y:x2;_f;_1+1,
18) :%4—1, 19)y:x23_3, 20)y:%, 21)y:;x;—iﬁ,
22)y—2—%, 23)y:i2_—;52)—1, 24)y:1—%, 25)y:%,
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4. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 4 (5.1.).
5. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 5 (5.1.).

6. Odrediti (ako postoje) nule slede¢ih funkcija.

2r—1 243 x2-3

5 = ) 6 - ) 7 =4/3— ) 8 - )

)y NZE] Jy="", )y 1 )y oy
V2+3 2_9 V2743 2_

0)y=Yoro 10)y=T 220 1)y =YEEES gy AT
2x2—1 t—1 r—3z2 2—x

Vi3r—1 6 + 51 — 22 322 — 1

13)y=—Y" )yzu, 15)y=\/1—x+ . :
22 —2x — 3 Vi +3 T 42

2—2? V3422 2 +3 23
20)y= 21)y= 22)y = 1, 23)y=
)y 22—1’ )y 22427 )Y 202—1 )y x24+2z’
21)  3z—a? 25) = V1=3z2 %) Bz—a?+4 27)y— x2—x+44
== B = 2= R
N/ 3-9 1-3 2 9
28)y="""" 99)y=""2 30)y= L1, 3y
x+2 T — 12 T+ 5x? vgzv—xQ
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2 3 2 4 2_3 2 1
32)y=Y" L g3y, VTTO gy, HTT 0 a4
243 T2—r—2 s/m2—2x r2—x
3+14 3—20x—22 3
36)y= S TA gy, VB-20-a? 38)y:\/2+_x,
12 —51—6 342z x2—2xr—3
Va2 +4r—5 3—a” 25
30)y= VOIS 0 302 41)@,:\/%_“,
2212 Va2t —2 dr—22+5
2_9 da2+4 1 2
D)y D% gy, VEEHIHD 44)y:¢1_ﬂ,
V2r24+x—1 r—3x2 312451 —2

15)y— 22 —3x+3 16) :\/5—x—4$2 47y y— /:U2—4ZE—5_1
4 V12—82+16 Y 224+3x+4 4 x2—3x—4

7. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 9 (5.1.).
8. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 10 (5.1.).
9. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 11 (5.1.).
10. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 12 (5.1.
1.).
1.).

)
)
)
).
)
)
)

11. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 13 (5.
12. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 14 (5.
13. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 15 (5.1.

(5.1.
15. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 17 (5.1.
16. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 18 (5.1.

(
( )
( )
( )
14. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 16
( )
( )
17. Odrediti (ako postoje) nule slede¢ih funkcija.
)

log1(3z=2) =~ 4450 dr+3

In(2—x
2) 4= 4)y=—"T°_
,2)y )y (2 11)’

Dy=—"1— x -2z 7 y_logg(Q—?m)7
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logs(2—x) In(3z—2) 2243 30—z
By=—i L )y ey T T gy, ST T
)y o 0y=——5 1y logs(1+52) )y n(z—3)
log;(2—ac)—2 24+ar+1 1+log;(4x—1)
Jy=—73 A0 y=r———0r, 1) y= — ,
2 +4x+3 In(4z + 3) 20 — 2243
1—logs (3—x?) 4— o2 log1 (3224 2)+1
12)y: : ’ 13)y:—27 4)y: : 2 )
x In(3z2—1) 3+ 2x
14222 1—log;(4x—2?) x?
15)y=————, 16)y= 1My=—
)y In(2x2—22+1) "’ )y r—4 ’ )y In(322+x)’
logi(z?—3z)+1 2425 2+logi(z*+6x+9)
18) y=—03 19) y=— 00 90)y= B
8y 32— 19)y In(z2—3x—4) 0)y 3—x ’
2.9 loga(z?—4x+4 Ay — 22— 4
21)y= o 22) y= ! ),23)3/ -

In(3z24+2—2)’ 3r—a? - logg(5x—x2+6)'

18. Odrediti (ako postoje) nule sledeéih funkcija.

1)y:1n(1—3x)7 2)y:10g§(393+4)7 3)y = 3-20
Vi+3 Vi +2 V1og, (22 —5)
Hy= 8-z 5)y:10gg(2+3x)7 6)y:1n(2x—3)’
VIn(z +1) V1—a? 2 -3
Ty 2 + 22 7 8)y:10g%(x+5), 9)y — 4o — x |
/log%(l — 2x) Va? + 3z VIn(z + 1)
1O)y:10gi(3_x)+1,11)y: 3x—x2—4712)y:log4(3x+2)—%’
Va2 + 3z +3 VIn(2z +1) Var? =z =3
13)y:1_10gg(1+x2) 142 15) _log%(x2+4x)+1

) 4 B D) - )
Vi +2 v v In(3z2—1) Y 22 42
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14322 | 2432)—2 2_9
16)y=— I gpy, o2 g w2
VIn(z?—4x+4) VT In(2x%—x)
logi(4z—2?)+1 2 9 1+logi(x*+22+5)
19) y=—23 ,20) y=——r ,21) y= i ,

Vali-2z VIn(x?—22-3) V2—x
25 | 2_6x+9 3r—2x%+5
29) y— x 23) y— 08y (z°—62+9) 24) x 214

VIn(z2+4r—4) Vhr—a2

19. Odrediti (ako postoje) nule sledeéih funkcija.

Y= :
\/ log %(x2—3x—4)

1 —e2® 5—2x P |
1 = T 2 = T 3 = T
)y vr+1 )y er—2 — 1 )y \3x + 2
2+ 3z 1 — er’t3e 2 — bx
4)y:—L, 5)y = ———, G)QZ—La
\/1—633 3 \/LU+2 V] — ert-w
2z24x—1 3—z2
e —1 44 3x e —1
Ny =—F—, 8)y = ——= : Ny = —F——,
V21 + 1 Ver et 22— 2
1+ 32 1 — e3¢ 1 — 422
= Wt e VT e
1 _ €$274CE+4 1 o 21‘2 1 . 63"[271
13) Yy = —9 — 14) Yy = —637m7212 = 15) Yy = —xQ —
42 — 3 2x2+5x_1 2.3
16) y = ———" 1)y = o, 18)y=x+—$,
Vet —1 2 —x V1 — e +ie
1 €x2+zf2 4[1)2 — 5z 1 — 62+3x
19)y = > , 20)y:_—2, 2)y = ——,
2 —x Ve2e—rits Va2 +3r+3
22+ 4+ 4 e’ 2c —x* + 3
2y="T W= 2=
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20. Odrediti (ako postoje) nule sledeéih funkcija.
3 e?r=1_1 %) 10g§(4 + 37) 3) e2—2* 1
Yy=—F—7—— Yy=—Fr—- Y= —F—
log1(1 —x) Vi1—er2 In(2z + 1)
2

Hy— log%(l — 4x) 5)y = e | 6)y = log%(Z + 3z)
Y V1= 2’ Y In(z —1) Y V1= et
:c2_2x 3 log% (5 + 41‘) 9) 1— €3+ 2
logs (2 — W eme 1 T R
10) log1 (3 —2?) )y = L2 i3 12)y = logs (2 — 2?)
v= Ve =11’ Y VIn(z2 —2) Y N
13) B 1 _€x2—2x+1 14) B log% (1 —3172) 15) y— 1 _63992—1
Y V/In(4—22)’ Y Ver2esa? 1’ log, (222 +x)
logz (2 — 3x) er’ 2 _ log, (22 + 4x
6)y=—2—"" 1Ny=—ou-, 18)y=—2 "~
V1= et In(z2 + ) Ver e 17
61272x73_1 B log%(2x2+x) 1 — plotl

19)y= , 20)y=—F—, 21) y= ,
) 10g%(x2_2a;) ) V1—ev™2 ) In(x2+3x+42)

loga(z*+2x+1) et T loga(2x —x*+3)
22)y=—>2 ,23)y= ,24)y=—>2 -
Verti—1 In(2?2—2—12) Vi1—elo—=
21. Odrediti (ako postoje) nule sledeé¢ih funkcija.
3 2 cosx + 1 sinx — 1
Dy=——1> Ny=—=" " Py=—" gy=
)y sinz’ )y cosx + 1’ )y sinz ' )y COST
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)

sinxy + 1 cosr — 1 2 — sinx cosx + 2
Ny=——"""" fly=—~' " TNy="—""" gy=— %
)y sinz — 1’ )y cosr + 1’ )y 1 —cosz’ )y 1+ sinz’
sinx +cosx COST —SsInx 1—cos?x sin®z—1
9 y=———, 10)y=———, 1) y=———, 12)y=———
)y cosx+1 ' )y sint—1 )y 1+sinz ’ )y 1—cosz’
13) ~ 2sina—1 14) ~ 1+2cosx ) _\/3—1—2 sinx 16) 2 cost—/3
Y= osi—1" Y enr—1’ ¥= 14cosx ' ¥= 1+sinz
4sin’x—3 3—4 cos’x 1-2 cos’x 2 sin?r—1
1MNy=—""" 18)y=————— 7 19\ y=— "7 90 y=———
)y 14+cosz ’ )y 1+sinz ' )y 1—sinz ’ )y cosr—1
tgr+1 1—ctgx 1
2Dl y=—"——, 22)y= 3)y= —t 24)y=ct _
)y tgr—1’ )y 1+ctgr’ )y cosz o Jy=¢ gx+sinm

5.3. Znak funkcije

Primer 1. Odrediti znak sledec¢ih funkcija.

z?—
1) Y= 9fx%’

Resenje:

2y = F

3)y =

41
1—e2z+3)

4)y = log3(§f—;) .

1) D,={zeR|9—2?#0} =R\{—3, 3}, pri ¢emu poslednja jednakost

sledi iz

9-12#£0 & (34+2)(3—2)#0 < 3+2#£0 A 3—2#£0 & v# -3 A 1#3.

1z

-0 =3 —1 1 3 +o00
r+1|—|—|+|+]|+
r—1|—|—|—|+]|+
3+ |—|+|+|+]|+
3—x |+ |+ |+ |+]|—

y | =T~ [T]|—-
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sledi:
y>0za ze(—3,-1)U(L,3),

y <0 za x€(—00,—3)U(—1,1)U (3,+00).

2) Dy={x€R|5—42>0}=(—00,2), pri ¢emu poslednja jednakost
sledi iz

5
5—4r>0 & —4dr>-5H & w<z_1'
I
” -0 0 %
T — |+
VO —dx |+ |+
Yy — |+
sledi:

y>0 za z€(0,2),
y <0 za z€(—00,0).
3) Dy={zeR|1—e**"£0}=R\{—2}, pri ¢emu poslednja jednakost
sledi iz
3
1—e¥ 140 & 2Ll & 24 & 20+ 340 & x#—g

1z —0 —% 1 400
r—1 | —|—|+
1_€2x+3 + - =

v |[-[+[-

ledi:
Sedt y>0za ze(-3,1),

y <0 za z€(—00,—2)U(1,+00).
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4) D,={zeR gf—ﬁ >0} =(-2,2), pri ¢emu poslednja jednakost sledi
iz

—00 —2 2 400
24| — |+ |+

2=z |+ |+ |-
2+x
pry T

1z

y>0 < logg(3L) >0 < logy(3L) >loggl & 22 >1 & 252 — 1>

& 2 >0
&j. 2 0 2
2¢ | — |+
2—x |+ |+
22—9633 — |t

sledi:
y >0 za v€(0,2),

y<0za z€(-2,0). 4

Zadact za vezZbu:

1. Ispitati znak sledeéih funkcija.

4 1 3 2 3—x
)y x’ )y x—1 3y T +2’ )y 4—x’ )y r
2+ 14+=x 2—x T+ 2 r—3
0)y=—" Dy=_"73 8y=_——3 Ny=5__ Wy=5—.
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2 1 3
11) y= ,12)y=—— , 13)y= ,
K provee e ROk oo | RO P g
1 4 3
14 - 7]-5 —_— ’]-6 - I
K o wrn SOk A g v pn SRR - g ey
x T — 2 11—z
17 — 718 - 719 - 9
e hery o onsy e o0
(x 4+ 2)(x + 3) (x4 3)(x —2) (4—z)(5—x)
20) 1y = , 2 y= , 22)y= ;
=T oers Vet PV e o
443x)(2—=x 1+2)(1+ 3z 20 — 3)(3x — 4
iy, (3R =0) o (4450 (20330 —1)
(x +4)(x —3) (x +2)(3z + 2) (bx —2)(z — 1)
2. Ispitati znak slede¢ih funkcija.
3 4 5)
l)y=—+3, 2)y=— —2, Ny=1——, Hy=—2——,
x x x x
1 2 3 4
Jy=1"5-3 Oy=;—,+L Ny=l-——7. 8y E
x 3z x 2z
- 1, 10)y=—2 41, 1)y=2——" 12)y=—1—
W=y W0y=g L Wy=2-77 12)y 243z’
3r+2 24 r—2 3—4x
13) y= 1, 14) y=""" 9 15)y=1-""2 16)y=—1—
3) 3x—4+ 1y 3—x %)Y T+2 6)y 3+4x’
3 1 3 3 2 2 3
17) y= LR y= 42 19y =" T 20 y=— 2
)y 3x—4 x’ )y —x+x’ )y r r+2’ )y x 143z’
1 1 2 3 3 2
N)y=————— 22)y= 23) y=—>— .
e S Mk Ak g ey S e R



REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

3. Ispitati znak sledec¢ih funkcija.

2 3
(x+3)(14+22)’ 17
a e 19)y:(:r—f)—i(_;+:z2)’ 20)y= Sl
(r—1)(143)

2+

- 25)y= - 26) y = :
(1—22)(22—4)’ (2243)(1+22)’ (2242)(5—a?)’

T 2—x r+3
= @=3) = wmay V- e 6=

P e R L TR PR s

16) y=—

2 y=——"——=, 22)y=

24)y=—

27)y=

4. Ispitati znak sledec¢ih funkcija.

1 3 3 4
1)y:3—ﬁ, 2)y= -2, 3)y=1 4)y= +2,

5)y:1+7, 6)y=——5—1, 7)y:1+x2—
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9)y:%, 10)y:i2t§+1, 11)y:2—?f22—:, 12)y:1+zz—:j,
13)y:1+§2_2€,14)y:3—?—+21x, 15)y:iz:§—1,16)y:x;122x— ,
11)y= x21 13x27 18)y= 34 xiﬁ 19)y:1+12x_2—13x27
20)y= 42+11x2’ 2D)y= 32_%+1’ 22)y:1—22$2_1—?zl$2’
23)y:x2i3x_9—1x2’24)y: 51 x232x 25)y::1:—42x2_1—54x2'
5. Ispitati znak slede¢ih funkcija.

I s e T = s U vre
Yy=1-—"— By= ol 6 y=2
13)y:x2j—2_1’ H)y= 2;:;—3 15) x5;x6;j—4 2
16)y=1 3:;152 17)y_6;f23:—239+2’ 18)y :z:?il_x2+4 :
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19)y:5;§1%—1, 20@:3—%, 21)y:%+1,
22)9:”;1—?;’ 23)y=%—1, 24>y=2—%,

6. Ispitati znak sledec¢ih funkcija.

) y==xlogs(z+2), 2)y=(z—2)ln(l—z), 3) y:(3—5m)10g%(3—2x),
4) y=(14+4x)log,(4x—3), 5) y=2" log:1(z+2), 6) y= (14+22%)log,(4—x),
7) y:(l—xQ)log%(3x+4), 8) y=(2"-2)In(3—x), 9)y=(r*~x)In(x+1),

10) y = (v—32%)(2*-27)log,(3—27), 11)y=(z—2?) (x2—|—3:c)log% (3z+4),

12) y =x(z*+2x+1)logy (z+1), 13) y = (2+3)(1+2—22%)In(2—32),
14) y= (2x—3x2+1)10g% (2—3x), 15) y = (2+x)(3+2x)logy (22 —2),
16) y=(2x+1)(3z—4)In(1-3z7), 17) y=(2—3)(4—5z)log1 (3—227),
18) y=(2—2%) (2> —4)In(1+2?), 19)y= (3x2—1)(x2+3)10g% (2%-1),
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20)y = (1—1—3952)(5—23:2)10,2;%(1—3962), 21)y = (:L'Q—x)log%(1+2x2),

22)y = (1:2—1—3:1;)(332—29(:)10%(:U2—4), 23)y = (z—32%)In(1-527),
24) y= (v*+32—4)log: (42°-5), 25) y=(5r*~4x—1)In(3z°+4),
26) y= (x—x2+6)10g% (3—227), 27) y=(3—5z)logs (22—32?%),
28)y = (2—x)(42—5)In(32*+27), 29)y = (3v+4)log, (52*~1),
30)y = (2*4-2)(z*-5)In(3x—2?), )y = (x2—3)10g%(3x2—4x),
32)y = (1—3x2)log%(4x—3x2), 33)y = (.’E2+4x)log%(x2—3x),
34)y = (32*+4x)In(22*+3x), 35)y = (a:z—l—x)log%(sz—Bas),
36) y = (1+52—62%)In(2*4-22), 3N y= (x2+4a:—5)log%(3x2—2x),
38)y= (x—4x2+3)log% (32°+7), 39)y= (4x—3)log% (r*—41—12),

40) y= (32+5)In(5+3z—22%),  41)y=(2—2) (1-3z)logs (5+az—4x?),

42) y= (e 3)logs (t2H4a-+4),  43) y= (202 1) (42>~ 1)ln(2432-202),
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44) y = (1—5m2)10gi (4x—32*4+7),

46) y = (z°—4z)In(z*~62+9),

45) y = (3x—42?)logy (v —42*+3),

A7)y = (xQ—i—Sw)log% (% 4z+1),

48) y= (2*+8x+7)logy (z°+7x+12), 49)y= (9—8m—x2)10g% (6—z—2?).

7. Ispitati znak slede¢ih funkcija.

X
Dy=cm—7

IZ

Vy=1"er

2% + 3z

22 —dx +4
0y="—"w

r—3

By= 7
22 -5

et

1_e3z+2
2)y= 1—3z
64:1071_1
5)y= TR
1_631—4
Jy= x —2x2’
€3x—1_1
11)y=
)y x—322+4’
1_61—4z2
14)y= x+2
61—3:;:2_1
17)y= ORI
1— el
0)y=—5—5—

Sr + 2
3)y:€172x _ 1
x?+1
6)y=1is
22—
9)y262—3x 1
224+ x42
12)y= =
4 — 3x
]‘5)y: 1+:B2 17
5 — 4a?
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="
25)y=%,
28)y= 2
31)y=;22_;—ixl,
37)y=em2_x@+3_1>
40)?/:%7
43)y=e;25;—+62"i1,
46)y:51‘2+2x—3

1— 641‘—:1:2—1—5 ’

5.4. Parnost © neparnost funkcije

28)y= xsxi_gm_—l—l 1

0=

20)y= eiji 1 -
et
y=> = 76_—2:?3

47) ) 62x27x73 1

2 —x+27

3 — 222 +5
Yy=—"""_ir7

27)y=%,
30)y=
38)y= i
36)y=2 00 12,
) Y=y
42)3/2%,
45)9262121.231—4_:_17
48) y— 3r— 222 +9

1 — e4z2+3x—1 .

Primer 1. Ispitati da li su slede¢e funkcije parne ili neparne.

CC—I?)
Dy="25%5,

1—cosz

2):‘/2%7 3)3/: 2
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Resenje:

1) D,={z€R|z*—9#0}=R\{—3, 3}, pri cemu poslednja jednakost
sledi iz

1?—9#0 & (2+3)(1—3)#0 & 1+3#0 AN 1—3#£0 & x# -3 A v#3.
Dakle, domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.

1z 5
o) = GRS - s - s ()

(—x)?—9 z2—9 z2—9

zakljucujemo da je data funkcija neparna.

2) Dy={zeR|1—e*3"#£0}=R\{2}, pri cemu poslednja jednakost
sledi iz

2
1—e4£0 & 2741 & 24 & 2-3140 < x#g

Dakle, domen date funkcije nije simetrican u odnosu na 0 na osnovu
¢ega zakljucujemo da data funkcija nije ni parna ni neparna.

3) Dy,={zeR|2?*#0}=R\{0}.
Dakle, domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.

1z

flmw) = 22t = s — ()
zakljucujemo da je data funkcija parna.
4) D, = R.
Dakle, domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.

Iz
f(z)

G

zakljucujemo da data funkcija nije ni parna ni neparna. ¢

flea)= (= p
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Zadact za vezZbu:

1. Ispitati da li su sledece funkcije parne ili neparne.

1)y=%7 2)y=xi2, 3)y % 4)y= J% 5)y=x23 T
6>y_4ixx2’ )y_:ci—:g?’ )y_?—_xi’ g)y:iz—i_;
1O>y_x—23x2’ >y23012132xx’ 12)3/2;?2:; 13)y:x3:—2’

2. Ispitati da li su sledece funkcije parne ili neparne.

r+3 V2 4+ x2 r+1
) y=v4— 22, 2)y= , y=——, 4)y=—e,
Jy=V =7 Jy=— V=
5)y— 2+ 1 6)y— T 7 7\/x2 -2 8) y— 3
y_ x3 ) y_ {L‘2— 17 y_ CU'?) y_\/m7
= x2+3 10) = 2343z 1) V2422 12) = x3
y 20 —x3’ 9= 1— 22 y= x—a3 v= 2 —3x—4

3. Ispitati da li su sledece funkcije parne ili neparne.

14¢” 3*—1
1)y:11—zm, 2)yz3x+1, B)y:e“”QSin:r—Qx, 4) y=3z%~1-2cosz,
) COST sinz—1 ctgr tgr+1
5) y=sinz+a*, 6)y= , Ty= , 8)y= g3 ,9)y= & >
T x T x

1

10)y=a’e™, 11)?425526363, 12)y=xew%, 13)9233261%, 14)y=xze =.
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5.5. Graniéna vrednost funkcije

Primer 1. Izracunati sledece granicne vrednosti.

: o s 3-8z
1) lim 527 2) lim, <55
: r—2 : 342z —a?
4) lim S50, 5) lim =525,
Resenje:
. 2_ . (z—2)(242) f iy T2
lim -£=4_ = lim = lim £
1) r—2 22 =51+6 z—2 (x=2)(z=3) 72 T3

pri cemu prva jednakost sledi iz

5+v25-24 5+1

2—5r4+6=0 < =

&S =2V r=3,

2 2
0 3=VBx i 3—V3z | 3+V3z _ s 9-3x
2) lim 5555 = im0 - A = I o s v
1—3 (2=3)(x43)(3+V3z) 353 (2—3)(z+3)(3+V31)
=lim —3 = —3 =1
23 (T+3)(3+V3z) — (3+3)(3+V9) 127
3) 1 22243 __ 1i 1_% z% _ 1
xl—glo S xl—glo 3_% 3
2 = 0
] r— — 1 T _x — Y _
9 lim =t = Jim iy =10,
: 2 + 13
lim 3222 _ iy = =lim(E—)(2+2—2)= (1) (—0
5) o0 2T T—00 % 1 x%oo(gfl)(f—i_ ) ( )( )
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lim (£22)"= lim (1+ 25 — 1) = lim (1+ ;%)"

6) x 500 V73 T—00 T—00 3
. -3 3 . t
i (125 04 55 =i (149
6t . t\ 6
=l (1) = fim ((145)7) =<9

Zadact za vezZbu:

1. Izracunati sledece granicne vrednosti.

ox—1 r+1 . 23 o+ 3x+2

L alclgtl) 3xr+2’ 2>xll>ml 22— 3x — 4’ 3)9{5% 20 — 1’ 4)$li>n_12 x+2

-t —1 ooxt—4 x—1 . x—32?

5) im =5 Ol o5, lm 7, 8)55% 92— 1
2 -9 2_2 2 o

9) lim &’ 10) lim x—m, 11) lim LM,
z——-2 T+ 2 x—3 11—z =2 4 — g2

322+ 5x+2 . 22 —6x+9 o 2+ 72410

12 e Wi e Ml e
2 _ 9y 3 222 + 5z — 3 -1

15) lim 2072 16) fim 0T 17) lim ——

T—— 3x3+3x2+:17—|—3 x%12$2—x—1'

2. Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti.

2 —1 x2—9 x? —4

1)1 2) 1 3) lim ——
)Hl\/_Jrl iy 3o+ 63 Lo
. 3(2—vr+1) , (\/[K—i- —3) . Vr+1-2
4)lim ——————=,  5)lim , 6)lim ————

r—3 x2—9 r—6 36—1‘2 zaS,/‘r+6_

o Vr+1-1 o2 —x =2 Va2 +16 —
7) lim 8) lim ——— | 9) lim ———,
aHog \/ﬁ xa—zl_\/m 20 m_l
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1 — Va2 = g2 29
10) lim i 1) lim VI g iy T2V

=2 \/22 _3’ x—4 2—\/57 z—9 3—\/5 '

VTR -2 -3 7 — 3
viIrreo e 14) lim 2=V 15) lim Y223
z—1 ] — \/E =27 27 — x

3. Izracunati sledeé¢e grani¢ne vrednosti.

13) glcli% 2

A T T e L
o) fim 25 1) lim TR i 2R o) i R
0 i 0 B 2 ) i
1) i 5 19) i 10 fm AT e

4. Imajuéi u vidu da je

8|~

1
e=lim(1+—-)*  odnosno  e=lim(l+x)=,
T—00 X z—0

izracunati sledece grani¢ne vrednosti.

3
T

1\ 1\
1);51;(1—1—3;) , 2)$h_>nolo( —%> , 3) lim (14+4z)=, 4)lim (1—-3x)=,

x—0 z—0

. (r+2\" . [(r—1\" . (2243 . “—1\"
5)3}5@;(@) ’ 6)9}1&&(93_“) ’ 7)3}2%(;,;2_2) ’ 8)JLTO(x2+2) |
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24+3r—4\" 2—4z+5\" 24+22+3\"
9) lim r"roz—4 , 10) lim r"—ixrto , 11) lim rTrirto :
z—oo \ x241—3 z—o0 \x? —22+3 z—o00 \ X2+ 22 +2

12) lim (22— 42-+4) 77, 13) lim (2% +20+2) ™, 14) lim (52 -5) >,

rz—1 z——1 r—2

a1 e
15) lim (1+cosz)*~%,  16) lim (1+ 32 ) ,17) lim (sinx)tg%.

5. Odrediti asimptote slede¢ih funkcija.

1 3x 1— a2 2?+3z—1
1) y— o 9)y= L 3)y= ) PR
)y r+1 )Y z—1 )y T — 2 )y 14+
5) 2 6) y 3z 7 ~3—a? 3) 142z —a?
y_xQ’ y 1_'1:27 y_x2_|_17 y_ ZE2—3 9
3 3 234 22 23— g2
9)y= 10)y= 1) y= 12)y=——
)Y T )y PO ) g ) 31227

er er T z+1 e’—3

18)y=—, 19)y= 20)y = 21)y=——, 22)y=
Jy=— )y=—7, 0)y=1—7p, 2)y=—r, 22)y=—"7,
e” er er x>+3 4—x?

2 y=—. 24)y=——, 25)y=——. 20)y= 27V y=
Jy=3 24)y oy Vy=—— 0)y="—1= 2y=——7
Inz Inz z—1 1+1nx

28)y=uxl 20 y=— 30)y=—— 3)y=ln——-, 32)y=
Jy=atz, 20)y=—r, 30)y=9—1, 3Dy=I"mm, 2)y=1770
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5.6. Izvod funkcije

Primer 1. Odrediti prvi izvod slede¢ih funkcija.

1)y:%x3_%x2+5x’ 2)y:(2+$—3l‘2)6$, B)yzlf.cosx 4>y:1nx71'

sinx ’ T

Resengje:

/

1)y = (223 —322+52) = (32%) — (22?) + (5a)’
(

= 1(2*) = 3(2?) +5(z) =1 3 20 +5-1

= s2? —3x+5,
2) y = ((24+2—32%)e®) = (2+1—322) e” + (242 —32%)(e")’

= (1-6z)e” + (2+x—32?)e* =" (1—6x+2+x—32?%)

= e"(—32>—5x+3)=—e"(3x?+5x—3),

/ —cosz \/ 1—cosz) sinz—(1—cosz)(sinz)’ sinx) sinz—(1—cosz)(cosz

3) Yy = (lsinz ) ! : (sin:(v)2 Jooz) _ (sina) (si(nw)2 A :

__ sin®z—cosz+cos?z _ 1—cosz __ l—cosz __ 1—cosx _ 1

o (sinz)? T sin?z ~ 1—cos?z ~ (1—cosz)(14cosz) ~ 1+cosz ’

/

4) T (ln:vfl)’ _ (lna:fl),xf(lna:fl)(x) _ %-x—(lnz—l)& __1-Inz+1 _ 2—Inz
Y x - 2 - z2 - 2 - x2

Zadact za vezZbu:

1. Odrediti prvi izvod slede¢ih funkcija.

Dy=3+z, 2)y=2-5z, 3)y=2"+3x, 4)y=-32>+2r+4,

1 3 1
5)y=—za’+z+=, 6)y=2"+3z, 7)3/:65”3”2—4% 8)y=x"421",

2 2
1, 4,4 1, 35, 3 s
9)y=a'+gu’—at+3z, 10) y=2v/z+3V3, 11)y:3\/ﬁ+§x\/5,
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0 T Y B S S U\ PV SN S 4
15)y:%x+éx3+261, 16)y:361+%—§, 17):{/:\/%4—330—%];2,
18)y:g—lnx+3x, 19)y:lnx+i—x4, 20)y:i—31nx,
21) y=cosz — sinz — x, 22)y=tgr + x, 23) y=tgx — ctgz.

2. Odrediti prvi izvod slede¢ih funkcija.

4 .
Dy=(3—x)(z*+2x—4), 2)y:(1+4x—§x2)(—x5+x2—3x+2),

2 3
3y=(VP Y-V, Dy=(So I -2DYE-2+ )
5)y=x"sin, 6) y=x” cost, 7) y=(cosx — 3x)(sinz + 1),
8)y=a"e", 9)y=(2 -3z 42> —2%)e", 10)y=xz(e® —3),
11)y=2"Inz, 12) y=(3—4w—2*+22°) Inx, 13)y=a(lnz—1),

14) y = (2°+2x—3) sinz, 15) y= (14+32—22%) cosz, 16) y =sinz cosz—x.

3. Odrediti prvi izvod sledec¢ih funkcija.

3 2 T 3z
VY=1750 y=1"5 Jy=——3 Jy=—"7
2+ x 1 -2z 4 —x
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9)y—1_3$2, 10)y=x2x_4, 11)y=%, 12)?J=H,
13>y—?:iz, 14)y=i2+f, 15)y=iz—i; 16)y=i2i2,
17)y=x€:1 18)y=:—m, 19)y=2;3x, 20)y=3e_xx,
T T
25>y:si€11x’ 26)y20(;¥7 27>y:cosxe—xsinx’ 28)y:sinexm—_closw7

4. Neka je f(z) = —2® + 322 4 4o — 2. Odrediti f'(—1).
5. Neka je f(z) = mQ;“—fl’l Odrediti f'(—2).

6. Neka je f(z) = 222 — Inz. Odrediti f'(1).

7. Neka je f(x) = 3z + 2 — €. Odrediti f(0).

8. Neka je f(z) = =. Odrediti f'(e) i f'(e7!).
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9. Neka je f(x) = 22, Odrediti f'(e) 1 f'(e7!).
10. Neka je f(z) = 2. Odrediti £/ (1), f(0)i f'(—1).

11. Neka je f(z) = <. Odrediti f'(1) i f'(—1).

ST

)
)

12. Neka je f(z) = =252 Odrediti f’ ($)1i f/(g—r).
)

13. Neka je f(x) = =52 Odrediti f'(a), gde je:

1+4cosz

T T T 5T T 27
14. Neka je f(z) = % Odrediti f'(a), gde je:

T T 2T 3 T 5%
Ha=—, 2)a=—, 3)a=—, 4)a=—, dH)a=——, 6)a=——.
15. Neka je f(x) = ctge — x. Odrediti f'(a), gde je:

™ 2T 5% T s T

16. Naci jednacine tangente i normale grafika funkcije:

1) y = 2 — 3z u njenoj tacki A(1,—2),

2) y = 2> + z — 3 u njenoj tacki A(—2,—1),

3) y =222 — 3z + 1 u njenoj tacki A(1,0),
)y

4 34? + o+ 1 u njenoj tacki A(—1,—-1).

17. Nadi jednacinu tangente na grafiku date funkcije u datoj tacki
koja pripada grafiku:

1)
2)

—322 4 1o 4 1 u njenoj tacki A(1,y),

Yy
y = 22° — 3z — 1 u njenoj tacki A(—1,y),
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3) y = x — 31nz u njenoj tacki A(1,y),

4) y = e” — 2x u njenoj tacki A(0,y),

5) y = sinz — cosz u njenoj tacki A(F,y).

18. Odrediti jednacine tangente i normale parabole

Ny=4—2° 2)y=2a’-3z, 3)y=32’+x—4, 4)y=2w—1°+8,

u tackama preseka sa r-osom. Konstruisati parabolu, tangentu i nor-
malu.

19. Odrediti tacke u kojima su tangente krivih
Ny=a3—22>+3z—-4 1 y=42*>—6x+1,
y=-a3+222+4r—-1 i y=—-22°+uz,

1 1 :
3) y:§:p3+§x2—x+3 i y=—222+5x —4,
Hy=a*+a?+z+2 i y=32°+5z—3,
paralelne.
20. U kojoj tacki parabole
) y=2’+32—4, 2)y=322+1-2, 3)y=—322+1z+1, 4)y=—242,
je njena tangenta paralelna x-osi.

21. Odrediti parametre m i n tako da parabola y = 2% + mz + n
dodiruje pravu

u tacki A(1,-1).

I
N
S
|
rolot
Ot
S~—
<
I
|
=

8
|
|

22. Odrediti prvi izvod sledec¢ih funkcija.
Dy=(1-22)° 2)y=(2>—22+3)", 3)y=v2—x, 4)y=Vr2+3r—4,
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5)y=v2r —3, 6)y=sin‘z, T7)y=cos’z, 8)y=In’z, 9)y=ec**

Y

10) y=e"*32 11)y=cos2z, 12)y=sin(l—z%), 13)y=In(z’+1),

2+ 5 r—2 3—x cosr—1
4)y=(=——),15) y=1/~—=, 16)y=In| —= |, 17) y=1 _
)y (2—;5)’ Dy=\ 15 10)Y n($+2), Ny n(cost)

23. Primenom Lopitalovog pravila izracunati sledece granic¢ne vred-
nosti.

4 — 2 3 2 _ —1 2—36
1) lim — o) lim L P 3) lim —— 2
r—>—2732+1 — 2 =1 x2—bx+4 =6 \/6x — 6

Vi—x—1 3 e 1l —e %

4)lim "~ 51 6)1 - -

)zlgtl) x 7 );_)na siny—x’ )xlgtl) sinz 20 In(1+x)’
In(3— In(1+si 2 In?

8)limM, 9)1imw, 10) lim ———  11) lim ——,
x—2 3(1’—2) z—0 2r z—=0 lnv/1—2 z—11—1
47 _ 3= 3 _ 92 —4 32242

192) lim =% gy qim LTy gy, DT 2T
=0 T z—o0 1 —x+ 22— 23 z—o0 12— 31+ 5

. x?—1 e . Inx . 2—Inz

19) im s— = 16 Jim =5, 17) im 2=, 18) fim S

24. Izracunati slede¢e granic¢ne vrednosti.

i 1 1 , 1 1 ) 1 1
1) lim —— ), 2)lim|(———1, 3)lim [ — — :
a—0\e?*—1 =z z=1 \Inz z—-1 e=0 \x  cosz—1

L 1 Inz
4) lim (sinz)®,  5)lim (sinz)®*,  6) lim (Inz)=, 7)lim < ) ;

z—0 x—0 T—00 z—=1 \x — 1

1 ]_ 1
8) lim z=, 9)lim(—)®,  10)lim (1—sinz)=, 11) lirr{ (lnx—i—l)mil.
z—

T—00 z—0 g z—0
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25. Ispitati monotonost sledeé¢ih funkcija i odrediti (ako postoje) nji-
hove ekstremne vrednosti.

1
Dy=2>+2, 2)y=2*+x,  3)y=2"—3n, 4)y:—§x2+4x,

3 3
5)y:x2+§:ﬁ—1, 6) y=1a°—3r+2, 7)y:x3—§1:2, 8) y=—x>+627,

)
9 y=a>+9r -2, 10)y=—a°+ 53:'2 —2x, 11)y=2a" — 62+ 92 — 5,

5) 4 1 1
12)y=-2’—2*-3x+4, 13)y= 3:53—33:2—1—31:, 14) y=— =z’ + =%+ 2z,

3 37 2
19)y—;—i7 20)y=it§$, 21)y=x;:i$, 22)y=%,
23)y:xil+x, 24)y=%, 25)y:ﬁ, 26)y:x22j_3,

26. Ispitati monotonost slede¢ih funkcija i odrediti (ako postoje) nji-
hove ekstremne vrednosti.

l)y:xeCE7 2)y:(2 —:U)ex, 3)y:aj ex, 4)y:<_§x2+2)€x’

2 T N =z 2 3 -

5)y=(2z°—3x)e", 6)y=(7+2x—x")e", 7)y=(3——+—2)e 7
T T
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2 T z—1 1 -3z x?

e e e e e
2_8 2_4 2 -1 x
13)y=""0 gy =TT gy =TT gy =
er er er x

er er er er
17)y= 18)y=—— 19)y=— 200 y=———
)y x—2’ )y 1 —4x’ )y x?’ )y 2 -8’

er er er

2y y= —— 2V y=——-—— 2 y=—---—.
)y 1 — 322’ )y 2 +4x+4° )y dr — 22 — 3

27. Ispitati monotonost slede¢ih funkcija i odrediti (ako postoje) nji-
hove ekstremne vrednosti.

2 1
Dy=Inz+3z, 2)y=Inr—22> 3)y=3Inz+-, 4)y:lnx+ﬁ,
x x

5)y=xlnr, 6)y=z’lnz, 7)y=(nzr+2)z, 8)y=(3—Inz)z,

1 x x? Inz Inx
9)y=— 10) y=— 11)y=— 12)y=— 13
Jy=1— =1~ Jy=1— Jy=—: Jy=—7%

2—Inx 3+1Inz 2—Inx Inx
14) y= - 16) y= 17) y=—t
)y x ) x2 6)y Inz ' )y Inz—1’

2 3 1 r—2
18)y:5—1n:17, 19)y:ﬁ+21nx, QO)y:EqL?)lnx, 21)y:$—+2—1nx.

28. Odrediti drugi izvod slede¢ih funkcija.

1 1
) y=a"-22"+3z—4, 2)y= 6x3—1x2+3x, 3)y=(2°-32%)(2—7x),
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4)y=ze®, 5)y=x(cosz —sinx), 6)y=a’cosr, T7)y=a"sinz,

8)y=a’lnz, 9)y=2%e", 10)y=

2 1 —9
2 1)y= 12)y=""—"=,
i

e:E

29. Odrediti drugi izvod sledeé¢ih funkcija.

Dy=va?+4, 2)y=2’c", 3)y=axe" "+, 4)y=Inz, 5)y=cos’z,

2 1
6) y=sin’x, 7)y=In(z"+2), S)yzln( H)’ g)y:m(coS“ )

2—x cosr—1

30. Odrediti n-ti izvod slede¢ih funkcija.

B 1
242

xT

1) y=e", 2)y=cosr, 3)y=sinz, 4)y=lnz, 5y

6)y=e ", Ty=1In(2 — z), 8) y=cos(2x), 9) y=sin(3x).

31. Ispitati konveksnost i konkavnost sledeéih funkcija, i odrediti (ako
postoje) njihove prevojne tacke.

1 3
1)y:§x—1, 2)y=1-2x, 3)y=—22"+3z, 4)y=2°+62>—152—2,
1 2 3 1
5)y=-a2’+32°—-1, 6)y=—-2"+3z-2, Ty=-, 8)y= v :
3 x x
3—2x 2+ a? 4 —3x — z? 1
9)y= 10)y= 11)y= 12)y=
Jy=—" 10)y=—+, 1y . @Wy=_—5
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13)y=——. 14)y=:1)):i, )yzxx—jQ, 16)y=9;2__j,
17)y:%, 18)y=%, 19)y=x;2, 20)y=1;23$,
21)y—2;$2, 22)?/2?):6_;13#, 23)3/23:2;“, 2)y=—5—
25)y:%, 26);,:%, 27)y:x;—'——+21x, 28)y:%.

32. Ispitati konveksnost i konkavnost sledeé¢ih funkcija, i odrediti (ako
postoje) njihove prevojne tacke.

1)y:x6x7 2)y:(4$—5)6$, 3)y:x26x7 4)y:(8—$2)6$,
5)y=(z"=2x)e", 6)y=(r+dz+1)e", 7)y=(2—=+-75)e", 8) y=a’¢",

9)y=(22°+2°)e”, 10)y=(v+22*—2%)e*, 11)y=(1—21+32%—4z>)e",

92— 2 2 2 2
12)y="2 13)y=""" 14)y="", 15) =212 16 y="—"
2_ 9,43 3 1— 23 849221
17)y=""2000 qgyy=L 19)y=-— 20)y=" T "0
et er e* er
8441 8424 ptl 1— 224322 — 423
Ql)y:ﬂ, 22)1/:%, 23) y= Tor”—4x )

33. Ispitati konveksnost i konkavnost slede¢ih funkcija, i odrediti (ako
postoje) njihove prevojne tacke.

2 1
Dy=Inr -2z, 2)y=2"-3nr, 3)y=hz—-, 4)y=— —Inz,
x
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5 y=zlnz, 6)y=(r—2)lnz, 7)y=(1-2r)lnz, 8)y=2"Inz,

9)y=2?(Inz—2), 10) y=2*(1-2Inx), 11) y =2°Inz, 12) y=2*(1-3Inz),

1 T T T
3)y 1 —1Inz’ )Y Inz’ 5)y 1—1Inx’ 6)y Inz — 2’
Inx + 2 Inz — 3 Inx + 2 Inz
1 — = — g 2 =
Ny Inz — 2’ )y Inx + 2’ )y Inz ’ 0)y Inx + 2’
lnz Inx — 2 Inz 2 — Inx
21)y=—, 22)y= , 23)y=—, 24)y= T
x T T T

5.7. Ispitivange funkcije 1 crtange grafika funkcije

Primer 1. Ispitati sledece funkcije i nacrtati njihove grafike.

x 2 +1 er 1+ 2lnx
1)y = 2)y = Ny=")  d)y=-_""
VY= 57 )y . Jy=—, )y ;
Resenge:
1) Yy = x23:1

1. Domen funkcije

D,={zeR|2*—1+# 0} = R\{—1,1}. Poslednja jednakost sledi iz
22— 140 & (z+1D)(z—-1)#0 & v#£-1 A 2 #1.

2. Nule funkcije i znak funkcije

% Nule funkcije

y=0 & —5=0 < r=0. Dakle, tacka preseka sa z-osom je A(0,0).
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% Zmak funkcije 0 -1 0 1 400

x | = |+ |+
=1+ — -]+
Y — |+ ||+

3. Parnost i neparnost funkcije

Domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.

1z f2) = 5 = — 5 = —f(2)

zakljucujemo da je data funkcija neparna.

4. Asimptote funkcije

% Vertikalne asimptote funkcije

-1
lim Y 4w
-1 22 — 1 0
Dakle, prava = —1 je vertikalna asimptota date funkcije (i sa leve i

sa desne strane).
Napomena. U prvom slucaju tj. kada z— —17 resenje je +oo jer je

funkcija y = %5 >0 za x € (—1,0). Analogno, kada x — —1~ resenje
je —oo jer je funkcija y=—"5 <0 za x € (—o0, —1).
1
lim ——— = = = 400

Dakle, prava z=1 je vertikalna asimptota date funkcije (i sa leve i sa
desne strane).
Napomena. U prvom slucaju tj. kada x — 11 resenje je +oo jer je
funkcija y = =~ >0 za x € (1,+00). Analogno, kada x — 1~ resenje
je —oo jer je funkcija y= 5 <0 za z € (0,1).
% Horizontalne asimptote funkcije )

- 0

lim —— — lim —%  — - —9

r—+oo ;132 —1 x—+oo 1 — % 1
T
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Dakle, prava y =0 je horizontalna asimptota date funkcije kada = —
+o00.

Napomena. Posto je funkcija y = "5 >0 za x € (1,400) grafik ove
funkcije se priblizava pravoj y = 0, kada = — +o00, sa pozitivne tj.
gornje strane. Takode, posto je funkcija y= —*5 <0 za x € (—o0, —1)
grafik ove funkcije se priblizava pravoj y = 0, kada * — —o0o, sa

negativne tj. donje strane.

x Kose asimptote funkcije

Data funkcija nema kosu asimptotu ni kada = — 400 ni kada z— —o0
jer i u jednom i u drugom slucaju ima horizontalnu asimptotu (y = 0).

5. Monotonost funkcije

P2 (@D (2®-1) | 1(@?-1)-22r 2241
y = @2—1)? Y I - R e
Iz —0 -1 1 40
-1 — | = =
?+1 |+ 4|+
(> =12 + |+ | +
y/ — — —
NN N

sledi da je data funkcija stalno opadajuéa (na celom domenu) i da
nema ekstremnih tacaka.

6. Konveksnost i konkavnost funkcije

7 (@41 (@2 -1)° (22 +1)(2*-1)%)

Yy =— (x2—1)%
__ 20(a®-1)%-(2?41)-2(@°-1)2z) __ 22(2?-1)(a?~1-2(z®+1))
(=1 (@2=1)
_ 2x(—22-3) _ 2x(2%+3)
N OV
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bz —o0—1 0 1 400
2x —|—|+|+
2 +3 ||+ + |+
(@ =12 |+ |+ |+ |+
> =1 |+ |—|—|+
y// o —"_ o +
y Nnjuln|u
sledi da je prevojna tacka date funkcije: P(0,0)
7. Grafik funkcije
15
2
1
jes e tastta s

S 3] A ——
L T

2

2) y =+

T

1. Domen funkcije

D,={acR|z #0} = R\ {0}
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2. Nule funkcije v znak funkcije

% Nule funkcije
y=0 < %:0 & 1’-1=0 & (z+1)(z—1)=0 & z=—1V z=1

S obzirom da x =—1€ D, i v =1¢€ D, zakljucujemo da data funkcija
ima nule za r =—11 x =1 tj. data funkcija se¢e z-osu u tackama
A(-1,0) i B(1,0).

% Zmak funkcije

=1+ |—|—|+
r | —|—|+t|+
y ||+ ]t

3. Parnost i neparnost funkcije

Domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.
Iz

2

flem) == = 21— p(y)

zakljucujemo da je data funkcija neparna.

4. Asimptote funkcije

x Vertikalne asimptote funkcije

i -1 -1
im = — = Fo0
z—0% xr 0 T

Dakle, prava x = 0 je vertikalna asimptota date funkcije (i sa leve i sa
desne strane).

Napomena. U prvom slucaju tj. kada z — 0" reSenje je —oo jer je
funkcija y = % <0 za x€(0,1). Analogno, kada = — 0~ resenje je
+00 jer je funkcija y=2F1>0 za z€(—1,0).

xT
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s Horizontalne asimptote funkcije

21 1
lim ! = lim (x——)zioo

z—+o00 X r—+oo €T

Dakle, data funkcija nema horizontalnu asimptotu ni kada = — +o00 ni
kada x — —o0.

x Kose asimptote funkcije

2 _
e tim 2 o g (1—i)=1

r—+too I r—+o0 x r—+oo ,I‘Q

n = lim (f(x) — kz) = lim (mQ_l—x>:—lim l:O

r—Fo0 r—Fo0 x r—too

Dakle, prava y = z je kosa asimptota date funkcije kada x — +o0.

5. Monotonost funkcije

r (.%‘2—1)/-1‘—(1‘2—1)-33/ _ 2wa—(22-1)1 2241
Yy = 22 = 22 = 2

1z

1|+ |+

sledi da je data funkcija stalno rastuca (na celom domenu) i da nema
ekstremnih tacaka.

6. Konveksnost © konkavnost funkcije

y”_ (x2—|—1)/-x2—(:c2+1)'(x2)/ _ 2wa?—(2?+1)20  2x(x?—2?-1) 2

= 33‘4 —_=
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1z

sledi da data funkcija nema prevojnih tacaka (z =0 ¢ D,).
7. Grafik funkcije

bbUbblibiy oo

T

3) Y=+

1. Domen funkcije

D,={zxeR|x—1#0} =R\ {1}
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2. Nule funkcije i znak funkcije

% Nule funkcije

y=0 & =0 o =0

z—1

Sto nije moguce jer je e* >0 za svako x € R. Prema tome, data funkcija
nema nula tj. data funkcija ne sece x-osu.

% Zmak funkcije

-0 1 400
e’ |+ |+
r—1— |+
y |— |+t

3. Parnost i neparnost funkcije

Domen date funkcije nije simetrican u odnosu na 0 odakle zaklju¢ujemo
da data funkcija nije ni parna ni neparna.

4. Asimptote funkcije

x Vertikalne asimptote funkcije

Dakle, prava z=1 je vertikalna asimptota date funkcije (i sa leve i sa
desne strane).

Napomena. U prvom slucaju tj. kada x — 17 resenje je +oo jer je
funkcija y= ;—jl >0 za x>1. Analogno, kada x— 1~ reSenje je —oc jer

je funkcija y=-2- <0 za x <1.

r—1
% Horizontalne asimptote funkcije
. e’ Lopital . . e’ 0
lim = lim e =4 lim =—=0
T—+00 I — 1 r—r+00 T——00 L — 1 — 00

Dakle, prava y =0 je horizontalna asimptota date funkcije kada = —
—00.
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e®

Napomena. Posto je funkcija y = -5 <0 za x € (—oo, 1) grafik ove
funkcije se priblizava pravoj y = 0, kada r — —o0, sa negativne tj.
donje strane.

x Kose asimptote funkcije

Data funkcija nema kosu asimptotu kada z — —oo jer ima horizontalnu
asimptotu (y = 0) kada x— —oc.

k = lim _f(x) = lim & Lopital lim € Lopital lim 6—:—i-oo
r—+oo T r—r+00 ,172 — X z—4o00 20 — 1 z—4o0 2
Data funkcija nema kosu asimptotu ni kada z — 4o00.
5. Monotonost funkcije
P () (a=1)—(e®)(z—1) _ eT(z—1)—e®1 _ e%(z—2)
¥ = (=17 B C VLR CEs Ve
Iz —00 1 2 400
e’ + |+ |+
r—2 | — | — |+
(x =172+ |+ |+
y ==
y NN S
sledi da je ekstremna tacka date funkcije: M, (2, 62>.
6. Konveksnost i konkavnost funkcije
_ (€@=2) (=) (e (@=2))-(e=1)*)
Yy = (x—1)%
e (1) (2—1)2—(e*(2—2))2(xz—1) _ e*(z—1)((x—1)2—22+4)
o (z—1)* - (z—1)*
_e®(x?—4x+b)
G
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Iz —00 1 400
e’ + | +
?—4x+5|+ |+
(x—1)2 |+ |+
r—1 — |+
y’ — |+
Y niu

sledi da data funkcija nema prevojnih tacaka (z =1 ¢ D,).
7. Grafik funkcije

' Mumiu

2

(7}
B e

4) y = 21nwx71

1. Domen funkcije

D,={zeR|x>0Az#0}=(0,+00)
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2. Nule funkcije v znak funkcije

% Nule funkcije

y=0 & 21“—;”_1:0 & 2lne—-1=0 < lnm:% & oxr=e2.

[

Dakle, tacka preseka sa x-osom je A(y/e,0).

x Zmak funkcije 0 e 4+
T + |+
2lIne—1 | — | +
Y — |+

3. Parnost i neparnost funkcije

Domen date funkcije nije simetrican u odnosu na 0 na osnovu cega
zakljucujemo da data funkcija nije ni parna ni neparna.

4. Asimptote funkcije

% Vertikalne asimptote funkcije

2lnxr—1 1
lim 2270 — fim (2lnz—1) - —=(—00) - (+00)=—00
z—0+t X z—0t x

Dakle, prava = = 0 je vertikalna asimptota date funkcije (sa desne
strane).

s Horizontalne asimptote funkcije

. 2lnr—1 Lopital ;. 2
lim = lim —=0
T—+00 €T r—+4oo

Dakle, prava y =0 je horizontalna asimptota date funkcije kada = —
+00.

Napomena. Posto je funkcija y = 221 > () za x € (y/e,400) grafik
ove funkcije se priblizava pravoj y=0, kada x — +o00, sa pozitivne tj.
gornje strane.
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% Kose asimptote funkcije

Data funkcija nema kosu asimptotu kada = — +o00 jer ima horizontalnu
asimptotu (y = 0) kada x —+o0.

5. Monotonost funkcije

r (21n:c—1)/'x—(21nm—1)-x/ _ Z2g—(2lnz—-1)1 _ 3-9lng
y = - = - =

.132
1z 0 Ved 400
3—2lnx | + | —
2 |+ |+
y |+ |-
Yy N\

sledi da je ekstremna tacka date funkcije: Mmax(\/g , \/%)

6. Konveksnost © konkavnost funkcije

"o (3—21111})/'1}2—(3—21111[7)-(;62)/ =22 (3-2lnz)2x
Yy = e = !
_ —2z—(3—2Inz)2x _ —2x(1+3—2lnz) _ —2(4—2lnz) _ 4(lnz—2)
o z? - zt - z3 R
I
‘ 0 €? 4o
Inzx—-2|—|+
23 + |+
y// o +
Y nju

sledi da je prevojna tacka date funkcije: P(e?, e%)
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7. Grafik funkcije

ErrsssssEETEEEEEEEESEESEEEENSELES

NJ»\
aH

Zadact za vezZbu:

1. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.

3 2
Dy=72% 2y=—32" 3y=:*+3, 4y=2"-2, 5H)y=1-2’,

6)y=2"+2z, T)y=-32"+z, 8)y=3r’—2r, 9)y=—2"— 4z,
10) y=2*+4x+3,11) y=—a’— 4w +5, 12) y=0’+3x+3,13) y=—a*+z —4.

2. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.
8

1
D y=a°—6z, 2)y=2"+92, 3)y=2"—6x+5, 4)y:§x3—3x—§,

1
5)y=a"+32% 6)y=2"-2>  T)y= §m3—x2, 8) y=4a’+22°~x,
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9) y=2*+32°-9z, 10) y =2*+22° 4z, 11) y=2*32%+32+9.

3. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.

1 1 1—2x 2 +1 20 — x2
Dy==. Nu=e—" PNy= 4)y— 5) =

V= Y=g Y=g v=o D=
2?2 —6x+9 6 —x — 22 1 3r

6)y=—m, TNy=—-— Q)=

)y I'—l Y )y .’L’+2 9 )y ]_—I27 )y 1'2 2a
T x? x?—-3 x? a3

10) y=—— 1) y=——, 12y y=——. 13) y =————— = .

)y 242’ )y r2—1’ )y 1—a2’ )y (x42)? )y 23

4. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.

) y=me", 2)y=(3—xz)e", 3) y=a2c", 4)y=(2—2?)e", 5) y= (2 +2)%",

1 T r+2 x? x2—2 1—22)?
6)y=—,Ty=—,8)y= 11)y=u

er er er

e er et

12) y=zes, 13)y:xe%, 14)y:(:x—2)e%, 15)y:x26%, 16)y:(x2+x)ewl-,

T x x x

5. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.

Dy=slnz, 2)y=2’lnz, 3)y=z(lnz+1), 4)y=2*(1—Inz),

5)y=In(z—2), 6)y=In(l—z), T7)y=mn(4—-2?), 8)y=In(z*-2),
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2 —1
9)y:ln(ﬂ>, 10)y= n(i—ﬁ), 11)y=xIn3z, 12)y=xIn’x,

Inz _1n:1:—27 15)y:L T :lna:—Q

5.8. Integrali

5.8.1. Neodredent integrali

Primer 1. Odrediti sledece integrale.

1) [(23—ba?+3x—4) dx, 2) [L5E dx, 3) [ dx, 4) [(1-3x)e” du.

Resenge:

1) [(2®=52?+3x—4)dx = [a2*de —5 [2de + 3 [zdx — 4 [dx

=2 5.243.2 4.54C
= ol sy 3 gy O

2) Primenimo smenu.

t =sinz  tj. dt = cosz dx (19)
Jstdr D =frtdi =54 C= s+ C=—ln 40,
3) Iz
pil _ AL B _ A-2tBr _ (AtB)r24
-2 1z T -2 2(1—2) )
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sledi
A+ B =1
—2A =1
Iz prethodnog sistema dobijamo da je A = —% i B= %
Prema tome,
r+1 1 3
- ) 20
z(xr —2) 2x+2(x—2) (20)
Dakle,
. (20)
= —Ihnfz[+ 3|z —2|+C,
4) Primenimo parcijalnu integraciju.
u=1-3z o du = —3dz o1
dv = e*dx ) v = e" (21)

[(1—=3z)e” dx = (1-3z)e*+ 3[e“dr=(1-3x)e"+ 3e*+C
= (4=3x)e"+C. ¢

Zadact za vezZbu:

1. Odrediti sledece integrale.

1)/3xdm, 2) /m4dx, 3)/@ dz, 4) /@d:c, 5) /x%d:c,
6)/ Jzd, 7)/ iz, /\/_dx 9) \2/3 10) \;—fdx,

1 2
11)/4cosxdx, 12)/56xdl’, 13)/3zdx, 14)/ dx, 15)/ —— d.
cos?x sin“z
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2. Odrediti sledece integrale.

1)/(%—290—1—95 )dx, 2)/(3\?/E+%—4) dx, 3)/(Tx2+%—x) dr,
Vo3 344+ /x 224372/
[T [, [0,

1 3 1
10)/(ﬁ+sinx+36 ) dx, 11)/( \/E—coscc e )dx,l2)/m dz,

11—z 2 — 8 8x2 — 2
13 ———dz, 16 dz .
) 1—\/_ /\/_—3 15) Vo +2 o >/2x—1 ’
3. Odrediti sledece integrale.

1) /(2+3$)7dx, %) /(x+1>éd:p, 3) /(3+x2)5xdx, 5 /(2—x4)6x3dx,

1
5) /336x2dx, 6)/5 ze 3 dx, 7) /BxQe_xgdaz, 8) /(233—{—5)6"””2*5%:15,

2n’z
Zen — ex? e 12
/ e dz, / e 11) \/_e dz, )/ . dz,
In’z COST cos\/T
—dz, 14) 1 1—2? 1
/ T, /sme dzx, 15) /:B cos(1—z7) dx, 6)/ NG dz,

22
17)/ 3? 5 dz, 18)/ dx, 19)/ S sing dx, 20)/ ST cosg do.
cos’x sin?z3
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4. Odrediti sledece integrale.

3 x x? x?
1 dr, 2) [—L 4 dr, 4) | —2 4
)/1+2x “ )/3—|—4x2 “ 3)/1+x3 “ )/(3+29§3)2 “

5)/Ld:c 6)/Ld:c 7)/x—2dx 8)/ﬂdl’
Vr+1 V2—-322 14223 2243zx+4

1 3r+1 Vv 1H 1
0) [— g 10) -2 A 12)/— dz,
3+ 2z + 22 \/3x2—i—2x+ zrlnz

1 COSZL sinx COST
13) [———dz, 14) |[——— dz, 15 dz, 16) [—— dx.
) / z(1+nr) z, 14) / 1—sinx ) /1—2cosz " )/ Teinz

5. Odrediti sledece integrale.

1 1 1
) [ ———d 2) | ———d 3) | ——d
)/x2—4x+3 “ )/x2+5x+6 “ )/x2—6x+8 o
r—1 3x+2 r—2 r+1
4 d 5 d 6) [——d 7 |[———d
)/:r2+:1: o )/332—:1: “ )/x2~|—3x o )/ZE—2$2 o
r+2 2r — b 3r +4
8)/x2+4x—5dx’ 9)/x2+4x—|—3d$’ 10)/x2+x—2dx’

2 r+4 20—3 24—
1 _ ——dzx.
1 )/x3—x dz, 12)/x3—9x dz, 13)/x3—16a: dr, 14)/:1:3+x2—2x dx

6. Odrediti sledece integrale.
22 x? 2?2+ 3 2 — 312
1 d 2 d 3 d 4 d
)/x+2 o )/x—B o )/a:~|—2 o )/ -1 "
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1—222 23 23 1—23
5)/ po— dz, 6>/m—3d$’ 7)/x+1dx, 8)/m+2da¢,

3 9 3 _ 2 349202 —3r—1
9)/ida€, 10)/3: T da, 11)/‘7” T Tor T g,
T+ 2 r—3 r+1

x3 3+ 1 3 —2 3 —x+3
12 dr, 1 dr, 14 dx, 1 - d
) [ g e 3)/2_ s[5 an 1) [F o R

90— a? 1 3 203 3+2
16)/ T AT 17)/ﬂdx, 18)/ﬂdag,

R x2—x—2 2 +x—2

34 2242 2x3—3x+2 203—32%42x+1
19) | ——dz. 20 —d 21 dx.
)/x2—|—2x—3 “ )/ x24+x—2 “ )/ x242x—3 *

7. Odrediti sledece integrale.

1) /lnx dx, 2) /:plnx dz, 3) /xe”’c dx, 4) /xcosx dx,
, Inz Inz 9
5) [ wsinz dz, — du, — du, 8) [x*Inxzdz,

9)/$2€I dx, 10)/952 cosz dx, 11)/9L’2 sinz dz, 12)/(2:1:+1)1nx dx,
13)/(1+x) e du, 14)/(1—3x) sinz dz, 15)/(3+2x) cosz dz,
16)/(x2+ 1)Inzdzx, 17)/1n2xd1', 18)/(23:2— 1)e"dz, 19)/(1+:E2) sinzdz,

2())/(2 —2?) cosz dx, 21)/e”sinx dx, 22)/€wCOS$ dx, 23)/eﬁdx.
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5.8.2. Odredent integrali

Primer 1. Izracunati sledece integrale.
1) f_21(:c2+3:c—4) dx, 2) f§ cos?x sinx dx, 3) fle Inzx dz.
Resenje:
1) ffl(x2—i—3x—4) dr = ffle dxr + Sfflx dr — 4ffldx
1B (-1 + 3@ (1)) — 42— (~1))
=1(84+1)+2(4-1)—4(2+1)=3+2-12=-9,
2) Primenimo smenu.

t =cosz tj. dt =—sinz dx (22)

Na osnovu (22) dobijamo:

Ako je z =7, tada je t:‘/Ti

Ako je = 7%, tadaje = % (23)
Prema tome,

ffcoszx sing dz 2 _ f%ﬁ dt = ffitQ dt = % |;2§

= (P -GN =308 - D =28
3) Primenimo parcijalnu integraciju.

u = Inx du = %da:

dv = dx - v=u= (24)
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Prema tome,
[{ Inz dz Iz = [{eide =znz|{ — [[de =zInz|f —zf
=z(lnz—1)|f =e(lne—1) — 1(In1—1)
—e(1-1)—1(0—1)=1. 4

Zadact za vezZbu:

1. Izracunati sledece integrale.

1)/345dx, 2)/?%@: 3)/01§dx, 4)/3a: dz, /\/_dx

27 9 2
6) [ xdx, 7)/\/56156, 8)/x2\/5dac, 9)/ —dz, 10) /—dx
0 0 1

4 L 2 4 0 2 5z
4 1 2
1) [ V2 g, )/435— d, 13)/ = da, 14)/2emdx, 15) [ = da,
1 xr % 3\/5 3 A —1 1 3

jus _ ™ 1 _% 4
16)/rssinx dz, 17)/ G%dx, 18)/r3 5 da, 19)/ ——da.
1 - 6 -

s
3

INE]

2. Izracunati sledece integrale.

-1 2 9 9
1)/ (4—3x+22%) dw, 2)/(4+%——4)dx, 3)/(—\/E+3x—2x2)dx,
9 1 ¢ 0 3

l—z 93 Sx Y4p2 1 295121
4 5 6 - dx, T d
)/1 N ) vz @ )/_2233—1 o )/_3 brtl ¥
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i sinz i 2 1 i1
8 — )dx, 9 —— dr, 10) | ————d
)/g (cosx+ 3 ) v )/g (sinQ:I: cos? > “ )/3{ sin’z costar
1 1 2 e 0 e
11)/(:v—ex)dx,12)/( v?)dr, 13)/ (x ——) dx, 14)/( xQ)d:v.
-1 0 1 3 R\

3. Izracunati sledece integrale.

|

1) /0 (2-30)'dr, 2) /0 (e+d)idz, 3) /0 (3—a?ad, 4) /0 (1),

—1 241 V3 I V2o 09 .
5)/ 5 dx, 6)/ xe” dx, 7)/ 22e* dz, 8)/ §x2e”‘" dx,
-2 0

-1

2 - . |
9)/ —26%61% 10)/ —3eTde 11) /—efdx 12)/2008xesmzdx,
12 5 T

]

™

T i 3 VE
13)/ T dz, 14)/ oSt dx, 15)/sm x cos’zdz, 16)/ xgsiandx,
x cos3x x sin’x 0

™
4

VAl Vi o B ]
17)/ T 18)/ T, 19/ ﬂdaz 20)/—2da:.
JZ sin (23:2) E cos?x? e rln“x

4. Izracunati sledece integrale.

-2 q 1 Y2 o 1 2
1)/ dx, 2)/ Qx dx, 3)/ ’ 5 dz, 4)/ x—dz,

2 9 Loy 0 g2 1—3lnz
5 | ——=dx, 6) | ———=dx, 7 —dx, 8 —dx,
>/1€/4x—3 )/0\/1+3x2 )/_1\3/4+3m3 )/1 x

146



REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

2

e 1 63 4 3_1 1 5 Inb xT
9)/ ———da, 10)/ VO 11)/ —_de, 12)/ ° _da,
e X e z 0 4 1

xIn 2 —T ng€2r—1

5 6 1
3 —2x 20— 17 dor +7
13) [ =222 g 14y [ L ge, 15 =22y
3)/4x2—3x+2 “ )/5x2—7x+12 “ 5>/0x2+3a:—|—2 “

2 sinx 5 sinz 2 sinw
16 / de, 17) | = g 18 / S
) 0 2—cosT ) 0 v/3—cosx ) = \/14++/2 cosz

4

[NIE]

3

5. Izracunati sledece integrale.

e2 e 2
1)/ Inz dx, 2) /mlnxda:, 3)/ ze® dz, 4)/ x cosx dz,
e 1 1 0

2

g 1 1 €] e
5)/ x sinx dx, 6)/ n—fdx, 7)/ n—gjdx, 8)/ r*Inz du,
Es e—1 s e—1 X e

4

wh

2 0 5 e
9)/$26xd1‘, 10)/ r*cosz dz, 11)/ r?sing dz, 12)/(:v—1)1nxd$,
1

,g 0 1

0 2 T
13)/ (1—3z)e*dz, 14)/ (x—1) cosz dz, 15)/ (142)sinz dx,
0

1 I

2 2

e e 1
16)/ In*z d, 17)/ (z*—2) Inz dz, 18)/(1+3x2)emda:,
1 e 0

jus jus 9
19)/2(1—:102) cosz dz, 20)/2(2—x2)sinx dx, 21) / eV dr .
0 4

™

4
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6. Izracunati povrsinu figure ogranicene pravom y = 0 i lukom krive:
Dy=—2*4z, 2y=—2>4+32, 3)y=24+z, 4)y=—2>—2z,
5)y = 3> +4x, 6)y = 32742z, T)y = —2>+3x+4, 8) y = —1*—2+6,
9)y = 2*~3x—-10, 10)y = —32*+242, 11)y = 42 —5z+1,
12)y = 22°+2—6, 13)y = —22°+72+9, 14) y = —22*+52—3.
7. Izracunati povrsinu figure koja je ogranicena linijama:
Dy=—2*+62-3 i y=a+1, 2)y=—a’482-10 i y=a+2
3y =a2*~6x+7 i y=x-3, 4)y=—2>+100—15 i y=az+3,

1 1
5y = —§x2+4x—3 i y=az+1, 6)y= §x2+x—1 1 y=ux+l1,

1 1
7)y:—§x2—i—x—3 i y=1-2u, 8)yz—§x2+3x—5 i y=3-2u.

8. Izracunati povrsinu figure koja je ogranicena linijama:
y=a2"-5r i y=—2’tx, 2) y=2"-22 i y=—2’4+3z,

Ny=a24+r i y= -2’4, 4yy=a*—2-2 i y=—a’4+2z,

5y=2"-4 i y=—a+1+2, 6) y=2"-3 i y=—2"—1,
T y=2°+32—4 i y=—2’—a+2, ) y=21 1 y=—a’+4,
Ny=2"-4 i y=—2°+2, 10) y = 2’ 4o—1 i y=—2>+49.
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9. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko z-ose dela
povrsi ogranicenog x-osom i lukom krive:

1) y = 3z—2, 2) y =—x—2x°, 3) y=a24+22  4)y=a2"—4x,

5)y =—a—1+6, 6)y =2’ +42+3, T)y = 22> +2+1, 8)y =22°—2—6.
10. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko z-ose povrsi
ogranicene linijama:

3

3 1 1 1
1)y:§x2—|—2 i y=a7 2)y:§x2+1 i y=a?% 3)y=1x2+§ i yzzlx2+1,

1 2 2 1 1
4)y=§x2+2 iy=a?, 5)y:§x2+1iy:x2+§, G)QZZIQJFl 1 y=m2+§.

11. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko y-ose povrsi
ogranicene linijama iz prethodnog zadatka.

12. Izracunati duzinu luka

1) krive y = z+/z izmedu tacaka O(0,0) i A(4,8),

2) krive y = %(Qx—l)% izmedu tacaka A(2,%) 1 B(5,9),
3) krive y = %(Bx—l)% izmedu tacaka A(2,0) 1 B(%,6).
4) krive y = (4o —1)2 izmedu tacaka A(3, 1)1 B(3,2).
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6. Ekonomske funkcije

Literatura u kojoj mozete pronac¢i neophodne informacije o ekonom-
skim funkcijama: [2], [9], [12] ili [14].

Primer 1. Data je funkcija traznje x = —3p + 18. Odrediti

a) koli¢inu i cenu pri kojima je ukupan prihod pri prodaji ove robe
maksimalan,

b) koliko iznosi maksimalan ukupan prihod.

Resenje: Iz potrebnih uslova postojanja funkcije z= f(p) kao funkcije
traznje, a to su:

dobijamo: p=>0, z >0 i v < 0,
p>0 p>0 p >0
r>0 )= —-3p+18>0 ) — p<6 » =pe(0,6).
z <0 —-3<0 za svako p

Dakle, pe (0,6) iz ¢ega zakljucujemo da x € (0, 18).

a)lz P=x-p=(—3p+ 18)p = —3p* + 18p dobijamo: P'=—6p + 18
tj. P'=—6. Posto je P'=0 <= —6p+ 18 =0 <= p=31 pri tome
je P"(3) = —6 < 0 zakljucujemo da je p=3 cena pri kojoj se postize
maksimalan ukupan prihod, odnosno da je z(3) = -3 -3 + 18 =9
kolicina pri kojoj se postize maksimalan ukupan prihod,

b) Pras = P(3) = —3-324+18-3=27. ¢

Primer 2. Odrediti (graficki i racunski) cenu za koju se postize
ravnoteza traznje i ponude, ako je funkcija traznje data sa x=—2p+10
i funkcija ponude date sa y=p? + 2.

Resenje: Iz potrebnih uslova postojanja funkcije 2= f(p) kao funkcije
traznje a to su:

dobijamo: p>0, r>0 i :1:,<O,
p>0 p>0 p >0
x>0 )= -2p+10>0 p = p<5 » = pe(0,5).
z <0 —-2<0 za svako p
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Dakle, p€(0,5) iz ¢ega zakljucujemo da x € (0, 10).
Iz potrebnih uslova postojanja funkcije y = f(p) kao funkcije ponude
a to su:

dobijamo: p >0, y>0 i y >0,
p>0 p>0 p >0
y>0 3= p*+2>0 » = zasvakop » = pc(0,+00).
y >0 2p >0 p>0

Dakle, pe (0, +00) iz ¢ega zakljucujemo da y € (2, +00).
Imajuéi u vidu da p € (0,5) i p € (0,+00) dobijamo da je p € (0,5)
zajednicki uslov koji ispunjava cena.

a) graficko resenje:

\ 12:: XY

Ravnoteza trzista
r=-2p+10 iy =p*+2

b) ra¢unsko resenje:

Uslov ravnoteze traznje i ponude tj. ravnoteze trzista je: x=y.
Iz navedenog uslova dobijamo —2p + 10=p* + 2 tj. p* + 2p — 8=0.
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Posto je,
—2+V4+32 —-2+6
2 2

iz, uslova p € (0,5), zaklju¢ujemo da je p =2 cena za koju se postize
ravnoteza traznje i ponude. ¢

p2+2p—8:0<:>p: & p=2 V p=—4,

Primer 3. Date su funkcija traznje xr= —%p + 30 i funkcija prosec¢nih
troskova proizvodnje C' = %:17 —15+ %. Odrediti interval rentabilnosti.

Resenje: Iz potrebnih uslova postojanja funkcije 2= f(p) kao funkcije
traznje a to su:

/

dobijamo: p=>0, v=0 ' z <0,
p>0 p>0 p>0
>0 3= —2p+30>0 y =  p<45 3 = pec(0,45).
<0 —% <0 za svako p

Dakle, pe(0,45) iz cega zakljucujemo da x € (0, 30).

Iz C = %l’ — 15+ %, imajuéi u vidu da je C = %, dobijamo da je
C=32? — 152 + 288.

1z uslova :
>0 C >0 i C'>0
dobijamo: SR ! ’
x>0 x>0 z >0
C>0 i%x2—15x+288>0 — zasvakozr ) — x €
C'>0 3r—15>0 r>5
(5, +00).

Imajuéi u vidu da = €(0,30) i z € (5, +00) dobijamo da je x € (5,30)
zajednicki uslov.

Iz z = —%p + 30 dobijamo da je p= —%x +45. Dakle, P =x-p =
z(—3z +45) = 322 + 45z
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Interval rentabilnosti dobija se iz uslova P = C. Dakle, potrebno je
resiti jednacinu . .
—§x2 + 4bx = §m2 — 15z + 288

tj. —3x? 4+ 60z — 288 =0 tj. 2% — 20z + 96 = 0.

20 £/400—384 20 +4

2
—20 96=0 < z=
T x -+ T 5 5

S =8V z=12.

Dakle, interval rentabilnosti je (8,12). 4

Primer 4. Date su funkcija ukupnih prihoda P = —0,5p* + 52p i
funkcija ukupnih troskova proizvodnje C'=2% — 46z + 1 728. Odrediti
a) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

b) koliko iznosi maksimalna dobit.

Resenje:

Iz P=x-p=—0,5p* + 52p=(—0,5p + 52)p dobijamo: z=—0,5p + 52
tj. p=—2x + 104 tj. P=—222 + 104x.

Iz potrebnih uslova postojanja funkcije = f(p) kao funkcije traznje a
to su:

/

- p >0, x>0 1 x <0,
dobijamo:
p>0 p>0 p>0
r>0 3= —-05p+52>0 )= p<104 ) = pec(0,104).
z <0 —-0,5<0 za svako p

Dakle, p€(0,104) iz ¢ega zakljucujemo da z € (0, 52).

Iz 2=—0,5p+52 tj. p=—2x+104 dobijamo da je P=—2x*+104x tj.
D=P —C=-22?+ 104z — (2% — 462 + 1 728) = —3x? + 150z — 1 728.

"

a) Prema tome D'= —6z 4+ 150 tj. D" = —6. Imajuéi u vidu da je
D'=0 <= —62 + 150=0 <= =25 i pri tome je D"(25)=—6<0,
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zakljucujemo da je x = 25 kolic¢ina pri kojoj se postize maksimalna
dobit, odnosno da je p(25) = —2 - 25 + 104 = 54 cena pri kojoj se
postize maksimalna dobit,

Provera uslova C > 0iC" >0

C(25) =252 —46-25+1728 = 1203 > 0, C'(25) =2-25-46 =4 > 0
b) Dpar = D(25) = —3 - 252 4150 - 25 — 1728 = 147. ¢

Primer 5. Data je funkcija proseénih troskova proizvodnje C' =z —
32+ 12, Odrediti

a) funkciju ukupnih troskova proizvodnje,

b) funkciju grani¢énih troskova proizvodnje,

¢) koeficijent elasti¢nosti funkcije ukupnih troskova proizvodnje,

d) nivo (obim) proizvodnje za koji je koeficijent elasti¢nosti funkcije
ukupnih troskova proizvodnje veéi od 1 tj. funkcija ukupnih troskova
proizvodnje elasti¢na,

e) elasticnost funkcije ukupnih troskova proizvodnje za = = 30,
Resenje:

a) Iz C=2—32+ 1%7 imajuéi u vidu da je C'= %, dobijamo da je
C=C z=(x—32+L)r=21?— 322+ 112,

b) Posto je funkcija ukupnih troskova proizvodnje C'=x? — 32z + 112,
dobijamo da je funkcija grani¢nih troskova proizvodnje €' =2z — 32,
Iz uslova z >0, C >0 i C'> 0, imajudi u vidu da je,

32 £+4/1024—-448 32+ 24

22—3204+112=0 & = o =28V r=4

2 2

1 00 4 28 400
T — 28 — | =]+

x_4 - —'I_ +7

(x—=28)(xz—4) |+ |— |+
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dobijamo da je z € (0,4) U (28, +00), dok iz 22 — 32 > 0 dobijamo da
je © > 16. Dakle, = € (28, +00).

—z.(=——=z _ — 20732z
¢) Ec.= c C = 223204112 (22 32>_J;2—32x+112’

22232z 22232z 22232z — (22 —32x+112)
d) x2—-322x+112 >1 < x2—-322x+112 1>0 < x2—-322x+112 >0

e 2250 o g2 — 11250 & (2 + V112)(z — V112) > 0.

22 —-322+112

Iz —00 4T 47 +o0
x4+ 4T - |+ |+
r— 47 - | =+ |
@+ V-7 | + | - | +
zakljutujemo da je za x € ((—oo, —4v/7) U (4/7, 400)) N (28, 400) =

(28, +00) koeficijent elasti¢nosti funkcije ukupnih troskova proizvodnje
veéi od 1,

. 2:30%2-32:30  __ 840 __
e) Ec:(30)=55:"5501 113 = 52 — 16.15. ¢

Zadact za vezZbu:

1. Iz potrebnih uslova postojanja funkcije x = f(p) kao funkcije tra-
znje odrediti interval na kojem sledece funkcije predstavljaju funkcije
traznje.

a)r=—-2p+7, b) x = —=3p+ 13, c) x = —bp+ 26,
d) z = —p*+64, e) r = —p*+2p+3, f) x = —p?+4p+21.
2. Iz potrebnih uslova postojanja funkcije y = f(p) kao funkcije po-
nude odrediti interval na kojem sledece funkcije predstavljaju funkcije
ponude.

a)y=2p—1, b) y =3p—4, c)y=>5p—T,
c)y=p+1, d)y =p*+3, e)y=p°—4
3. Funkcija traznje nekog proizvoda data je sa © = —p + 6. Odrediti
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a) koli¢inu i cenu pri kojima je ukupan prihod pri prodaji ove robe
maksimalan,

b) koliko iznosi maksimalan ukupan prihod.

4. Funkcija traznje nekog proizvoda data je sa x = —p + 34. Odrediti
a) koli¢inu i cenu pri kojima je ukupan prihod pri prodaji ove robe
maksimalan,

b) koliko iznosi maksimalan ukupan prihod.

5. Odrediti (graficki i racunski) cenu pri kojoj se postize ravnoteza

traznje i ponude, ako su funkcija traznje x i funkcija ponude y date
sa:

a)r=-3p+4, y=2p—1, b) x = —6p + 10, y =3p— 2,
c)x=—4p+5 y=4p—1, d)z=-2p+6, y==06p—14.
6. Odrediti (graficki i rac¢unski) cenu pri kojoj se postize ravnoteza

traznje i ponude, ako su funkcija traznje x i funkcija ponude y date
sa:

a)r=(p—2)%y=2p—1, b)x=(p—3)%y=3p+1,
c)x=(2-p) y=4p—3, d)z=3-p)? y=2p+2
7. Odrediti (graficki i racunski) cenu pri kojoj se postize ravnoteza
traznje i ponude, ako su funkcija traznje x i funkcija ponude y date

a) x = —p? + 10p + 600, y = 30p — 200,
b) x = —p* + 10p + 200, y = 30p — 100,
c) x = —p? + 20p + 300, y = 30p — 300,
d) x = —p* + 27p + 124, y = 30p — 146.

8. Odrediti (graficki i racunski) cenu pri kojoj se postize ravnoteza
traznje i ponude, ako su funkcija traznje x i funkcija ponude y date
sa:

a)r=-—p+7,y=p+1, b) x = —p+14,y = p* +2,
¢)x=—4p+6,y=p>+1, d)z=-2p+5,y=p"+2.
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9. Funkcija ukupnih troskova proizvodnje data je sa C'=x? + 4z.
Odrediti

a) funkciju prosec¢nih troskova proizvodnje i kada prosecni troskovi
rastu a kada opadaju,

b) funkciju grani¢nih troskova proizvodnje.

10. Funkcija ukupnih troskova proizvodnje data je sa C'= %m3—§x2+

112z. Odrediti

a) funkciju proseénih troskova proizvodnje i kada prosecni troskovi
proizvodnje rastu a kada opadaju,

b) funkciju granic¢nih troskova proizvodnje.

11. Funkcija graniénih troskova proizvodnje data je sa C'= %x + 10.
Odrediti funkciju ukupnih troskova proizvodnje ako je poznato da je

C(0) = 52.

12. Funkcija graniénih troskova proizvodnje data je sa C'= %x2—3x+5.
Odrediti funkciju ukupnih troskova proizvodnje ako je poznato da je

C(0) =17.

13. Funkcija graniénih prihoda data je sa P'=—8z 4 120. Odrediti
funkciju ukupnih prihoda ako je poznato da je P(0) = 0.

14. Funkcija graniénih prihoda data je sa P'= —%mQ + 34x + 70.
Odrediti funkciju ukupnih prihoda ako je poznato da je P(0) = 0.

15. Data je funkcija ukupnih prihoda P = —32?+62 i funkcija ukupnih
troskova proizvodnje C'=2x?+41. Odrediti (graficki i racunski) interval
rentabilnosti.

16. Odrediti interval rentabilnosti ako su funkcija ukupnih prihoda i
funkcija ukupnih troskova date sa:

a) P=—31? + 21z, C=32% — 21z + 135,

b) P=—3a% + 21z, C'=32? — 11z 4 120,
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17. Data je funkcija ukupnih prihoda P=—0,52%+ 100z i funkcija
ukupnih trogkova proizvodnje C'=1,522 + 20z + 512. Odrediti

a) interval rentabilnosti,

b) za koju ¢ée proizvedenu i realizovanu koli¢inu proizvoda dobit iznositi
288 novcanih jedinica.

18. Data je funkcija ukupnih prihoda P = —2? + 80x i funkcija uku-
pnih troskova proizvodnje C'=x? + 20z + 418. Odrediti

a) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

b) koliko iznosi maksimalna dobit,

¢) koliko iznosi dobit pri proizvodnji i realizaciji 17 proizvoda,

d) za koju ¢e proizvedenu i realizovanu koli¢inu proizvoda dobit iznositi
32 novcane jedinice.

19. Data je funkcija ukupnih prihoda P:—gﬁ + 18z i funkcija uku-
pnih troskova proizvodnje C'=12? — 10z 4 90. Odrediti

a) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

b) koliko iznosi maksimalna dobit.

20. Data je funkcija proseénih prihoda P = —%x + 19 i funkcija uku-
pnih troskova proizvodnje C'= %xz — 13z + 120. Odrediti

a) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

b) koliko iznosi maksimalna dobit.

21. Date su funkcija ukupnih prihoda P =—2? + 90z i funkcija pro-
secnih troskova proizvodnje C'=3z + 50 + i—(j. Odrediti

a) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,
b) koliko iznosi maksimalna dobit.

22. Date su funkcija traznje x =40 — 2p i funkcija ukupnih troskova
proizvodnje C'=32? — 12z + 120. Odrediti

a) interval rentabilnosti,
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b) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

¢) koliko iznosi maksimalna dobit.

23. Date su funkcija traznje x = —§p+20 i funkcija prosecnih troskova
proizvodnje C'= %x - 12+ % Odrediti

a) interval rentabilnosti,

b) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

¢) koliko iznosi maksimalna dobit.

24. Date su funkcija ukupnih prihoda P=-2p? + 20p i funkcija uku-
pnih troskova proizvodnje C'= %x2 — 18z 4 90. Odrediti

a) interval rentabilnosti,

b) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

¢) koliko iznosi maksimalna dobit.

25. Date su funkcija ukupnih prihoda Pz—%p2 + 10p i funkcija pro-
se¢nih troskova proizvodnje C'= %$ — 17+ 1720. Odrediti

a) interval rentabilnosti,

b) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

¢) koliko iznosi maksimalna dobit.

26. Date su funkcija ukupnih prihoda P =—1,5p? + 9000p i funkcija
ukupnih troskova proizvodnje C'=0,522 — 5000 000. Odrediti

a) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

b) koliko iznosi maksimalna dobit.

27. Date su funkcija traznje x=—p+ 105 i funkcija ukupnih troskova
proizvodnje C' =422 + 400. Odrediti

a) interval rentabilnosti,

b) koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,

¢) koliko iznosi maksimalna dobit,

d) koliko iznosi dobit pri minimalnim prose¢nim troskovima.
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28. Funkcija traznje nekog proizvoda data je sa x = —p+30. Odrediti
a) koeficijent elasti¢nosti date funkcije traznje,

b) elasti¢nost za p = 20,

¢) karakteristicnu cenu tj. cenu za koju funkcija traznje ima jediniénu
elasti¢nost.

29. Data je funkcija ukupnih prihoda proizvodnje P = —2? + 22z.
Odrediti

a) koeficijent elasti¢nosti date funkcije ukupnih prihoda u odnosu na
nivo (obim) proizvodnje i analizirati elasti¢nost funkcije ukupnih pri-
hoda u odnosu na nivo (obim) proizvodnje,

b) elasti¢nost ukupnih prihoda pri nivou (obimu) prozvodnje od 10.
30. Funkcija traznje nekog proizvoda data je sa x =—2p-+44. Odrediti
a) funkciju ukupnih prihoda,

b) koeficijent elasti¢nosti funkcije ukupnih prihoda u zavisnosti od

cene proizvoda i analizirati elasti¢nost funkcije ukupnih prihoda u za-
visnosti od cene proizvoda,

¢) elasticnost ukupnih prihoda pri ceni od 18.
31. Funkcija traznje nekog proizvoda data je sa x =—3p+51. Odrediti
a) funkciju ukupnih prihoda,

b) koeficijent elasticnosti funkcije ukupnih prihoda u zavisnosti od
nivoa (obima) proizvodnje i analizirati elasticnost funkcije ukupnih
prihoda u zavisnosti od nivoa (obima) proizvodnje,

¢) odrediti elastié¢nost ukupnih prihoda pri nivou (obimu) prozvodnje
od 21.

32. Funkcija traznje nekog proizvoda data je sa x = (p—=8)2. Odrediti
a) funkciju ukupnih prihoda,

b) koeficijent elasticnosti funkcije ukupnih prihoda u zavisnosti od
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cene proizvoda i analizirati elasti¢nost funkcije ukupnih prihoda u za-
visnosti od cene proizvoda,

¢) odrediti elasti¢nost ukupnih prihoda pri ceni od 2.

33. Data je funkcija ukupnih troskova proizvodnje C' =% — 15z + 36.
Odrediti

a) koeficijent elasti¢nosti date funkcije ukupnih troskova proizvodnje,
b) elasti¢nost date funkcije ukupnih troskova proizvodnje za z = 15,

¢) nivo (obim) proizvodnje za koji je koeficijent elasti¢nosti date funkci-
je ukupnih troskova proizvodnje veéi od 1 tj. funkcija ukupnih trosko-
va proizvodnje elasti¢na.

34. Data je funkcija prose¢nih troskova proizvodnje C'=x — 29 + %.
Odrediti

a) funkciju ukupnih troskova proizvodnje,

b) funkciju grani¢nih troskova proizvodnje,

¢) koeficijent elasti¢nosti funkcije ukupnih troskova proizvodnje,

d) elasti¢nost funkcije ukupnih troskova proizvodnje za x = 40,

f) nivo (obim) proizvodnje za koji je koeficijent elasticnosti funkcije
ukupnih troskova proizvodnje manji od 1 tj. funkcija ukupnih trosko-
va proizvodnje neelasticna.

35. Data je funkcija ukupnih troskova proizvodnje C'=x2+750. Do-
kazati da je: Ec, — Eg,=1.
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7. Statistika © verovatnoda

Literatura u kojoj mozete pronac¢i neophodne informacije iz oblasti
statistike i verovatnoce: 2], [7], [8], [12]-[14].

7.1. Statistika

Primer 1. Evidentiran je broj prodatih laptopova, na dnevnom
nivou, tokom jednog meseca (od 30 dana) u jednoj prodavnici i dobi-
jeni su slede¢i podaci:
3,6,7,4,5,8,9,6,10,7,8,5,2,6,7,
4,7,8,6,5,8,6,9,4,7,5,3,1,2,6.
a) Formirati distribuciju frekvencija na osnovu podataka o prodatim
laptopovima,
b) Nacrtati poligon apsolutnih i relativnih frekvencija i procentualnog
ucesca za podatke o prodatim laptopovima.

Resenge.
2) Broj prodatih | Broj dana Relativne Ucesce
laptopova (z) | u mesecu (f) | frekvencije (p==£) | (u %)
1 1 0,03 3
2 2 0,07 7
3 2 0,07 7
4 3 0,10 10
d 4 0,13 13
6 6 0,20 20
7 D 0,17 17
8 4 0,13 13
9 2 0,07 7
10 1 0,03 3
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b)
Broj dana
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5 // \I\\
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Poligon apsolutnih frekvencija

0%

0%

Ex

Poligon relativnih frekvencija

Poligon procentualnog uceséa
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Primer 2. U jednoj grupi od 50 studenata pri polaganju ispita iz
Statistike dobijeni su sledeéi rezultati:

Poeni na ispitu | Broj studenata | Broj studenata/50 | Ucesée (u %)
0—-50 15 0,30 30
51—60 6 0,12 12
61—-70 7 0,14 14
71-80 11 0,22 22
81—-90 6 0,12 12

91—-100 ) 0,10 10

Nacrtati histogram apsolutnih i relativnih frekvencija i procentualnog
ucesca za podatke iz prethodne tabele.

Resenge.

broj 17}
studenata 16
15 —
14t
13
1245
14
1

ET] 20 30 40 50 60 70 80 % 100 broj

poena

;'-Ina ]
-
=

s

Histogram apsolutnih frekvencija
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broj
studenata/50

Histogram relativnih frekvencija

procentualno
udeice

40%

Histogram procentualnog uceséa
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Primer 3. Analizirana je prosecna dnevna potrosnja hleba tokom
jedne nedelje u jednoj ¢etvoroclanoj porodici i dobijeni su sledeé¢i po-
daci: 0,96 kg; 1,21 kg; 0,85 kg; 1,12 kg; 0,87 kg; 0,94 kg; 1,05 kg.
Odrediti:

a) prosecnu potrosnju hleba za datu cetvoroclanu porodicu u analizi-
ranoj nedelji,

b) koliko dana u nedelji je porodica pojela hleba vise od proseka,

¢) medijanu.

Resenje.

— 1,21 1,12 441
a) T = 0,96+1,2140,85+ 1 +0,87+0,94+1,05 _ 1 ke:

Dakle, proseéna dnevna potrosnja hleba za datu ¢etvoroclanu porodicu
u analiziranoj nedelji je 1 kg,

b) 3 dana u nedelji je porodica pojela hleba vise od proseka koji iznosi
1 kg,

¢) Podatke prvo treba rasporediti u rastuéi niz podataka. Dakle,
0,85, 0,87, 0,94, 0,96, 1,05, 1,12, 1,21.

Posto je broj podataka n=7 tj. broj podataka je neparan medijana
se nalazi na % =4-toj poziciji i koristi se sledeé¢a formula:

2
Me=1xnn1 =z =24 = 0,96. ¢
2 2

Primer 4. Analizirana je prosecna dnevna potrosnja hleba tokom
jednog meseca (30 dana) u jednoj ¢etvoroclanoj porodici i dobijeni su
slede¢i podaci:

0,96 kg; 1,21 kg; 0,85 kg; 1,12 kg; 0,87 kg; 0,94 kg;
1,05 kg; 0,98 kg; 1,22 kg; 0,85 kg; 1,05 kg; 0,85 kg;
0,96 kg; 0,85 kg; 0,96 kg; 1,12 kg; 1,05 kg; 1,21 kg;
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0,87kg; 0,94 kg; 1,05 kg; 0,94 kg; 1,21 kg; 0,87 kg;
1,12 kg:; 0,87 kg; 0,98 kg; 1,21 kg; 0,98 kg; 1,05 kg.

Odrediti:

a) prosecnu potrosnju hleba za datu ¢etvoroclanu porodicu u analizi-
ranom mesecu,

b) medijanu.
Resenge.
a) Prosecnu potrosnju hleba je moguce dobiti na dva nacina:

I naéin: kao u Primeru 3 ili

IT nacin: negrupisane podatke predstaviti tabelom koriste¢i prostu
distribuciju frekvencija:

Koli¢ina hleba |0,85]0,87]0,94/0,96]0,98|1,05(1,12{1,21|1,22

Broj dana 4 | 4| 3 3 3 5 3 4 1

_ 4 4 4. . -3+1,05-5+1,12-3+1,21-441,22-1
7 = 08 08T 0043109651098 341,055+ L123+1 21411221 1 (6 g,

Dakle, proseéna dnevna potrosnja hleba za datu ¢etvoroclanu porodicu
u analiziranom mesecu je 1,006 kg,

b) Medijanu je moguce takode odrediti na dva nacina:

I naéin: kao u Primeru 3 ili

IT nacin: koriste¢i kumulativnu frekvenciju

Koli¢ina hleba |0,85(0,87(0,94/0,96/0,98(1,05|1,12(1,21[1,22

Broj dana 4 14| 3 3 3 5t 3 | 4 1

Kumulativ "ispod” | 4 8 |11 | 14 | 17 | 22 | 25| 29 | 30
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Posto je broj podataka n=30 tj. broj podataka je paran medijana se
nalazi izmedu 7 =15-tog i 5 + 1=16-tog podatka i koristi se sledeca
formula:

33'% + $%+1 - l‘% + x%Jrl 15 + Z16 _ 0,98 + 0,98

M, = - _
2 2 2 2

= 0,98. ¢

Primer 5. U jednoj fabrici satova analizirana je proizvodnja satova
na 42 njena pogona tokom jednog radnog sata i dobijeni podaci su
predstavljeni slede¢om tabelom:

Broj satova | 30 | 31 |32 |33 34 |35(36|37 |38

Brojpogona| 4 | 3 |4 |5 |6 |7 |5 |44

Odrediti:

a) prose¢nu proizvodnju satova tokom jednog radnog sata,
b) medijanu.

Resenge.

30-4+31-3432-44-33-5+34-6435-74-36-5+37-44+38-4 __ 1435 __ 34.17
42 42 .

a) T =

b) Koristi se kumulativna frekvencija.

Broj satova 30131(32133 1343536 |37 |38

Broj pogona 413141567544

Kumulativ "ispod” | 4 | 7 | 11|16 22|29 |34 | 38|42

Posto je broj podataka n=42 tj. broj podataka je paran medijana se
nalazi izmedu §=21-vog i § + 1=22-gog podatka i koristi se sledeca
formula:

_ rntwngy T2 T2 pg xn 34+ 34

ME_ = = - — 4:
2 2 2 2 34.4
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Primer 6. Merena je visina 1000 stanovnika jednog grada. Dobijeni
podaci su predstavljeni slede¢com tabelom:

Visina Broj Visina Broj
stanovnika | stanovnika stanovnika | stanovnika
[160—166) 96 [178—184) 215
[166—172) 187 [184—190) 150
[172—178) 285 [190—196) 67
Odrediti:

a) prosecnu visinu stanovnika toga grada,
b) medijalni interval i pribliznu vrednost medijane.
Resenge.

a) T= 163~96+169'187+175~2815(—)&E)1081~215+187~150+193-67 _ 177’02’

Dakle, prosec¢na visina stanovnika toga grada je 177,02 cm,

b) Koristi se kumulativ ,ispod”.

Visina Broj Kumulativ

stanovnika | stanovnika »ispod”
[160—166) 96 96
[166—172) 187 96 + 187 = 283
[172—-178) 285 283 + 285 = 568
[178—184) 215 568 + 215 = 783
[184—190) 150 783 4+ 150 = 933
[190—196) 67 933 + 67 = 1000
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Posto je broj podataka n=1000 tj. broj podataka je paran medijana
se nalazi izmedu § =500-tog i § + 1= 501-vog podatka. Iz prethodne
tabele se moze videti da je [172,178) medijalni interval jer tom inter-
valu pripada medijana (od 284-tog do 568-mog podatka pripadaju tom
intervalu).

Posto je donja granica medijalnog intervala x =172, suma svih frekven-
cija (tj.broj podataka) n=1000, suma frekvencija do frekvencije medi-
jalnog intervala m =283, frekvencija medijalnog intervala fy;, = 285 i
Sirina medijalnog intervala :=6 dobijamo da je
5—m 500 — 283
v 172+ 6 - 585
Primer 7. Analizirana je tokom 15 dana prodaja knjiga u jednoj
knjizari i dobijeni su sledec¢i podaci: 17, 13, 18, 15, 14, 16, 15, 19, 16,
13, 18, 16, 14, 17, 16.

Odrediti:

a) modus,

M,=z+i- = 176,57. 4

b) varijansu.

Resenge.

a) Najceséi broj prodatih knjiga je 16. Dakle, Mo=16,
b) Varijansa se moze odrediti na 2 naéina:

I nacin: Sastoji se iz slede¢ih koraka:

I. Odrediti aritmeticku sredinu datih podataka.

=~ _ 17+13418415414+16415419+16+134184-16+14417416 __ 237 __ .
T= 19 =27 — 158

I1. Odrediti razliku izmedu vrednosti svakog podatka i aritmeticke sre-
dine.

17—-158=1,2; 13 —15,8=-2,8; 18 — 15,8 =2,2; 15 — 15,8 =—0, §;
14 —158=-1,8; 16 — 15,8 =0,2; 15 — 15,8=-0,8; 19 — 15,8 =3, 2;
16 — 15,8=0,2; 13 — 15,8 =—2,8; 18 — 15,8 =2,2; 16 — 15,8 =10, 2;
14 —15,8=—1,8; 17— 15,8=1,2; 16 — 15,8=0, 2;
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I11. Odrediti sumu kvadrata prethodno dobijenih razlika.

1,22+ (—2,8)2+2,22 4+ (—0,8)? +(—1,8)2+0,22 + (—0,8)% + 3,22 + 0,22 +
(—2,8)2 42,22 40,22 + (—1,8)2 + 1,22 + 0,22 = 46 4;

IV. Dobyenu sumu podeliti sa brojem podataka.

o? = 44 =3,09.

IT nacin: Sastoji se iz slede¢ih koraka:

I. Odrediti aritmeticku sredinu datih podataka. (T=15,8)

I1. Sumu kvadrata datih podataka podeliti sa brojem podataka.

17241324182 415241424162 +152+192+162+13% 4184162 +142+172+16% __ 3791 __

15 15

252,73;

I11. Od prethodno dobijenog rezultata oduzeti kvadrat aritmeticke sre-
dine.

o? = 252,73 — 15,82 = 3,09. ¢

Primer 8. Anketirano je 65 studenata prve godine na pitanje: ” Koliko
ste ispita (od ukupno 10 ispita na prvoj godini) do sada polozili?” i
dobijeni podaci su predstavljeni sledecom tabelom:

Brojispita |0[1[2]|3[4|5]6 | 7 |[8]9]10
Broj studenata |2 3 [5|6(|8|9 10|10 |74 | 1

Odrediti:

a) modus,

b) standardnu devijaciju.
Resenje.

a) Posto je najvedi broj studenata (10) polozilo 6 (odnosno 7) ispita,
u pitanju je serija podataka sa dva modusa: Mo =6, Mo =17,
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b) Prvo treba odrediti varijansu kao $to je pokazano u primeru 7.

0-2+1-3+42-54-3-64+4-8+5-94-6-104+7-1048-74-9-44+10-1 __ 5.23:
- )

r= 65

2 _ 0%2-2+12.3+22.5+32.6+42-8+5%- 9462 10+72- 10+82- 7+9%-4+10%-1 5.232
- 9

o 65

=33,11 — 5,232=5,77;

Dakle, standardna devijacija iznosi o =+v02=+/5,77=2,40. ¢

Primer 9. Anketirano je 45 studenata na pitanje: " Koliko vremena
dnevno provodite za pripremu ispita?” i dobijeni podaci su predstav-
ljeni slede¢om tabelom:

Vreme za ucenje (u satima)| [0,1)] [1,2)][2,3)|[3,4)|[4,5)] [5,6)

Broj studenata 4 7 9 12 8 5

Odrediti:

a) pribliznu vrednost modusa (ra¢unski i graficki),
b) koeficijent varijacije.

Resenge.

a) Odredimo prvo modus racunski:

Posto je modalni interval tj. interval koji ima najvecu frekvenciju
[3,4), donja granica modalnog intervala x = 3, §irina modalnog in-
tervala ¢ =1, frekvencija modalnog intervala f; =12, frekvencija pre-
modalnog intervala f; =9 i frekvencija postmodalnog intervala f3==8
dobijamo da je

_ 12—
2= N =34+1- ) = 3,43;

(fo=f1)+(fa—f3) (12—9) + (12-8)

Mo=x+71-
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Odredimo potom modus i graficki:

broj
studenata 137
127 R
114 Hi
101 sl
oA
91 N
H Y
84 i
T_
6.
5t Sz
4 s
3 S
285 =
l : r.. :
1 5 ki 2 6 vreme

Graficki odreden modus
b) Prvo treba odrediti aritmeticku sredinu.

— 4+41,5-742,5- 1244,5- .
T 054+1.57425 915,5 +4,5 8+5,55:3,12;

Potom je potrebno odrediti standardnu devijaciju. Da bi odredili stan-
dardnu devijaciju prvo treba odrediti varijansu.

Na osnovu prethodnog primera (Primer 8) sledi:

0,52-44+1,52.742,52.94-3,52.12+4+4,52.84-5 52-
2= DO AELY THRS 9455 I2HAD SE05 D _ 3,122=11,85 — 9,73=2,12;

Dakle, standardna devijacija iznosi o =vo?=4/2,12=1,46;
Na osnovu prethodnih rezultata, dobija se da koeficijent varijacije

. . o 146
iznosi V—i—m—o,éﬂ. ¢

o

Zadact za vezZbu:

1. Dva kosarkaska kluba A i B objavila su podatke o broju postignu-
tih koseva njihovih najboljih igraca, redom, X i Y, na utakmicama
odigranim u prethodnoj sezoni (sezona 2021,/2022).
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Kosarkaski klub A je objavio sledece rezultate (broj postignutih koseva)
njihovog najboljeg igraca X:
18,21, 23,16, 25,24,17,19, 20, 19, 18, 22,
17,21,22,24,23,19, 20, 24, 25, 22, 19, 20.
Kosarkaski klub B je objavio sledeée rezultate (broj postignutih koseva)
njihovog najboljeg igraca Y:
20,17,22,18, 21, 25,23, 18, 24, 20, 22, 20,
21,23, 24,23, 21, 20,24, 21, 23, 25, 20, 18.
a) Izracunati prosecan broj postignutih koseva po utakmici igraca X,
b) Izracunati prosecan broj postignutih koseva po utakmici igraca Y,

c¢) Uporediti prosecan broj postignutih koseva igraca X sa prose¢nim
brojem postignutih koSeva igraca Y.

2. U jednom gradu evidentirana je prodaja knjiga jednog poznatog
pisca iz tog grada i dobijeni podaci su predstavljeni slede¢om tabelom:

Broj prodatih knjiga | 20| 21| 22| 23| 24| 25
Broj knjizara 171141 16| 11| 15| 12

a) Izra¢unati ukupan broj knjizara u tom gradu,

b) Izracunati ukupan broj prodatih knjiga tog pisca u tom gradu,

¢) Izracunati prosecan broj prodatih knjiga tog pisca po knjizari u tom
gradu.

3. Praceno je prisustvo jedne grupe studenata predavanjima iz Statisti-
ke prosle akademske godine (2021/2022) i dobijeni rezultati su pred-
stavljeni slede¢com tabelom:

Broj izostanaka | 0 —4|5—9|10 — 14| 15— 19| 20 — 24
Broj studenata | 82 51 30 22 15
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a) Izracunati koliko studenata nije prisustvovalo najmanje jednom pre-
davanju iz Statistike, ako je poznato da 24 studenta nije propustilo ni
jedno predavanje iz Statistike,

b) Izracunati prose¢an broj izostanaka po studentu u toj grupi.

4. U jednoj firmi radi 30 radnika i imaju sledeée zarade (u evrima):
544,532,560, 575,555, 585, 594, 600, 660, 460, 630, 675, 760, 715, 870,
452,682,740, 900, 535, 625, 570, 625, 690, 480, 645, 735, 840, 705, 790.

a) Izracunati prosecnu zaradu po radniku u toj firmi,
b) Izracunati koliko radnika ima zaradu manju od prosecne,

¢) Formirati distribuciju frekvencija na osnovu podataka o zaradama
radnika u toj firmi - neka je donja granica prvog grupnog intervala 400
evra, a Sirina svakog grupnog intervala 100 evra,

d) Izracunati proseénu zaradu grupisanih podataka.

5. Na ispitu iz Statistika postignuti su slededi rezultati (ocene).

Ocena 516|789 |10
Broj studenata | 32 | 17 22|29 |20 | 15

a) Izracunati koliko je studenata bilo na ispitu iz Statistike,

b) Izracunati koliko je studenata polozilo ispit iz Statistike,

¢) Izracunati proseénu ocenu studenata na ispitu iz Statistike,

d) Izracunati koliko je studenata polozilo ispit iz Statistike sa ocenom
koja je vec¢a od prosecne ocene postignute na ispitu iz Statistike.

6. Merena je tezina 150 studenata i dobijeni su slede¢i podaci:

Tezina studenta | [50,56) | [56,62) | [62,68)| [68,74)]| [74,80)
Broj studenata 22 37 41 33 17

[zracunati proseénu tezinu studenata u toj grupi.
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7. Za sledeci niz podataka koji predstavlja broj prodatih karata za
jednu pozorisnu predstavu na 7 razlicitth prodajnih mesta odrediti
modus.

41,37, 45,40, 44, 46, 47.

8. Za slededi niz podataka koji predstavlja broj golova jednog fudbal-
skog tima na 12 odigranih utakmica odrediti modus.

2,1,0,2,1,1,3,2,2,0,1, 2.
9. Za sledeci niz podataka koji predstavlja boju cveéa u buketu od 20
cvetova odrediti modus.

crvena, plava, zelena, zuta, plava, bela, zelena, crvena, bela, plava,
plava, zuta, crvena, zelena, bela, crvena, zelena, plava, crvena, zuta.

10. Slede¢om tabelom predstavljeni su podaci o broju mobilnih tele-
fona u domacinstvima u nasoj zemlyi. Odrediti modus.

Broj mobilnih telefona 11211 3] 4] 5|6
Broj domacinstava (u hiljadama) | 284 | 325| 463 | 442| 108 21

11. Na kolokvijumu iz Statistika postignuti su sledeéi rezultati (ocene).
Odrediti modus.

Ocena 51671819110
Broj studenata | 23 | 12 | 16 | 23 | 15| 11

12. Slede¢om tabelom predstavljeni su podaci o starosnoj strukturi
zaposlenih u jednoj firma.

Godine zaposlenih | [15,25) | [25,35)] [35,45)| [45,55)| [55,65)
Broj zaposlenih 93 414 452 368 173

a) Odrediti modalni interval,

b) Odrediti pribliznu vrednost modusa (racunski i graficki).
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13. Sledecom tabelom predstavljeni su podaci o prodaji knjiga 7 auto-
ra tokom jedne nedelje. Autori su: Avramovié (A), Bojani¢ (B), Cvija-
novi¢ (C), Dragutinovi¢ (D), Miladinovi¢ (M), Nikoli¢ (N) i Petrovi¢
(P). Odrediti modus.

Autori A/ B|C|D|M|N|P
Broj prodatih knjiga | 16| 24| 19| 22| 26 | 31| 20

14. Za slede¢i niz podataka koji predstavlja broj postignutih koseva
jednog kosarkaskog tima na poslednjih 12 utakmica odrediti medijanu.

79,68,95, 71, 83,80, 88,91, 75, 86, 93, 74.

15. Za slede¢i niz podataka koji predstavlja cenu 5 razlicitth mark:
laptopova odrediti medijanu.

54 500, 48 300, 63 400, 58 800, 74 200.

16. Za sledeéi niz podataka koji predstavlja broj postignutih golova
jednog vaterpolo tima na posledngih 10 utakmica odrediti medijanu.

11,10,12,9,13,8,12,9,11,9.

17. Za sledeéi niz podataka koji predstavlja broj postignutih golova
jednog fudbalskog tima na poslednjih 11 utakmica odrediti medijanu.

1,2,0,2,1,3,1,2,0,2,3.

18. Za podatke predstavljene slede¢om tabelom odrediti medijanu.

Ocena 516789110
Broj studenata| 42| 28| 34| 41| 33| 22

19. Za podatke predstavljene slede¢om tabelom odrediti medijanu.

Ocena 1123145
Broj ucenika| 3{ 69| 7|4
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20. Slede¢om tabelom predstavljeni su podaci o zaradama zaposlenih
u jednoj firmi.

Zarada 145,60) | [60,75) | [75,90)| [90,115) | [115, 130)
(u hiljadama dinara)
Broj zaposlenih 65 124 158 111 42

a) Odrediti medijalni interval,
b) Odrediti pribliznu vrednost medijane.
21. Slede¢om tabelom predstavljeni su podaci o broju postignutih

koseva (po utakmici) jednog kosarkaskog kluba tokom prethodne sezone
(sezona 2021/2022).

Broj koseva | 55—64|65—74|75—84| 85—-94| 95—104| 105—115
Broj utakmica 5 9 11 8 7 3

a) Odrediti medijalni interval,
b) Odrediti pribliznu vrednost medijane.
22. Za slededi niz podataka koji predstavlja podatke o broju proda-
tih mobilnih telefona marke Nokia na 7 prodajnih mesta u toku jedne
radne nedelje odrediti medijanu.

11,15,13,8,19,17, 15.

Nesto kasnije je stigla informacija i o broju prodatih mobilnih telefona
marke Nokia na jos jednom, osmom, prodajnom mestu. Odrediti koli-
ko najmanje iznosi broj prodatih mobilnih telefona marke Nokia na
tom prodajnom mestu, ako je poznato da medijana ostaje nepromenje-
na.

23. Evidentirana je koli¢ini (u kilogramima) prodatog voca, po danu,
na jednog pijaci tokom 15 dana i dobijeni su slede¢i podaci:

27,30,24, 29,26, 31, 33, 28, 31, 32, 28, 26, 30, 33, 31.
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a) Odrediti varijansu i standardnu devijaciju,

b) Odrediti interval varijacije i koeficijent varijacije.

24. Anketirano je 100 studenata na sledece pitanje: ”Koliko puta su
izasli na ispit iz Statistike pre nego Sto su ispit polozili? 7. Na osnovu
njihovih odgovora formirana je sledece tabela:

Broj izlazaka na ispit| 1| 2| 3| 4|5
Broj studenata 42126 18| 11| 3

a) Odrediti varijansu i standardnu devijaciju,

b) Odrediti interval varijacije i koeficijent varijacije.

25. Anketirano je 50 studenata na sledece pitanje: ”Koliko vremena
dnevno provode na internetu?”. Na osnovu njihovih odgovora formira-
na je sledece tabela:

Vreme na internetu (u satima) | [1,2)|[2,3)][3,4)] [4,5)] [5,6)
Broj studenata 3 6 16 15 10

a) Odrediti varijansu i standardnu devijaciju,

b) Odrediti koeficijent varijacije.

7.2. Verovatnoéa

Primer 1. Ispit iz Kvantitativnih metoda polazu 3 studenta. Evi-
dentiramo da li su polozili (sa 1) ili ne (sa 0). Odrediti

a) skup svih moguéih ishoda,

b) skup svih ishoda dogadaja ”SVI STUDENTI IMAJU ISTI ISHOD
POLAGANJA ISPITA”,

c¢) skup svih ishoda dogadaja "BAR 2 STUDENTA SU POLOZILA
ISPIT”,
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d) skup svih ishoda dogadaja "BAR 1 STUDENT JE POLOZIO
ISPIT”.

Resenje. Ako student nije polozio ispit evidentiramo sa 0, a ako je
student polozio ispit evidentiramo sa 1.

a) Neka je Q skup svih moguéih ishoda. Tada je
Q={(111),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1),(0,0,0)},
b) Neka je ¥ skup svih ishoda navedenog dogadaja. Tada je
v ={(1,1,1),(0,0,0) },
¢) Neka je @ skup svih ishoda navedenog dogadaja. Tada je
o ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)},
d) Neka je T skup svih ishoda navedenog dogadaja. Tada je
T ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} . &

Primer 2. Bacaju se 2 kocke istovremeno. Kolika je verovatnoca da
zbir brojeva na gornjoj strani kocki bude vedi ili jednak od 117

Resenje. Neka je A skup svih ishoda dogadaja A =" Prilikom istovre-
menog bacanja 2 kocke zbir brojeva na gornjoj strani kocki je vedi ili
jednak od 117. Tada je

A ={(5,6),(6,5),(6,6)}.

Posto se istovremeno bacaju 2 kocke, a broj moguéih ishoda za svaku
kocku je 6, skup svih moguéih ishoda pri istovremenom bacanju 2
kocke ima n = 62 = 36 elemenata. Dakle,

_ broj povoljnih ishoda 3 1 N

"~ broj ukupnih ishoda ~ 36 12’

Primer 3. U vazi se nalazi 7 cvetova: 4 zuta i 3 crvena. Izvlace se
3 cveta, jedan za drugim, bez vracanja. Kolika je verovatnoca da je
medu izvu¢enim cvetovima bar jedan cvet crvene boje?

P(A)
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Resenje. Dogadaj ”"Medu izvucenim cvetovima bar jedan cvet je cr-
vene boje” je dogadaj koji je suprotan dogadaju A ="7"Sva tri izvucena
cveta su zute boje”. Neka je dogadaj A; ="i-ti izvuceni cvet je zute
boje”, 1=1,2,3. Tada je

P(A)=P(A1NAyNA3)=P(A1) - P(A2| A1) - P(A3]| (A1 N Ag))

_4.3.2_4_
=z.2.2 =3==0,11.

Dakle, P(A)=1— P(A)=1— £=231=0,89. ¢

Primer 4. Dve fabrike proizvode TV uredaje. Verovatnoca da je tele-
vizor proizveden u prvoj fabrici ispravan iznosi 0,87, dok verovatnoca
da je televizor proizveden u drugoj fabrici ispravan iznosi 0,76. Biraju
se dva televizora, po jedan proizveden u svakoj fabrici. Kolika je
verovatnoca

a) da je televizor proizveden u prvoj fabrici ispravan, a televizor proizve-
den u drugoj fabrici neispravan?

b) da su oba izabrana televizora neispravna?

c¢) da je bar jedan izabrani televizor neispravan?

Resenjge. Neka je dogadaj A; ="Televizor proizveden u i-toj fabrici je
ispravan”, i=1,2. Tada je, na osnovu teksta zadatka, P(A;)=0,87 i
P(Ay)=0,76 odakle sledi da je P(A4;)=0,13=(1— P(A;)) i P(Ay)=
0,24 = (1 — P(Ay)), gde je sa A; obelezen dogadaj koji je suprotan
dogadaju A;.

a) Neka je dogadaj A="Televizor proizveden u prvoj fabrici je is-
pravan, a televizor proizveden u drugoj fabrici je neispravan”. Tada
je

P(A)=P(A; NAy)=P(A;) - P(Ay)=0,87-0,24=0,21.

b) Neka je dogadaj B =" Oba izabrana televizora su neispravna”’. Tada

Je

P(B)=P(A; N Ay)=P(A)) - P(A3)=0,13-0,24=0,03.
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c) Neka je dogadaj C'="Bar jedan izabrani televizor je neispravan”.
Ovaj deo zadatka moze biti reSen na 2 nacina.

I nacin. Tada je
P(C)=P(A; UAy)=P(A) + P(A;) — P(Ai N A,)
=0,13+ 0,24 — 0,03=0,34.

IT nacin. Neka je dogadaj D =" Oba izabrana televizora su ispravna”.
Tada je

P(D)=P(A; N As)=P(Ay)- P(A3)=0,87-0,76=0,66.
Posto su dogadaji C'i D medusobno suprotni dobijamo da je P(C)=
0,34=(1—P(D)). ¢
Zadact za vezZbu:
1. Bacaju se 2 kocke. Odrediti
a) skup svih moguéih ishoda navedenog eksperimenta,
b) skup svih ishoda dogadaja”NA GORNJOJ STRANI OBE KOCKE
SE NALAZE ISTTI BROJEVI”,
¢) skup svih ishoda dogadaja” NA GORNJOJ STRANI OBE KOCKE
SE NALAZE BROJEVI CLJI ZBIR IZNOSI 97,
d) skup svih ishoda dogadaja” NA GORNJO/J STRANI OBE KOCKE
SE NALAZE BROJEVI CIJI JE ZBIR VECI OD 107,
e) skup svih ishoda dogadaja” NA GORNJOJ STRANI OBE KOCKE
SE NALAZE BROJEVI CIJI ZBIR NIJE MANJI OD 10”.
2. Bacaju se 3 novéic¢a. Odrediti
a) skup svih moguéih ishoda navedenog eksperimenta,
b) skup svih ishoda dogadaja "NA GORNJOJ STRANI SVA TRI
NOVCICA SE NALAZI ISTA OZNAKA”,
c) skup svih ishoda dogadaja "NA GORNJOJ STRANI BAR DVA
NOVCICA SE NALAZI PISMO”,
d) skup svih ishoda dogadaja "NA GORNJOJ STRANI BAR DVA
NOVCICA SE NALAZI GLAVA”,
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e) skup svih ishoda dogadaja” NA GORNJOJ STRANI BAR JEDNOG
NOVCICA SE NALAZI PISMO”,

f) skup svih ishoda dogadaja "NA GORNJOJ STRANI BAR JEDNOG
NOVCICA SE NALAZI GLAVA”.

3. Vozacki ispit polazu 4 kandidata. Evidentiramo da li su polozili (sa
1) ili ne (sa 0). Odrediti

a) skup svih moguéih ishoda,

b) skup svih ishoda dogadaja ” SVA CETIRI KANDIDATA IMAJU
ISTT ISHOD POLAGANJA VOZACKOG ISPITA”,

c) skupvsvih ishoda dogadaja ”BAR TRI KANDIDATA SU POLOZILA
VOZACKI ISPIT”,

d) skup svih ishoda dogadaja ”BAR DVA KANDIDATA SU POLOZI-
LA VOZACKI ISPIT”,

q) skup svih ishoda dogadaja "BAR JEDAN KANDIDAT JE POLO-
710 VOZACKI ISPIT”,

f) skup svih ishoda dogadaja "PRVI KANDIDAT NIJE POLOZIO
VOZACKI ISPIT”,

g) skup svih ishoda dogadaja "DRUGI KANDIDAT NIJE POLOZIO
VOZACKI ISPIT”,

h) skup svih ishoda dogadaja "TRECI KANDIDAT NIJE POLOZIO
VOZACKI ISPIT”,

i) skup svih ishoda dogadaja ” CETVRTI KANDIDAT NLJE POLOZIO
VOZACKI ISPIT”,

j) skup svih ishoda dogadaja "PRVI I TRECI KANDIDAT NISU
POLOZILI VOZACKI ISPIT”,

k) skup svih ishoda dogadaja ”"DRUGI I CETVRTI KANDIDAT SU
POLOZILI VOZACKI ISPIT”.

4. U vazi se nalazi 5 cvetova i to: 2 cveta crvene boje (oznaceni sa
C1 1 Cy), 2 cveta zelene boje (oznaceni sa Z1 1 Zs) i 1 cvet plave boje
(oznacen sa Pp). Izvlace se odjednom 3 cveta. Odrediti
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a) skup svih moguéih ishoda navedenog eksperimenta,

b) skup svih ishoda dogadaja "SVA TRI IZVUCENA CVETA SU
RAZLICITE BOJE”,

¢) skup svih ishoda dogadaja "IZVUCENA SU DVA CVETA CR-
VENE BOJE”,

d) skup svih ishoda dogadaja ” IZVUCEN JE JEDAN CVET ZELENE
BOJE”,

e) skup svih ishoda dogadaja "IZVUCEN JE JEDAN CVET PLAVE
BOJE”.

5. Baca se 1 kocka. Kolika je verovatnoc¢a da pri bacanju kocke na
gornjoj strani kocke budu neparan broj?

6. Baca se 1 kocka. Kolika je verovatnoc¢a da pri bacanju kocke na
gornjoj strani kocke bude broj veéi od 47

7. Bacaju se 2 kocke istovremeno. Kolika je verovatnoc¢a da zbir
brojeva na gornjoj strani kocki bude 127

8. Bacaju se 2 kocke istovremeno. Kolika je verovatnoca da zbir
brojeva na gornjoj strani kocki bude 107

9. Bacaju se 2 kocke istovremeno. Kolika je verovatnoca da zbir
brojeva na gornjoj strani kocki bude veéi od 97

10. Bacaju se 2 kocke istovremeno. Kolika je verovatnoca da zbir
brojeva na gornjoj strani kocki nije veéi od 57

11. Bacaju se 2 novcic¢a istovremeno. Kolika je verovatnoca da na
gornjoj strani novéi¢a bude bar jedno pismo?

12. Bacaju se 3 novcic¢a istovremeno. Kolika je verovatnoca da na
gornjoj strani novéi¢a bude tacno jedno pismo?

13. Bacaju se 3 novcic¢a istovremeno. Kolika je verovatnoca da na
gornjoj strani sva tri novci¢a bude pismo?

14. U kutiji se nalazi 5 belih i 3 crne kuglice. Dva puta se iz kutije
vrsi izvlac¢enje bez vra¢anja. Ako je u prvom izvlac¢enju izvucena bela
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kuglica, kolika je verovatnoca da ¢e u drugom izvlacenju biti izvucena
a) bela kuglica?

b) crna kuglica?

15. U kutiji se nalazi 7 belih i 6 crnih kuglica. Dva puta se iz kutije
vrsi izvlacenje bez vracanja. Ako je u prvom izvlacenju izvucena crna
kuglica, kolika je verovatnoca da ¢e u drugom izvlacenju biti izvucena
a) bela kuglica?

b) crna kuglica?

16. U zgradi zivi 50 punoletnih ljudi pri ¢emu je 27 punoletnih Zena i
23 punoletna muskarca. Na sastanka stanara biraju se 3 predstavnika
zgrade: predsednik skupstine stanara, zamenik predsednika skupstine
stanara i blagajnik. Jedan ¢ovek ne moze da bude izabran na dve fun-
kcije. Ako su za predsednika skupstine stanara i njegovog zamenika
izabrani muskarci, kolika je verovatnoca

a) da ¢e za blagajnika takode biti izabran muskarac?

b) da ¢e za blagajnika biti izabrana zena?

17. Kolika je verovatnoca da ¢e se pri istovremenom bacanju dve kocke
na gornjoj strani kocki pojaviti zbir deljiv sa 2 i sa 37

18. Kolika je verovatnoca da ¢e se pri istovremenom bacanju dve kocke
na gornjoj strani kocki pojaviti zbir deljiv sa 2 i sa 57

19. Kolika je verovatnoca da e se pri istovremenom bacanju dve kocke
na gornjoj strani kocki pojaviti zbir deljiv sa 3 ili sa 47

20. Kolika je verovatnoca da ce se pri istovremenom bacanju dve kocke
na gornjoj strani kocki pojaviti zbir deljiv sa 3 ili sa 57

21. Kolika je verovatnoca da se iz Spila od 54 karte izvuce dama ili
kralj?

22. Kolika je verovatnoca da se iz sSpila od 54 karte izvuce kralj ili
karta srce?

23. U kutiji ima 10 crvenih i 8 plavih kuglica. Dva puta se iz kutije
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vrsi izvlacenje kuglica bez vra¢anja. Koliko iznosi verovatnoca

a) da prva izabrana kuglica bude crvena, a druga plava?

b) da obe izabrane kuglice budu crvene?

c¢) da obe izabrane kuglice budu plave?

24. U kutiji ima 15 zutih, 12 zelenih i 10 plavih kuglica. Tri puta se iz
kutije vrsi izvlacenje kuglica bez vrac¢anja. Koliko iznosi verovatnoca
a) da sve tri izabrane kuglice budu razli¢itih boja?

b) da sve tri izabrane kuglice budu zute?

c) da sve tri izabrane kuglice budu zelene?

d) da sve tri izabrane kuglice budu plave?

e) da prva izabrana kuglica bude zuta, druga zelena, a tre¢a plava?
f) da prva i druga izabrana kuglica budu Zute, a trec¢a zelena?

g) da prva i druga izabrana kuglica budu zute, a treca plava?

h) da prva i druga izabrana kuglica budu zelene, a trec¢a zuta?

i) da prva i druga izabrana kuglica budu zelene, a trec¢a plava?

j) da prva i druga izabrana kuglica budu plave, a tre¢a zuta?

k) da prva i druga izabrana kuglica budu plave, a trec¢a zelena?

25. Ispit iz Kvantitativnih metoda polaze 5 studenata. Evidentiramo
da li su polozili (sa 1) ili ne (sa 0). Koliko iznosi verovatnoca

a) da svih 5 studenata polozi ispit?

b) da svih 5 studenata ima isti ishod polaganja ispita?

c¢) da bar 4 studenta polozi ispit?

d) da 4 studenta polozi ispit?

e) da bar 1 student polozi ispit?

f) da 1 student polozi ispit?

26. Sest strelaca gada, jedan za drugim, u istu metu. Evidentiramo
da li su pogodili metu (sa 1) ili ne (sa 0). Koliko iznosi verovatnoca
a) da svih 6 strelaca pogodi metu?

b) da svih 6 strelaca ima isti ishod gadanja?
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c¢) da bar 5 strelaca pogodi metu?

d) da 5 strelaca pogodi metu?

e) da bar 1 strelac pogodi metu?

f) da 1 strelac pogodi metu?

27. U kutiji se nalazi 10 ceduljica na kojima su ispisani brojevi od 1
do 10. Izvlace se na slucajan nacin tri ceduljice, jedna za drugom, bez
vracanja. Kolika je verovatnoca da na sve tri izvucene ceduljice budu
parni brojevi?

28. U kutiji se nalazi 15 ceduljica na kojima su ispisani brojevi od 1
do 15. Izvlace se na slucajan nacin tri ceduljice, jedna za drugom, bez
vracanja. Kolika je verovatnoca da na sve tri izvucene ceduljice budu
neparni brojevi?

29. Kolika je verovatnoca da se od slova A, A A E T KM M, T, T sastavi
re¢c MATEMATIKA?

30. Kolika je verovatnoca da se od slova A,ALIK,S,S, T, T, T sastavi
re¢ STATISTIKA?

31. Kolika je verovatnoca da se od slova A,A,E,0,0,C,N,R,T,V,V
sastavi rec VEROVATNOCA?

32. Dva strelca gadaju, jedan za drugim, u istu metu. Verovatnoca
da prvi strelac pogodi metu je 0,7, dok je verovatnoca da drugi strelac
pogodi metu 0,9. Kolika je verovatnoca

a) da oba strelca pogode metu?

b) da oba strelca promase metu?

c) da prvi strelac pogodi metu, a drugi strelac promasi metu?

d) da prvi strelac promasi metu, a drugi strelac pogodi metu?

e) da bar jedan strelac pogodi metu?

f) da bar jedan strelac promasi metu?

33. Dve fabrike proizvode sijalice. Verovatnoca da je sijalica proizvede-
na u prvoj fabrici ispravna je 0,85, dok je verovatnoca da je sijalica
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proizvedena u drugoj fabrici ispravna 0,93. Biraju se dve sijalice, po
jedna proizvedena u svakoj fabrici. Kolika je verovatnoca

a) da su obe izabrane sijalice ispravne?

b) da su obe izabrane sijalice neispravne?

¢) da je sijalica proizvedena u prvoj fabrici ispravna, a sijalica proizvede-
na u drugoj fabrici neispravna?

d) da je sijalica proizvedena u prvoj fabrici neispravna, a sijalica pro-
izvedena u drugoj fabrici ispravna?

e) da je bar jedna izabrana sijalica ispravna?

f) da je bar jedna izabrana sijalica neispravna?

34. Za upis na fakultet ucenik polaze testove iz slede¢ih predmeta:
Matematika, Informatika i Opsta kultura. Verovatnoca da polozi test
iz Matematike je 0,55, verovatnoca da polozi test iz Informatike je 0,74,
dok je verovatnoca da polozi test iz Opste kulture je 0,81. Kolika je
verovatnoca

a) da je polozio samo test iz Matematike?

b) da nije polozio samo test iz Matematike?

¢) da je polozio test iz dva predmeta?

d) da je polozio test iz bar dva predmeta?

e) da je polozio test iz jednog predmeta?

f) da je polozio test iz bar jednog predmeta?

35. U kutiji se nalazi 28 igracaka i to: 13 loptica i 15 kockica razlicite
boje (plave, crvene i zelene) koje se rasporedene po boji slede¢om tabe-
lom.

Igracka | loptica | loptica | loptica | kockica | kockica | kockica

Boja | plava | crvena | zelena | plava | crvena | zelena

Broj 3 4 6 ) 6 4
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Iz kutije se izvlaci jedna igracka. Kolika je verovatnoca da je izvucena
igracka:

a) crvene boje?

b) plave ili zelene boje?

c) loptica?

d) kockica?

e) loptica crvene boje?

f) kockica zelene boje?

g) loptica plave ili zelene boje?

h) kockica crvene ili plave boje?

36. 150 stanovnika jedne zgrade je rasporedeno sledecom tabelom
prema polu i starosti.

Godine | Muski pol | Zenski pol | Broj stanovnika
< 18 16 21 37
[18,29) 10 12 22
29, 50) 17 19 36
[50, 65] 11 12 23
> 65 15 17 32

Bira se jedan stanovnik. Kolika je verovatno¢a da izabrani stanovnik
zgrade:

a) ima manje od 50 godina?
b) je muskog pola?
¢) je muskog pola, ako se zna da ima manje od 50 godina?

37. 320 porodica je rasporedeno u 4 grupe prema njihovom godisnjem
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prihodu i podaci su dati slede¢om tabelom.

Grupe Prihodi Broj porodica
I manje od 700000 dinara 71
IT 700 000 — 1499999 dinara 88
IIT | 1500000 — 2500000 dinara 93
v vise od 2500000 dinara 68

Bira se jedna porodica. Kolika je verovatnoc¢a da izabrana porodica
ima godisnji prihod:

a) manji od 1 500 000 dinara?

b) od 1 500 000 dinara do 2 500 000 dinara?

c¢) veéi od 2 500 000 dinara?
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8. Modelir zadataka za proveru znanja

8.1. Modelt zadataka za proveru znanja — I deo

Model 1.

1. Odrediti nepoznatu x tako da vazi sledece:

—1 2 2 —1
2. Date su matrice A:[ 1 _11 i B= [ 3 4 } Resiti matricnu

jednacinu X A=BT+2X.

3. Resiti matricnom metodom sledeci sistem linearnih jednacina:
3v — 3y + 2z = 3
dr — 2y — 3z = =2
or — 4y — 4z = 2

4. a) Cena robe je iznosila 5484 dinara i povecana je za 25%. Za
koliko procenata treba sniziti novu cenu da bi se roba opet prodavala
po pocetnoj ceni?

b) Koliko dinara je iznosio pozajmljeni kapital koji je duznik primio
uz 5% kamatne (interesne) stope, ako je za 2 godine i 3 meseca platio
1 974 dinara kamate (interesa)?

5. Izracunati sledece grani¢ne vrednosti:

, 2?2 —1 o 3 -2
a) lim ——— | b) lim
=132 —4x 4+ 3 z—+oo  3x2 +4x — 1
1—x

6. a) Odrediti prvi izvod funkcije: y =

exr

b) Odrediti drugi izvod funkcije y = In (i—jrg)
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Model 2.
1 21
1. Sarusovim pravilom izracunati vrednost determinante |—1 2 0
11 2

i proveriti rezultat Laplasovim razvojem (po I1I-¢oj koloni).

—2

-1 1
2. Date su matrice A:[ } 1 B:{ 01

1 9 } Resiti matricnu

jednacinu ATX =B—-3X.

3. Odrediti, u zavisnosti od realnog parametra a, kada homogeni sistem
ar+ y+ z =0
linearnih jednac¢ina 2 +ay + 2z = 0 ima i netrivijalnih resenja i,
r+ y+az =0
u tom slucaju, odrediti ih.

4. a) Knjiga ima 420 strana. Ako je student procitao 75% knjige, koli-
ko je jos strana ostalo studentu da bi procitao knjigu do kraja?

b) Duznik je poveriocu vratio dug, zajedno sa kamatom, od 40500
dinara uz kamatnu (interesnu) stopu od 7,5%, za period od 10. jula
2021. do 21. septembra 2021. (k,365). Koliki je bio dug, a kolika
kamata?

5. Izracunati sledece grani¢ne vrednosti:

i 25 — x? b i 22 +4r —1
a)lim —— im :
=5 /5r — 5 z—to0 203 — a2 + 3w + 4

6. a) Odrediti prvi izvod funkcije y=(1—2z+3z2)e?,
b) Odrediti drugi izvod funkcije y = In (_1—00396)

1+4cosz/ *
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Model 3.
-2 1 z—1
1. Odrediti nepoznatu x tako da vazi sledeée: | 0 2 -1 |=-2.
11 1
-1 1

2. Data j trica A=
ata je matrica { | _3

1. Resiti matricnu jednacinu X AT =
A2+ X.

3. Resiti Gausovom metodom sleded¢i sistem linearnih jednacina:

x+ 2y + z= 1
r 4+ 3y + 2z =
r— y+ z=-1

4. a) Cena robe je prvo snizena za 12%, a zatim je snizena za jos 13%.
Nakon toga je cena robe povec¢ana za 25%. Koliko je iznosila pocetna
cena robe, ako se roba nakon navedenih snizenja i pove¢anja prodaje
po ceni od 4562 dinara?

b) Po kojoj je kamatnoj (interesnoj) stopi ulozen kapital od 46 750
dinara ako je za period od 17. maja 2021. do 18. oktobra 2021.
(30,360) doneo 820 dinara kamate (interesa)?

5. Izracunati grani¢nu vrednost

)1 3+ 322 + 2¢ b) . 2+ 4 —1
a) im ——MMM— im —.
e——2 32 +4r — 4’ =400 202 — 30 + 5

14cosx
sinr ?

b) Odrediti drugi izvod funkcije y=e* T#+1

6. a) Odrediti prvi izvod funkcije y =

193



MODELI ZADATAKA ZA PROVERU ZNANJA

8.2. Modelt zadataka za proveru znanja — II deo

Model 1.

1. Ispitati funkciju y = % i nacrtati njen grafik.

2. Odrediti (graficki i racunski) cenu za koju se postize ravnoteza
traznje i ponude, ako je funkcija traznje data sa x=—2p+5 i funkcija
ponude data sa y=p? + 2.

3. Izracunati: a) f%dw, b) xize%dm.

4. Analizirana je tokom 20 dana prodaja knjiga u jednoj knjizari i
dobijeni su slede¢i podaci:
14,17,13,18,15,14,16, 15,19, 18,16, 13, 15, 16, 18, 16, 14,17, 16, 17.

a) Odrediti modus,

b) Odrediti varijansu i standardnu devijaciju,

¢) Odrediti interval varijacije i koeficijent varijacije.

5. Pet strelaca gada, jedan za drugim, u istu metu.

a) Koliko iznosi verovatnoca da svih pet strelaca ima isti ishod gadanja?
b) Koliko iznosi verovatnoc¢a da bar ¢etiri strelca pogodi metu?

¢) Koliko iznosi verovatnoca da jedan strelac pogodi metu?

Model 2.

1. Ispitati funkciju y= ””e—*;l i nacrtati njen grafik.

2. Date su funkcija traznje x = —2p+200 i funkcija prosecnih troskova
proizvodnje C' = %x + 20+ %

a) Odrediti proizvodnju pri kojoj se postize maksimalna dobit i koliko
iznosi maksimalna dobit,
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b) Odrediti interval rentabilnosti.
3. lzracunati: a) [J=f dz, D) Sz dg.

4. Analizirana je prose¢na dnevna potrosnja hleba tokom jednog me-
seca (30 dana) u jednoj cetvoroclanoj porodici i dobijeni su sledeéi
podaci:

Kol. hleba (u kg)| 0,85] 0,87(0,94| 0,96| 0,98| 1,05| 1,12| 1,21 1,22
Broj dana 4 4 3 3 3 5 3 4 1

a) Odrediti proseénu potrosnju hleba za datu ¢etvoroclanu porodicu u
analiziranom mesecu,

b) Odrediti koliko dana u analiziranom mesecu je data Cetvoroclana
porodicu pojela hleba vise od njihove prosecne potrosnje hleba,

¢) Odrediti medijanu,
d) Odrediti modus.

5. U kutiji se nalazi 25 ceduljica na kojima su ispisani brojevi od 1
do 25. Izvlace se na slucajan nacin tri ceduljice, jedna za drugom, bez
vracanja. Kolika je verovatnoca da na sve tri izvucene ceduljice budu
neparni brojevi?

Model 3.

1. Ispitati funkciju y:h””T_l i nacrtati njen grafik.

2. Data je funkcija ukupnih troskova proizvodnje C'=x? — 15z + 36.
a) Odrediti koeficijent elasti¢nosti date funkcije ukupnih troskova pro-
izvodnje,

b) Odrediti elasti¢nost date funkcije ukupnih troskova proizvodnje za
r =15,

¢) Odrediti obim proizvodnje za koji je koeficijent elasticnosti date
funkcije ukupnih troskova proizvodnje veéi od 1.
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3. Izracunati: a) [—5%%—— b) [<%SE 4y,

sin®x cos?z’ sin®z
4. Slede¢om tabelom predstavljeni su podaci o broju laptopova v 50
analiziranih porodica.

Broj laptopova| 1|2 | 3 | 4
Broj porodica [ 79| 13|17 |4

a) Odrediti medijanu,
b) Odrediti varijansu i standardnu devijaciju,

c¢) Odrediti interval varijacije i koeficijent varijacije.

5. Dve fabrike proizvode fenove. Verovatnoca da je fen proizveden u
prvoj fabrici ispravan iznosi 0,81, dok verovatnoca da fen proizveden
u drugoj fabrici ispravan iznosi 0,88. Biraju se dva fena, po jedan
proizveden u svakoj fabrici.

a) Izrac¢unati verovatnocu da su oba izabrana fena ispravna,

b) Izracunati verovatnoc¢u da je fen proizveden u prvoj fabrici neispra-
van i fen proizveden u drugoj fabrici ispravan,

¢) Izracunati verovatno¢u da je bar jedan izabrani fen neispravan.
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9. Primer: reSenth modela zadataka

9.1. ReSent model zadataka — I deo

Zadaci:
-1 0 =
1. Odrediti nepoznatu x tako da vazi sledece: | 1 2z —1|<0.
-1 -2 1

3 0 3
jednacinu AX = BT —2X.

2. Date su matrice A = [_1 1] i B= [ 1 _é } Resiti matriénu

3. Resiti Kramerovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.
r + 2y — 3z = =3
2 + 3y — bz = —4
or + y — 8 = 3

4. a) Cena robe je povecana za 15% i prodaje se za 9660 dinara. Za
koliko procenata tu cenu treba smanjiti da bi se roba prodavala po
prvobitnoj ceni tj. ceni pre navedenog povec¢anja?

b) Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 56 000
dinara za 2 godine, 2 meseca i 15 dana (30,360) uz kamatnu (interesnu)
stopu od 5,45%"?

5. Izracunati granicne vrednosti:

4 — g2 2¢+1

a) lim ——— b) lim :
e—-2 202 +3x—2 700 12 — 31 + 2
6. a) Odrediti prvi izvod funkcije: y = —1;;1296,
3a?+22+1

b) Odrediti drugi izvod funkcije y = e

197



PRIMERI RESENIH MODELA ZADATAKA

Resenja:
-1 0 =z
1. Odrediti nepoznatu = tako da vazi sledeée: | 1 =z —1| <0.
-1 -2 1
Resenje: Primenom Sarusovog pravila dobijamo da je:
-1 0 =
1 o —-1|=(F+1)-z14z-1-(-2)— (1) z-x2—(=2)-(-1)- (1)
-1 -2 1
=g —-20+2>+2=2a?—-3x+2.
Dakle,
-1 0 =
1 o —1|<0<=2>-3r+2<0.
-1 -2 1
Iz
=3 +2=0 < x:3i\ém:3:;:1 & =1V =2,

odnosno, imajuéi u vidu da je z* — 3z + 2=(z — 1)(z — 2), iz
—00 1 2 +oo

r—1 — |+ |+

x—2 —| =+

(x—1)(x—=2) |+ |— |+

zakljucujemo da z €1, 2].

) -1 1 ] 1 —1 . ..
2. Date su matrice A= [ 3 0 } i1 B= [ _ } . Resiti matri¢nu
jednac¢inu AX = BT — 2X.
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Resenge:
Iz AX=BT —2X sledi AX +2X=BT tj. (A+20)X=B".

Neka je C = A + 21 tj. CX = BT, iz ¢ega, pod uslovom da postoji
inverz matrice C, dobijamo da je X =C~'BT.

Potrebno je na¢i C~! tj.

-1

(o oJ2lo V) omemo [3]

11
3 2

-1

Kako je,

el -

Cip=2, Cip=-3, Cyi=-1 (Cyp=1,
dobijamo da je
T
o1 2 -3 _ 2 -1 _ -2 1
-1 1 -3 1 3 —1]|°

Prema tome, resenje date matri¢ne jednacine je

I | E

3. Resiti Kramerovom metodom sledeci sistem linearnih jednacina.
r 4+ 2y — 3z = =3
2¢ + 3y — bz = —4 (25)
¢ + y — 8 = 3
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Resenge: Treba odrediti D determinantu sistema (25) i D,, D, i D,
determinante koje odgovaraju, redom, nepoznatoj x, y i z.

1 2 -3
D=[2 3 —5[=1-3-(=8)+2-(=5)-5+(-3)-2-1-5-3-(=3) —
5 1 -8
1-(=5)-1—(-8)-2-2=2,
—3 2 -3
Dy=|-4 3 =5 =(=3):3-(=8)+2:(=5):3+(=3) - (-4) -1 -
31 -8

3:3-(=3) = 1-(=5)-(=3) = (=8) - (-4) - 2=2,

1 -3 -3

Dy=|2 =4 =5 =1-(—4)-(=8)+ (=3) - (=5) -5+ (-3)-2-3—
5 3 -8

5:(4)(=3)=3-(=5) 1 —(-8)-2-(=3) = 4,
12 -3

D.=|2 3 —4[=1-3-3+2-(=4)-54+(=3)-2-1-5-3-(=3) —
51 3

Dakle,

_ Dy __ _ Dy _ D, _
r=F=L y=5=-2 2z2=F=0.

Prema tome, resenje sistema (25) je uredena trojka (z,y, z) = (1, —2,0)

tj. sistem (25) ima jedinstveno resenje.

4. a) Cena robe je povecana za 15% i prodaje se za 9660 dinara. Za
koliko procenata tu cenu treba smanjiti da bi se roba prodavala po
prvobitnoj ceni tj. ceni pre navedenog povecanja?
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Resenje: Prvo treba odrediti pocetnu cenu.

9660 dinara 115 %

T xr dinara 100 %

4

Prateéi smer strelica dobijamo slede¢u proporciju:
x 9660 = 100 : 115,
odakle, imajuéi u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = be, dobijamo:

09660 = 100 : 115 <= 1152 =9660-100 <= = 96161%00

=8400.

Pocetna cena robe tj. cena robe pre navedenog povecanja je iznosila
8400 dinara.

Sada ¢emo odrediti za koliko procenata treba sniziti cenu robe od 9 660
dinara da bi se roba prodavala po pocetnoj ceni od 8400 dinara.

9660 dinara 100 %
8400 dinara r %

Pratec¢i smer strelica dobijamo slede¢u proporciju:
8400 : 9660 = z : 100,

/]\

odakle, imajuéi u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:

8400 : 9660 = z : 100 <= 96602 =8400-100 <= =

Dakle, cenu robe u iznosu od 9660 dinara treba sniziti za 12,5%
(=100% — 87,5%) da bi se roba prodavala po pocetnoj ceni koja je
iznosila 8400 dinara.

b) Koliko iznosi kamata (interes) na pozajmljenu sumu od 56 000 di-
nara za 2 godine, 2 meseca i 15 dana (30,360) uz kamatnu (interesnu)
stopu od 5,45%"?
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Resenje: K = 56000 dinara, d = 2 godine + 2 meseca + 15 dana =
2-360 +2-30+ 15 =795 dana i p=>5,45%.

Iz K :i=36000: (d-p) tj.
56000 : i = 36000 : (795 - 5,45),

imajuéi u vidu da je a : b = ¢ : d <= ad = bc, dobijamo:
56000 : i = 36000 : (795 - 5,45) <= 36 000 - i =56 000-795-5,45

242634000

= i= 26000 =6739,83 dinara .

Kamata (interes) na sumu od 56 000 dinara za 2 godine, 2 meseca i 15

dana (30,360), uz kamatnu (interesnu) stopu od 5,45%, iznosi 6 739,83

dinara.

5. Izracunati grani¢ne vrednosti:
) 4 — 22 ) 20 + 1

a) im ———— —_—

-2 2024+3x—2

Resenge:

a) ReSenja kvadratne jednacine 222 + 3z — 2 = 0 su:

349+ 16  —3+5

. 1
T2 = 4 1 tj T :—2, Ty = 5 .
Dakle,
, 4 — x? . (2=2)(2+4x) , 2—x 4
b g — A, oy 1y = I Iy 5
v>-22202+3r—2 122w +2)(v—5) *o-22(w—3) 5
b) li 2x+1 li %""%2 _ 0 _ 0
) fim ot =lm = =0.
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6. a) Odrediti prvi izvod funkcije y = =322
cosx
Resenje:
r (l—sinm )/ o (l—sinm)l cosz—(l—sinm)(cosm)/ (= cosz) cosz—(1—sinz)(— sinz)
vy = cosz / (cosz)? o (cosx)?
= cos?z+sinz—sin?z __sing—1 _  l—sinz __ 1—sinx _ 1
(cosz)? T cos?2z ~ 1-sin®?z (1-sinz)(l+sinz) ~  l+sinz

6. b) Odrediti drugi izvod funkcije y = €3 +27+1
Resenje:

y = 3TN (352 L 9 4 1) = (61 4 2)e3* T2l
y” _ (6$+2)’63x2+2x+1+(6x+2>(63x2+2x+1)/
— 6€3x2+2$+1 + (6.27 + 2)((61} + 2) €3x2+2x+1)

= (6 + (62 + 2)?) 320+ = (3622 + 24w + 10) €3 +2051,

9.2. ReSent model zadataka — II deo
Zadaci:

1. Ispitati funkciju y= :Ci%?{:c i nacrtati njen grafik.

2. Data je funkcija prosecnih prihoda P = —gx+ 15 i funkcija ukupnih
troskova proizvodnje C'=12? — 17z + 120.

a) Odrediti koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,
b) Odrediti koliko iznosi maksimalna dobit,

c¢) Odrediti interval rentabilnosti.

3. Izracunati: a) fw dx, D) fﬂdm.

222 costz

4. Kosarkasgki klub A objavio je podatke o broju koseva koje su postigli
na utakmicama odigranim u prethodnoj sezoni (sezona 2021/2022).
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Podaci su slededi:
71,68,83,75,72,81, 78,80, 83,67,
77,73,70,92,86,84,79, 88, 68, 85.
a) Izracunati prosec¢an broj postignutih koseva po utakmici i na koliko
utakmica su postigli vise od prose¢nog broja koseva,
b) Izracunati modus,
¢) Izracunati interval varijacije i koeficijent varijacije.

5. Kolika je verovatnoca da se od slova A, A A C.K,K,S,V sastavi re¢

SKAKAVAC?
Resenja:

x2—3x
z+1

1. Ispitati funkciju y= i nacrtati njen grafik.
Resenge:

1. Domen funkcije

D,={zeR|z+1#0} =R\ {-1}

2. Nule funkcije i znak funkcije

s Nule funkcije

y=0& =220 & 2?-30=0 & 2(z-3)=0 & =0 V =3

Iz ¢injenice da v =0€ D, i =3 € D, zakljucujemo da data funkcija
ima nule za =01 x=3 tj. data funkcija sece z-osu u tackama A(0,0)
i B(3,0).

% 7Zmak funkcije 0 -1 0 3 400
xT —|— |+ |+
r—=3|—|—|—|+
r+1|—|+|+|+
Y -+ |-+




PRIMERI RESENIH MODELA ZADATAKA

3. Parnost i neparnost funkcije

Data funkcija nije ni parna ni neparna jer domen funkcije nije simetrican
u odnosu na 0.

4. Asimptote funkcije

% Vertikalne asimptote funkcije

2
— 4

lim x S = - =400
r——1f x+1 0

Dakle, prava x = —1 je vertikalna asimptota date funkcije (i sa leve i
sa desne strane).

Napomena. U prvom slucaju tj. kada z— —1" reSenje je +oo jer je
.. x2_3x _ -« . .
funkcija y= 7 > 0zax>—1 Analogno, kada x — —17 reSenje je

—oo jer je funkcija y:if‘z’“<0 za v<—1.

% Horizontalne asimptote funkcije

2_3 1
lim =% = lim (¢ —3) _ ) =(£00) - 1=400
z—+oo 1+ 1 x—4oo 1—|-;

Dakle, data funkcija nema horizontalnu asimptotu ni kada x — +o00 ni
kada x— —oc.

x Kose asimptote funkcije

) . x?—3x e A —4
o=t () -kt () st st o

Dakle, prava y = = — 4 je kosa asimptota date funkcije kada x — 4-o0.
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5. Monotonost funkcije

P (22=32) (+1)—(22=32)(z+1) _ (20—3)(v+1)—(2°—3x)

Yy = (z+1)2 - (z+1)2
_ 2’+422-3 _ (z+3)(z—1)
T (z+1)2 T (241)?
Iz -0 -3 —1 1 400
r+3 | — |+ |+ |+
=1 | —|—=1|—|+
(x+1? |+ |+ |+ |+
y |+ -]+
y 1IN S

sledi da su ekstremne tacke date funkcije: Moae(—3,—=9) 1 Npin(1,

6. Konveksnost © konkavnost funkcije

v (22+22-3) (2+1)2— (22 +22-3) ((z+1)2)
(22+2)(z+1)?—2(2%+22—3)(z+1)
(z+1)*
2(z+1)((z+1)2— (2% +22-3)) 8
(@+1)F R CES)E
Iz —0 —1 40
8 +
r+1 |-
(x+1)% |+
y” J—
Y N

Cl+ |+ |+ |+

sledi da data funkcija nema prevojnih tacaka (z = —1 € D,)).
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7. Grafik funkcije

2. Data je funkcija proseénih prihoda P= —gx+ 27 i funkcija ukupnih
troskova proizvodnje C'= 12 — 5z + 120.

a) Odrediti koli¢inu i cenu pri kojima se postize maksimalna dobit,
b) Odrediti koliko iznosi maksimalna dobit,

¢) Odrediti interval rentabilnosti.

Resenge:

Iz P= —%;1: + 27, imajudéi u vidu da je P = f, dobijamo da je P =
=327+ 2Tz tj. P=x(-32+27) tj. p=—32+27 tj. a=—2p+18.
Iz potrebnih uslova postojanja funkcije z= f(p) kao funkcije traznje a
to su:

i

dobijamor p >0, x>0 i r <0,
p>0 p>0 p>0
>0 3= —2p+18>0 p =  p<27 3 = pe(0,27).
<0 —% <0 za svako p

Dakle, pe(0,27) iz cega zakljucujemo da x € (0, 18).
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Iz uslova : /
. x >0, C>0 i C >0,
dobijamo:
x>0 x>0 x>0
C>0 3= 22°—524+120 > 0 p = za svako z p =€ (5, +00).
C'>0 r—5>0 x>5

Imajuéi u vidu da = € (0,18) i x € (5, +00) dobijamo da je x € (5,18)
zajednicki uslov.

Posto je D = P — C, dobijamo da je D = —22% 4 27z — (322 — 5z +
120) = —22% + 32z — 120.

a) Prema tome D'= —4x + 32 tj. D"= —4. Imajud u vidu da je
D'=0<+= 42 +32=0 <= =281 pri tome je D"(8) = —4 <0,
zakljucujemo da je x = 8 kolicina pri kojoj se postize maksimalna
dobit. Iz p = —%:1: + 27 dobijamo da je p(8)= —% -8 +27=15 cena pri
kojoj se postize maksimalna dobit,

b) Dpar = D(8) = —2- 8% +32-8 — 120 = 8,

¢) Interval rentabilnosti dobija se iz uslova P=C' (ili D =0). Dakle,
potrebno je resiti jednacinu —2x2+ 322 —120=0 tj. 2> —16x+60=0.

1 £v2 240 16 +4
7 —160+60=0 < = 6 256 62 & =6 V x=10.

Dakle, interval rentabilnosti je (6, 10).
3. Izracunati: a) fw dr, b) [Sn gy

2z costz

Resenge:

a) f(l_x)(3+x2) dr — f3+1273x 23 dr =

2x2 212
=3 [Lde+3 [de -3 [1de— 3 [ade=
=3 [a%de+ 5 [do— 3 [2de — 5 [vde=

_ 3zt ,1,. 3 _1a®
= 5=+t32 Inz 5 5=
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b) Primenimo smenu.

t = cosx t]. dt = —sinx dx (26)

sinx (26) _ _
fcos4 _ft‘l:_ft 4dt:_%+02$+0_ s3 +C,

3 co

4. Kosarkaski klub A objavio je podatke o broju koseva koje su postigli
na utakmicama odigranim u prethodnoj sezoni (sezona 2021,/2022).
Podaci su sledeci:

71,68,83,75,72,81,78, 80,83, 67,
77,73,70,92, 86,84, 79, 88,68, 85.
a) Izracunati prose¢an broj postignutih koseva po utakmici i na koliko
utakmica su postigli vise od prosec¢nog broja koseva,
b) Izra¢unati modus,
¢) Izracunati interval varijacije i varijansu.

Resenge:

a) __ 714684834 754+72+4+814784-80+83+674+77+73+704+92+86+84479+488+684-85 __ =78
20 '

Dakle, prosecan broj postignutih koseva po utakmici je 78. Na 10
utakmica su postigli vise od prosecnog broja koseva (78).

b) Modus iznosi 83 jer su na dve utakmice postigli 83 kosa, a na svim
ostalim utakmicama je razlicit broj postignutih koseva,

¢) Interval varijacije iznosi 92 — 67 = 25.

Varijansa se odreduje iz nekoliko slede¢ih koraka:

[. Odrediti aritmeticku sredinu datih podataka.

Aritmeticka sredina datih podataka iznosi 78 (rezultat pod a)).

I. Odrediti razliku izmedu vrednosti svakog podatka i aritmeticke sre-
dine.

T1—-78=-7,68—-78=-10;83—-78=15; 75—T8 =—3; 72— 78 = —6;
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81 — 78 =3; 78 — 78 = 0; 80 — 78 = 2; 83 — 78 = 5; 67 — 78 = —11;
77— 78 =—1;73 - 78 =—5; 70 — 78 =—8; 92 — 78 = 14; 86 — 78 = &;
84— 78 =6;79—78=1;88 — 78 = 10; 68 — 78 =—10; 85 — 78 = 7.

II1. Odrediti sumu kvadrata prethodno dobijenih razlika.

(=7)? 4+ (=10)* + 52 4 (=3)* + (=6)> + 3* + 0> + 2> +- 5° + (—11)* +
(—1)2 4 (=5)2 + (—8)% + 142 + 82 + 62+ 12+ 10> 4 (—10)2 + 7> = 1014.

IV. Dobijenu sumu podeliti sa brojem podataka.

2 _ 1014 __
o =101 _ 50,7,

5. Kolika je verovatnoca da se od slova A,A;A,C, K K,S,V sastavi rec¢
SKAKAVAC?

Resenge:

Py, verovatnoca da od datih slova prvo izabrano slovo bude slovo S,
iznosi %.

P, verovatnoca da od datih slova drugo izabrano slovo bude slovo K,
iznosi %
Ps, verovatnoc¢a da od datih slova trece izabrano slovo bude slovo A,
iznosi %.

Py, verovatnoc¢a da od datih slova cetvrto izabrano slovo bude slovo
K, iznosi %

Ps5, verovatnoca da od datih slova peto izabrano slovo bude slovo A,
iznosi %.

Ps, verovatnoca da od datih slova Sesto izabrano slovo bude slovo V,
iznosi %
Ps, verovatnoca da od datih slova sedmo izabrano slovo bude slovo A,
iznosi %

Py, verovatnoca da od datih slova osmo izabrano slovo bude slovo C,
iznosi 1.
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Dakle, verovatnoca da se od datih slova sastavi re¢ SKAKAVAC t;j.
da prvo izabrano slovo bude S, drugo izabrano slovo bude K, trece

izabrano slovo bude A, ... i osmo izabrano slovo bude C je jednaka:
1.2 3. 1.2 1.1 1_ 1
Py PPy Py Ps Ps-Pp-Py=1%-2.3.1.2. 111 = L
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Biljana Radicic

Kvantitativne
metode

Praktikum je nastao kako bi se izaslo u
susret potrebi i zahtevu studenata tokom
dosadasnjeg rada sa njima za $to vecim
brojem primera zadataka pri pripremi
kolokvijuma i ispita $to bi im omogucilo
lak$e i brze savladavanje gradiva.

Uz udzbenik, Praktikum ¢e svakako, s
obzirom na prirodu predmeta, dati veliki
doprinos  savladavanju  predvidenog
gradiva. lako je Praktikum namenjem pre
svega studentima, Praktikum moze koristiti
i drugim citaocima dija se interesovanja
poklapaju sa gradivom (ili delom gradiva)
koje je u njemu obradeno.

Zadaci za vezbanje sadrze vise primera, od
najjednostavnijin prema slozZenijim, $to
omogucava studentima da se sto bolje
pipreme za polaganje ispita.

Univerzitet

Singidunum






