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TEORIJA BROJEVA
ELEMENTARNE FUNKCIJE
ARITMETICKI I GEOMETRIJSKI NIZ

ANALITICKA GEOMETRIJA






1.
uvoD

U uvodnom delu sakupljeni su osnovni pojmovi sa kojima se sreéemo u srednjoj

skoli, a koji su neophodni u daljem radu.

1.1. TEORIJA BROJEVA

Broj je jedan od osnovnih pojmova matemake koiji se intuitivno shvata.

1.1.1.PRIRODNI BROJEVI

Prirodni brojevi su oblika N = {1,2,3,...,n,n+1,...}.

= Za svaki broj Ne N postoji broj N+1€ N . Brojevi N i N+1 su vzastopni ili
sukcesivni brojevi.

® Prirodan broj &iji su jedini &inioci on sam i broj 1, nazivamo prostim brojem,
na primer 2,3,5,7,11,.... Uzajamno prostim brojevima nazivamo dva
prirodna broja ako im je jedini zajedniéki &inilac broj 1.

= Prirodni broj je paran ako mu je bar jedan prost &inilac broj 2. Ako to nije
sluéaj broj je neparan. Parne brojeve obeleZzavamo sa 2K, a neparne sa
2k+1ili 2k—1, gdeje ke N.

= Skup prirodnih brojeva je zatvoren u odnosu na operacije sabiranja i
mnoZenja, tj. rezultat sabiranja i mnoZenja dva prirodna broja uvek je
priprodan broj.

= Za operacije sabiranja i mnoZenja prirodnih brojeva vaze zakoni:

a+b=b+a,ab=ba komutacije;
(a+ b)+C = a+(b+c) : (ab)c: a(bc) asocijacije;

(a+b)c=ac+bc,a(b+c)=ab+ac distribucije.



Stepen prirodnog broja definisemo kao a" =a-a-...-a.
%r_/

n puta
Na osnovu definicije stepena zakljuc¢ujemo:
a’ _ mo
a.n‘am:aner' _m:an m, (an) —a™m.
a

.1.2. CELI BROJEVI

Skup celih brojeva sadrzi sve prirodne brojeve, nulu i brojeve oblika —n,
gde ne N.

Z={.-2-1012....nn+1..}.

Oduzimanje v skupu celih brojeva je operacija koje se definise kao:

Va,b,ceZ,a-b=c<a=b+c.

Skup Z je nadskup skupa N izadriava sva pravila koja smo definisali u
skupu N , dodajuéi neka nova koja vaze samo u njemu. Ovaij princip
koristicemo i u definisanju naredih prosirenja skupova brojeva i zove se princip
permanencije.

.1.3. RACIONALNI BROJEVI

Skup racionalnih brojeva je oblika:
Qz(BZ peZAaqe Nj.
q
Deljenje celih brojeva defini$emo na sledeéi nadin:

Va,b,CEZ/\b;tO,%=C<:>a:b-c.

Skup raconalnih brojeva je prebrojiv skup tj. imedu tog skupa i skupa
prirodnih brojeva moZe se uspostaviti obostrano jednoznaéno preslikavanie.



.1.4. IRACIONALNI BROJEVI

Broj koji se ne moZe predstaviti u obliku razlomka nazivamo iracionalnim
brojem, na primer \/E , \/§ ,log2,7,e,....

Svaki iracionalan broj moZe se predstaviti u obliku beskonacnog
neperiodi¢nog razlomka.

Skup iracionalnih brojeva obelezavamo sa | .

Skup iracionalnih brojeva, kao i skup racionalnih brojeva je neogranicen.

.1.5. REALNI BROJEVI

Svi racionalni i iracionalni brojevi obrazuju skup realnih brojeva, tj.
R=QUI.

Skup realnih brojeva je neprebrojiv skup.
Skup realnih brojeva je ureden skup, tj. izmedu svaka dva realna broja

postoji samo jedan od sledeéih odnosa a>b,a=b,a<b.

Na skupu realnih brojeva za nejednakosti vaze sledece osobine:
(a>b)<=(b<a);

(a>b)< (a+c>b+c);
(a>b,c>0)=(ac>bc),(a>b,c<0)=(ac<bc).

Realni brojevi se mogu predstaviti kao tacke na brojnoj pravoi.

APSOLUTNA VREDNOST BROJA

Ako je a proizvoljan realan broj, tada je apsolutna vrednost broja a:
a,a>0

lal=40,a=0
-a,a<0



Napomena: Apsolutna vrednost broja uvek je nenegativan broj, tj. |a| >0.

=  Za apsolutnu vrednost broja a vaze sledeéa pravila:

|d=|-a|, |aj<be-b<a<b, |g>be(a>b)a(a<-b).
la+b|<|a+[b|, |a—b[<|a]+]b], la—b|>|a|-|b|.
la-b| =[al-|o], al_[ .

bl [b]

PROSIRENJE SKUPA REALNIH BROJEVA

= Skup realnih brojeva prosiruje se sa dva simbola —o© i +o0, tako da za
svaki a€ R vazi nejednakost: —o < a< +oo.

Za operacije sa ovim simbolima vaze pravila (ae R):

(+00) +(+00) = +o0, a+(+w0) =+w;

(<)+(=) =0, a(0)=—.

Za a>0 imamo:

() (m) =2, () =

(o) ()0, () ()=, ()=

. . foo | ..
Izrazi (+oo) (+oo) [ — nisu definisani

INTERVAL
= Akosu a,be R takvi da je a<b sledeéi podskupovi nazivaiu se:
otvoren interval: (a, b) = {X| a< x< b} ,
zatvoren interval: [a, b] = {X| as<x< b} ,

polu-otvoren interval ili polu-zatvoren interval:

[a,b)={x| a< x<b}, (a,b]={x| a< xgb}.



1.1.6. KOMPLEKSNI BROJEVI
ALGEBARSKI OBLIK KOMPLEKSNOG BROJA

Poznato je da sve kvadratne jednacine nemaju reSenja u skupu realnih brojeva,

na primer jednacina x* +1=0. Da bismo resili ovu veoma jednostavnu jednadinu
moramo skup realnih brojeva prosiriti. Tako dolazimo do skupa kompleksnih

brojeva.

* |maginarna jedinica je po definiciji i =+/—1.

Re3enje pomenute jednadine postaje sada X=++/-1=4i.
= Skup svih uredenih parova realnih brojeva (X, y) u kojem je z=X+1y, fj.

zZ= (X, y) naziva se skupom kompleksnih brojeva C, gde je i =+/—1.

Realni deo kompleksnog broja je Re(z) = X, imaginarni deo Im(z) =Y.
" Dva kompleksna broja z =X +1Y, i Z, =X, +1Y, su jednaka ako su im

jednaki realni delovi za sebe, a imaginarni za sebe; X =X, i Yy, =Y,.

Kompleksni brojevi mogu se predstaviti kao tacke u kompleksnoj ili Gausovoj
ravni.

A
Y z= X+1y
///.

Xv

» Svakom kompleksnom broju Z= X+1y odgovara konjugovano kompleksni
broj u oznaci Z = x—1ly.

® Moduo kompleksnog broja z definise se kao p = |Z| = \/X2 + y2 .



OPERACIJE SA KOMPLEKSNIM BROJEVIMA
U ALGEBARSKOM OBLIKU

Neka su data dva kompleksna broja z =X +1y, i Z, = X, +1Y,.
= Sabiranje: Z +2, = (X +%,)+i (Y, +Y,).

= Oduzimanje: -z, = (X — %) +i(y,— Y,).

" MnoZenje: Z - Z, =(X1X2 - y1y2)+i(x2y1+x1y2).

= Deljenje: i:ié
Z 7,
= Stepenovanje kompleksnog broja prirodnim brojem se definise kao skraéeno
mnozenje Z'=2-2-...-Z, ne N.
%/_/
n puta
. 12 +3 VA ) 2 2 ~ viege .
Napomena: Kako je 1°=-1,1"=1"-1=—1,1" =17 -1° =1, moZemo voptiti da je:
i4n :1’ i4n+1 =i ’ i4n+2 :_1’ i4n+3 =—i .
Primer:

= 2015 = 2012+3 +2012: 3 =4.503: 3 2 2
20 = =i =i =1 () =i

EKSPONENCIJALNI OBLIK KOMPLEKSNOG BROJA

= Eksponencijalni oblik kompleksnog broja je z= p-ei(”.
= Ojlerova formula: €% =cosp+ising.

= p= |Z| je moduo, a ¢ je argument kompleksnog broja gde je
b . .
tgp =— i obelezava se p=Argz.
a
Argument kompleksnog broja nije jednoznaéno odreden. Imajuéi u vidu

periodiénost trigonometrijskih funkcijo, argument je svaki realni broj oblika

@+2Kr,gdeje ke Z.



Specijalno, broj ¢ koji zadovoljava uslov —7 < ¢ < 7 naziva se glavni

argument.

OPERACIJE SA KOMPLEKSNIM BROJEVIMA
U EKSPONENCIJALNOM OBLIKU

Neka su dati kompleksni brojevi z = p,-€% i z,= p, €.

i(o+9,)

" Mnoienje: 2, -2,=p, p, € .

= Deljenje: 4_ &-ei("’l"”” .

L P
" Logaritam: Inz=Inp+ip.

Napomena: Koris¢enjem poslednje formule u mogucnosti smo da definiSemo
logaritam negativnog realnog broja.

Primer: In (—2) =In2+ir.

TRIGONOMETRIJSKI OBLIK KOMPLEKSNOG BROJA

* Trigonometrijski oblik kompleksnog broja je oblika Z:p(COS(p+iSin qo),
gde je X=pC0S@ i Y= pSing.
Yo :|Z| =+a’ +b’ je moduo, a, ¢ je argument kompleksnog broja gde je

tge :9, i obeleZzava se @ = Arg z. (slika 2)
a




Argument kompleksnog broja nije jednoznacno odreden. Imajuéi u vidu periodiénost
trigonometrijskih funkcija, argument je svaki realni broj oblika ¢+ 2Kz, gde je
keZ.

Specijalno, broj ¢ koji zadovoljava uslov —7 < ¢ < 7 naziva se glavni argument.

Primer:

Kompleksan broj Zz=1+1 napisati u trigonometrijskom obliku. Moduo datog

kompleksnog broja je p = |Z| =P +12 =42 , a argument je tgp=1= @ = %,

T .. T
pa je trigonometrijski oblik datog kompleksnog broja z= \/E(COSZH sSin Zj

OPERACIJE SA KOMPLEKSNIM BROJEVIMA
U TRIGONOMETRIJSKOM OBLIKU

Neka su data dva kompleksna broja
z, = p,(Cosg, +ising,) i z,=p,(cosp, +ising,).
=  MnoZenije:
z,-2,=p,(cosg, +ising,)- p,(cose, +ising,)=
01 P, (Cos(go1 +@,)+isin(¢, +(02))

=  Deljenje:

z  p(cosg +ising) p N
S — =-L(cos(p —@,)+isin(g,—¢
Z, ,02(COS¢2+|S|n¢2) Pz( ( 1 2) ( 1 2))

= Stepenovanje:
Z" = p"(cosnp+isinng), nez.

Ova formula se zove Moavrova formula.

Moavrova formula se moze dokazati primenom matematicke indukcije.

-10 -



Primer: Koriste¢i Moavrovu formulu za stepenovanje kompleksnih brojeva

odrediti Z*, akoje z=-1-1i.

Moduo datog kompleksnog broja je p = |Z| = \/(—1)2 +(—1)2 = \/E, a argument

. -1 3 . . ,
je tgp = —1 =l=¢ :T' zato Sto ugao pripada trecem kvadrantu, pa

: 3z . . 3
trigonometrijski oblik broja z=-1-1 je z= \/E(COSTE+I sin Tﬂ-j .
Sada imamo da je:

z* :(\/E)A(COS4-3T7[—HSin4~37ﬂ):4(COS37Z'+iSin37Z'):—4

= Koren kompleksnog broja
Svako resenje jednadine Z=w", gde je Z=Tr (COS(0+ I sin go), a

W= p(COS@+i sin 9), definise se kao koren kompleksnog broja

@, =(‘/F(cos¢+2k7[+isin ¢+2k7[j, k=0,1---,n-1
n n

Iz jednakosti
r(cos(p+2kr)+isin(p+2kr))= p"(cosnd+isinng) dobija se

@+ 2Kz

n
Geometrijski ova resenja su temena pravilnog mnogougla upisanog u krug

polupreénika Q/F .

r:pnjp:{]/?,nequ'i'Zkﬂ':g:

AN

v




Primer: Izradunati 3/—1

Ako je —1=cosz+isinz,imamo daje p=1i =, pa koristeéi formulu za

+2kzr . . m+2kK
koren kompleksnog broja dobijamo: 3/—1 = %(COS%H Slnuj

Za k=0,1,2 dobijamo tri razli¢ite vrednosti:

Z, :cos£+isin£:1+i§
3 3 2 2

z =cosr+isinr =-1
Z =c035—”+isin5—”:£_i£
3 3 2 2

Geometrijski reSenja treceg korena su temena jednakostrani¢nog trougla.

A

y

v

1.2.ELEMENTARNE FUNKCIJE

= Stepena funkcija y=X",neR, xe (O, +oo) .

» Eksponencijalna funkcija y=a* ,a>0,a=1, xeR.

* Logaritamska funkcija y=log, x,a>0,a#1, xe (0, +oo) .

» Trigonometrijske funkcije: y=sin X, y=C0SX, y=1tgx, y=cCtgx.

® Inverzne trigonometrijske funkcije:

y =arcsin X, y =arccos X, y = arctgx, y = arcctgx.

-12 -



= Elementarnim funkcijama nazivaju se funkcije koje se mogu zadati pomodu
osnovnih elementarnih funkcija i konstanti, pomoéu konaéno mnogo operacija
sabiranja, oduzimanja, mnoZenja, deljenja i kompozicije funkcija.

Neke od najvaznijih osnovnih funkcija sa kojima éemo se sretati u radu:

= Apsolutna vrednost:

X, X=>0
f(x)=|X=
(9-K={ 27
Funkcija je definisana za Xe Ri f (X) >0.
A
y
y =[x
X »
®  Funkcija znaka:
-1, x<0
y=sgnx=4 0,x=0
1 x>0
A
y
y =sgn X
1
X

v

= Stepena funkcija: y=X",neR.

Ako je ne N funkcija predstavlja stepene realnog broja y= X" i ta funkcija

¢e za N= 2K paran broj biti parna i ogranié¢ena, a za N=2kK+1 neparan broj

biti neparna i neograniéena .

-13 -



y=X",n=2k+

X
\/

1
Ako je stepen oblika n= g funkcija predstavlja korenu funkciju.

= Eksponencijalna funkcija: y=a",a>0,a=1.

Domen funkcije je skup svih realnih brojeva R, a kodomen (0,00) .

Funkcija nema nula jer je @ #0 ina celom domenu je pozitivna, tj. y>0.

Ukoliko je 0 <a <1 funkcija stalno opada, a kada je a>1 funkcija stalno raste

i samim tim nema ekstrema.

O<axl a>1

1.2.1. POJAM | OSOBINE LOGORITAMA

= Definicija logaritma l0g, b=x<a*=b ako je @,b,xeR, a>0, a=1,
b>0.
= a%°=p za x,yeR,x>0,y>0.

X
* |og,xy=log, x+log,y, log,—=Ilog,x—log,y.
y

-14 -



= log, X’ =slog, x;seR.

* log,1=0, log,a=1.

(] |Ogba:L, |Ogab:M.
log, b log. a
1 s

= log_. x==log, x, log, x=1log . x°.
S a

* |og,, x=10g X (dekadni logaritam).

* log,x=InXx, e=2,718 (prirodni logaritam).

Logaritamska funkcija: y=1og, x,a>0,a=1.

Domen funkcije je (0,00) , a kodomen je R.

Funkcija ima nulu za X=1 jer je 10g,1=0. Ukoliko je 0 <a<1 funkcija stalno
opada, a kada je a>1 funkcija stalno oraste i samim tim nema ekstrema.

A

y
y=1log, X

\ a>1
Xy

O<axl

1.2.2. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

. Osnovne trigonometrijske funkcije oStrog ugla u pravouglom trouglu su
sinus, kosinus, tangens i kotangens, koje se definisu:

B

A b C

. a b a
SIna =—, Co0Sa =—,tga =—, Clga =
C C b

Q| o

- 15 -



MERENE UGLOVA

Radijan je centralni ugao ¢Eiji je kruzni luk jednak polupreéniku kruga
Pun ugao iznosi 2 7 radijana

lrad = 180, ~57°17'45"
T

T

I = rad ~ 0,017
180

OSNOVNI TRIGONOMETRIJSKI IDENTITETI

. sinx
sina+cos’a=1, tga= )
cosa
cosa
ctga =——, tga -ctga =1.
sina

VREDNOSTI TRIGONOMETRIJISKIH FUNKCIJA ZA NEKE UGLOVE

. 37 Vs T V4
o ° o | 90=2% N (e f o 300==| 45 == | 60" ==
0’ =0 > 180°=7x > 360" =27 5 2 3
sina | o | 1 | o ) : O I
2 2 2
cosa | 1 0 -1 0 1 W3 Q 1
2 2 2
tgo 0 +o0 0 +oo 0 ﬁ 1 \/§
3
Clga | Foo 0 Foo Foo J3 1 ﬁ
3

DEFINICIJA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA
MA KOG UGLA

Jedini¢ni krug sa centrom u koordinatnom pocetku naziva se

trigonometrijski krug.

-16 -




n Uopsteni ugao ¢ = a +2kr, o € [0, 272'] je ugao &iji je poletni krak

pozitivni deo X — ose, a krajnji krak orijentisana duz OA.

Ay

oNe
%/

= Neka je a proizvoljan ugao. Trigonometrijske funkcije ugla « , tj. Sina,
Ccosa, tga i ctga definisu:

4
A
B
«
!

\

Ordinata tacke A, duz OB predstavlja sinus ugla o, a apscisa, duz OC

predstavlja kosinus ugla « .

Znak trigonometrijskih funkcija po kvadrantima:

A

\
\
\

sina tga, 'ctga
cosa

-17 -



TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE NEGATIVNOG UGLA

= sin(-a)=-sinea, cos(—a)=cosa,

= tg(-a)=-tga, ctg(—a) = —ctga .
" Sina, tga i Ctga su neparne funkcije.

" COSa je parna funkcija.

PERIODICNOST TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

= sin(a+2kr)=sina keZ,ae[0,2x],
= cos(a+2kr)=cosa,

= tg(a+kr)=tga,

= ctg(a+kr)=ctga.

" Funkcije Sina i COSa su periodiéne sa osnovnom periodom T =27, a tQa i

ctga sa osnovnom periodom T =7

SVODEN;E TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA MA KOG UGLA NA OSTAR UGAO

. Ako je a =7+ 2k, aa =27+ 2K trigonometrijska funkcija se ne menja,

a znak funkcije odreduje se pomoéu trigonometrijskog kruga.
V4 3
. Ako je a = Ei 2k, a = 7i 2k7 trigonometrijska funkcija se menja u
svoju kofunkciju, a znak funkcije odreduje se pomodu trigonometrijskog

kruga.

ADICIONE TEOREME

= sm( /3) sina cos f+sin fcosa,
. cos(a + ) =cosacos fFsinasin g3,

. ( ) tga £tgp

,B) _ ctgactgf +1
1¥tgatgs’

ct + .
J (a ctgo tctgp
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TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE DVOSTRUKOG | POLOVINSKOG UGLA

. sin2a =2sina cosa, €0S2a =cos’—sin’ «,
2t

ctg’a -1
1-tg°a '

. tg2a =
g 2Cctga

, ctg2a =

. a (04
" 2sin?==1-cosa, 2c0s’—==1+cCoS.

OSNOVNE TRANSFORMACIJE TRIGONOMETRIJISKIH FUNKCIJA

. . . az a+
= Sing£sin f=2sin 'Bcos ﬂ,
2 2
a—+ o —
=  COSa +CO0S/f =2c0S 'Bcos ’B,
2 2
. a+pf . a-
= COSa—CO0Sf =-2sin 'Bsm ’B,

2 2
= sinacosp =%(sin(a+ﬂ)+sin(a—ﬁ)),

. sinasinﬁ=%(cos(a—ﬂ)—cos(a—ﬂ)),
. cosm:osﬁ=%(cos(a+ﬂ)+cos(a—,b’)).
Trigonometrijske funkcije: y=Sin X, y=C0SX, y=1gx, y = Ctgx.

Domen funkcija Y =SIiNX i Y=C0SX je skup svih realnih brojeva R, a

kodomen [—l, 1] .

Domen funkcijo Y=1tgXx i y=CtgX je Xe R, x# %4‘ k7, k € R odnosno,

Xxe R, X#Kr, a kodomen je skup svih realnih brojeva R.

Funkcije y=sin X, y=1gX, y=CtgX su neparne, a Yy =C0SX parna.
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Funkcije Y=SINn X, y=CO0S X su periodi¢ne sa periodom 2kz , ke Z, a
y=1gX, y=CtgX sa periodom k.

sin(x+ 2kz ) =sin x, cos(x+ 2kz ) =cos x;

tg(x+kz) =tgx, ctg(x+kr) = ctgx.

A
y
y =sin X
—T _ 27 )£
A
y
y = COS X
= e
AN X
2 2
A
y:th y
0 T X
r z 3 !
: 2 2

-20-



y=Cctgx ’

v

r
2

= |nverzne trigonometrijske funkcije:

y=arcsinx, y=arccosXx, y=arctgx, y = arcctgx.

za Y =arccos X domen je Xe [—1,1] , a kodomen je Y€ [0,71'];

za Yy=arctgx domen je Xe (—oo,oo), da kodomen je Y e (0,7[);

za Y=arcctgx domen je Xe (—oo,oo), a kodomen je (_E;_j .

A

y

a y =arcsin x
21
1/ R
| " x
F_"

A

y

x| Yy =arctgx

2

XV

1%

/A
2
yl\

Y = arccos X

21

Za funkciju y=arcsin X domen je Xe [—1,1] , a kodomen je y e {—E,—

\/

>

y = arcctgx

P
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.3. ARITMETICKI | GEOMETRIJSKI NIZ

Aritmeticki niz je niz brojeva takvih da je razlika svaka dva uzastopna &lana

konstanta d, koju nazivamo diferencija niza.
Opti ¢lan niza: a,=a,+(n-1)d, d =0.

Zbir prvih n élanova niza:

n n
S =a+a,+...+a, =§(a1 +a,) =E(a1+(n—1)d).
Svaki €lan niza je aritmeticka sredina simetri¢nih &lanova.

an—k + a1'|+k

Geometrijski niz je niz brojeva takvih da je koli¢nik svaka dva uzastopna

an:

élana konstanta (, koju nazivamo koli¢nik niza.
Opsti ¢lan niza: &, =a,-q"",q=1..

Zbir prvih n ¢élanova niza:

1_ n
S=a+a,+...4+a,=a,- a.
1-q
Svaki élan niza je geometrijska sredina simetriénih &lanova.

8, =8y By -

.4. ANALITICKA GEOMETRIJA

DuzZina duzi AB gde je A(XA, yA), B(XB, yB):

AB = (X, - = Ys) -

Koordinate tacke S(XS, ys), sredista duzi AB: X =

XA + XB — yA + yB
2 2
Opsti (implicitni) oblik jednadine prave je: ax+by+c=0.

Eksplicitni oblik jednacine prave je: Y=kx+n; gde je K=1tga koeficijent
pravca prave, a N je odsecak na Y osi.

Jednacina prave kroz jednu tacku A( Xa, yA) je: Y=Y, = k(X— XA) .
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Jednacina prave kroz dve tacke A( Xas Yp) i B(XB, Ys) ie

Ys — Ya .
= — — . d
— (X=X,); gde je .

k yB

Ya koeficijent pravca prave.

K-k
Ugao izmedu pravih y=KX+n i y=KX+n, je: tg(p—l klk

K, =K, je uslov paralelnosti pravih y=KkX+n i y=KXx+n,.

y_yA

B

k = _ki je uslov normalnosti pravih y=kXx+n i y=Kk,x+n,.
2

Jednacina kruga sa centrom u talki C( p, q), polupreénika I je:

(x=p) +(y-q) =

X’ +y +dx+ey+ f =0, p:—%,q:—g,r: pP+q°—f.
XZ y2
Jednaéina elipse: b*x* +a’y* = a’b’ ili —+= 0 =1.
a’
XZ y2
Jednaéina hiperbole: b*x* —a’y® = a’b® ili Q_le’

Jednaéina parabole: Yy =2 px.
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2.
MATRICE

2.1. POJAM MATRICE | OPERACIJE

®  Matrica je pravougaona $ema sa MX N elemenata rasporedenih u M vrsta i N
kolona:

a, a, - a,

a a a
A= 21 ‘22 .2n

ay a, ... a

Matrice se oznadavaiju velikim slovima latinice: A, B, C, ...

Proizvolijni element matrice a; pripada i-toj vrsti i | -toj koloni, pa matricu moZemo
oznaditi kao [aﬂ.]mxn.

Za matricu sa M vrsta i N kolona kaZzemo da ima dimenziju MXxN.

i B=[b

|j]mxn

a =hb ,v(i,j),i=12...,m; j=12..,n.

=0,

- su jednake, t. A= B ako i samo ako je:

" Dve matrice A=[g]

®  Matrica vrste je matrica kod koje je [a”] m=1,n>1,t.

mxn

[a'ij]lxn:[ail A, ... ain]

®  Matrica kolone je matrica kod koje je m>1,n=1, t.
a 11
a 21
[a ij ]m x1 — .

a

m1l
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®  Nula matrica je ona matrica &iji su svi elementi jednaki nula.

= Kvadratna matrica je matrica kod koje je broj vrsta jednak broju kolona.
Elementi @,,8,,,...,a,, leZe na glavnoj dijagonali, dok elementi & ,,a,, ;,...,8,

pripadaju sporednoj dijagonali kvadratne matrice.

®  Kvadratna matrica u kojoj su svi elementi van glavne dijagonale nula, a elementi na
glavnoj dijagonali nisu svi nula, naziva se dijagonalna matrica.

Jediniéna matrica je dijagonalna matrica kod koje je a,=a,, =---a,=1 i

oznadava se slovom | .

®  Transponovana matrica matrice Az[aﬂ] je matrica dobijena zamenom mesta

mxn

svih vrsta odgovaraju¢im kolonama ili obrnuto.

. T .. . AT _
Obelezava se sa A iiznosi A _[aji]nxm.

Primer:
1 4
121 .
Za matricu X = 4 9 transponovana matrica matricaje X' =2 2
1 4
2.1.1. OPERACIJE SA MATRICAMA
" Zbir matrica A=[g;],, i B=[b],.,, ie matrica C=[c;],, ako isamo ako

e ay+by=¢ (i=12...m;j=12...n).

B Operacija sabiranja matrica ima sledeée osobine:
A+ B =B+ A, komutativnost;

(A+ B) +C=A+ ( B+ C) , asocijativnost.
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Zbir matrica razli¢itih dimenzija nije definisan.

Primer:
1 2 3 1 -1 1
Sabrati matrice A=|4 5 6|iB=|0 -2 4].
7 8 9 2 3 4
2 1 4
Zbir je matrica A+ B={4 3 10]|.
9 11 13

" Proizvod broja A € R imatrice A=[a;],,,, ie matrica istih dimenzija oblika:

AA= 203 ] =[28 ] 1n -

= Operacija mnozenja matrice brojem ima sledeée osobine:

AA= AL, komutativnost;
(aﬂ) A=« (,BA) va, B #0, asocijativnost;

(a + [ ) A= aA+ (A, distributivnost s obzirom na zbir brojeva;

a ( A+ B) =a A+ aB, distributivnost s obzirom na zbir matrica.

Primer:
1 2 3 2 4 6
Pomnoziti matricu A={4 5 6| brojem A=2. 2-A=|8 10 12|.
7 8 9 14 16 18

" Proizvod A-B matrica A=[a1-k]

mp | B=[0y],., ie matrica C, &iji se elementi

Cij formiraju po zakonu:

P
G =kZ_;ayqu. (i=1...m;j=1..,n).

Napomena: Matrica C ima onoliko vrsta koliko ih ima matrica A i onoliko kolona

koliko ih ima matrica B.
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Napomena: Dakle element Cij matrice C koji se nalazi u preseku | -te vrste i | -te

kolone, obrazuje se tako $to se elementi | -te vrste matrice A pomnoze odgovarajuéim

elementima | -te kolone matrice B i dobijeni proizvodi saberu.
= Operacija mnozenja matrica ima sledece osobine:
(A- B)-C = A-(B . C), asocijativnost;

A-B # B- A, ne vazi zakon komutacije;

Al=1-A=A
Primer:
1 2 3 1 -1 7 =2
PomnoZiti matrice A=|4 5 6|i B=|3 -2]|. A-B=|19 -8
7 8 9 0 1 31 -14

Proizvod B- A nije definisan zato $to dimenzije matrica nisu odgovarajuée.

2.2. DETERMINANTE
2.2.1. POJAM DETERMINANTE

B Svakoj kvadratnoj matrici pridruZujemo realni broj koji zovemo determinanta.
= Determinanata je kvadratna Sema brojeva od NX N elemenata rasporedenih u N
vrsta i N kolona.

&, &, -
D-det(A)=| " %
By By o Ay

Napomena: Determinanta je broj, za razliku od matrice koja je samo Sema
proizvoljnih elemenata.

" Broj |aﬂ| =a; naziva se determinanta prvog reda.
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a &

" Broj 2l = a,a,, —a,3, naziva se determinanta drugog reda.
8y
a; ap ag

" Broj |, a&, ay, naziva se determinanta treceg reda.
Ay 8y dy

2.2.2. IZRACUNAVANJE DETERMINANTI

SARUSOVO PRAVILO (SARRUS, 1798-1861)
Pravilo se odnosi samo na determinante tre¢eg reda i glasi:

a, a, a;a, a,
Ay By Ap|dy A= 8,05518,,8,38;, 838,85, — 8,8y, 8338, 8y38, —838,,8y
Ay Gy Gypl8y; dy

Dopisu se prve dve kolone i determinanta je jednaka zbiru proizvoda elemenata na
glavnoj dijagonali i dvema paralelnim dijagonalama i razlici proizvoda elemenata na
sporednoj dijagonali i dvema paralelnim dijagonalama.

Primer:
1 2 3
Izradunati vrednost determinante |4 5 6.
7 8 9
1 2 31 2

4 5 64 5=15.9+2.67+3-4-8-2-4.9-1-6-8-3-5.-7=0.
7 8 97 8
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MINOR | KOFAKTOR

Neka je D determinanta N-tog reda

&, &, - Q,
oot o
ay 8, - &,

= Determinanta koja se dobija iz determinante D odbacivanjem | -te vrste i | -te

kolone naziva se minor elementa a”- i obeleZava se sa |\/|ij .

"  Kofaktor elementa &; je broj A, =(—1)i+i M.

Primer:

Detreminanta treéeg reda ima onoliko minora koliko i elemenata, tj. 9. Na primer,

elementima &, &, i &, odgovaraju minori

Mﬂ:azz Ayq 'Mlzzazl Ayq ,M13:a21 a,, _
Ay, Ay Ay Ay Ay Q&
a kofaktori su
Qy, Ay Ay Ay a, ay
=+ VA, =— VAL =+
& 2, @, & a; as, As a,; ay,

-32-



LAPLASOVO PRAVILO

P. LAPLACE (1749-1827)

Francuski matemati¢ar Laplas dao je znaéajan doprinos u teoriji diferencijalnih
jednacina, verovatnoéi, analizi, astronomiji i nebeskoj mehanici. Mada skromnog
porekla Napoleon ga je proizveo u grofa zbog njegovih zasluga u konstruisanju
oruZja, a nakon njegovog pada kralj Luj 18. v markiza.

Engleski prevodilac njegovih dela napisao je “Uvek kada sam kod Laplasa
nalazio izjavu, lako je videti; znao sam da mi treba nekoliko sati napornog rada
dok se ne dosetim i ne dokazZem kako je to lako videti”.

Za razliku od Sarusovog pravila koje se koristi za izracunavanje samo determinanti
treceg reda, Laplasovo pravilo vazi za determinante bilo kog reda.

B Osnovna ideja ovog pravila je da se izra¢unavanje determinante N -tog reda svodi
na izraéunavanje determinante N—1 reda, determinanta N—1 reda svodi se na

izraunavanje determinante N—2 reda i taj postupak se ponavlja sve dok se ne
dode do determinante prvog reda.

" Vrednost determinante je jednaka zbiru proizvoda elemenata ma koje vrste
(odnosno kolone) i odgovarajuéih kofaktora tj.

D=a,A, +8,A,+-+a,A, :ZaikAk Ji=12,..,n
k=1

(razvoj po elementima | -te vrste).
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D=a A +a, A ++a,A =) aA , j=12..,n.
k=1

(razvoj po elementima | -te kolone).

Primer:
1 2 3
Izradunati vrednost determinante |4 5 6.
7 8 9

Determinanta se moze izradunati razvojem po bilo kojoj vrsti ili koloni.

Razvojem po prvoj vrsti dobice se:

1 2 3

5 6 4 6 4 5
4 5 6/=1 -2 +3-

8 9 7 9 7 8
7 8 9

=1-(5-9-6-8)-2-(4-9-6-7)+3-(4-8-5-7)=0

2.2.2. OSOBINE DETERMINANTI

Ako dve susedne vrste (kolone) uzajamno promene mesta vrednost determinanata je
suprotnog znaka.

D:‘ai b ‘az b|_ o

a, bl |a bl

Determinanta se mnoZi brojem K # 0, ako se svi elementi prpizvoline vrste (kolone)

pomnoze tim brojem.
@ k| [a, Kb,
a b |a Ky

Ako su svi elementi bilo koje vrste (kolone) jednaki nula, vrednost determinanta je

k-D=

jednaka nula.

Ako su dve vrste (kolone) jednake ili proporcionalne, tada je vrednost determinante
jednaka nula.
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(ah -ah)=k-0=0.

‘ai blzk‘al b _
ka, Kol Ja b

Vrednost determinante se ne menja ako se svakom elementu jedne vrste (kolone)
dodaju odgovarajuci elementi druge vrste (kolone) pomnozZeni jednim istim brojem.

a b ¢ |a b g+ma
a b ¢l=la b c+m
a b ¢ | b g+ma

Ako su elementi jedne vrste (kolone) date determinante zbirovi od dva ili vise
sabiraka, tada se determinanta mozZe razloziti na zbir od dve ili vise
determinanata.

‘al bl+cl‘:‘al bl‘+‘al cl‘_
a, b+c| [a, b |3, ¢

Napomena: Determinante su istorijski nastale u vezi prouéavanija sistema

jednadina i predstavljaju znacajno sredstvo za njihovo raéunanje.

2.3. RANG MATRICE

"  Matrica A ima rang rang(A) =TI, ako ima bar jedan minor reda I razli¢it od

nule, a svi minori reda ' +1 , i vi$eg, su jednaki nuli.

Primer:

2 -3 16 1
Odrediti rang matrice A=|1 6 -2 3]|.
1 3 2 2
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Kako su svi minori tre¢eg reda su jednaki nuli:

2 -3 16 28GR 2 16 1 -3 16 1
1 6 -2=0,1 6 3=0,1 -2 3=0,/6 -2 3=0,
1 3 2 1 3 2 1 2 2 3 2 2

2 -3

a postoji minor drugog reda koji je razlic¢it od nule #0,

zakljuéujemo da je rang matrice A jednak 2.

2.4. ELEMENTARNE TRANSFORMACIJE MATRICA

®  MnozZenje svih elemenata bilo koje vrste (kolone) matrice jednim
istim realnim brojem A4 #0.
= Uzajamna promena mesta dve vrste (kolone).
" Transponovanje matrice.
®= Dodavanje elementima jedne vrste (kolone) odgovarajuéih elemenata
neke druge vrste ( kolone ) pomnoZenih proizvoljnim brojem.
= Elementarne transformacije konaéno mnogo puta primenjene na
matricu ne menjaju rang matrice.
" Matrice A i B, su ekvivalentne, (pisemo A~ B), ako i samo ako se mogu trans-

formisati jedna v drugu pomoéu konaéno mnogo uzastopnih elementarnih trans-

formacija, ti. ako je rang(A)=rang(B).

Primer:
Odrediti rang matrice:

11 1 1
A=2 3 -1 1
34 0 2

Primenom elementarnih transformacija preve$éemo matricu A u ekvivalentnu matricu:
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(1) Prva kolona pomnoZena je sa —1 i redom dodata drugoj, trecoj i éetvrtoj
koloni.

(2) Prva vrsta pomnozena je sa —2, odnosno —3 i dodata drugoj odnosno trecoj
vrsti.

(3) Druga vrsta je pomnozena sa —1 i dodata trecoj vrsti.

(4) Druga kolona pomnozena je sa 3 i dodata treéoj koloni, odnosno druga
kolona je dodata éetvrtoj koloni.

11 1 1 1 0 0 O 10 0 O 10 0 O
() (2) (3) (4)
A=2 3 -1 1|~|2 1 3 -1|~/0 1 3 -1|~|0 1 -3 1|~
3 4 0 2 ! 01 3 -1, |00 0 O
” 1 000
~0 100
0 00O

Rang matrice jednak je broju ne nultih clanova na glavnoj dijagonali, tj rang(A) =2.

2.5. INVERZNA MATRICA

Da bi se mogla definisati inverzna matrica potrebno je uvesti sledeée pojmove:
" Za kvadratnu matricu A kaZzemo da je je regularna ako je det A# 0, a singularna
ako je det A=0.

= Adjungovana matrica matrice A u oznaci adj A je transponovana matrica, matrice

kofaktora, matrice A, tj

A AL A

ajas) o

A A Anl
- . . A . tri A—l koia i bi dai
Inverzna matrica date kvadratne matrice | mairica , KOJa Ima osobinu da |e

1 p-l
A-A"=A"-A=1 gdeje | jedinitna matrica.
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® Inverzna matrica kvadratne regularne matrice A je matrica koje je

Al adjA
detA
"  Zaregularne matrice A i B istog reda vaze pravila:
(A-B) =B A", (A1) =A, det(A*l):L.
det A

Primer:

2 1
Naéi inverznu matricu date matrice A= {3 5} .

Kako je A —L{

_ Al A
det A !

A, Ay

2 1
a det A= ‘3 5‘ =7 #0, onda postoji matrica A™.

Kofaktori matrice A su A, =5,A,=-3,A,=-1,A,=2.

5 -1
Nalazimo da je: A = 1 .
71-3 2

Primer:
11 2
Nadi inverznu matricu date matrice A={1 3 1].
4 1 1
11 2
detA=|1 3 1/=-17=0.
4 1 1
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ZADACI

2 1 1 -2
1. Naéi zbir i razliku matrica A= i B= )
3 2 1 2

ReSenje:

2 17 [1 =27 [ — 3 -1
AL B .\ _ 2+1 1+( 2) _ .
3.2 |1 2] |3+1 242 4 4

A-B= = =
3 2] (1 2] |3-1 2-2 2 0

2 1] [1 -2] [2-1 1—(—2)}{1 3}

2 1 1 -2
2. Nadéi matricu C=2A—- B, ako su date matrice A= i B= .
3 2 1 2

Resenije:
2 1] |1 -2 4 2| |1 -2 3 4
C:2'A_B:2' —_ = — — .
S A S R O b

3. lzradunati (2A—3B)C , ako je

011 0 1001
A=|2 2 0 -1,B=|0 -1 2 2|,
130 2 2 3 10
.

1 2
C=

11

_1_
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0 10
022 0][3 0 0 3 S [3 2 2 3]
4 4 0 -2|-|0 -3 6 6 AR R
260 4|16 9 30 4 3 3 4

3 1 3

0 -3

1 -16

8 3

4. Nadi proizvode A-B i B- A matrica, A

LS

ReSenje:

2 171 -2 3
A'B: . =
3 2} L 1 2}
(21411 2-(=2)+11 2-3+1-2}{3 -3 8}

31+21 3:(-2)+2:1 3:3+2-2| |5 -4 13

A-B=

Proizvod B- A ne postoji jer dimenzije matrica A i B nisu odgovarajuée.

1 -1 1 1
5. Dokazati da za matrice A= i B= vazi
2 -1 4 -1

A+B) = A+ B2,
(A+B)

Resenje:

R A T A AR W
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oot 3 2 o 0

4 0 -1 0 5 0
(A+B) = = + = A+ B
0 4 0 -1 |0 5
a b )
6. Akoje A= c dl izraéunati A —(a+ d)A+(ad—bc)I .

ReSenje:

Az—(a+d)A+(ad—bc)I=E SH‘Z‘ 3}—(a+d){: Z}(ad—bc)ﬁ ﬂ

_|a’+bc ab+bd . —a’—ad -ab-hd ,|ad=bc 0 ] 00
ac+cd bc+d? —ac—cd -ad-d? 0 ad-bc| |0 0]

Rezultat je nula matrica.

3 2 -4 :
7. Akoje A= , nadi njenu transponovanu matricu A’ .
5 6 -5
Resenje:
3 5
Al=l2 6

4 -5

10
8. Akoje A= L- 1}, naéi sve matrice koje su komutativne sa matricom A.

Resenje:
Mada mnozenje matrica nije komutativna operacija, postoje neke matrice koje u

specijalnom sluéaju ispunjavaju taj uslov.
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Neka je X trazena matrica, takva da je AX = XA.

C

S O S A 2 | R oo

Iz uslova da je  AX = XA, dobijamo sistem jednadina:

a b
Uzmimo da je matrica X =|: d} , i dobijamo

a=a+b,b=b,a+c=c+d,a+d=d, odnosno b=0,a=d odakle

a o0
nalazimo redenje X = .
C a

9. Proveriti sledeée rezultate:

AR

2 1 3]

5 8 -4][3 1 5 23 -39 29

6 9 5|4 -1 3|=|24 48 32|,
7 3|6 9 5 58 24 56
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1 -2 3
10. Dat je polinom P(X)=3X2—2X+5 imatrica A_[o _4 1/ nadi P(A).
3 5 2
ReSenje:
P(A)=3A2-2A+5I .
-2 3 -2 3] 1 -2 3 1 00
P(A)=3-2—41 2 -4 1(-2-|2 -4 1(+5/0 1 O
3 -5 2 —52_ 3 -5 2 0 01
6 -9 7 2 -4 6| [500
=3-|-3 7 -8 2|+/0 5 0
-1 4 8 6 -10 4| |0 O 5
18 -27 21 -2 4 -6 500 21 -23 15
=-9 21 12|+|-4 8 -2|+|0 5 0(=(-13 34 10|.
-3 12 -6 10 4 0 0 5 — 22 25
11 2
11. Dat je polinom P(X)=2X2+3X+5 imatrica o_|1 3 1 , nadi P(A).
4 11
ReSenje:
28 15 16
P(A)=|19 36 15|.
30 19 28
12. Izradunati vrednosti determinante
1 3
a) ;
4 1
2 1 3 2 1 3 1 0
b)5 3 2/; o5 3 2/; d)|-3 -2 ;
1 4 3 1 4 3 1 3
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1 0 3

e|-3 -2 1
1 3 5
Resenje:
1

a)

4

3
l‘ =1.1-3-4=1-12=-11.

b) Koristeéi Sarusovo pravilo dobijamo:

213 21
5 3 2/ 5 3=2-3.3+1:2.1+3:5:4-3.3.1-2-2-4-1-5-3=40.
1 4 31 1 4

¢) Koristeéi Laplasovo pravilo, razvijanjem po prvoj vrsti dobijamo:

2 13
32 52 53

5 3 2=2.‘ ‘—1-‘ ‘+3-‘ ‘:2-(9—8)—(15—2)+3-(20—3)=40

L 4o 43T o4

c) Koristeéi Laplasovo pravilo, razvijanjem po drugoj vrsti dobijamo:

1 o3 0 3 1 3 1 0
3 2 1 :_(_3).‘ ‘+(—2)-‘ ‘_1.‘
3 5 1 5 1 3

‘ :3-(—9)—2-2—1-3:—34
1 3 5

d) Koristeéi jednu od osobina determinanti, moZemo prvu kolonu da pomnozimo sa

—3 i dodamo treéoj koloni. Determinantu sada razvijamo po prvoj vrsti koja sadrzi

dve nule.
1 0 3 1 0 O
-2 10
-3 -2 1(=1-3 -2 10 =1-‘3 2‘=—34.
1 3 5 1 3 2
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13. Izra&unati determinantu:

1 2 4 3

1 2
11
11

oW
A P P

Resenije:
Determinante visih redova se najjednostavnije resavaju tako sto se primenom

osobina napravi $to vise nula, pa se onda primeni Laplasovo pravilo.

1 2 4 3|11 2 4 3
0O -3 -2
1211 0 0 -3 -2
11 3 1 |0 -1 -1 -2
-1 -3 1
11 1 4 |0 -1 -3 1
0O -3 -2
-3 -2
~-1 -1 -2[= =-5
-2 3
o -2 3
14. Izra&unati determinante:
1 1 1 1
1 00 5 3 4 a b+c 1
1 all1l
a5 3 0], b))l 3 0, ¢|b c+a 1, d) .
11 al
7 6 9 21 0 c a+b 1
1 1 1 a
Resenje:
a) 27; b) 20; 0 0; q) (a-1)".
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RANG MATRICE
15. Odrediti rang datih matrica:

2 -3 16 1 1 -2 3 11 1 1
a) A=|1 6 -2 3|; b A={2 -4 1|; ogA=|2 3 -11
4 9 12 7 3 5 2 34 0 2

Resenje:
a) Svi minori treéeg reda su jednaki nuli.

2 -3 16) 2 -3 1] |2 16 1 |-3 16 1

1 6 -2=1 6 3=1 -2 3=6 -2 3=0

4 9 12 4 9 7 |4 12 7 |9 12 7

Kako postoji bar jedan minor drugog reda koji je razlicit od nule: 2 -3 %0

1 6

zakljuéujemo da je rang ove matrice rang(A) =2.

b) Izraéunajmo determinantu date matrice A.

1 -2 3
-4 1 2 1 2 -4

2 -4 1=1. +2- +3- =-3+2+6=5=0.
-5 2 3 2 3 -5

3 -5 2

Zakljuéujemo da je rang ove matrice rang(A) =3.

¢) Primenom elementarnih transformacija preves¢emo matricu A u ekvivalentnu

matricu. Jedan od nacina je:

(1) Prva vrsta se mnozi sa —1 i —2 i redom dodaje drugoj i trecoj vrsti.

(2) Druga vrsta se mnozi sa —1 i dodaje treéoj vrsti.

(3) Druga vrsta je pomnozena sa —1 i dodata treéoj vrsti.

(4) Prva vrsta se mnozi sa —1 i dodaje drugoj vrsti.

(5) Prva kolona se mnoZi sa —1 i redom dodaje drugoj, treéoj i &etvrtoj koloni.

(6) Druga kolona je pomnozena sa 3 i dodata trecoj koloni, odnosno sabrana sa

éetvrtom kolonom.
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0 2|11 2 -2 0 00 0 O
0 1 (5)1 0 0 O (6)1
-3 -1|~/0 1 3 -1|~
0 O 00 0 O

=rang(A)=2.

e B Y GURR SN

111 1] 1o 1],

A-l2 3 1 1|91 2 2 0|ol1 2 -2 O
3 B
1 0
0 0

0

00
010
0 0O

o
o

Rang matrice je jednak broju nenultih ¢lanova na glavnoj dijagonali matrice.

16. Proveriti rezultate:

14 i}
ayrang||2 -1 4 3||=3;
11 10 0 0]
_ L1
byrang||2 0 1 -1||=3.
0

INVERZNA MATRICA

17. Naéi inverznu matricu matrica:

2 1 -2
2 -1
a) A= ; by A=|2 3 -1].
-3 1
0 2 2

Resenje:
a) Kako je det A=-1+0, postoji matrica Al
Kofaktori matrice A su: Atl =1, Alz =3, A21 =1, A22 =2.
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11 -1 -1
Nalazimo da je: A™'=— = .
3 2 -3 -2

2 1 2
b) det(A)=|2 3 -1|=4=0.
0 2 2

Kofaktori matrice A su:

A=3 -1 g Azz—‘l —2‘:_ %_1 —2‘:5
Y22 o222 ’ o R |
2 -1 2 -2 2 -2
Ae =" 2‘:_’ A”_‘o 2‘:4’ A= —1‘:_2’
A 2 3‘:4 A __‘2 1‘:_4 A :‘2 1‘:4'
o 2 o 2 ’ 12 3

8 -6 5
atztla a4
4
4 -4 4
18. Proveriti reenje:
4 57" [-8 29 -11 2 0 47"
a2 -3 1 =|-5 18 -7 |; b)|1 2 3 ne postoji.
5 -1 1 -3 1 3 2 -1
1 2 3 5] [0 -2 3 —9]
01 3 4 0 1 3 8
Y0 01 4] o o 0 -1
000 1] [0 0 1 1
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19. Resiti matri¢ne jednadine :

2 2 3

-1 0 2
XA=B, gdeje A=| 1 -1 0]iB= .

-1 2 1

Resenje:
Resenje date matriéne jednadine je

XA=B< XAA'=BA' < XI =BA' < X =BA™.

2 2 3
Kakoje det A={1 -1 0|=-1#0 postoji A" iiznosi
-1 2 1

-1 4 3] [1 -4 -3
At=(-1)|-1 5 3|=|1 -5 -3
1 -6 4| |-1 6 4

1 3
-1 0 2 -3 16 11
X = 11 -5 3|= .
0 1 -3 4 4 -23 -15

w = O

1 2
Matriéna jednadina glasi AX =B, gdeje A=|1 1
0 1

=

OO NN
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v v v . -1
Redenje date matri¢ne jednacine je X = A B.

1 2 -6 2
Kako je Al= —Z- -3 3 -1}, dobijamo
1 -1 -1

1 4 2
2. A-X+X—-B=0,dkoje A=|l0 2 1|iB=
311

Resenje:

AX+X-B=0(A+1)X =B X =(A+1)" B
det(A+1)=4=0

5 -6 -2 7 12 7
(A+I)l:%- 3 2 -2 ;X:% -1 -8 -1|.
-9 10 6 11 28 11
1 -1 0
22. XA+ X =A" akoje A=|2 0 1
1 1 -1

Resenije:

XA+ X =A" & X(A+1)=A" & X = A (A+1)"

2 -1 0
A+l=|2 1 1|, det(A+1)=-3
110
1 2 1 -1 0 -1 2 3 -1
X=|-10 1.(—1)1 0 2|=-12 3 5|
01 1" ¥|1 3 4] o3 s
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1 3

23. (A+|)X=A—|,qkoie A=l1 2
0 0
Resenje:
2 3 2 0 3 2
Nekaje B=A+I =1 3 1|[,C=A-1=[1 1 1
0 0 2 0 0O
Tada jednadina postaje BX =C.
6 -6 -3
Kako je B'==.]-2 4 0 |, resenje date matri¢ne jednadine je
0O 0 3
X=B"'C
6 - —3][0 32 |t 21
x=1l2 4 oll1 1 1]=|2 1 o]
0 0 3|0 0O 3 3
0 0 O
24.
1 3 2
a) X(A—3|)=A+|, akoje A_|1 o 1li
0 01
12 3 1 2
b)AXZB,GkoieA:35 6 |,B=|2 3|
7 12 16 3 4
01 2
1 01
Resenje:
5 12 10 -7 -16 3 3 6
ax-l4 9 gl|i B x=|7 15;C)X=%18636'
0 0 -1 -2 -4 -3 3 -6

-52 -




U1 & W N =

SISTEMI LINEARNIH
JEDNACINA

. GAUSOVA METODA
. KRAMEROVA METODA

. KRONEKER KAPELIJEVA TEOREMA

. HOMOGENI SISTEM LINEARNIH JEDNACINA
. MATRICNA METODA

-B3 -



-54 -



3.
SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Dat je sistem od M linearnih jednacina sa N nepoznatih.

a,X +a,X% +..+a.x =h
3% X +...t+a,X, =h

QX T8 oot B X, = by,
gdeje M>nN, M=nili m<n.
Resiti sistem jedancina znadi odrediti n-torku brojeva koji zadovoljavaju sistem.

Postoji vise razli¢itih metada za reSavanje sistema linearnih jednadina.

3.1. GAUSOVA METODA ILI ALGORITAM

® Gausova metoda se sastoji u sukcesivnom eliminisanju nepoznatih iz sistema i
transformacijom u trougaoni ili trapezni ekvivalentni sistem iz koga se dobija resenje
ili se ustanovi da sistem nema resenja.

Pretpostavimo da je u sistemu jednacina koeficijent @, # 0. Isklju¢&imo nepoznatu X iz

svih jednadina sistema osim prve.

Da bismo to realizovali potrebno je prvu jednadinu pomnoZiti sa —821/811 i dodati je

drugoj jednadini, zatim prvu jednadinu pomnoziti sa —agl/au i dodati je trecoj

jednacini, itd. Na taj nadin se umesto polaznog sistema dobija ekvivalentan sistem:

a, X +a,X, +..+a.x =b
allx, +...+alx, =h?

() Oy _ RO
2%+ +HayX =hy
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. . 1 s -~ g
Ako sada pretpostavimo da je (2) # 0, primeni¢emo isti postupak za iskljuéivanje

promenljive X, iz poslednjih M— 2 jednadina sistema i dobi¢emo ekvivalentan sistem

jednadina:

X HapX, +8:% +..+a.X, =D
alx, allx ..k alx, = b
el b

@) 2y _h®
am3X3+"'+ nxn_bm
Ako bi produzili isti postupak K —1 puta dobili bi sistem:
X taX oot 3%, =D
] ) _ ho
2 X et X, = bz
(k-1) (k-1) _ (kD
By Xt ag X, = b
Ako su svi koeficijenti dobijenog sistema jednaki nuli, a slobodni &lan nije nula, sistem je

nesaglasan i nema resenja.
Ako je K =n, sistem ima jedinstveno resenje.
Ako je K < N sistem ima beskonaéno resenja. Tada su Xeiq1+++1 X, slobodne

promenljive koje prenosimo na desnu stranu, a zatim se odreduju vezane promenljive

Kreeos Keens K

Primer:

Gausovom metodom resiti sistem jednacina:

X+2y-3z=-4
2X—y+ z=3
—2X+Yy+22=06

Nakon mnozenja prve jednacine redom sa —2 i 2 i dodavanjem redom drugoj i trecoj

jednadini dobijamo sistem:
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X+2y—-3z=-4

-Sy+7z=11
Soy—-4z=-2
Dodavanjem druge jednacine trecoj dobijamo sistem:
X+2y-3z=-4
-5y+7z=11
3z=9

Ovo je sistem trougaonog oblika iz kojeg se neposredno dobija jedinstveno resenje

(xy,2)=(12,3).

Primer: Gausovom metodom resiti sistem jednacina:
X+2y + z=10
2X+ Yy + z2=6

10x— y +3z=2

Nakon mnoZenja prve jednadine redom sa —2 i —10 i dodavanjem redom drugoj i

treéoj jednacini dobijamo sistem:

X+2y+ z=10
-3y- z=-14
—21y—-7z2=-98
Mnozenjem druge jednacine sa —7 i dodavanjem treéoj dobijamo sistem:
X+2y+ z=10
-3y- z=-14
0-z=0

Ovo je neodreden sistem. Stavljajuéi Z=1t € R neposredno se dobija resenje

2t 14_t’tj

(X’y’z):( 3 ' 3

Sistem mozZe, a ne mora, da ima jednoznaéno resenje samo u slu¢aju da je isti broj

jednadina kao i nepoznatih.
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3.2. KRAMEROVA METODA (Kramer, 1704-1752)

Dat je sistem od N jednadina sa N promenljivih:

a, X +a,X% +...+a,X =0
QX + 3%+ + 3%, =h,

X +a,% ...+ a,X, =h,

Uodimo sledeée determinante:

Ay .. By - By
D= i a22a2ka2n determinanta sistema.
8y By BBy
a,a,..h..a,
|an ay..bay,

determinanta koja odgovara nepoznatoj X, ; K=1,n.

8y 8By,

Ako je determinanta sistema D #0, tada sistem ima jedinstveno resenje.

Dk
=—.k=12,...,n.
% D

Ako je determinanta sistema D=0, a bar jedna od determinanti D, #0,

k=12,...,N, sistem nema resenja.

= Ako je determinanta sissema D =0, i sve determinante Dk =0, k=12,...,n,

sistem je neodreden i ako ima re3enja moze ih imati samo beskonaéno mnogo.
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Primer:

Resiti sistem jednacina:

X+3y—-2z=1
2X— y+ z=3
X+ 2z=7
1 3 -2
Determinanta sistema je: D=2 -1 1|=-13#0.
1 0 2

Determinante DX, Dy, DZ dobijamo kada u determinanti D zamenimo redom prvuy,

drugu i trecu kolonu, kolonom slobodnih élanova.

1 3 -2 1 1 -2 1 3 1
D,= -1 1|=-13,D,=2 3 1|=-26,D,=2 -1 3=-39.

7 0 2 1 7 2 1 0 7
Resenje sistema je:

o_-13_, D _-2%_,, D _-39_,
D -13 7 D -13 7 D -13

Napomena: Kramerovo pravilo skoro i da nema praktiéni znadaj. Algoritamska
slozenost tog pravila je velika, a zato se za reSavanje sistema reda N> 3 uvek koristi
Gausov metod. Danas u okviru savremenih numeri¢kih metoda reSavanja sistema
linearnih jednadina razvijene su mnoge prakticne racunarski algoritmi, prikladni za

reSavanije sistema jednacdina primenom racunara.
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3.3. KRONEKER-KAPELIJEVA TEOREMA -
(Kronecker 1823-1891, Capelli 1855-1910)

Neka je dat sistem

a,X% +a,X% +...+a,X =0
QX T 3% .. Ay, X, =h,

QX + A% ...+, X, =D,

&, a, - &, &, a, - &, b.l.
A= a:Zl Ay By, 'Ab: a:Zl Ay By, bz
_aml am2 amn_ _aml amz amn bm_

gde je A je matrica sistema, a A\) je prosirena matrica sistema.

KRONEKER-KAPELIJEVA TEOREMA:

Ako je N je broj nepoznatih, tada:
B Dati sistem je saglasan i ima jednoznaéno resenje ako je rang(A) = rang(Ap)
®  Sistem je saglasan i ima beskonaéno mnogo resenja ako je

rang(A) =rang(A,)<n.

= Sistem je protivrecan i nema resenja ako je rang(A) < rang(Ap ) .

Primer:
Resiti sistem jednadina:
3X— 2y— z=2
2X+ y+ z=3
-5x+8y +5z=1
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3 -2 -1 3 -2 -1 2
rang(A)=rang| 2 1 1 |=2,arang(A)=rang| 2 1 1 3|=3,
-5 8 5 -5 8 5 1

zaklju¢ujemo da je sistem protivreéan i nema resenja.

Primer: Resiti sistem jednaéina:

X—y+ z=6
2X+y+ z=3
X+Yy+2z=5
1 -1 1 1 -1 1 6
Kakoje rang(A)=rang|2 1 1|=3,arang(A)=rang|2 1 1 3|=3,
1 1 2 1 1 2 5

zakljuéujemo da je sistem saglasan i ima jedinstveno resenje koje mozemo dobiti nekom

od veé izloZenih metoda.

3.4. HOMOGENI SISTEM LINEARNIH JEDNACINA

Dat je sistem od M jednacdina sa N promenljivih:

A X T 3,X% ...+, X, =0
8% + 8% +...+8,X, =0

Ay X+ 8% .o+ 8 X, =0

® U homogenom sistemu je slobodni ¢lan bl = b2 =...= bm =0.
® Homogeni sistem je uvek saglasan, jer je rang(A) = rang(Ap).

" Homogeni sistem ima samo trivijalno resenje X, =X, =...=X =0 ako i samo ako

ie rang(A) jednak broju nepozantih N.
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® Homogeni sistem ima i nefrivijalno reSenje ako i samo ako je rang(A) maniji od

broja nepozantih N.

Napomena: Prethodni stav o saglasnosti i broju reSenja homogenog sistema, je
posledica Kroneker-Kapelijeve teoreme.

Primer:

Homogeni sistem jednacdina
2x—-3y+z=0
x—y =0
X+ y+4z=0

ima samo trivijalno resenje (0, 0, 0) ,lerie, rang(A) =3.

Primer:
X+y—-4z=0
X—y+3z=0
5X—-y+z=0

Kako je rang(A) =2, a N=3 sistem jednadina ima i netrivijalnih redenja i svodi se na

sistem od dve jednacine sa dve nepoznate:
X+y—-4z=0
X—-y+3z=0

dije je redenje (X, Y, Z)=(t Tt 2t );te R.
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3.5.MATRICNI METOD ZA RESAVANJE SISTEMA
LINEARNIH JEDNACINA

Dat je sistem od N jednadina sa N promenljivih:

X 8%+ + 8%, =h
By X + 8%+ o+ By X, =,

ayX +a,%, ++aX, =h,

Sistem se moZe napisati u matri¢cnom obliku kao:

AX =B
a;, a, oa,| [x]|  [Bb]
gde je A= a:Zl %2 , X = X2 ,B= bz
_anl amZ ann_ _Xn_ _bn_

Pod pretpostavkom da je matrica A regularng, tj. da joj je determinanta razli¢ita od

. . . . -1 . .
nule, sistem ima ekvivalentan oblik X = A"B, odakle dobijamo resenje sistema

Primer:

Matriénom metodom resiti sistem jednadina:

2X—-3y+z="7
3X—-2y—-z=3
X—Yy+2Z2=6
Ako uzmemo da je
2 -3 1 7 X
A=13 -2 -1|,B={3|,X=|Yy/|,
1 -1 2 6 z

dati sistem se moze napisati u matriénom obliku kao AX = B.
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ZADACI

1. Gausovom metodom resiti sisteme jednadina:
2X—-y+2z=8
X+Yy+2=06 X+2y+2z=1
X+3y—-2z=-7
a) 2X+y+3z=13 b) c) 2x+3y+z=0
3X+2y—-z=1
—X+5y—-2z=3 ax+y-z=1
X—4y+3z=15
Resenje:
X+Yy+2=6

a) 2X+Yy+3z=13
—X+5y—-2z=3
Ako se prva jednadina pomnozi sa —2 i doda drugoj jednadini i prva

jednadina doda treéoj dobi¢emo sistem:

X+y+2z2=6

-y+z=1

6y—-z=9
Mnozenjem druge jednacine sa 6 i dodavanjem treéoj dobijamo sistem:
X+Yy+2=6

-y+z=1

5y =10

Ovo je sistem trougaonog oblika iz kojeg se neposredno dobijamo
jedinstveno resenje (X, Y, Z) = (1, 2, 3).

b) Ako u polaznom sistemu prvu jednadinu pomnozenu redom sa 2, 1 i —3

dodamo drugoj, trecoj, u cetvrtoj jednadini, dobijamo ekvivalentan sistem:
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2X-y+2z=8
5x+y =9 2X—y+2z2=8
=
5x+y =9 5x+y =9
-5X-y =-9
Ovo je sistem od dve jednadine sa tri nepoznate koji ne moze da ima
jedinstveno resenje. Neka je X=1 € R proizvoljno. Tada iz druge jednadine

sistema dobijamo Y =9—5t i zamenom obe vrednosti u prvu jednacinu
dobijamo z=17-T7t.

Dakle skup resenja je (X, Y, Z) = ('[ , 95t ,17—7t).

<)

2x+3y+z=0 2Xx+3y+z2=0
-3x-4y =1 <& -3x-4y =1
(a+2)x+4y=1 (a-1)x=2

Skup resenja zadatog sistema jednadina glasi:

Za a#1 imamo

2 -a-5 3a-1

(x ¥, Z’):[a—l’ a(a-1)’ 4(a—1)J'(X’ ¥.2)=(123);

(x,¥,2)=(12,3);

Za a=1 sistem nema resenja.

2. Matricnom metodom resiti sisteme jednacina:

X+2y—-6z=-13 X+2y—-3z=5
a) 2X+5y+4z=24 b) 2x+3y-5z=8
3Xx+10y+2z=26 5x+y-8z=7
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Resenje:

a)
1 2 -6 -13
A=|2 5 4 |,B=|24 |, X=|y|,AX=B,
3 10 1 26 Z
(xy,2)=(1,2,3);
b)

(x,y,2)=(12,0);

3. Kramerovom metodom resiti sisteme jednadina:

3X+2y+z=5 X+2y+2z=10
a) 2Xx+3y+z=1 b) 2X+Yy+2=06
2X+y+3z=11 10x-y+3z=2
X+y+z=3 2X+y+z=-1
c) X—-2y+2z=1 d) —X+Yy+2z=3
—2X+y-3z=4 3X+2y+4z=1
Resenje:
3 21 5 21 3 51
a) D=2 3 1=12,D,=|1 3 1/=24,D,=2 1 1=-24,
2 1 3 11 1 3 2 11 3
3 2 5
D,=12 3 1|=36.
2 1 11

Kako je D # 0 sistem ima jedinstveno resenije:

D, -
D, _24_, ,_=2%__, D, _36_,

D 12 Y'TD T2 D12
(xy,2)=(2,-2,3).

1
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b) D=0,D, = D, =D, = 0. Zakljuéujemo da je sistem neodreden.

Sistem se transformise u ekvivalentni sistem:

X+2y+2z=10
-3y-z=-14
&ije je resenje (X, Y, Z)=(%,MT_t, j, gdeje teR.

¢ D=0, DX =32, pa prema Kramerovoj teoremi sistem nema resenja.

d) (x,y,2)=(-1,0,1).

. Diskutovati i resiti sisteme jednacina u zavisnosti od realnog parametra a:

ax+y+z=1 3x-2y+z=0 X+y+az=1

a) X+ay+2z=2 b) - X+y—-22=2 <) X+ay+z=1
2X+y+z=0 ax—-y—-z=0 ax+y+z=1
ax+y+2z=1

d) Xx+ay+z=a
X+y+2z=2a’

Resenje:

a212+1a
2 1 |2 1

D=a(a—2)+3+1=a2—4a+4=(a—2)2,
1 1 1
1 1} |1 1
D,=|2 a 2/=- + =a-2;
2 2 |2 a4
0 1 1
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1
1 1 |a 1
D, = 2 = + =2a-1
Y 2 2|11 2
1
1 1 |a 1
D,=|1 a 2/=2 - =5-4a
1 a 2/ |1 2

2
Za D0 (a— 2) #0 < a# 2 sistem ima jedinstveno resenje:

D 2a—1 D 5-4a

D =y
D (a-2' " D (a-2)

x——i——i— y=
D a-2'

1 2a-1 5—4aj

X! y1 Z)= ’ 1
e (a—z (a2 (a2
Za D =0,odnosno za a=2 dobijamo Dy =3#0, pa je sistem nemogué.

b)
D=3(a-2), D,=-6, D,=-2(a+3), D,=-2(2a-3).

Za D= 3(8.— 2) ,ti.za a# 2 imamo jedinstveno redenje:

-2 —2(a+3) -2(2a-3
(xy,2)=| 2 -22(a+3) —2(2a-3))
a-2 3(a-2) 3(a-2)
Za D=0,t.za a=2, Dx;to, Dyio, Dz;to sistem je nemogué i nema

resenja.
c)
D=-(a-1)’(a+2), D,=-(a-1)", D,=—(a-1)", D,=—(a-1)".

Za D#0, odnosno za az#lAaa#-2 sistem ima jedinstveno resenje:

(X’y,z):( 11 1}

a+2' a+2 a+2
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D=0zaa=1lva=-2.

Za a=-2ije D, %0, D, # 0, D, #0 sistem je nemogu¢ i nema resenja.
Za a=1 je DX =0, Dy =0, DZ =0 sistem je neodreden i svodi se na tri
iste jednacine:

X+y+z=1,X+y+z=1,x+y+z=1.

Ako uvedemo smenu daje X=te R i y=r € R, dobijamo z=1-t—r, pa

je resenje oblika (X, Y, Z) = (t, r,l1-t —r) .

d)
D=2a’-3a+1=(a-1)(2a-1),
D, =-2a’+a’ +2a-1=—(a-1)(a+1)(2a-1),

2
y .

D,=-a’+4a*-2a-1= —(a—l)(a2 —3a—1), D, = (a2 —1)
Za D #0, odnosno za a#1Aa#— sistem ima jedinstveno resenje:

~(&°-3a-1) (a+1)’(a-1)

(X’y’z){‘(a”)’ (2a-1)  (2a-1)

D=0 za azlvazé.

Za a=1 sistem se svodi na:
X+y+2z=1

X+ Y+ z=1}<:> z=0,y=1-x,paje (x¥,2)=(t1-t,0), teR.

1
Za a=—, DZ # 0 sistem nema resenja.
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5.  Reiditi sisteme jednadina:

X+y+az=2 X+y+z=a

a) X+ay+z=-1 b) Xx+(l+a)y+z=2a
ax+y+z=-1 x+y-(1+a)z=0
X+y+az=3 X+y+az=1

o X+ay+z=0 d) x+ay+az=1.
ax+y+z=0 ax+ay+az=1

ResSenje:

a)
D=-(a-1)’(a+2), D,=(a-1)(a+2), D, =(a-1)(a+2),

D, =-2(a-1)(a+2).

L =—
Za D#0,tj. za a#1A a#—2 sistem ima jedinstveno resenje

(X’yl):(_l 1 2]-

a-1' a-1a-1

D=0zad a=-2va=1.

Za a=-2 je DX =0, Dy =0, DZ =0 i sistem se svodi na:
X+ y—-2z=2
X—-2y+ z=-1

—2X+y + z=-1

Resavanjem bilo kojom od poznatih metoda dobijamo resenje:

(X, y,z)=(t+1,t+1,1).

Za a=1, DX =0, Dy =0, DZ =0, sistem je kontradikcija.

X+Y+2Z2=2,X+Y+2=-1,X+Yy+2Z=-1 i nema resenja.
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b)
D=-a(a+2),D, = a(—a2 +2) D,=-a(a+2),D,=-a".

Za D#0,tj.za a#0Aa# -2 sistem ima jedinstveno resenje:

(X,yiz):[az—z @ j

a+2 ' a+2

D=0 za a=-2va=0.
Za @ = —2 sistem je nemogué.
Za a=0 sistem je neodreden i reenje je (X, Y, Z) = (t, —, 0)t e R.

<)

Za D#0, odnosnoza a#1A a#-2, sistem ima jedinstveno resenje

(x,y,z):[—( 3 3 3(a+1) )

a-1)(a+2)’ (a-1)(a+2) (a-1)(a+2)

Za D =0, odnosno za a=—2 sistem nije mogué i nema resenja.

Za D=0, odnosno za a=1 sistem nije mogué i nema resenja.

d)

D=a(a-1)’,D,=0,D,=0,D,=(a-1)’".

y

Za D#0, odnosnoza a=0Aa=lje (X, Y, Z)Z(O,O,EJ.
a

Za D=0, odnosno za a=1 je (X, Y, Z)=(1—'[—I’,t,l’),t,l’ eR.

Za D =0, odnosno za a=0 sistem nije mogu¢ i nema resenja.
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6. U zavisnosti od vrednosti realnog parametra @ diskutovati i resiti sistem
linearnih jednacina:

X-2y+z=1 X+y+z=3 X+y+2z+u=0

a) 3X+2y+z=0 b) XxX—ay+2z=1 ) 2X-y+z-2u=0

5x—-2y+az=1 2X+2y—-az==6 X—2y—-z-3u=0
Resenje:

a) Korisenjem Kroneker -Kapelijeve teoreme imamo da je A matrica

sistema, a Ab prosirena matrica sistema.

1-211|1 1 -2 1 1 1 -2 1 1
321|0(~|0 8 -2 -3|~|0 8 -2 -3
5-2all 0 8 a-5|-4 0 0 a-3| -1

Ako je @# 3, onda rangA, =rangA=3. Kako je broj nepoznatih u sistemu

N =3, sistem ima jedinstveno resenje,

X—2y+z=1
8y-2z=-3 ,
(a-3)z=-1

(xy.2) :{4(1_—13) | 825:’2) | ?:aj'

Ako je @ =3, onda je rangA, =3, a rangA=2, pa sistem nema resenja.
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b)

c)

Ako je a#-1Ana#-2, onda je rangA, =rangA=3 i tada sistem

ima jedinstveno resenje (X, Y, Z) :(3_%,%’0)
a+l a+

Ako je a=-2, onda je rangAp =rangA=2<3 i tada sistem ima
beskonaéno mnogo resenja oblika (X, Y, Z) = (5, -2 —t,t) teR.
Ako je a=-1 onda je rangA=2=# rangA, =3 i tada sistem nema

resenja.

Kako je rang(A) =2, a N=3 sistem jednacina ima i netrivijalnih

resenja i svodi se na sistem od dve jednadine sa dve nepoznate:
X+y=-2z-U
2X—-y=-z+2u

&ije je resenje (X, Y, Z,U)=(—t+%,—t—4—;,t,l’J;t,l‘ eR.
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POJAM FUNKCIJE

1. FUNKCIJE JEDNE PROMENLJIVE
2. GRANICNA VREDNOST NIZA
3. GRANICNA VREDNOST FUNKCIJE

4. ASIMPTOTE FUNKCIJE
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4.
FUNKCIJE JEDNE PROMENL]JIVE

Prelazak od fiksnih ka promenljivim veli¢éinama, kao apstrakciji viseg stepena, vezan je
za period od 13. do 16. veka. Prekretnica v razvoju bila je Dekartova metoda
koordinata, koja je omoguéila definisanje funkcionalne zavisnosti i dalji razvoj
matematike. Tek u 19. veku nemaéki matematiéar L. Dirichlet (1805-1859) napravio
je odlu¢ijuéi korak u vopstavanju pojma funkcije, prekinuvsi tradicionalna shvatanja
kojim se pojam funkcije izjednadavao sa pojmom analiti¢ckog izraza i daje definiciju
koju mi danas modifikovano koristimo. Moderna teorija skupova ofisla je jos dalje i
oslobodila pojam funkcije ograniéenja vezanih za domen i kodomen.

R Descartes (1596-1650)

Dekart je bio veliki francuski matematiéar i filozof, ali se danas v matematici, njegovo
ime prvenstveno pamti po vezi koju je uspostavio izmedu algebre i geometrije. Na taj
nadin stvorio je novu nauénu disciplinu, analiti¢cku geometriju, koja je omogudéila dalji
napredak matematike.

U filozofiji zastupao je metodu kriticke sumnje i poznata je njegova misao “cogito

egro sum” (mislim dakle postojim).
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4.1. POJAM FUNKCIJE

= Neka su A i B proizvolini skupovi. Preslikavanje ili funkcija f:A— B
predstavlja zakon pridruZivanja pomodu koga se proizvolinom elementu X € A

dodeljuje element Y € B takav deje y=f (X)

Ams

Skup A naziva se oblast definisanosti ili domen funkcije i obelezava sa D, .

Skup B naziva se oblast vrednosti ili kodomen obelezava sa Dy.

® Element X € A naziva se original, a Y € B njegova slika.

Za funkcijy f: A— B kaZemo da je jednoznaéna ako bilo kojem elementu
X € A odgovara najvise jedan element Y € B.
" Funkcija f : A— B se naziva preslikavanje “1—1" ili injektivnom ako
(VX% e A)x =% = f(x)=f(X).
" Funkcija f : A— B se naziva preslikavanje “na” ili surjektivnim ako
(vyeB,Ixe A)y=f(x).
= Ako je preslikavanje f:A— B “1-1"i“na” zovemo ga bijektivnim ili

obostrano jednoznaénim preslikavanjem.

Primer:

f (X) =3X+2, A=B =R, jeste bijekcija.

f(x)=3x*+2, A=R, B=[2,+o), nijle “1-1 ”, a jeste “na”, nije bijekcija.
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4.1.1. NACINI ZADAVANJA FUNKCIJA

Funkcije mogu biti zadate na razlic¢ite nacine u zavisnosti od primena. Najcesdi

nadini su:
" Analiti¢kim izrazom, koji moze biti eksplicitnog oblika y = f (X) , ili implicitnog
oblika F(x,y)=0,

" tablicom,
" grafikom,
" parametarski.

Primer:

Funkcija u eksplicitnom obliku je Y =2X+SINn X.

Funkcija u implicitnom obliku je y2 =2X.

Funkcija u parametarskom obliku je X =t°, y= t?, gde eliminacijom parametra

t dobijamo funkciju y3 =X
4.1.2. REALNE FUNKCIJE JEDNE PROMENLIJIVE

B Pod realnom funkcijom podrazumeva se svako preslikavanje kod koga su original
i slika realni brojevi.

Primer:

Odrediti domen funkcija:

a) f(X)Z%,

Iz uslova da je X—3#0, dobijamo X# 3. Prema tome domen funkcije je skup

D, = R\{S} ili vobi¢ajen je i zapis X € (—00,3)U(3,oo).

b) y=+4-X, 4-x*20< xe[-2,2].
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X X
=In— ,——>0AXx23< xe(0,3).
oy 3 x 3—x> A < xe(0,3)

Primer: Odrediti kodomen funkcija:

a) y=sinx, D,:ye[-11];
b) y=x-2, D, =R; o y=x"+1,D,:ye[l,+x)

Napomena: Za svaku funkciju neophodno je odrediti domen. Kodomen je pozeljno

odrediti, ali to nije uvek moguée bez poznavanja ostalih osobina funkcija.

4.1.3. INVERZNA FUNKCIJA

" Nekaije f:A— B bijektivno preslikavanje (“1—1" i “na”). Tada postoji

s " 1. - . . .
jedinstvena funkcija T~ : B — A koja se naziva inverzno preslikavanje ili

f(f(x)=x.
" Za datu funkciju f : A— B moZe da postoji samo jedna inverzna funkcija

f1:Bo A.

inverzna funkcija takva da je

Primer:

Odrediti inverznu funkciju funkcije f (X) =2x-1.

Prvo treba dokazati da je preslikavanje bijekcija.

Ako je ispunjeno (VXl, X, € R)(Xl =X, = f (Xl) # f (XZ)) preslikavanije je
“1—1". Izrazi koji u sebi sadrze nejednakosti se tesko dokazuju i jednostavnije je
koristiti kontrapoziciju predhodnog izraza koja glasi f (Xl) =f (Xz) = X=X,

dakle 2X —1=2X, —1= X = X,, &ime smo dokazali da je preslikavanje “1-1".
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Da bismo dokazali da je preskikavanje “na” reSimo polaznu jednadinu po Y.
, 1 1 1 1 )
Dobi¢emo izraz X= 2 y+§ . Onda (Vy eR,3Ixe R) X= 2 y+§ i zakljuéujemo

da je preslikavanje “na”.
Posto je preslikavanje “1—1" i “na”, odnosno bijekcija, postoji inverzno

preslikavanije f
Sy 1.1 . 4 1..1
Zamenom vrednosti X i Y v izrazu x:§y+§ dobijamo f (X)= y:§x+§.

Grafici funkcija T i f ™ su simetriéni u odnosu na pravu Y= X.

A

y="1"(x)

Primer:

Odrediti inverznu funkciju funkcije f (X) =Xx°.

Posto je preslikavanje f (X) =X , f:R—> R+ nije “1—1", odnosno bijekcija, ne

- . . o1
postoji inverzno preslikavanje .

4.1.4. SLAGANJE-PROIZVOD FUNKCIJA

" Proizvodom dve funkcije f: A— B i g:B— C naziva se funkcija
go f : A—> C, za koju vazi:

(vxe ) (g 1)(x)=9(f (x).
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Primer:

Dmewfmmmef(x):x+3ig(x}=2x—J§.Odmmﬁfog,gof i fof.
fog(x)="f(g x)=2x+3—J§,

go f(x)=g(f(x))=2x+6-/x+3.

fof(x)=f(f(x))=x+6.

4.1.5. OSOBINE FUNKCIJA

"  Funkcija f (X) je ograni¢ena na skupu A ako vazi:
(Im, M eR)(Vxe AAm< f (x)<M.
Grafik funkcije se nalazi izmedu dve prave Y=mi y=M.

Ako brojevi M i M ne postoje, za funkciju f (X) kaZemo da je neogranicena.

Primer:

1
1+ %%

Ispitati ograni&enost funkcije f (X) =

Kako je za (VXG R) 0<

<1, funkcija je ograniéena.
1+Xx

" Nula funkcije je onaj broj & € D, za koji je f (a) =0.

Nule funkcije su tacke preseka grafika funkcije sa OX osom.
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Primer:

Odrediti nule funkcija:

Xt —4

- 8; y:0<:>X2—4=0<:>X=i2.quofunkciiqniie
X +

a) Y=

definisana za X=—2, nula funkcije je samo X=2.

b)y:1+lnx; y=0=1l+Inx=0=Inx=-1< x=¢e".
X

c) y= ; y#0, VX R i funkcija nema nula.
X+1

"  Funkcija f (X) je pozitivna na domenu A ako (VXE A) f (X) >0, a
negativna ako (VX € A) f (X) <0.

B Pojmovi pozitivan i negativan predstavljaju znak funkcije.
"  Funkcija f (X) je parna ako je (VXE DX), f (—X) =f (X) .

Grafik parne funkcije je simetri¢an u odnosu na osu Oy .

Funkcija f (X) je neparna ako je (‘V’XE DX), f (—X) =—f (X)

Grafik neparne funkcije je simetri¢an u odnosu na koordinatni poéetak O.

Primer:

Ispitati parnost i neparnost funkcija:

a) f(X)=x*-2; f(—x)= (—x)2 —2=x*-2= f(X), funkeija je parna.
b) f(X)=x —2x+sinx;

f(=x) = (=)’ =2(=x) +sin(—x) = =X + 2x—sin x = —(x —2x+sinx) =—f (x),

funkcija je neparna.

o f(x)=x"-2x"+1;

f (—X) = (—X)2 = 2(—X)3 +1=x*+2X +1, funkcija nije ni parna ni neparna.
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" Funkcija f(X) je periodi¢na ako postoji broj T #0 za koji je ispunjena

jednakost (VXG A) f (X+T)= f(X). Broj T nazivamo periodom funkcije.

Najmanii pozitivni period zovemo osnovnim periodom funkcije.
Primer:
Trigonometrijske funkcije su periodicne.
Funkcije f (X) =sinx i f (X) =CO0S X imaju osnovni period T =27, a funkcije
f (X) =tgxi f (X) = CtgX imaju osnovni period T =7

Primer:

1 -1<x<0
f(x):{X, n— i f(x+2)=f(x).

Funkcija je periodi¢na sa perodom T =2.

A

\/

"  Funkcija f (X) je rastuéa (oznalava se f (X) /) na domenu A ako

(VXl,XZEA> X <X = f(Xl)S f(Xz),asfrogorasfuc'a(f(X)T)qko
x <%= f(x)<f(x)

" Funkcija f (X) je opadajuéa (oznaéavamo f (X) \) na domenu A ako

(V)(l,X2 S A) X <X = f()(l)Z f(XZ),asfrogoopadaiuc'a( f (X)Jz)ako
% <%= f(x)>f(x).
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B Rastuée i opadaijuée funkcije jednim imenom zovemo monotone funkcije.

A
y y

m fx) - H(x)

X % " X X% X

Primer:

Ispitati monotonost sledeéih funkcija:

a) Y= e"; Funkcija je strogo rastuca jer X, < X, = e*<e?, xeR
b) y=Inx; Funkcija je strogo rastuéa za X & (O, OO).
c) y= —X3; Funkcija je strogo opadajuéa za Xe R.

d) y=2x>-8x+5;
Ako X <X, onda je

2%" —8% +5-2%" —8% ~5=2(% =% ) (% +%)-8(X —%)=

_2( _ )( N _4)<0,raste;
2% ) o e
<0, x<2

=  Funkcija f ima maksimum u tacki X = a ako postoji broj & >0, takav da je

(%)

f(a)> f(X) za xe(a-¢,a+e).

= Funkcija f (X) ima minimum u tacki X =a ako postoji broj & >0, takav da je
f(a)< f(X) za xe(a-¢,a+e).

B Mininum i maksimum funkcije nazivamo ekstremnim vrednostima funkcije.
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Primer:

Odrediti ekstreme funkcija:

a) Y= X -1; Tacka (0,—1) predstavlja minimum funkcije.

b) y= 2%; Funkcijo nema ekstrema, jer je strogo rastuéa.

B Funkcija f(X) na domenu A, za X, X%, eAi X #X, je
f(><1)+f(><z)<f(mxz)i

konveksna ako

2 2
konkavna ako f (Xl)—lz— f (Xz) > f (%}

Primer:

- 2 53 et 5
Funkcija Y = X" je konveksna, $to zakljucujemo iz

Xf+><22<(x1+x2
2 2

2
j (% =%) >0,za X #X,.

4.1.6. NIZOVI

® Uredeni skup @,8,,...,a,,... obrazuje niz ako se svakom prirodnom broju
Ne N po nekom zakonu pridruzi jedan i samo jedan element @, € R.

" Niz je preslikavanje f:N — R.

Niz je odreden svojim opstim ¢lanom @, .

Primer:

1,2,3,... predstavlja niz prirodnih brojeva.
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Primer:

Ako je opsti &lan niza &, =—,Ne N , onda su &anovi niza
n

I
a = ,a2—2,a3_3,....

" Niz &,8,,...,a,,... je:

rastuci ako je @, > A, ,

opadajuci ako jed , <Q, ,
neopadajuci ako je @,, = a, ,
nerastuci ako je @, <a,,za Ne N.

Ovakvi nizovi zovu se monotoni nizovi.

® Za niz se kaze da je ogranicen ako postoje realni brojevi M i M takvi da je
m<a, <M, neN.
= Broj M je donja granica, dok je M gornja granica niza.

Najveéa donja granica naziva se infimum niza, a najmanja gornja granica naziva se
supremum niza.

Primer:

1)"
Niz sa opstim ¢lanom &, = je ograniéen. Donja granica je M=—1, a gornja
granicaje M = FL tj. svi €lanovi niza zadovoljavaiju relacijy —1<a, < 5°

Napomena: Treba naglasitida M i M nisu jedinstveni, naime ima

neprebrojivo mnogo drugih granica.
Taéne su i sledece nejednakosti —1 < a, < lili —2< a, < 2 itd.

U ovom primeru su navedeni upravo infimum i supremum skupa vrednosti niza.
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4.2.GRANICNA VREDNOST NIZA

Ideja graniéne vrednosti bila je poznata jo§ u antickom dobu. Starogréki
matematié¢ari Eudoks (408-355), Arhimed (287-212) i mnogi drugi, bavili su se
problemom kvadrature ravnih figura i kubature geometrijskih tela i te probleme
uspesno resavali metodom iscrpljivanja ali preciznu definiciju graniéne vrednosti

funkcije dao je Ko$i 1821. god.

" Broj A se naziva grani¢na vrednost niza, ako za svaki proizvoljno

mali pozitivni broj &, postoji prirodni broj N,, takav da je

(Vn>n) |a,-d<e,

Sto se oznacava sa

a=lima, il a, >a,n— .
n—o0

® Niz koji ima graniénu vrednost naziva se konvergentnim nizom, a koji je nema
naziva se divergentnim nizom.

B Graniéna vrednost konvergentnog niza je jedinstvena.

" Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Primer:

Dat je niz a, = ,Ne N. Pokazati da je njegova graniéna vrednost E

2n+1
Odrediti N, za &=0,01.

n _}__
2n+1 2| 4n+2

Kako je |a, —a| =

<& za Ve >0, pa zakljuéujemo da je E

grani¢na vrednost niza.

Za £ =0,01 imamo < 0,01, odakle je n>97f:24,5 ti. Ny = 25.

4n+2
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Dakle, van & okoline broja — nalazi se 24 &ana niza, a u & okolini poev od

¢lana &, , svi ostali Clanovi niza, njih beskonacno mnogo.

4.2.1.0SOBINE KONVERGENTNIH NIZOVA

= Svaki konvergentan niz je ogranicen.

®  Monoton i ograniéen niz je konvergentan.

Primer:
n+1 3 4 n+1 .
Niz a, =——, Ne N, odnosno | 2,—,—,...,——,... | je monotono opadajudi,
n 2 n
o n+1 . .. , "

a,>a ., a ograniéen je 1<——<2, 3to zna& da postoji graniéna vrednost

. n+1
ovog niza, tj. lim——=1.

n—oo n

4.2.2.0PERACIJE SA GRANICNIM VREDNOSTIMA NIZOVA

Neka je Iiman =ailim bn =Db. Tada vazi:

Nn—o0 nN—oo

» limc-a,=c-a,ceR;

n—oo

= lim(a,+b,)=lima,+limb, =a+b;

n—oo N—oo n—oo

= lim(a,-b,)=lima,-limb, =a-b;

lima,
o gimon= * 8 g,
o limb, b
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Primer:

lim 1+1
nel o W) 1
lim 1:Ilm = =3
TrAnTL o4z Iim(2+)
n n—o n

4.2.3.TACKA NAGOMILAVANJA NIZA

B Tacka a na brojnoj pravoj u Cijoj se svakoj proizvolino maloj okolini nalazi
beskonaéno mnogo ¢&lanova niza naziva se tacka nagomilavanja niza.

" Broj a je tacka nagomilavanja niza ako je za V& >0 i Vnel |<’:1.n —a| <eg,

gde je | jedan beskonaéni podskup skupa prirodnih brojeva

B Niz moZe imati jednu, dve, uopste konacno ili beskonaéno mnogo taéaka
nagomilavanija.

®  QOgraniéen niz koji ima samo jednu ta¢ku nagomilavanja je konvergentan.

Primer:

a) Niz sa opstim ¢lanom &, =N nema tacku nagomilavania.

b) Niz sa opstim &lanom @, = — ima jednu tagku nagomilavanja @=0 koja ne
n

pripada nizu i on je konvergentan.

(-1)"n+1
c) Niz sa opstim ¢lanom &, = —1 ima dve tacke nagomilavanja & =1,
n+
koja pripada nizui @, = —1, koja ne pripada nizu. Niz je divergentan.
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4.2.4.BROJ e

n
® Granic¢na vrednost niza sa opstim clanom 8, = (l+—j je broj
n

Iim(1+£j =e
n—oo n

1 n
Napomena: MozZe se dokazati da je niz sa opstim clanom a, = (1+—

e=2,718281... odnosno:

n

monoton i ogranien, pa samim tim i konvergentan.

Primer:

3 n
Nadi grani¢nu vrednost niza: &, = (1+— .
n

Ako uvedemo smenu —=-<>N=3t iza N— © dobijamo t — ©, onda je
n

n 3t 3
lim 1+E =lim 1+} =| lim 1+1 =€,
n—o n t—oo t t—owo t

4.3.GRANICNA VREDNOST FUNKCIJE

X2 -1

Ako posmatramo funkciju Y = , uoc¢avamo da je funkcija nije definisana za

X=1. Dakle ponasanje funkcije u toj vrednosti, kao i u beskonadnosti ne mozemo
ispitati koriste¢i dosadas$nje znanje o osobinama funkcija. Tim vrednostima, jedino,
se mozemo u beskonaéno probliZavati i tako posmatrati promene funkcije. Do

graniéne vrednosti funkcije dolazimo vopstavajuéi pojam graniéne vrednosti niza.

-91 -



4.3.1. Definicija grani¢ne vrednosti funkcije

* Broj D je grani¢na vrednost funkcije f (X) kada X— &, ako za svaki £ >0
postoji broj 0 >0, takav da je za VXe D, za koje vazi uslov |x—a| <0,
ispunjena nejednakost ‘ f (X) - A‘ < & i pisSemo

limf (x)=A.
im £ (x)

® Navedenu definiciju moZzemo zapisati i na sledeéi nadin:

(V6‘>O)(E|5>O)(VX)(XE(3.—5,a+5):> f(X)e(A—g, A+g))

Napomena: Prethodna definicija znaci da ako se na Y osi zada & okolina tacke
A, tada postoji O okolina tacke & na X osi, tako da kada Xe(a—§ ,a+ 5),
onda f (X) E(A—S, A+ 8), tj. ako nezavisno promenljiva X tezi @, vrednosti
funkcije f(X) teze A.

Napomena: Funkcija u tacki @ moze, a ne mora biti definisana, ali taéka

a mora biti tacka nagomilavanja funkcije.

Primer:

Dokazati da je Iim(3x+1) =7.
X—2
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Polazeé¢i od definiciie graniéne vrednosti, ako je |3X+1—7|<8, dobijamo
&
3|x—2| <&, ti. |x—2|<§.

&
Dovoljno je uzeti da je 0 = E, pa da gornja formula bude taéna.

LEVA | DESNA GRANICNA VREDNOST FUNKCIJE

* Broj A je desna grani¢na vrednost funkcije f (X) utacki @, tj. lim f (X)

x—a+0

A,
ako i samo ako je (akko)

(Vg>0)(35>0)(vX)(a< X< a+5:>‘f(x)—A‘<g).

* Broj A je leva grani¢na vrednost funkcije f (X) v tacki a ftj. |im0 f (X) =A,
X—>a—

akko
(Vg>0)(35>0)(VX)(a—5<x< a:‘f(x)—N<5).

®  Funkcija f(X) ima graniénu vrednost A kada X—>a ako leva i desna

graniéna vrednost postoje i jednake su A.

Primer:
2
x° =1
Odrediti graniénu vrednost funkcije f (X) = utacki Xx=1.
X_
2 2
Imamo da je lim = lim (X+1)= 2, lim = lim (X+1)= 2.
x->1+0 X —1 x—1+0 x->1-0 x—1 x—1-0

Posto leva i desna graniéna vrednost funkcije u tacki X =1 postoje i imaju istu
vrednost, funkcija ima graniénu vrednost koja iznosi 2.
Primer:

[x-2
X—2

Odrediti graniénu vrednost funkcije f (X) =X utacki X=2.
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X—2,X>2
—(x-2),x<2

, dobijamo:

Kako je |X—2| 2{

. X—2 . . —(x-2 )
lim x-——= lim x=2, lim x- ( )= lim (-x)=-2.
Xx—>2+0 X—2 x>2+0 x—>2—0 X—2 Xx—2—-0

Levai desna graniéna vrednost funkcije u tacki X =2 postoje, ali nisu jednake,

funkcijo pa nema graniénu vrednost u toj tacki.

= |im f(X)Z A ako:

X—>+0

(Ve>0) (IM >0) (Vx) x>M :>‘f(x)—A‘<g.

= [|im f(X)IA ako:

X—>—0

(Ve>0) (3M <0) (vx) x<M =|f(x)-A<e

Ako je lim f (X) =0, kazemo da je f (X) beskonaéno mala kad X — a.

X—a

= lim f (X)=+% ako:

X—a

(YM >0) (35>0) (vx) |[x-a|<5 |f(x)>M.

= lim f (X)=—o ako:

X—a

(YM <0) (36>0) (vx) |[x—aj<5 |[f(x)|<M.

Ako je lim

X—a

f (X)‘ =+, kazemo da je f (X) beskonacno velika kad X — a.

Ako je funkcija f (X) beskonaéno mala kad X — &, tada je beskonaéno

1
f(x)

velika X— a.
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4.3.2.0SOBINE GRANICNIH VREDNOSTI FUNKCIJA

Ako funkcije f(X) i g(x) imaju graniéne vrednosti kad X-—>a, fj.

lim f (x)=Ailimg(x) =B, tada je:

X—a X—a

= limc f (x)=clim f (x)=cA;

X—a X—a

= lim(f(x)+ g(x))zlxim) f(x)xlimg(x)=A+B;

X—a X—a

= limf (x)-g(x)zlxii‘r;1 f(x)-limg(x)=A-B,

X—a X—a

= [|im = X242 =—

f () limf(x) A o )
xeag(x)_Lﬁg(X)_Bza (g() 0,B O)'

4.3.3.NEPREKIDNOST FUNKCIJE

" Funkcija f (X) je neprekidna u tagki ae€ D, , ako
(Ve>0)(35>0) (vx) |x—a|<5:>‘f (x)-f (a)‘<g.
= Funkcija f (X) je neprekidna u taki a € D, , ako je

lim f (x)=f(a).

X—a

®  Funkcija je neprekidna na intervalu ako je neprekidna u svakoj taéki tog
intervala.

®  Ako funkcija nije neprekidna u ta¢ki @, onda je A to tacka prekida funkcije.

Napomena: Definicija neprekidnosti ima sliénosti sa definiciiom graniéne vrednosti
u tacki. Razlika je u tome §to definicija graniéne vrednosti ne zahteva definisanost

funkcije u ta¢ki @, a neprekidnosti zahteva.
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= Ako su funkcije f (X) i g(x) neprekidne u tacki @€ D, , onda su u toj tacki

fonkeier €+ (), T (£ (%), 1 (x)-9(x), 2, g(x) %0,
Primer:

3x ,—wo<x<1
a) Ispitati neprekidnost funkcije f (X) = 3 1 :
—X,l< X<+

Funkcija je neprekidna u svakoj tagki osim za X=1.
lim 3x=3,a lim (3— X) =2, znadi da ne postoji lim f (X), pa u toj tacki
X—1-0 X—1+0 X—1

funkcija ima prekid. Ovaj prekid se zove prekid prve vrste.

1
b) Ispitati neprekidnost funkcije f (X) =—
X

funkcija nije definisana u ta¢ki X =0, odnosno u njoj ima prekid druge vrste

4.4. ASIMPTOTE FUNKCIJE

Asimptota funkcije je prava ili kriva kojoj se funkcija u beskonaéno priblizava , ali je
nikada ne dodiruje.

Prou¢avaéemo samo asimptote koje su vertikalna, horizontalna ili kosa prava.

= Prava X = a je vertikalna asimptota funkcije f (X) ako je

lim f (X) = +o0.

X—a

® Prava Y =D je horizontalna asimptota funkcije f (X) ako je

lim f(x)=b.

X—>Fo0
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= Prava Y =KX+ N je kosa asimptota funkcije f (X) ako je:

lim (f (x)—kx—n)=0.

X—>to0

Odavde je lim (f (x)—kx)=n.

X—>Fo0

Ako podelimo poslednju vezu sa X dobi¢emo:

lim [M}o@ lim [Lx)-k}:o@ lim (MJZK,pG e

X

X—>o0 X—>o0 X—>Fo0

X

\
\4
v

N
N
\
N
N

\
\4

vetrikalna

horizontalna kosa

Primer: Odrediti asimptote funkcija:
&
a) f (X) =

X2 -1
Funkcija ima prekide za X=21 i te prave mogu da budu njene vertikalne

asimptote.

Kako je lim ——=dc0 , lim —
x—1£0 X —1 x—>-1+0 x° —1

=+ ,funkcija ima dve vertikalne

asimptote X==%1.
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Posto je lim 5 =0, postoji i horizontalna asimptota, X - osa, tj. prava
x>0 }X° —1
y=0.
Funkcija koja ima horizontalnu nema kosu asimptotu.
3%
b) f(x)= ;

Funkcija ima prekid za X=1,a lim f (X) =400, lim f (X) =—00 , i prava

X—1+0 x—1-0
X=1 je vertikalna asimptota.

Posto je lim f (X) = 100, funkcija nema horizontalnu asimptotu i moze da ima

X—>*o0
kosu.
_f(x) . 3 : . 3X

Kako je k= lim LLCS T ——=3, n=lim (f (x)-kx)= lim —= =3,

X—to Y X—t0 X° — X X—>Fo00 X—oto ¥ —1]
kosa asimptota je prava Y= 3X+3.

1
o f(x)=ex.

1 L
Funkcija ima prekid za X=0, a lime* =+, lime*x =0, iprava X=0 je
x—+0 x—>-0

vertikalna asimptota s desna.

1

Posto je lim €* =1, funkcija ima horizontalnu asimptotu pravu Yy =1.
X—>*o0
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ZADACI

Odrediti oblast definisanosti slededih funkcija:

2 1-2
. a) y= X ; b) y= X; o y=v9-x*;

X2 -1 (x-1)°

8x—16 — x*

d)y =Va4x—x*; =
1

f) F(X)=vVXP—X—2+—o.

() V3+2x— X

Resenje:

a) X' —1#£0 < x=£1, xe (-0, -1)U(-L1)U(L, +o);

b) D, = R\{1}.

) 9-x*20< (3-X%)(3+x)20, xe[-3,3];

d) 4x-x 20 x(4-%)20, xe[0,4];

e) 2—-Xx>0e x<2,xe(-0,2);
)1 xX¥-x-220& (x-2)(x+1)20 < xe(—0,-1]U[2,+x) ;
20 3+2x-X >0 —(x+1)(x-3)>0 < (x+1)(3-x) >0 <= xe(-1,3)

Resenje je presek dobijenih resenja X & [2,3).

2
. a) yzlnrxx; b) y=|n(x2—6x); o f(x)= InSXZX )
Resenje:
a)3_x>o,XE(Q3y

b) X’ —6X>0, xe(-,0)U(6,+0);
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2 2
ol In5X4X 20@5)( X

>1 e xe[L4]

> 5X — X*

>0< xe(0,5).

Redenje je presek dobijenih redenja X € [1, 4] .

. Odrediti kodomen funkcija:

a) yz—%xz—l; b) y=x"-9; ) y=2"+1.
Resenje:
a) yE(—OO,—l];

b) ye [—9, +oo) ;
c) ye (l, +oo) .

. Date su funkcije.
L(0=x L=, K=V, £,()=(vx)"

Da li medu njima ima istih?

Resenje:
f,(x)=xD,=R D,=R

2

fz(x)=x7=x, D, =R/{0},D, =R
f,(x)=Vx¢ =[x, D,=RD,=R

f4(x)=(&)2 -x,D,=R,D, =R

Sve funkcije su razliéite.

. Date su funkcije

f,(x)=sin® x+cos’x, f,(x)= X f3(x):|ne, f, (x)

V' X

Da li medu njima ima istih2
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Resenje:

f,(x)=sin®x+cos*x=1 D, =R

fz(x)zj)‘(_zzﬂ, D, =R/{0}
f,(X) = '”Xex -1, D, =R/{0}
f4(x):§/f:1, D, = R/{0}

Iste su funkcije f3 I f4 .

. Odrediti domen i nule datih funkcija:

2 p—
wy=X 20y e

X“+1
) « 1+Inx
€) y:(x —4)e; d y= VR

Resenje:
a) Domen: D, = R.

x> +3x-10
Nule funkcije: ———— =0 X =2Vv X, =-5.
ule funkcije 21 X X,

b) Domen: X € (—00, —1] U [1, +oo) . Nule funkcije: =0 X, =+1.
c) Domen je skup R. Nule funkcije: (X2 —4) e=0 X,=12, e =0.

d) Domen: Xe (0, +OO). Nule funkcije: 1+INX=0< X = e’

. Odrediti domen, nule i znak funkcija:

a) y=In(1-x); b) yzlni(—_4.

Resenje:
a) Domen: 1-X>0, Xe (—oo,l).

Nula funkcije: 1—-X=1< x=0.
Znak funkcije:
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y<0e=0<1l-x<le xe(0,1),

y>0&1-x>1e xe(-x,0).

X—4
b : 0, 14).
) Domen 1—X> Xe( )

5
Nula funkcije: X= E .

Znak funkcije:

y<0qu< X_4<1, Xe §,4j iy>0 za X_4>1 za XE(].,EJ.
X 2 1-x 2

. Dokazati da funkcije nisu ni parne ni neparne:

2X—2 e
G) y_ X i b) y: X—l.
Resenje:
2(-x)—2 —-2(x+1
9= 0 = o000 1002 v
e 1

DY ()= = Gy YY) Y)Y ().

. Dokazati da su funkcije parne:

XZ

a) y=v4-x*; b) y=e 2;
0 y=(X-1)e™; d) y=x"-1-3cosx.

Resenje:

a)y —\/ - m—y

o) y(-x)= ((_X)z _1)6—(—x)2 ~(x-1)e” = y(x);
(

—x)2 —1-3cos(—x)=x*-1-3cos x= y(X).
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10. Dokazati da su funkcije neparne:

a) y=x°-2X; b)y=§—g;
2 X
e +1 2* -1
f(x)= ; d)y=
O FT)=g Y=
Resenje:
a) y(—x):(—x)3—2(—x):—(x3—2x):—y(x);
-xX 2 X 2
b) Y(—X)=—————=—| === |=— ;
) y(=x) 2 (-x) (2 xj (%)
1
x 14— x
_l+e” T e e+l
L s (]
eX
1
d) y(-x)= Z_X_l: 2X_lz—zx_l:—y(x)
27+1 1 4, 2+l
2X
11. Ispitati sve poznate osobine funkcija:

_1+Inx
1-Inx

a) y= In(x2 —1); b) y

Resenje:

a) Domen: (X—l)(X+1)>O, Xe(—oo,—l)U(l,+oo).
Nule: X2 —1=1< X =+/2.

Znak funkcije:

Y(X) <0 0<x -2<0 xe(—/2,-1)U(1+2)
y(X)>0e X -2>0< XE(—OO,—\/E)U<\/§,+OO).

Y(_X) =In ((—X)2 —1) =In (X2 —1) = y(x), funkcija je parna.
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b) Domen:1-INx#0AX>0< x£eax>0, xe(0,e)U(e +x).

Nule: 1+InXx=0< x=¢e.
y(x)<0,XE(O,e‘1)U(e,+oo), y(x)>0,xe (e‘l,e).

Funkcija nije ni parna ni neparna, jer In (—X) ¢zR

12. Odredi osnovni period sledeéih funkcija:

a) y=2sin2x; b) y=tg§;

- 2 1
c)y=sin®x; d)y:cosx+3c052x—§c033x.
Resenje:

a) 2sin2x=2sin2(x+T) < sin2x—sin2(x+T)=0

2X—2X+2T 2X+2x-2T
-COS =
2
& 2sinT-cos(2x-T)=0<sinT =0,co5(2x-T)# 0T =7;

0

<> 2sin
Napomena:
. 2r
Osnovni period funkcija Y=SINbX i y=cosbX je T = ?, aza
T
funkcije y=1tgbx i y=ctgbx je T =5

b) T=-—=2r;

NN

c) y=sin? x=%(1—c052x), T=r;

d) T1=27Z',T2=7Z',T3=2?ﬂ-,pqie T:NZS(T:L,T2 ,Ts):27z'.

13. Ispitati ograniéenost sledeéih funkcija:

a) Y=v4-%*; b) y=X—4; c) y=2sin2x.
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Resenje:
a) Funkcija je neograni¢ena Y € [O,oo);
b) Funkcija je neograniéena;

c) Funkcija je ograni¢ena Y € [—2, 2] .

14. Ispitati monotonost slededih funkcija:
a) y=2X+3; b) y=2".
Resenje
a) X, <X, = 2X +3<2X, +3, $to znadi da funkcija strogo raste.

b) X <X, = 2% < 2%, §to znadi da funkcija raste.

15. Ispitati konveksnost, konkavnost funkcije f (X) = |Og2 X

ResSenje
|Og2(X1"2'X2JZ '092(&);'092(&) o

1
|ng(xl—|z_xzj2 Iog ()(1X2)2 = at 2X2 (XLXZ)E, pa je funkcija

konveksna.
16. Akoje f(X)=x*+x+2naéi f(1), f(a), f(f(x)).

Resenje
f(1)=1"+1+2=4
f(a)=a*+a+2
f(f(x))= (x2+x+2)2+(x2+x+2)+2

17. Akoje f(X+1)=X2+X+2 nadi f(l), f(a), f(f(X)).

ResSenje

Ako stavimo da je X+1=1t, dobijoamo daje X=t-1
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18. Napisati nekoliko €élanova niza ciji je opsti ¢lan:

1 nl
= b) a, =(-1)"=.
°) & n+1 )& ( ) n
Resenje
111 1 1
a) —,—,—,...; b) -1,—,——,....
234 2 3
19. Nadi opsti €lan niza, zadatog sa nekoliko prvih élanova:
) 111 1 23 4
a) — /1 ’ P R R T
2 48 2 34 5
Resenje:
1 net N
:—; b = _1 .
D&y e
20. Nadi tacke nagomilavanja i ispitati konvergenciju sledeéih nizova:
nl
== wma=(-1)";
° & n+1 » 8 ( ) n
n+1 nN+2
=—; d — _1 -
g a=—; da=(-1)—
Resenje:

a) tagka nagomilavanja je 0, lim a, = 0 i niz je konvergentan,
N—oo

b) ta¢ka nagomilavanja je 0, lima, =0 i niz je konvergentan,
N—oo

¢) tatka nagomilavanja je 1, lim a, =1i niz je konvergentan,
n—o0

d) niz ima dve tacke nagomilavanja, —1 i 1, i niz ne konvergira.
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21. Dat je niz @, = ——. lzradunati njegovu grani¢nu vrednost. Odrediti N, za

n+1
¢=0,01.
Resenje:
.n . 1
lim 1=Im1 1:1.
n—o0 n—oo
n+ 141
n
Kako je vrednost 1 graniéna vrednost niza, onda je
n -1 1
—— -1 =|——|=—-<0,01 odakle je N>99 1. n, = 99.
n+1 n+1l n+1

Prema tome 99 ¢lanova niza je van & okoline tacke 1 sirine 0,01, a pocev

od @, svi ostali, tj.njih beskonaéno mnogo nalaze u & okolini tacke 1.

22. Odrediti grani¢ne vrednosti nizova:

.2 +2n+3 2n .2n?
a) lIMm————; b) lim ; ¢)lim ,
o 3n°+1 n>o 302 + n>»3n+1
_1+3+45+...+(2n-1) . 1 1 1
d) lim 5 oo limi 1+ =+ — 4 b — |
n—w (n+1) n—w 2 2 2
Resenje:
5 2 3
_om+2n+3 . T T 2
a) lim 5 =lim T~ o
n—o 3n° +1 n—ow 3+72 3
n
2
Mhmsznlzmn n1=0;
n—oo n + n—oo
3+ﬁ?
lim 2" lim—2 e
c H
o304l nw3 1
n n2

- 107 -




d) Po formuli za zbir prvih N ¢lanova aritmetickog niza

S, :2(2a1+(n—1)d) ,gdeje & =1,d =2, dobijamo

2 2
lim—" = im [ n j -1,
n—>oo(n+1) n—o\ N+1

e) Po formuli za zbir prvih N &lanova geometrijskog niza S, =4, -

1
gdeje &, =1,0 :E dobijamo:

23. Odrediti graniéne vrednosti nizova:

a) Iim(m n) b) Ilmn(M—n);

N—o0

c) lim d) lim

n n
n—ow /n2+n_\/ﬁ' Nn—»o0 “’H—l—x/ﬁ.
Resenje:
(x/n2+1—n)(x/n2+1+n)
a) lim (\/n2+1—n)= lim
n—-+o0 n—-+oo /nz +1+n

2
—Ilm( o n)—llm

n(\/n2 Jrl—n)(\/n2 +1+n)
b) lim n(\/n2 +1—n) =lim

n—oo n—w n2 +l+n
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(n - n)_llm =lim——

“*“’ Jn?+1+n e nf+l+n M /1+7+1

¢) im—————=1Iim (MJM/—)
L e " (Vi +n—n (VA7 +n+h)

ZLLwnHH\/_ M(\/:+\fJ

d) lim A =lim n(ﬁ+\/7)
o Jn+1-+/n H"(\/F \/_)(\/F+\/_)
~ n(vn+1+vn)

=lim

:Iim(MJr\/ﬁ):oo

n—o n+l-n n—o

24. Odrediti graniéne vrednosti nizova:

_nk(n+1)! . 345"
a) lim————=; lim ;
n—ow nl_(n 1) n4>oo3n_5n
¢) lim + L !
ool 1.2 2.3 (n+1)
Resenje
a)
1 I I nl I
Imn+(n+1) _“mn+n (n+1)_ n.(1+n+1) _ii 24n

3 n
3"+5" (5) i
b) lim =lim =-1.

n>o 3" 5" noew n
&)
5
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: 1 1 1 : 1 11 1
olim| —+—+.. .+ =lim1-=4+=-=+ . +————
ool 1.2 2.3 n(n+l) ) m=" 2 2 3 n n+l

=Iim(1—i]=1.
n—>e n+1

25. Odrediti graniéne vrednosti nizova:

n

. 23 : n " . (n=3)2
a) lim{1+=|; b)lim| — | ; o) lim| —=
n—o n n—ol n+1 n—o n

Resenje:
2n
n N \n3
. 2\3 . 2\2 lim 21 2
a) I|m(1+— =lim||1+= =g =g =& ;
Nn—oo n n—oo n
b)
2n 2n 2n
n+1-1 . 1 1
lim| — | =1 =lim/l1-——| =lim||1-——
n—>wo\ N+ n—oo n+ n—oo n+ n—oo n+1
. 2n
—lim—
=em* n+l — e_z =
e2
_3
n E 2

5 - 3
<) Iim(n—_?’j2 =lim (1—% loZez,
N—o0 n N—o0 n

26. Odrediti graniénu vrednost niza  |lim n(ln (n+ 2) —In n).

N—oo

Resenje:

. ny’
) n+2 .. 2 . 2\2
Ilmnln—:llmln(1+—J =Inlim (1+—j =Ine’=2.
n—oo n n—oo n n—oo n
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27.

Dokazati sledeée rezultate:

n+1
alim—tL g, oy lim (1Y) _0,

e +1 rH°°(n+1)3+(n—1)3

_ [1+4+7+...+(3n—2) nj 1
c)lim

3n+1 2

n—oo

2
a) lim "+l 2, o limy2 42 %2 =2,
>=]1+2+3+...+(n-1) N
1
n__ n+l n+l
ylim %1 -0, i)lim22n+§n -3,
20 +1

2
olim Y=g, I)Iim\/ﬁ(\/n+l—\/ﬁ)=£;

Nn—o n 2
3n 2n+l
. 2 . . (n+l _
m)|Im(1—— =e?; n) lim| —= =e’.
n—w n n>o\ N+ 2
Na osnovu definicije graniéne vrednosri pokazati da je:
2
. . X =4
a) lim(2x-1)=1; b) lim =14,
x—1 x->2 X—2
Resenje:
a)

Po definiciji vrednost 1 ¢e biti grani¢na vrednost funkcije ako V& >0,

36 >0, tako da ako je |X—1l <0, onda je ‘(ZX—].)—].‘ <g.
Kako je ‘(ZX—l)—l‘ = 2|X—1| <&E=> |X—1| <§, i ako uzmemo da je

o Zg, bic¢e ‘(ZX—l)—l‘ <é&,za |X—1| < 0. Zanadi, 1 je graniéna vrednost

funkcije.
x> —4 .
vy —4‘=|X+2—4|=|X—2|<8,zq svaki |X—2|<5=8.

b)
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28. Odrediti grani¢ne vrednosti funkcija:

X% +1 X2 +2x+1
a) lim| — ; b) lim ———;
X+ | X — X—>+00 2X+1
. 2x+1 (x+1)2
c) lim — d) lim ———.
x>0 X©—2X+1 x>0 2X2 — 2X+1
Resenje:
2
1 2 1
1+ 2 1+=+=
a) lim|—X | 21, By tim X2 i X X
X—>+00 1_3 X—>-+00 2X+1 X—>+00 g i
NG X X
1
0; d) —.
<) ) >
29. Izraéunati:
x> +5x+6 Xt —6x* —27
a) lIm—— b) lim
H—3x +7x+12" >3+ 3%+ X+3
X+ X—2 X —16X
) lim———; d lim————
x>3X° —4X+3 2 2x2 +4X—16
Resenje:
X* +5X+6 (x+3)(x+2) X+2
a) lim — SARES

B 4 TX+12 xL—3(x+3)(x+4)_H—3x+4

(X—3)(X2 +3) 36

2 2
b) lim —6x%—27 B m(x 9)(X +3): J
x>-3 X3 +3x +X+3 %3 (x+3)(x2+1) >3 X 4+1
X+ X—2 (x+2)(x—1) ~ (x+2)(x-1)

¢) lim———=Iim

-1 X* —4x+3 all X} —x—3x+

X+ 2
=lim

-1 X+ X—3
16

d) —.
3

__3;

3 i x(x2 —1)—3(x—1)

5

—_ .
’
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30. Izraéunati:

a) Iim(\/x2+1—x ; b) Iim—“xjgl_z;
X i

X—>0 X—1

o limYXF1=vi=x g lim X232

X0 4% ! x>3 [x+1-2

Resenje:
2
(\/x2+1—x)( x2+1+x) (\/x2+1) — X

a) lim =lim
x> VX +1+ X e X 14X
T et ST S
eI +14x AL+ X
2
. i YX+3-2 Yx+3+2 (VX+3) —4
1 X =1 x+3+2 X—’l(xz—l)(\/x+3+2)
. x-1 . 1 1
=lim =lim ==,
(X -1)(Vx+8+2) < (x+1)(Vx+3+2) 8
1
=; d) 4
<) 4 )
31.  Izradunati graniéne vrednosti :
x*+1-1 Ix® +1-1
G) I H b) I 2 7
x—0 X2 +16 -4 x—0 X
3 3 _ _
c) lim \/_, d) I|m\/_ e) Iim& Ja
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Resenje:
1 Xt +1-1 x+1+l x> +16 +4

. +1-
a) X*‘)\/x +16 -4 “O VX +16 -4 \/x +1+1 VX +16+4
VX +16 +4

=lim

0 X +1+1
2
3 11— 3 111 (3x2+1) +3UX+1+1

. X" +1-1 .
b) lim————=1Iim

—> 2 —> 2 ' 2

x>0 X 0 X (3x2+1) +3x*+1+1
3

(\3/x2+1) -1 2

X—> 2 X—> 2
% ((Q/xz +1) +3/%° +1 +1j % ((\3/x2 +1) +3%° +1 +1j
1 2
C) ——; d) — e) 2{1/5.
3 3
sin x
32. Dokazati lim——=1.
x=>0 X
Resenje:

T .
Za X€ (O’EJ , dobijamo SIN X < X < tgX.

. sin X X 1 sin X
SIN X< X< oSl<—< & CoSX<——<1.

COS X sinX CoSX X
kako je funkcija Y =Sin X, neparna. Znajuéi da je Iing cosx=1,
X—>

sin X
zakljuéujemo da je lim——=1
x=>0 X
33. Izradunati:

. Sin4x . Sin2Xx

a)lim ; b) lim— ;

x—0 X x—=0 SN 3X
[(0)4 2X—Ssin X
c) lim— gx d) lim——
x>0 X HO 2X+sin X
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Resenje:

sin4x sin4x 2sin2x
a) lim =4-lim =4; b) “mSInZX:“m 2X :E;
x>0 X x>0 4X x50 5in3x x>0 3sin3x 3
3x
1
ol, d)=.
3
Izraéunati:
. 1-cos2x 1-cosx
a) lim - ;b I 2 ;
x—0 XS'nX x—0 X
Resenje:
. 1-cos2x .. 2sin®x .. 2sinx
a) Im——=|lim—— =lim =2.
x>0 XSin X x>0 XSin X x>0 X
2
. . X . . X . X
2.sin’ = 1 sin? = sin— 1
m_ 2 _ Tty 2 a2 _ 1
b) lim —==—lim ==—lim =—,
x—0 X 2 x>0 [y 2 x> X 2
(2 2
Izradunati:
sin4x ) X+9-3
q)l —_—; b) ||m_—‘
=0  /x+4 -2 -0 SIN3X
i X2 +1
¢) lim

Rezultat: a) 16; b) i; c) 3.
18

Odrediti graniéne vrednosti funkcija ako je:

X 1
e=|im(1+£j odnosno e=|im(1+ X);

X—>0 X x—0
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36. Izraéunati:

: 1Y , 3
lim/ 1-—|; b) lim(1+2x)x;
o X—WO( ZXJ ) an( )
. (x+1Y (e 41Y
¢) lim|— | ; d) lim| — .
X—>00 X_l x—>o| ¥ _2
Resenje:
x 2
o lim[1- 2| =tim[1- = |* —e2 =T,
X—>00 X X—>00 2X \/E
. s s I
b) lim (1+2x)x = IX|L73(1+ 2X)x = IX|£r3(1+ 2X)2x = €°;

<)

X X X = i 2%
iml1+ X 1) iim(1e -2 ) —gim{1e 2| * T e m g,
X—00 X_l X—0 X_l X—0 X_l

d) €.

X 2 X 1
7. a) |im(i2j c by lim| 2R im (3¢ 4 3x+3)
2 x—ol X°—3X+7 x—>-1

Rezultat: a) €*; b) €; ) e.
o In(4-x . In(x+6)=In6
38. a) Ilm(—); b) lim ( ) .
x>3  X—3 x—0 X
Resenje
a)

Iim(@j =limIn(4- x)é =1In Iim(l—(x—3))x13 =lne’=-1;

X—3 X—3
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39.

40.

1 2
. = . 2 \ctg“x
a) lim (1 x)sinx ; b) lim (1+ 2ty x) .
. . . . tg?2x
c) lim(cos x)sin’x; d) lim(sin2x)" .
x—0 x—>£
4
Resenje:
1 x Cim X
a) lim (L-x)ancx =g ek =gt =1,
X—0 e
lim (L 2ta2x)"" = lim (L+ 2tg?x )2 — &
— X — .
b) Xlgol( +21g°X) —XILY(}( +21g°x )2 = €
<)
lim(cos x)sin"x = lim (14 cos X —1)1-co’x = lim (1—(1—cos x))(l—COSX)(1+cosx)
x—0 x—0 x—0
1+cos x - 1
=e x-0 = :—’
Je
d)
- ~sin®2x .
. . 2 . ) . Sinmex wr (L+sin2x) =
lim (sin 2x)tg 2 lim (1+sin 2x—1)@-sin2x)sinz = * —e?
xa% xa%
_In(1+x) e -1 . a-1
a) lim————=; b) lim ; ¢) lim ;
Xx—0 X Xx—0 X Xx—0 X
Resenje:
o In(1+x . 1 . 1
a) |Imgz limIn(1+x)x =Inlim(1+ x)x =Ine=1;
x—0 X x—0 x—0
. e-1 | t=e-1 . t
b) lim = =lim——-=1;
x>0 X x=In(1+t)| 0 In(1+t)
¢ Ina.
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41.

42.

X _3x X
. € —CO0SX e -1 . e -1
a) lim > ; b) im———; c) lim——.
x—0 X x—0 X x-=0 SN X
Resenje:
., X
e —cosx . [e‘-1 1-cosx) .. |e‘-1 25" 21 3
a) lim———=lim| ——+——— |=lim| ——+——% |==;
x—0 X x—0 X X x—0 X 4)( 2
—2X —2X
. e -1 e -1
b) im—==-2-lim——==-2; ¢ 1.
x—0 X x>0 —2X
Odrediti asimptote funkcija:
)y 1 by X+3
a =—; =—;
x-1 X+1
X* —6x+4 2x° -1
c) = ; =—
-1 X -4
Resenje:
a)
. 1 . 1
Funkcija ima prekid za X=1.Kako je lim —— =+, lim —=-0 ,
x—>1+0 X —1 x>1-0 ¥ —1

funkcija ima vertikalnu asimptotu X=1.

Kako ie |im 1 _ 0. funkcija ima i horizontalnu asimptoty, pravu Y = 0, . x.
x—*0 X —1

Funkcija koja ima horizontalnu asimptotu nema kosu.

b)
Prava X=—1 je vertikalna asimptota.
Prava Y =1 je horizontalna asimptota.

Funkcija nema kosu asimptotu.

<)

Prava je X=1 je vertikalna asimptota.
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X —6X+4

Kako je lim = o0, funkcija nema horizontalnu asimptotu.
X—>00 X_
X? —6X+4
. _ X" —6Xx+4
k = lim—X=1 li } =1:
X—>00 X X—>00 X _X
. [ x*-6x+4 _ —5x+4 _
n=1lim —X |=lim————=-5, paje Y=X-5 kosa
X—>00 X— xoo X —1
asimptota.
d)

X=22.Prave X=22 su vertikalne asimptote.
Horizontalnih asimptota nema.

Kosa asimptota je prava Y = 2X.

e* 2
43. a) Yy=—; b) y=XxeX;
X
In x X—2
) Yy=—1i d) y=In———.
X2 x+1
Resenje:
eX X
a) lim —=+o0, lim — = —o0, vertikalna asimptota je prava X=0.
x—=0+ X x—=0- X
X X
lim — = +o0, lim — =0, funkcija ima horizontalnu asimptotu pravu y= 0
X—+0 X X—>—0 X
kada X— —o0.
Nema kosih asimptota.
1 1
b) lim xe* =+o0, lim xe* =0, funkcija ima vertikalna asimptotu X =0
X—0+ x—0-
kada X—0,.

1

lim xe* =400 pa funkcija nema horizontalnu asimptotu.
oo P | P

1

ex -1
1

X

1 1
limex=1, n=lim| xex —x

X—>doo X—>to0

= lim

X—>Fo0

. Xex
k=Ilim—=

X—>Fo0 X

=1, paje

kosa asimptota je prava Y = X+1.
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44.

¢) Kako je Xe (O,+oo) , imamo:

In x

lim —— = —0, funkcija ima vertikalnu asimptotu X = 0 kada X— 0+.
x—=>0+ ¥
. Inx ) ) )
—— =0, horizontalna asimptota je prava Y =0.
lim —-=0,h | | 0
X—>+0 Y

Nema kosih asimptota.

d) Kako je Xe (—OO,—l)U(2,+OO), imamo:

: X—2 . X—2 L ) .
lim In——=+o0, lim In—— = —o0, funkcija ima vertikalne asimptote
X—>—1~ X+1 X—2+ X+1

X=-1iXx=2.

. X—2 . . .
lim In—— =0, horizontalna asimptota je prava y=0.
X—>F00 X+1

Nema kosih asimptota.

Ispitati neprekidnost sledeéih funkcija:
ﬂ' X#0 3x+4, x<l1
a) f(x)=1 x ib) f(X)=1, ;
X“+6, x>1
0, x=0
|X_l|x+1 Xx#1
o f(x)=1 x-1 ;
0, x=1
Resenje:
. sinx
a) |IIT3— =1, f (0) =0 +#1, zakjuéujemo da funkcija ima prekid za
X—> X
x=0.
b) Iirp(3x+4):7, |ir‘{"|(X2+6):7,funkciic| ne je prekidana za X=1.
|x—l| x+1, x>1
—Ix+1 x=#1
o f(x)=1 x-1 =J1-x, x<1,
0, Xx=1 O, X=1

lim f (X) =2, limf (X) =0, funkcija u tacki X =1je prekidna.

X—1+ X—1-

-120 -




U1 & W N =

DIFERENCIJALNI
RACUN

. IZVOD FUNKCIJE

. DIFERENCIJAL FUNKCIJE

. TEJLOROVA I MAKLORENOVA FORMULA

. TEOREME SREDNJE VREDNOSTI

. ISPITIVANJE FUNKCIJA PRIMENOM IZVODA

-121 -



-122 -



5.
IZVOD FUNKCIJE

Problemi tangente i brzine, kao i problemi ekstrema, tj. minimuma i maksimuma postepeno
su podsticali nastajanje pojma izvoda. Mnogi matematiéari jo§ od anticke Gréke uspevali
su da rese neke od ovih problema u pojedinaénim sluéajevima.

Tek sa pojavom Dekartove metode koordinata omoguéeno je da se krive predstavljaju
jednaéinama i tako je stvoren osnovni preduslov za pojavu ops$te metode za analiticko
reSavanje problema tangente, odnosno za definisanje pojma izvoda.

Problem tangente prvi je resio nemacki matematiéar i filozof Lajbnic definisuéi novu oblast
matematike pod nazivom diferencijalni racun. U isto vreme Njutn je definisao izvod kao
posledicu istrZivanja fenomena kretanja.

To su bile dve idejno i metodolski razliéite koncepcije koje su dovele do istog rezultata.
Danas, diferencijalni raéun, predstavlja nezaobilazno sredstvo u reSavanju mnogih
problema savremene nauke i tehnike.

G. Leibniz (1646-1716) I. Newton (1642-1727)

Najpoznatiji spor u istoriji matematike voden je izmedu Njutna i Lajbnica oko otkriéa
diferencijalnog raéuna. Njutn je ima samo 23 godine kada je 1666. otkrio metod, koji je
nazvao metod fluksije. On je prvi shvatio da su integracija i diferenciranje dve inverzne
operacije. Medutim oklevao je sa objavljivanjem svojih rezultata. U meduvremenu 167 5.
Lajbnic je samostalno dosao do istog metoda koji je nazvao diferencijalni raéun. On je
svoje rezultate odmah publikovao i zadobio sva priznanja. Sukob ovih matematiéara se
nastavljao tako da je Londonsko kraljevsko drustvo formiralo komitet koji je 1713. dalo
prioritet Njutnu. Medutim simbolika koju je uveo Lajbnic bila je mnogo jednostavnija i

opste je prihvadena.
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5.1. DEFINICIJA IZVODA FUNKCIJE

* Neka je funkcija f (X) definisana u okolini tacke X.
Proizvoljnu malu veli¢inu AX nazivamo prirastaj argumenta X . Kada se nezavisna
promenljiva, argument, promeni od X do X+ AX, tada se vrednost funkcije

promeni od f (X) do f (X+AX) , 1. za veli¢inu

Ay = Af (X) =f (X + AX) —f (X) , koja se naziva prirastaj funkcije.

= Ako postoji grani¢na vrednost

jim &Y _ i L))y
Ax—0 AX  Ax—0 AX

tada kaZemo da je f'(X) prvi izvod funkcije ili izvod funkcije f (X) u datoj taéki X.

=  Postupak nalazenja izvoda naziva se diferenciranje.
= Ako je f'(X) konaéna vrednost, tada kazemo da je funkcija diferencijabilna u

datoj tacki X.

Primer:
Odrediti izvod funkcije f (X) =x? po definiciji.

2 2
' = lim &Y = fjm X +2%) =X =IimM:Iim(2x+Ax)=2x.

AX—0 AX  Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0

= Ako postoji graniéna vrednost f_'(X) = lim f (X+AX)_ f (X) ona se naziva

AX—0- AX
levi izvod funkcije, a graniéna vrednost

fl(x) _ A"”(] f (x+AAx)2— f (x)

naziva se desni izvod funkcije u ta&ki X.

" Funkcija f (X) ie diferencijabilna u tacki X ako i samo ako postoji levi i desni izvod

funkcije i jednaki su:
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* Funkcija f (X) je diferencijabilna na intervalu ako i samo ako je diferencijabilna u
svakoj tacki tog intervala.
*  Ako je funkcija f (X) diferencijabilna u nekoj tacki, onda je ona i neprekidna u toj

tacki. Obrnuto tvrdenije nije taéno.

Primer:
Ispitati diferencijabilnost funkcije f (X) = |X| utacki X=0.

Funkcija je neprekidna u tagki X =0, ali nije diferencijabilna jer je

£/(0)= lim Oeig=0_ AX_q,
AX—0+ AX Ax—0+ AX

f'(0)= lim M: lim ‘_AX:_L
AX—0- AX Ax—0-  AX

1. f'(O) %= f_'(O) pa zakljuéujemo da f'(O) ne postoiji.

4L

5.1.1. OSNOVNA PRAVILA DIFERENCIRANJA

Ako su funkcije f (X) ig (X) diferencijabilne u tac¢ki X, tada je:

- (C~f(X)),=C~f’(x),(Czconst.);

= (F(0)xg(x)) = F'(x)*g'(x):

© (T(0:9(x) = F'()g(x)+ F (x)g'(x):

(1)) (X g(x)-g'(x)f(x) o
(g(x)l‘ 0° (x) (909=0).
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5.1.2. TABLICA OSNOVNIH IZVODA

f(x) f’(x)
C 0
X, aeR axt
\/7 l
X 2Jx
a*, aeR,0<a=1 a“Ina
e* e*
I R,0 1 1I
0g,X, aeR,0<a=# ;ogae
1
In x —
X
sin X COS X
COS X —sin x
tgx L
COS™ X
ctgx -
SIN”™ X
) 1
arcsin x >
1-x
1
arccos X - -
1-x
1
arctgx
g 1+ x?
1
arcctgx -
g 1+ x2
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Primer:
Nacdi izvod slededih funkcija po definiciji:

a) f(x)=C,C=const,

f(x+Ax)—f(x —
y = lim &Y~ jim CEM)=F0) 30 €=C i @ _limo=o..
AX—0 AX  Ax—>0 AX Ax—0  AX AX—0 AX  Ax—0
b) f(x)=sinx,
AX ) . AX
. . 2C0S| X+ — |-SIn—
, Ay .. sin(x+Ax)-sinx B 2
y'=lim—=lim = lim
Ax—0 AX  Ax—0 AX Ax—0 AX

sin— sin—
T AX 2 _ T 2 _
= lim cos| x+ > =cosx- lim =COSX.

AX—>0 AX -0 AX
2 2
of(x)=a".
Ax AX
. A . gk _gX ) a*(a™ -1 _ a’ -1
y'=I|m—y:I|m—:I|m ( ):ax-llm( )
Ax—0 AX  Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—=0  AX
Primer:
Nadéi prvi izvod slededih funkcija:
1 1 2
L 14 1.2 1
q)yzg/;:X?’, y,:—X3 :—X3:—;
3 3 33 X2

b) y=3C+2x-3, y'=3(x*) +2(x) ~(3) =9x® +2;
o y=e"Inx, y’=(ex)'lnx+ex(lnx)'=eXInx+%;
d)

' (xz)’ (x2 —1)—x2(x2 —1), 2x-(x2 —1)—x2 22X

2X

o (x2—12 - -

1 1
Inx y,:X(Inx—l)—xlnx:_ 1
(In x—l)2 x(In x—l)2
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5.1.3. GEOMETRIJSKO TUMACENJE IZVODA

Neka je funkcija f (X) neprekidna u tacki X i definisana u nekoj njenoj okolini.

A Af (x)

X X+ AX

>N

Af (X
Koeficijent pravca sedice koja je povuéena kroz tacke A i B je ks =lga = A( ),
X

gde je & ugao koji secica zaklapa sa X - osom.

Sa druge strane kada pustimo da AX — 0, odnosno kada se tatka B po krivoj
priblizava tacki A, se¢ica AB postepeno postaje tangenta krive u tacki A.
Koeficijent pravca tangente koja je povuéena kroz tacku A iznosi kt =1g9p.

_Af(x)
Kako tgar — tgf, kada AX — 0 dobijamo K, =AI|m0A—
X—> X

= f'(X), a to je izvod
funkcije f(X) u tacki X.

» Koeficijent pravca tangente grafika funkcije u tacki A, jednak je vrednosti prvog
izvoda u toj tacki.

» Jednadina tangente grafika funkcije u tacki A glasi
y—Ya=f'(x)(x=X%,).

* Jednadina normale grafika funkcije u tacki A glasi

Y=Ya=~— f,(le)(X_XA)'
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Primer:

Naéi jednainu tangente grafika funkcije Y = X* +1 u njenoj tagki A(l, 2).
Kako je Y'=2X dobijamo k, = y'(A) =Zadl=2,
Tangenta je prava koja prolazi kroz ta¢ku A, a koeficijent pravca je kt = 2. Njena

jednacina je Y—2= 2(X—1), odnosno Y = 2X.

5.1.4. IZVOD INVERZNE FUNKCIJE

Neka je funkcija f (X) monotona i neprekidna u okolini tacke X, a diferencijabilna u
tagki X, tj. postoji f '(X) #0.
Neka je X= f‘l(y) njena inverzna funkcija.

= |zvod inverzne funkcije je:

Primer:
y=¢

Kako je X=1InYy inverzna funkcija funkcije Yy = e* dobijamo:

() =g oy-e
y

5.1.5. 1ZVOD SLOZENE FUNKCIJE

= Ako je data slozena funkcija F (X) =f (g (X)) gde je funkcija ¢ (X)

diferencijabilna u tagki X, a funkcija f (U) diferencijabilna v tacki U =0 (X),

onda je:

-129 -



Primer:
Nadi izvod slededih slozenih funkcija:

a)y=(3+2x2)33,

32

y'=33(3+2x)" (3+2x) =33(3+2x%)" -4x=132x(3+2x’)

b) y=¢, y'=e” (x) =2
1 ’ 1 1 1
- - . = — o = -
¢) y=In(tgx),y tgx (tgx) sinX cos?x  sinx-cos X
COS X

5.2. DIFERENCIJAL FUNKCIJE

= Ako je funkcija f (X) diferencijabilna v taéki X, onda se izraz f'(X)AX naziva

diferencijalom funkcije u tacki X i obelezava dy:

dy = f'(x)Ax.
Y a
(-B
dy
A a
A X
X X+ AX X

= Diferencijal funkcije Y =X je dy =1-AX, tj. dX = AX.

_dy
dx

B |zvod funkcije se moZe izraziti preko diferencijala kao f'(X)

= Diferencijal funkcije proporcionalan je prirastaju funkcije:
Ay~dy Ay=f(x+Ax)-f(x)= f'(x)Ax
f(x+Ax)= f(x)+ f'(x)Ax.
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Kako je diferencijal funkcije linearna funkcija prirastaja AX, mnogo je jednostavnije
odrediti diferencijal date funkcije nego njen prirastaj AY. Ta ¢&injenica se koristi u

pribliznom raunaniu.
" Za diferencijal funkcije vaze sligna pravila kao za izvode funkcija:
d(Cf)=Cd(f),C=const.;
d(f+g)=d(f)+d(g);
d(f-g)=d(f)-g+f-d(g);

d[ijzd(f)-g—f-d(g)

g g°

Primer:

Nadéi diferencijal funkcije Y = 2x° +3X.
dy = y'dx = (6" +3)dx.

5.2.1. 1ZVODI | DIFERENCIJALI VISEG REDA

= Nekaije f (X) diferencijabilna funkcija, tj. postoji njen izvod f'(X) . Ako postoji
izvod funkcije f '(X) , on se definise kao drugi izvod funkcije f (X) i obeleZzava sa

f”(X). Na sli¢an naéin se definisu f"’(X) , f(4) (X),... izvod.

Diferencijal od diferencijala dy, zove se diferencijal drugog reda i oznacava se sa

d?y. Dakle, d’y =d (d(y))=y"dx’.

B Jzvodi viseg reda funkcije definiu se kao:

!

FO_f fWﬂ:(ﬂm), n=0,12...
= Diferencijali viseg reda funkcije f (X) definisu se kao:

d’y =y, d"y=d(d"y), n=0,12...
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= Za funkciju kazemo da je N puta diferencijabilna u taki X, ako postoji konaéan K -

ti izvod f(k) (X), za svako K=0,1,2,...,n

Primer:
Odrediti drugi izvod funkcija:

a) (X)=v1+x;
J1+—x_
1+

\/1+x 1 .
) (1+ xz)\/l+ NG

b) f(x)=€";

fr(x)=-2xe™, f"(x)=-2¢" +(-2x)e* =e™ (4x2 —2).

Primer:
Odrediti tredi izvod funkcija:

a) f(x)=cos’x;
( )= Zcosx( S|nx)_—sin2x, f"(x)=-2cos2x, f"(x)=4sin2x;
F(x)=x

f'(x)

2xInx+x, f"(x)=2Inx+3, f”’(x):g.
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ZADACI

Koristeéi tablicu izvoda naéi prvi izvod sledeéih funkcija:

1. q)yzﬁ/?- b) Y =4x>+2Xx2 —3++/X ;
1 2
x+ —————4; d) V=6X3VX+5x*¥x.
o y= ¥x 5¢  JIx )Yy Jx Ux
Resenje:
2\ g 2y p b
': X3 :_'X3 :_'X3:—;
oy ( j 3 37 3Yx
b)
; ' ' 4 1 1
"= (4x%) +(2x%) —(3) +(x) =433 2. 2x2 - ——— —12x% 4 A+ ———,
(o) () -(3) +(45) L 2
3 1 1 oL ox® 4
=X+ ——————=—4=x3+3x 3 ———-x 2-4,
C)y 3 5X5 \/;

1—3—5,61—51111_

R e X e
2

d) y =6x3 /X +5x- Qf_6x6+5x5 ,

7 11
y'=6. %xs 745 %x5 T 78X +11x-Fx

2. a) y=(x"-2x)-(x*+7); b) y=(x+2)(vVx+2);

) y=Xx’COSX; d) Yy =X—SinXcosX.

-133-




Resenje:

a) y'=(2x—2)-(x4 +7)+(x2 —2x)-4x3 = 6x°—10x" +14x 14

1 Jx 1

=\VX+24+—+—;

b) V=vX+2+(X+2 ;
)y\/—++(+)2\/; 2 "I

) ¥ =2XCosx—Xx’sinx;
d) y' =1—(cos’ x—sin® x) = 2sin’ x.

2 3 X

x° -1 X e' -1 tgx
3. a) y=X2+1; b) y=x_1; <) y:m; d) y

Resenje:

2x(x2+1)—2x(x2—1) Ax

!

a) y = = i
(x2 +1)2 (x2 +1)2
, X (x-1)-x*  2x*-3x?
b) y = 2 = 2 7
(x—1) (x—1)
e (e"+1)—e*(e* -1 2e*
e G
(ex+1) (e +1)
12 -(1—tgx)—tgx-(— 12 j 1
d) ,:COS X COS™ X _ cos? x _ 1 '
(1—tgx)2 (cosx—sinxj2 (cosx—sinx)2
COS X
X2 —x+1 1+Inx
4. a) y=-, b) y = ;
X“+X+1 X
Q) y= sinx__ d) y= —arctgx
Y =1 cosx’ Y =1k o
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Rezultat:
2x? =2

(x2 +x+1)2 ’

, In x , 1 , 22
b)y:—7; oy = ;od) Yy =—

@Y= cosx—1 (1+ X2)2 '

Naéi izvod slozenih funkcija:

5. a) y:(1—2x)13; b) y=3sin4x; «¢) y=sin‘x.
Reienje:

a) y'=13(1-2x)"-(1-2x) =-26(1-2x)";

b) Y’ =3c0s 4x-(4x)' =12c0s4xX ;

. . 4 .
c) y'=4sin®x-(sinx) =4sin®xcosx.

X2—2X+2

6. a)y=e""7*, bp)y=xe

x> —2x

Resenje:
a) y' =e" 7 (%" - 2x+ 2)' = (2x-2)e" 2,
b) y' =" P 1 xe’ P (2x-2) =" ¥ (1+ 2x% — 2x).

7. a)y=In1+—X; b)yzln(\/;—\/x—l); o y=In

1-x 1-x?
Resenje:
1 (1+x) 1-x 2 2
a) y = . = . 3 = 2;
1+x (1-x) 1+x (1-x)" 1-x
1-x

b) y' = (1 L j=—;;
\/_\/_ Jx o 20x-1 2,x(x-1)
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, 1-x? (1—X2)+2X2_ 1+ X2

gy = . = .
X (1—x2)2 X(l—xz)
sin X 1+sinXx 1-sinx
8. a)y=In ; b) y=In —; o Y= —,
1-cosx 1-sinx 1+sin X
Resenje:
, 1 (-1) 1
a) y = . . =—— ;
SINX  1-cosXx Sin X
1-cosx
, _1-sinx cosx(1-sinx)+(1+sinx)cosx  2cosx 2
1+sin x (1—sinx)2 (1—sinx2) cosX '

, 1 [1+sinx —cosx-(1+sinx)—cosx-(1-sinx)
c) y == . ’ _ 2
2\ 1-sinx (1+sinx)
_ [l+sinx  cosx _ [l+sinx cosx® 1
1-sin x (1+sinx)2 1-sin x (1+sinx)4 1+sinx

. X 1
9. a) y=arcsin—; b) y =arcsin—.
a X
Resenije:
, a 1 1
ay = 2 w2 A 22!
a“—x" a 4Ja"—x

b) y'—arcsinl—;.(lj—L.(_iJ__ 1
" 1(1j2 X -1l Xy x? -1
X

10. q) y=|n(e2X+\/e4x+1); b) y=|n(x+a+\/x2+2ax).
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Resenje:

' l 2X
a) Y =—F——1| 26"+
e2X+\/e4X+1£

4e** J_
24 +1 ) e +4eM +1

e 4Je +1

b)

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

2e* (\/e“x +1+e* J o2&

Je* 41

a VX2 + 2ax

sin 2x
1-sin2x

, 1

y=In

x 1, 5X
=tg—+—-1t9" —;
y 92 39 2

y =e *(sinX+cosx);
( )

X2
y = arcsin —;
a

y =sin x—lsin3 X;
3 ’

y—|n 1+_X
Vi—x’

X
= x-arctg—=—In(x*+4); Resenije:
y 95 ( ) [

Je g1’

Resenje:

Resenije:

Resenje:

Resenje:

Resenje:

Resenje:

2X
2 (1+

,  Ctg2x
1-sin2x
, 1
y =
2cos* =
y'=-2e"sinx

,2X
o a’—x"
y' = cos® X
y =t
1-x°
y’=arctgﬁ.
2

e2x

ver +1

|
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1.
18. Data je parabola Y = ZX i tacka A(4, y) na njoj. Napisati jednadinu

tangente i normale parabole u datoj tacki.

Resenje:
Kako tacka A(4, y) pripada paraboli, zamenom koordinate X =4 jednacinu

parabole dobijamo koordinatu Yy =4.
lzvod date funkcije je Y’ = EX . Znajuéi da je koeficijent pravca tangente jednak

vrednosti prvog izvoda funkcije u datoj taéki dobijamo kt = y’(4) =2,a

K =—r=-1.

n kt 2
Jednacdine tangente i normale su:

t:y-4=2(x-4)= y=2x-4, n:y—4=—%(x—4)<:>y=—%x+6-
19. U tacki M (1, y) krive y:x3+x+x‘1 napisati jednadinu njene tangente i

normale.

Resenje:

Za X=1 je Yy =3, pa su kordinate tatke M (1,3) .

1
lzvod date funkcije je Y’ = 3X* +1-—, pa dobijamo k, = y’(l) =3, a
X

Jednacine tangente i normale su:

t:y-3=3(x-1)< y=3x, n: y—3:—1(x—1)<:> yz—lx+g.
3 3 3
20. Odrediti parametre @ i b tako da parabola Yy = x? +ax+b dodiruje pravu

y =X utacki A(11).
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Resenje:
Kako tacka A(l, 1) pripada grafiku parabole zamenom koordinata tagke u njenu

jednaginu dobijamo jednakost a+b=0.

Data prava Y = X je tangenta parabole sa koeficijentom pravca K =1.
Kako je Y =2X+a, dobijamo k=y'(1)=1,f. 1=2+a<>a=-1ib=1.

Jednadina parabole glasi Y = X —Xx+1.

21. U kojoj tacki parabole Y = —x*-3x+4 njena tangenta ima koeficijent pravca

12

Resenje:

. ! PPRT) . . .
Kako je Y = X—3, a koeficijent pravca tangente je 1, dobijomo 1=X—-3,tj. X=4.
Kako je tacka sa apscisom 4, dodirna tacka parabole i tangente, zamenom ove

vrednosti u jednacinu parabolu dobijamo ordinatu dodirne tacke Y = 0. Dakle, trazena

tacka ima koordinate (4,0).

22. U kojoj taéki parabole Y = —X*+X+2 je njena tangenta paralelna X osi?

Resenje:
Prvi izvod date funkcije je Y’ =—2X+1. Kako je tangenta paralelna X osi njen
koeficijent pravca je 0. Iz uslova de je —2X+1=0, dobijamo X ==, odnosno ta¢ka

1 9)
ima koordinate | —,— |.
2 4

23. Odrediti tacke u kojima su tangente krivih Y = XX —x—1i y= 3x* —4x+1

paralelne.

Resenje:

(1-1) 1 (1,0).
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24. Pod kojim uglom parabola Yy = X* — X sede x-osu?
Resenje: — i —.

25. U kojoj tagki je tangenta krive Y = X° —7X+3 paralelna pravoj Y = -5X +32
Resenje: (1, —3)

26. Primenom diferencijala izradunti pribliznu vrednost izraza 3/26,19 .
Resenije:

Za diferencijabilnu funkciju f (X) vazi formula

f (x+Ax)~ f(x)+ f'(x)Ax.

Ako uzmemo da je f(X)zg/;, Xx=27, AXx=-0,81, i kako je f'(X)Z%X3,

dobijamo

2
IYx+AX = 3/;+%-x 3. (AX),
1,2 1
326,19 = 3/27+(-0,81) ~ 327 +=-27 3 -(-0,81)~3—-—-0,81~ 2,97.
(/26,19 = 327+ (0.81) = 427 + 127 (-081) 3~ L
27. Primenom diferencijala izradunati pribliznu vrednost funkcije f (X) = \3/ X*+7X u
tacki X =1,02.

Resenje:
2
Izvod date funkcije je f '(X) = %(X3 +7X)_5 <3X2 +7). Za X=1i Ax=0,02

dobijamo
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2
f(1,02)=f (1+o,02)z\3/13+7.1+%(13+7-1)3 ((3:1°+7)-0,02

2
~¥8 +%(8)_3 (10)-0,02~ 2,0167

28. Primenom diferencijala izradunti pribliznu vrednost izraza C0S59°.

Resenje:
Ako uzmemo da je f (X) =CcoSX, X=59°, Ax=-1"i f '(X) = —Sin X, dobijamo
c0s59° ~ €0s60° —L-(—sin-60 ) N £~0 515.
180 2 180 2
29. Nadi pribliznu vrednost:
a) 417, b) 31,02; ¢ sin29°;  d) arctgl,05.
Resenje:
a) Ako je f (X):W,XZIG, Ax=1,i f’(x):lx?‘ :L,dobiiqmo
4 43xe
N7 =416+1~ 2+3i2-1~ 2,031.
b) Ako je f (X) =§/;, x=1, Ax=0,02 i f'(X) :1)(_% :L' dobijamo
3 43x?
3,02 =3/1+0,02 z1+%.o,02 ~1,0066..
¢) sin 29° =sin (30°~1°) ~ 5in 30° — c0s30°- —— 1B g
180 2 2 180
d) arctgl,05=arctg(1+0,05) » ’OE -7 10,025~0,81.
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5.3.TEJLOROVA | MAKLORENOVA FORMULA

Kod trigonometrijskih, eksponencijalnih ili logaritamskih funkcija, kada je potrebno
izra¢unati vrednost funkcije za neku konkretnu vrednost nezavisno promenljive, npr.
X =4a, sreéemo se Cesto sa sloZenim racunima .

Kako su polinomi funkcije koje se najjednostavnije izraéunavaiju, vrednost funkcije u
tacki mozZe se priblizno izraéunati aproksimacijom date funkcije polinomom.

Ako funkciju f (X) aproksimiramo polinomom P(X) ¢inimo neku gresku R(X), koja
iznosi R(x)=f(x)—P(x). Cili aproksimacije je da greska bude minimalna.
Aproksimacija je bolja ukoliko je tacka X bliza tacki a.

Postoje razliéiti postupci aproksimacije funkcije polinomom, a jedan od njih je Teljorov

polinom.

= Ako je funkcija f (X) u nekoj okolini tacke a, (n +1) -puta diferencijabilna tada

ie Tejlorova formula:

f(x)=P,(x)+R,(x),

gde je polinom
P.(x)=f (a)+ f '(a)(x—a)+% f”(a)(x—a)2+...+% £ (a)(x-a)',

a greska ili ostatak je:

R (0= 1 e) oe (xa) e (a).

Ako se uzme da je C= a+6?(x—a), gde je 0 <@ <1, greska ima oblik

—a)" £ (a+0(x-a))-

Rn(x)zﬁ(x

Ovo je Lagranzov oblik greske.

Polinom P

n (X)se naziva Tejlorov polinom u tagki a.

" Za sluéaj kada je tatka @ =0 dobija se Maklorenova formula:

£(x)=f(0)+ f'(O)x+% f”(O)x2+...+% £0)(0)x" +

(n=1) £ (6x)x"-
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Primer:

1

Razviti u Tejlorovu formulu funkciju | (X) = —1 po stepenima X+ 2, odnosno u
X+

okolini tatke @ =—2, polinomom drugog stepena.

f(-2)=-1,
! 1 !
f (x):—(x+1)2 = /(=2)=-1,
14 2 14
£7(x o (-2)=-2,
—6
f"(x)= = f"(6x ,0<0<1.
() (x+1)4 (6x)= (0x+1)
Tejlorova formula date funkcije glasi:

1 2 (x+2)3
——=-1-(x+2)—(x+2) - - 0<0<1.
X+1 (6(x+2)-2)

Primer:

Razviti funkciju f (X)=+1+ X u Maklorenovu formulu za N = 2, tj. zakljuéno sa
|

kvadratnim éanom.

1

1”(X):MTx
f(x)=—{1+x) 2 = 1°(0)

£7(x)= g(1+x)

= f'(0)=

N |-

1

5

f”'(ex)zg(1+6’x)_2 0<0<1,

I\J\m

Vix=1+2-24+2 11
+X + = +16( +6x) 2.
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5.3.1. MAKLORENOVI RAZVOJI NEKIH VAZNIJIH FUNKCIJA:

n k eHX
X — 24 Xn+l;
k1 (n+1)!
n 2k-1 _1\"
sinx=Y"(-1)"" X +( 1) cosox Sl
o= (2k-1)! (2n+1)!

2k _ n+1
cosx =Y (-1)" X +( 1) cosox ez,
= (2k)r  (2n+2)!

(aj X" J{ “ j(1+ ox)" " X
k n+1

n+l

L _1kxk+_1k+l X ;
1+X £ ) ( ) (1+0X)n+2
n k n+l
In(1+x)=>(=1) " X (1) X .
(1+x) k:l( Y (n+1)(1+6x)""
Primer:
Dokazati Maklorenovu formulu za funkcije
a) f(x)=¢; b)f(x)=sinx;
a)
f'(x)=f"(x)=f"(x)=...= fV(x)=¢",
fr(o):f”(o):fm(o): :f(n)(O)Zl,
(1) [ o\ _ ax e
" (x)=e ’R”+1(X)_(n+1)|x
X X XZ X3 Xn eex n+1
e =1l+—+—+— —+ X
1 2t 3l n! (n+1)'

f'(x)=cosx= f'(0)=1,

f"(x)=-sin x:cos(%+ xj:> f"(0)=0,

- 144 -



f"(x)=-cosx =cos(2-%+ x] = f"(0)=-1,

£ (x) =cos((n—1)-£+xj =sin(n-£+x),
2 2
£ (x) = cos{n -%+ xj.

Korisno je uoditi da je f(20) (0) =0, f(2n+) (0) = (—1)n .

2n+1

R2n+1(x) :(_1)n (2n+1)!COS(¢9X).
sinx=x—x—3+x—5+.. +£ 2n‘1+(_1)n¢‘9xx2”” 0<O<1.
3t 51 7 (2n-1)! (2n+1)! ’
ZADACI

1. Napisati Tejlorov polinom tre¢eg stepena funkcije f (X) = \/; utacki a=1.

Resenje:

Q)

1,
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2. Napisati Maklorenov polinom treéeg stepena za funkciju f (X) =—.
COS X
Resenje:
1 _
f(x)=———=cos™x, f(0)=1;
COS X

f'(x)=cos?xsinx, f'(0)=0;
f"(x)=2cos xsin’x+cos ™" x, f"(0)=1;
f"”(x)=6cos™ xsin® x+5cos* xsinx, f”(0)=0.

2

X
P(x)=1+—.

2

sin x 1 2 1 4
3. Dokazati formulu €7 ~1+X+—X"—=X".
2 8

Resenje:
Kako je f (X) = eS‘"X, tada je:
£(0)=1,

f'(x)=e"cosx= f'(0)=1,
f (x)=e3”‘x(cos2 X —sin x): f"(0)=1,
f"'(x):eS‘”X(cos3x—33in xcosx—cosx):> f"(0)=0,

fY(x)=e" (cos4 X —4cos® X+ 3sin’ X +sin X —6sin x cos’ x) = f"V(0)=-3,

pa je f(x)z1+x+%x2—%x4.

4. Date funkcije razviti u Maklorenov polinom &etvrtog stepena:

a) f(x)=In(1+sinx); b) f(x):ln(1+x+x2).

Rezultat:
2 3 4
a) P4(x)=x—X—+X——X—; b) P4(x)=x+%x2—%x3+%x4.
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5. Koriste¢i Maklorenov polinom odgovarajuéeg stepena funkcije SiN X izradunati

. X—sinx
Ilm—3.
x—0 X
Resenje:
. x* x° X
Kako je SIN X~ X——+— = X——+—— dobijamo
3! 5! 6 120
3 5
X X 3 5
X_[X_al+5lj 510 1
lim R T U
x—0 X x—0 X 6

2
. se . o 7 . X . v .
6. Koriste¢i Maklorenov polinom odgovarajuéeg stepena funkcije € izradunati

2
e —1-x?
|II’I‘1—4
x—0 X
Resenje:
. x> x ) . R ,  x X X
Kako je € ~1+X+—+—+— dobijamo da je & =1+X"+—+—+—, pa
21 31 4] 21 31 41
ie
4 6 8 4 6 8
X X X X X X
exz —1—X2 1+X2+§+7|+7'_1_X2 ?4—74-27 1
lim=————" = lim 13t 4l ~lim2—8_24_~
x—0 X x—0 X x—0 X 2

7. Primenom Maklorenovog razvoja datih funkcija izraéunati graniéne vrednosti

o X—sinx+e* —1-2x-2x? . e —sinXx+cosx—2
a) lim 3 ,b) lim 3 .
x—0 X x—0 X

3 1
Rezultat: a) —; b) —.
2 3

Cilj procene greske je da se nade gornja granica greske gde X ima datu vrednost, a
(96(0,1). Kod procene greske obiéno se koriste jednostavne nejednakosti, traZenjem

“najgoreg sluéaja” u kome oba faktora dostizu maksimalnu apsolutnu vrednost. Zbog
toga, stvarna greska je znatno manja od procenjene.
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. 11
8. Kolika je greska aproksimacije SIN X = X, na intervaly | —,— |2
10 10
Resenje:
X3
sinx=X+R,, gde je R, :acosex.

3

|| 1 1 ) . -

< —|COS 9X| <——— <5, greska je na trecoj decimali.
6 10°-6 10°-2

3
R,|= ‘%cos@x

9. Funkciju f(x)=|n(x+1) razviti u Maklorenov polinom treéeg stepena, uz

procenu greske za racdunanje vrednosti ove funkcije na intervalu [0,1] .

Resenje:

1 1 2 6
f'(x)=——, f"(X)=———, f"(X)= , YV (x)=- :
f(0)=|n1:0, f'(O)zl, f"(O)z—l, f"'(0)=2.

2 @
In(x+1):x—?+?+R3.
x* -6 x*
Rz(x):z 1= e
L(Ox+1) 4(Ox+1)
Za 96(0,1) i Xe[O,l] imamo procenu greske
x* x* 1
IR, (x)|=|- J: < -=0,25.
4(6x+1)"| 4(0x+1)° " 4(0-1+1)

10. Funkciju f (X) =In (X+1) razviti u Maklorenov polinom cetrvtog stepena,

priblizno izragunati IN1,5

ReSenje:
1
(L+0x)

2 3 4 5
In(x+1):x—X—+X——X—+X—-
2 3 4 5
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5 GG
NL5=In(1+0,5)~ =22 \2) \2) _q4010.

2 3

11.  Aproksimirati funkciju f (X) =€" Maklorenovim polinomom i izraéunati pribliznu

vrednost broja € za N=10.

Resenje:
X X X2 Xn eHX n+1
e =1+—+—+...—+ X
121 b (n+d)!
1 1 1
Iz ove formule za X =1, dobijamo € z1+5+§+...ﬁ =2,71828176,
(228
a apsolutna vrednost greske ie|Rn| = ( € l)' X" < % < 3 ]3-07 =10".
n+1j ! .

5.4. OSNOVNE TEOREME DIFERENCIJALNOG
RACUNA

Medu najvaznije teoreme diferencijalnog racuna spadaju teoreme srednje vrednosti.
One pokazuju da se iz same egzistencije izvoda funkcije moZe mnogo zakljuditi o
osobinama funkcije.

5.4.1. FERMAOVA TEOREMA

Fermaova teorema: Neka funkcija f (X) dostize svoju ekstremnu vrednost u nekoj tacki

Ce (a, b) i neka je diferencijabilna v tacki C. Tada je f'(C) =0.
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= Geometrijsko tumacenje Fermaove teoreme: Kako je f '(C) =0, to znadi da je

tga =0,tj @ =0, gde je @ ugao koji tangenta u tacki M (C, f (C)) grafika

funkcije zaklapa sa X osom.

Znaéi da ako diferencijabilna funkcija u tacki C € (a, b) dostiZe svoju najvedu ili

najmaniju vrednost, onda je tangenta na njen grafik u tacki M (C, f (C)) paralelna sa

X osom.

yA

\
j

5.4.2. ROLOVA TEOREMA

Neka je funkcija f (X)
1. definisana i neprekidna na [a,b] ,
2. diferencijabilna na (a,b),

3. f(a)=f(b).

Tada postoji bar jedna tac¢ka C e (a,b), takva da je f'(C) =0.

yA
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*  Geometrijsko tumacenje Rolove teoreme: Postoji bar jedna tatka M (C, f (C)),

Ce (a,b) u kojoj je tangenta grafika funkcije paralelna sa X osom.

Primer:
Dokazati da funkcija f (X) = x* —4x+1 na intervalu [—2, 2] ispunjava uslove Rolove

teoreme i odrediti odgovarajuéu vrednost nezavisno promenjive C.
1. Data funkcija je definisana za X € R, pa je definisana i neprekidna i na

intervalu [—2,2].
2. Kako je f '(X) =3x° —4, zakljuéujemo da je funkcija diferencijabilna na
intervalu (—2,2).
3. Kako je f (—2) =f (2) =1,
Znadi, funkcija ispunjava uslove Rolove teoreme na [—2, 2] .
Dakle, postoji bar jedana tacka C € (—2, 2) takva da je f '(C) =0.
ReSavanjem jednadine f'(C) =3c*—4=0 dobijamo C , = i%. Kako obe

vrednosti pripadaiju intervalu (—2, 2) , zakljuéujemo da postoje dve tacke koje
pripadaju datom intervalu za koje je '(Cl) =f '(CZ) =0.
5.4.3. KOSIJEVA TEOREMA

= Neka su funkcije f (X) ig (X) definisane i neprekidne na [a, b] , @

diferencijabilne na (a, b), i neka je g’(x) #0,Xe (a,b) .

Tada postoji bar jedna tacka C e (a, b) takva da je 0 =

5.4.4. LAGRANZOVA TEOREMA

= Neka je funkcija f (X):
1. definisana i neprekidna na [a,b] ,

2. diferencijabilna na (a,b).
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Tada postoji bar jedna tacka C e (a, b) takva da je

f(b)-f(a)=f'(c)-(b-a).

LagranZova teorema je specijalan slu¢aj Kosijeve teoreme za ( (X) =X.

ylk
M
t M8
% 1]/ AB
a': C b X >

= Geometrijsko tumacenje Lagranzeve teoreme: Postoji bar jedna taéka

M (C, f (C)), Ce (a,b) u kojoj je tangenta grafika funkcije paralelna sa seéicom

f(b)-1(a)

b-a

AB, diji je koeficijent pravca
Primer:
Odrediti tacku (C, f (C)) grafika funkcije f (X) = 4x® —12%* + 9X takvu da
Ce (0,1) , U kojoj je tangenta paralelna sa seéicom koja prolazi kroz tacke (0, f (O))
i (L f(1)).
Funkcija f (X) = 4%> —12%* + 9X je definisana i neprekidna za X € R paina
intervalu [0,1].
Kako je f '(X) =12x* — 24X +9, funkcija je diferencijabilna za svako X € R pa i za
Xe (O,l).
Na osnovu Lagranzove teoreme imamo:

—f (1)_ f (O) = f'(C),Ce(O,l), odnosno 1=12¢* —24c+9 ili 3¢ -6¢+2=0.

1-0
3+\/§§E
3

vrednost je C = 3_3\/5 . TraZena tacka je (3_3\/5 f [3_\@ j]

3

Odavde je C,, = 0,1), a

w. Kako # E( (0,1), trazena
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5.4.5. LOPITALOVA TEOREMA

" Lopitalova teorema: Ako su funkcije f (X) ig (X) diferencijabilne u nekoj okolini
tacke a, pri cemu je leig f (X) = !(I_I’)Ig g (X) =0 il (iOO) i g'(a) # 0, tada je:
IimM = Iimw.
1g(x) > g'(x)
= Ako funkcije f (X) ig (X) imaju N - te izvode koji su neprekidni u tacki X=2a i
akoje f(a)=g(a)=f'(a)=g'(a)=...= f"(a)=g"Y(a)=0i
PO i F () £ (x)

(n) . . BT _ BT
g'"/(a)#0, onda je lim =lim p =...=lim -
(a) 90 g (x) < g (x)

Napomena:

Lopitalova teorema se koristi za odredivanje grani¢nih vrednosti neodredenih izraza

0 o0
tipa «Qnj oom y sluéaju neodredenosti tipa «Q-00m 4 “0—=030" one se moraju
0 o0
H . H 6 2L 1] ; ” )t . . b OO 13 lCX) L HI 1] wo ”
transformisati oblik ili . U sluéaju neodredenosti tipa“" , ili ,

izaraz se prvo logaritmuje ¢ime se svodi na jedan od pomenutih sluéajeva.

Primer:
Primenom Lopitalove teoreme odrediti graniéne vrednosti:

sinxt,. (sinx)

a) lim =lim =limcosx=1;
x>0 X x—>0 ¥’ x—0
-2
. 6-2Inxt IV |
b) lim ———=lim X=—lim—=-=0;
X—>+00 X X+ QX X+ X
1 cosx 1 XCosSX—sinx L COS X — X Sin X —C0S X
c) I|m ctgx—— [=lim| ———-=[=lim————=Iim -
X HO sinx X =0 XSin X HO Sin X + X COS X
. —xsinx L, —sinX—XCoS X
=lim— =lim =0.

x>0 8N X+ XCOSX x>0 2C0S X — XSin X
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z

. . Inxt . .
d) lim xInx = lim —===lim—%X-=—limx=0.
X—>+0 X—>+0 1 X—>+0 1 X—>+0
X x°
= X = In x* Iirgl xinx 0
e) limx*=Ilime"™ =~ =e¢" =1.
x—0, x—0,
ZADACI
2
1.  Ispitati da li funkcija f (X) = X3 na intervaly [—1,1] ispunjava uslove Rolove
teoreme.
ReSenje:

Data funkcija je definisana i neprekidna za X € R, pa prema tome i na intervalu
[-11].
Osim je f (—1) =f (1) =1.

Kako je f'(X) = , funkcija nije diferencijabilna u tacki 0 € (—l, l) , pa

2
33/x

funkcija ne ispunjava uslove Rolove teoreme na [—1, l].

2. Dokazati da jednacina 4% —3x* —2x+1=0 ima bar jedno resenje na
intervalu [0,1].

Resenje:

Uo&imo funkciju Y = 4X> —3x* —2X+1. Ona je definisana i neprekidna na [O,l] .

Pored toga f (0) =f (1) =0. Prema tome, na osnovu Rolove teoreme postoji tacka

CE(O,].) takva da je f'(C)ZO.
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_|_
Kako je Y =12x*—6x—-2, 6¢°-3c-1=0<¢ =@.
Y12

3+\/£

Tatka ¢, =——¢€ (0,1) i ta vrednost je resenje jednacine.

x-1
3. Dokazati da vaZi Langranzova teorema za funkciju f (X) = —1, Xe [0,3] i
X+

odrediti odgovaraijuée C.

Resenje:
Data funkcija je definisana i neprekidna za X #—1, ato znadiiza X € [0,3]. Kako je
: 2 ,
f (X) =—75, bice f (X) diferencijabilna za sve X # —1 pa dakle i za
(x+1)
Xe (0, 3).

Na osnovu LangranzZove teoreme postoji C € (0,3), tako da je

4 v . . e
=f (C), odnosno = 5+ Redenja ove jednadine su

3 (c+l)

C, =—3,C, =1 pa kako -3 ¢ (0,3), bice C, =1 traZena vrednost.

4. Napisati Langranzovu formulu za funkciju f (X) = \/; na odsecku [l, 4] i
odrediti C. Objasniti i geometrijski.
Resenje:

1
Data funkcija je definisana i neprekidna X € [1, 4]. Izvod f'(X) = F je takode
X

definisan za X € (1, 4).

Znadi f (X) je diferencijabilna na (1,4), pa prema LangranzZovoj teoremi vazi

jednakost % = f'(C), Ce (1,4).
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1 1

F(#9)=2F(0)=1 ()= pee gzic»zI:s@c:%

2\c

S obzirom da Z S (l, 4), to je traZena vrednost C.

yA

v

1 4 X

3
4

Geometrijski gledano, postoji tangenta grafika funkcije koja je paralelna sa seéicom

9

koja prolazi kroz tacke (1,1),(4, 2) i njena dodirna ta¢ka ima apscisu Z .

Primenom Lopitalove teoreme odrediti grani¢ne vrednosti:

13 ”
.

Neodredenost tipa “6 7 ili

o0
2 H 2X
. X“"—=8x+5 . X—=sInX . e .
5. a) lim————; b lim——m—; ¢ lim—; d) lim
X+ 2X° +B6X x—0 X X—o X x—0,
Resenje:
. X*—8x+5L . 2x-8 1
a). lim ————=1im ==;
x>to 2XT 46X o 4X+6 2
. X=sinx‘t . 1-cosx' . sinx: . cosx 1
b) lim———=Ilim >—=lim =lim =—;
x—0 X x>0  3X x>0 BX x>0 6 6
e L 2. L 4. L 8.e¥
¢) lim—=Ilim =lim =[im =0;

X—>0 )(3 X—>a0 3)(2 Xx—o  BX x> 6

A/cosx —1
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Jeosx-1 b 2 Jcosx __Lyosinx 1 1

d) lim ————==1im

x>0, X X0, 2% 4x-0, X \/coSX 4

e e . X—sinx+e* —1-2x-2x?

6. a)lim——; b) lim 5 ;
x—0 SIN X x—0 X
. X—arcsin x . et —e " =2x

C) I|mT; d) Ilm—_.

x>0 sin” X x>0 X —sin X

Resenje:

bx ax bx
) —e™ L  ae*™-—he
a) lim— =lim =a-b;
x>0 ginx x>0  COSX

X—SinX+e” —1-2x—2x*L . 1-cosx+2e’* —2—4x

b) lim =lim

) x—0 X3 x—>0 3x°
LlimSinx+4e” -4l . cosx+8e” 3.
x50 6x pakd 6 9’

1
1_7
)"mx arcsmeI J1-x2
. _ -x
x>0 sin®x HO 3sin? x-cos x
-1t ;
Iy L x(1-x?) 2
lim— 1= jim— 1 Zjim (1-¢) =

x>0 3sin®X  x>0CcOSX *~0 6Sin X-COS X

L
6'

d) 2;

Neodredenost tipa “00—00",

. (1 1
7. a) Ilm(—— j; b) Ilm( ——j
x>0\ x e* -1 X—0

) 2 1
) lim| ———-——1; d) “m -
w1 x“° =1 x-1 ctgx ZCosx

[

l\)
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Resenje:

¥ —-1-xt -1 L . e . 1 1
q) Ilm I X X:“mﬁ:“m—:—;
=0 x(e* -1) 0 11X A0e e txe 024X 2
b) lim 1 1 _lim X —smeI 2X—CO0S X o
x>0 sinx  x° HO x%-sin X HO2x -sin X + X% - €0S X
) ©; d) 1.

Neodredenost tipa “0-c0 ",

8. a) Iirrgx2 INX; b) Iirrolxct92x; ) Iirrg(l—ezx)ctgx.

Resenje:
1
Inx‘t,. X
a) I|mx Inx = I|m—2=I|mi=—I|m—=0;
x—0 X x>0 —2 x—0 2
X
X L. 1 1
b) I|m xctg2x =lim =[lim ==,
x—0 t g2x x—0 2 2
cos® 2x
. 1-e** . L. —2e%
¢ lim(1-e*)ctgx =lim limcos x=lim =-2.
x—0 x>0 Sjn X x—0 x—=0 COS X
Neodredenost tipa 0° moel il o?”,
. 1 ) 1
9. a) lim(cosx)<; b) lim (Inx)x; ¢ limx™.
x—0 X—>+00 x—0,
ReSenje:
1 o Incosx ?i)(-(—sinx) . —sinx 1
a) lim eln(cosx)fz — elm X2 :elfé 2x — elmmxcosx 2675 :i;
x—0 \/E
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11

1 . In(Inx) . In
by lim et _ gl im0 g
) ) Iim e =€ =€ =€ =1;
-+
. . lim sinx-Inx lim .In7>1< L
lime™ =e~ =g X =
x—0,
c) 1 H
i —ex sin? x
HO+_T —lim L — lim 2sinxcosx
g sifx —g % X —g % =e’ =1

5.5. ISPITIVANJE FUNKCIJA POMOCU IZVODA

U predhodnom poglavlju upoznali smo se sa nekim osobinama funkcija. Takode
date su osnovne definicije monotonosti, konveksnosti i konkavnosti funkcije. Medutim, te
pojmove mnogo bolje je definisati koris¢enjem izvoda funkcije.

5.5.1. MONOTONOST FUNKCIJE

" Neka je funkcija f (X) neprekidna na [@,b], a diferencijabilna na (@,b).
Tada, ako je za X €(a,b):
f'(x) >0, funkcija je rastuca,
f'(x) <0, funkcija je opadajuca,
f'(x) >0, funkcija je strogo rastuca,
(x)

f'(x) <0, funkcija je strogo opadajuca.

Dokaz:
Neka je za VXE(a,b) ispunjeno f'(X)ZO. Uzmimo proizvoline vrednosti X, X,

takve daje a<X <X, < b. Na osnovu Lagranzove teoreme imamo da je

f(x)—f(%)="f"(X)(X—X),zaneko X <X, <X,.
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Znajuéi da je X —X, <0 i f'(x)>0, dobijamo da je f(x)—f(x,)<0, t.
funkcija f (X) je rastuéa.

Dokaz u preostalim slu¢ajevima je identi¢an.

Primer:
Ispitati monotonost slededih funkcija:

a) f(x)=x%; b) f(x):%

: o f(x)=x*-2x+3.

a) lzvod funkcije f (X) =x° ie f'(X) =3x°. Kako ie f'(X) >0 za Xe R, funkcija

je rastuéa.

b) Izvod funkcije f (X) 2% ie f'(X)=—%. Kako je f'(X)< 0 za Xx#0, funkcija

je opadajuca.

c) Izvod funkcije f (X) =x?—2Xx+3 je f'(X) =2X—2.Kako je za X>1
f'(X) >0,aza f '(X) < 0, zaklju¢ujemo da je funkcija je rastuéa. za X>1, a

opadaijuéa za X <1.
5.5.2. EKSTREMNE VREDNOSTI FUNKCIJE

yA

T

a X X b

\4

u Funkcija f(X) definisana na (a,b) ima maksimum u tacki xle(a,b) ako i

samo ako je f (X) < f (X1) za svako X koje pripada nekoj okolini tacke X, a
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minimum v tacki X, € (a,b) ako i samo ako je f (X) > f (Xz) za svako X koje
pripada nekoj okolini tacke X, .
. Maksimum i minimum funkcije f(X) nazivaju se ekstremnim vrednostima date

funkcije.

Napomena: Prethodne dve definicije odnose se na lokalni maksimum i minimum,
koji su vezani za neku dovolino malu okolinu datih ta¢aka. Ovako definisani
maksimum i minimum ne moraju istovremeno predstavljati najveéu ili najmanju

vrednost date funkcije na celom intervalu [a, b].

= Potreban uslov za ekstrem: Ako diferencijabilna funkcija f (X) ima u tacki X = X
ekstrem (maksimum ili minimum), tada je v toj tacki f'(Xl) =0.

Iz navedenog uslova sledi da, ako je funkcija f (X) diferencijabilna, tada ona
moze imati ekstremum samo u tackama u kojima je njen izvod jednak nuli, obratan
zakljuéak ne vazi. Naime, ako je f'(Xl)ZO, ne mora znaditi da u toj tacki
funkcija ima ekstrem.

u Tagke v kojima funkcija f (X) nema izvod, kao i tacke u kojima je f'(X) =0,

nazivaju se kriticne tacke funkcije f (X)

®  Funkcija moZe imati ekstrem samo u svojim kriticnim tackama, dok svaka kritiéna
tacka ne mora biti ta¢ka ekstrema funkcije.

Primer:
- " 3/y2

Odrediti ekstreme funkcije f (X) =4X".
2

3Yx

f'(X) <0 za X< 0, zakljuéujemo da funkcija ima minimum u tacki X =0.

Izvod funkcije je f'(X)z . Mada je f'(X);tO, a f'(X)>0 za X>0 i

Primer:

Odrediti ekstreme funkcije f (X) =x°.

Izvod funkcije je f'(X)=3X2. f'(X)ZO za X=0. Kako je f'(X)ZO, znadi da

funkcija uvek raste i ona nema ekstrem u tacki X =0.
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= Tagke u kojima je f '(X) =0 nazivadiju se stacionarnim tackama.
= Dovoljan uslov za ekstrem: Neka je funkcija f (X) neprekidna u nekom intervalu

koji sadrzi stacionarnu tacku X, tog intervala i diferencijabilna u tom intervalu. Ako
je:
f'(x)>0za x<x i f'(Xx)<0za x> X, tadaje f(X)=max f(x);
f'(x)<0za x<x i f'(X)>0za x> X, tadaje f(x)=minf(x).
Napomena:

Predhodna teorema kazZe da ako izvodna funkcija f'(X) menja

znak pri prolasku kroz tac¢ku X, tada funkcija f (X) ima ekstrem u tacki X .

Pri ispitivanju ekstrema funkcije pomocu prvog izvoda odredujemo:
1. f(x),
2. stacionarne tacke, tj.reavamo jednadinu f '(X) =0,

3. odredujemo znak izvoda, f '(X) , sa obe strane stacionarnih tacaka,

4. vrednost funkcije f (X) za svaku od stacionarnih tacaka.

ODREDPIVANJE EKSTREMA FUNKCIJE
POMOCU DRUGOG IZVODA

®  Pretpostavimo da je f'(Xl) =0 idaje f"(X) neprekidna funkcija u nekoj okolini
tacke X, . Ako je:

f"(Xl) <0 tada funkcija f (X) ima maksimum v tacki X, f (X1) =max f (X);

f”(Xl) >0, tada funkcija f (X) ima minimum v tacki X, f (Xl) =min f (X)
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Primer:

Odrediti ekstreme funkcije f (X)=x>—3x*-9x+5.

Prvi izvod funkeije je f'(X)=3%"—6X—9. Nule izvoda su x=3, x=—1.

Drugi izvod funkcije je f"(X)=6x—-6.

Kako je f"(3)=12>0, a f"(-1)=-12<0, funkcija za X=3 ima minimum
frin = T (3)=—22, a za x=—1 ima maksimum f, = f(-1)=10.

5.5.3. KONVEKSNOST | KONKAVNOST FUNKCIJE

= Funkciju f (X) ie konkavna na (a, b) ako sve taéke grafika funkcije leze ispod bilo

koje njene tangente na tom intervalu.

A
y M
%\
i ] ] X
a X b >

= Funkcija f (X) je konveksna na (a,b) ako sve tac¢ke grafika funkcije leze iznad

proizvoljne tangente na intervalu.

yA

v

" Neka je funkcija f X) dva puta diferencijabilna na (a,b).
Ako je za X € (a, b), f "(X) >0, tada je funkcija konveksna na (a, b).

Ako je X € (a, b) ,f ”(X) <0, tada je funkcija konkavna na(a, b).
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PREVOJNE TACKE FUNKCIJE

Prevojna tacka grafika funkcije f (X) je taéka koja razdvaja konveksni i konkavni

deo (tangenta u toj tacki postoji i preseca grafik, jer je sa jedne strane prevojne
tacke iznad, a sa druge strane ispod grafika).

Potreban uslov za postojanje prevojne tacke: Ako je X =X, prevojna tacka funkcije
f (X), onda ili f"(XO) ne postoiji ili je f”(XO)ZO.

Dovoljan uslov za postojanje prevojne tacke: Ako je funkcija f(X) dva puta
diferencijabilna na (a,b), a pri prolasku kroz tacku X, € (a,b) drugi izvod

f”(X) menja znak, tada je tacka (XO, f (XO)) prevojna tacka.

Primer:

Odrediti prevojne tacke funkcije Yy = x® —3x* —9x +5.

Prvi izvod funkcije je f'(X) =3x° —6x-9. Drugi izvod funkcije je f”(X) =6X-6.

f"(X) =0 za X=1.Za x>1, f"(X) >0 i v toj oblasti funkcija je konveksna, a za

x<1, f "(X) < 0 i u toj oblasti funkcija je konkavna. Prevojna tacka je (1, —6) .

5.5.5. ISPITIVANJE TOKA FUNKCIJE

Ispitivanje toka funkcija vrsi¢e se ispitivanjem osobina funkcije i na osnovu dobijenih

rezultata se crta gragik funkcije.

Postupak rada odvija se kroz sledece korake:

1.

Eal ol o

Odredivanje domena funkcije;

Odredivanje nula i ispitivanje znaka funkcije;

Ispitivanje parnosti odnosno neparnosti i periodiénosti funkcije;

Ispitivanje ponasanja funkcije na krajevima oblasti definisanosti i odredivanje
asimptota funkcije;

Ispitivanje monotonosti i odredivanje ekstrema funkcije primenom prvog izvoda

funkcije;
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6. Ispitivanje konveksnosti i odredivanje prevojnih tadaka funkcije primenom drugog
izvoda funkcije;

7. Skiciranje grafika funkcije.

ZADACI

Ispitati i grafi¢ki prikazati sledeée funkcije:

b) y=x"-2x*+3;
d) y=x*(3-x).

1. a) y=x+6x"+9x;

) y=x>—6x"+9x—4;

Resenje:

a) ¥ =X +6x*+9x

Domen: X € R.

Nule funkcije: Y=0 X° +6X° +9x=0 < x(x+3)2 =0 x=0vx=-3.
Presek sa y osom: Funkcija se¢e Y - osu u koordinatnom pocetku.

Znak funkcije: Za X € (—O0,0) ,¥<0,za Xe (O,oo), y>0.

Asimptote: Funkcija nema asimptota.

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' = 3x* +12X+9 za

y=0< x=-1v x=-3.

(—0,-3) | (-3,-1) | (L)
3x?2 +12x+9 - + -
y' - + -
y ~ A ~

Za Xe(—oo,—3)U(—1,+oo) y'<0 iy, aza Xe(—3,—1)

Yoin (=3) =0, Yo (-1) =—4.

y' >0 iy.~.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y' =6X+12. y"'=0 za X=-2 .

Za Xe(-0,-2),y"<0i yN,aza xe(-2,©),y">0i yu.
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Funkcija ima prevojnu tacku P(—Z,—Z).

—3-2-1 X

\/

b) y=Xx'—2x*+3

Domen: X € R. Nule funkcije: Funkcija nema realnih nula.
Presek sa y osom: Funkcija se¢e Y - osu u tacki (O, 3).
Znak funkcije: Y >0 za VXxe D,.

Parnost, neparnost: y(x) = y(—x) funkcija je parna.
Asimptote: Funkcija nema asimptota.

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: Y’ = 4x° - 4x,

y=0& x=0vx==1.

(—0,-1) | (-1,0) | (0,1) | (1,0)
x> -1 + - - +
X - - + +
y - + - *
y A ~ A ~

Y (0) =3, Yoo (£1) = 2.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tatke: Y’ =12x° —4. y"=0 za X=+—.
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N (_oo _ﬁj [_ﬁ ﬁ] (ﬁ w]
3 33 3’

12x% -4 +

y' + :

y ) )

Funkcija ima dve prevojne tatke P,

3
.

\4

¢ y=x"—6x"+9x-4

Domen: X € R.

Nule funkcije: Y =0 < x® —6x%° +9x—4=(x—1)2(x—4)<:> x=1vx=4.
Presek sa y osom: Funkcija sede Y - osu u tagki (0,—4).

Znak funkcije: Za X €(—0,4),y<0,aza xe(4,©),y>0.

Asimptote: |lim y =200 funkcija nema asimptota.
X—>to0

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: Y’ =3x° —12X+9=0 za
y'=0< x=1vx=3.Za xe(-0,1)U(3+x),y'>0iy ", aza
xe(1,3),y'<0iy\.. Yo (1)=0, Y. (3)=—4.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y' =6x—12. y"=0 za Xx=2.

Za Xe(—2,2),y"<0i yNn,aza xe(2,0),y">0i yu.
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Funkcija ima prevojnu tacku P(Z,—Z).

123 L .
- )

\/

d) y=x*(3-x)

Domen: X € R.
Nule funkcije: Yy =0 x=0v Xx=3.

Presek sa y osom: Funkcija se¢e Y - osu u tacki (O, O) .
Znak funkcije: Za X € (—00,3) y>0,aza Xe (3,00) y <0.

Asimptote: |lim y =Foo funkcija nema asimptota.
X—>to0

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: Y’ = 6X —3%® za

y'=0< x=0vx=2.Za xe(-»,0)U(2,4+x),y' <0 i y\,, aza
xe(0,2),y'>0iy /. ¥ (2)=4,y,,(0)=0.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y' =6—-12X. y"'=0 za X=—.

1 14 1 "
Za Xe(—oo,zj,y >0iyU,aza XE(E,OO],)/ <0iyn.

15
Funkcija ima prevojnu tacku P E,g .
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Ya
4
12 3\ -
2
2. a)y b) Y yy=22"1
. a = ; = ; c = ;
1+ x2 x2 -1 )(_1)2
) x?—4 ) x?—2x-3 " 4x
= ; e =—; = .
y x? -1 y 2X — X? y 4 —x?
Resenje:
a) y = X
1+ x?

Domen: 1+ Xx°> >0 ,xeR.
Parnost, neparnost: y(x) = —y(—x) funkcija je neparna.

Nule funkcije: y=0< x=0.

Presek sa y osom: Funkcija seée Y - osu u koordinatnom pocetku.
Znak funkcije: Za X € (—00,0) ,¥<0,aza Xe (O,oo), y>0.
Asimptote: lim y=0 paje Y =0 (X-osa) horizontalna asimptota funkcije.
X—>Fo0
2

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y’ — 4];)(2)

(1+ xz)
y'=0< x=1vx=-1.Za Xe(-0,-1)U(L+0),y' <0i y\,, aza

e(-11),y'>0iy /. Yun (-1)=-1, Yo (1) =1.
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4x(x2—3)

(14—x2)3 '
W:0c>x=0vx:iJ§ZqXG@JEOMNJ§+w%yW>Oiyu,am
XE(—OO,—\/g)U(O,\/é), y'<0iyn.

Funkcija ima tri prevojne tacke Pl{—\/g, —?J, P, (0, 0) , P, [Ji@} .

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" =

\/

3
x? -1

b) y=

Domen: X € (—oo, —1) U (—1, 1) U (l, +oo) .
Parnost, neparnost: Funkcija je parna.

Nule funkcije: Funkcija nema nule.

Znak funkcije: Za X € (—oo, —l)U (1, +oo) ,¥Y>0 ,aza Xe (—1,1) y<0.

Asimptote funkcije: Kako je, lim Yy =Foo , Prave X =21 su vertikalne
X—-1+

asimptote. X|Lrpoo y= 0, pa je prava y= 0, tj. X - osa horizontalna asimptota.

—6X

=

Xe(—o0,0), y>0iy, ", aza XE(O,-I-OO), y'<0iy\. ymax(o):_s'

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' = y=0&x=0.Za
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6(3x2+1)

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" = —_— .
(x*-1)
Za Xe(—0,-1)U(Lo),y">0i yuU,aza xe(-11),y"<0i yn.

Funkcija nema prevojne tacke.
A

R
_13 1 X >
(ﬁ

2x-1

(x-1)

Domen: X € (—00,1) U (1, +oo),

y=

Nule funkcije: Y=0< 2Xx-1=0< X= % Presek sa y osom: y(O) =-1.

. 1 1
Znak funkcije: Za X € §,+oo ,¥>0,aza Xe _OO’E , ¥y <0.
Asimptote: lim y=0 paje prava Y =0 horizontalna asimptota.
X—>Fo0

lim y =+00, pa je prava X =1 vertikalna asimptota.
X—>1+

2X

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' = —3 y=0< x=0.

(x-1)
Za Xe(—0,0)U(L+x),y <0iy\,aza xe(0,1),y' <0iy /.
Yimin (0) =—1.
2(2x+1)
(x-1)"

"

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Yy = !

1
=0 Xx=—.
y 2
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1 " . 1 " .
Za X € —OO,—E ,V'<0iym,aza Xe —E,+OO ,Y">0 i yuU. Prevojna

tacka je tatka P (—%,—§j .

9
yll
11
-~ 3 ‘.
\ 1
-1
X% —
d) V=
)y x? -1

Domen: X € (—o0,—1)U(-11)(1,+0).

Parnost, neparnost: Y (X) =y (—X) funkcija je parna.

Nule funkcije: Y =0< x=22.

Presek sa y osom: y(0)=4.

Znak funkcije: Za X € (—o0,-2)U(-11)U(2,+0),y >0, a za
xe(-2,-1)U(12), y <0.

Asimptote: lim Yy =1 paje prava Y =1 horizontalna asimptota.
X—>too

lim y=+c0, )!I_)I’E Yy =100, pa su prave X =11 vertikalne asimptote.

Xx—>-1+

6X

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: Y’ IW, y'=0< x=0.
X" -1
Za Xe(—»,0),y'<0i yl ,aza xe(0,40),y' >0yl . y. (0)
-6(3x +1)
(-1

Za X e(—0,-1)U(L+0),y" <0 i yn,aza xe(-11),y">0i yu.

4.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" =

Funkcija nema prevojne tacke.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

'y x?—2x-3
e) y=————
2X — X*

Domen: X € (—oo, O)U(O, 2) U(Z, +oo).

Nule funkcije: Yy =0 x*—2x-3=0< x=-1v Xx=3.

Presek sa y osom: Funkcija ne seée Y - osu.

Znak funkcije:

Za xe(-1,0)U(2,3),y >0, za xe(—0,~1)U(0,2)U(3,), y <0.
Parnost neparnost: Funkcija nije ni parna ni neparna.

Asimptote: lim y=-1 paje Y =—1 horizontalna asimptota.
X—>+o0

limy=4o0, X|LI’£1+ y=200,pasu X=0 i X=2 vertikalne asimptote.

x—0F

%, y=0<x=1.
2X—X

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' =

Za Xe(—oo,l),y'>0 iy ,aza Xe(1,+oo),y'<0 A ymax(l):—4.
—6(3x* —6x+4)
(2x—x2)3

Za X €(—0,0)U(2,+%),y">0i yuU,aza xe(0,2),y' <0 i yn,

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" =

Funkcija nema prevojne tacke.

-173 -




4-x?
A
y
-2 2 X,
2 )y x> —6x+3 b) y (x-1)° . 4x—x* -4
ooay=s——r; = y=——-—";
X—3 2(x+1)° x—1
&y x?—4 'y 3x — Xx? fy 10
= e = = .
x? -1 X—4 4x% —9x% + 6X
Resenje:
X2 —6X+3
a) y=——"%
X—3

Domen: X € (—00,3)U(3, +oo).
Nule funkcije: Y =0< X*—6x+3=0< X, =3—\/Ev X, =3+\/E.

Znak funkcije:

Za X€(3—\/6,3)U(3+\/6,+00), y>0,za
Xe(—oo,3—\/E)U(3,3+\/g), y<0.

Asimptote: lim y =+oo , funkcija nema horizontalnu asimptotu.
X—>Fo0

lim y =Fo0 , prava X =3 je vertikalna asimptota funkcije.
X—3+

Kosa asimptota funkcije je prava Y =Kkx+n:

2 2
k:|imX:|imw:1’n:|im(y_kx):|im m_x —
X=X x—o  X° —3x X—>00 X—>00 X—3
K= —3x+3:_3
X—>00 X_3

pa je prava Y = X —3 kosa asimptota funkcije.
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. X*—6x+15

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: Y = ————> 0 pa je funkcija
(x-3)
je stalno rastuc¢a. Funkcija nema ekstremnih vrednosti.
. . - " -12
Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: Y = ﬁ
X—3

Za Xe(-0,3),y">0i yU,aza Xe(3,0),y"<0i yn.

Funkcija nema prevojnih taéaka.

x—1)°
b) y= ( )2
2(x+1)
Domen: X € (—oo, —1) U(—l, —I—oo).
Nule funkcije: Yy=0< x=1.

Presek sa y osom: y(O) = —%.

Znak funkcije: Za Xe(—oo,l), y<0,aza Xe(l,oo), y>0.

Asimptote: lim y =+ pa funkcija nema horizontalnu asimptotu.

X—>to0
Iirp Yy =— , paje prava X =—1 je vertikalna asimptota funkcije.
x-1)° x—1)° —5x?2 _
= lim—*=Y) =1 noiim (—)z_lx L
= 2x(x+1)" 2 | 2(x+1)" 2 xon 2X° +AX+2 2
1

prava Y = EX — E je kosa asimptota funkcije.
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(x—l)2 (x+5) '

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' =

2(x+1)’
y'=0&x=1vx=-5. xe(—0,-5)U(-11),y'>0iy /", aza
xe(-5,-1)U(L+20),y' <0 iy~.. ymax(—5)=—27r7.
, 12(x-1)
Konveksnost, konkavnost i prevojne tagke: y'=———=.y" =0 x=1
(x+1)

Za Xe(—0,1),y"<0i yN,aza xe(Lo),y">0iyu.

Prevojna tacka funkcije je P(l, 0).

v

)y 4x —x* -4
) y=———
x-1

Domen: X € (—oo,l) U (l, +oo).
Nule funkcije: Yy=0< x=2.

Znak funkcije: Za Xe(—oo,l),y>0,ozq X€(1,+oo), y <0.

Asimptote: Funkcija nema horizontalne asimptote.

Prava X =1 vertikalna asimptota, a prava Y =—X+3 je kosa asimptota.
—x* +2X

(x-1)"
y=0<=x=0vXx=2.Za Xe(—oo,O)U(2,+oo), y'<0iy\,6 aza
Xe(0,2),y'>0 iy /.

Y (2) =01 Y (0) = 4.

. Ly . !
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: Y =
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-2
(x-1)°

Za Xe(-0,1),y">0i yU,aza xe(L+0),y"<0i yn.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" =

Nema prevojnih tacka.
yA ‘

\4

3
2(x+1)2

Domen: X € (—oo, —1) U (—1, +oo) .

Nule funkcije: ¥y =0 za x=0.
Znak funkcije: Y <0 za Xe (—OO, —1)U(—1, 0), y>0za Xe (0, +oo).

Asimptote: Funkcija nema horizontalnu asimptotu, prava X = —1 je vertikalna

asimptota, a prava Y = EX —1 je kosa asimptota funkcije.

2

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' = M

2(x+1)
y'=0x=0vx=-3.Za xe(—0,-3)U(-L+»),y>0iy ", aza

, 27
e(—3,—1), V<0 iyN. Vi (—3)=—?.
14 3X "

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" = - Y =0 x=0.

(x+1)

Za Xe(—,0),y"<0 i yn,aza xe(0,+x),y">0i yu.

Prevojna tacka funkcije je P(O, 0).
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y
_3 -1 .
| X
L2
8
) 3x— x?
e =
y X—4
A |
y I
1 346
By = 10
y_4x3—9x2+6x
X
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4. a)y=xe"; b)y=xe" c)y:e’x(2—x2); d) y=xe .

Resenje:
a) y=xe*
Domen: X € (—oo, +oo) .

Nule funkcije: X=0.
Znak funkcije: Y >0 za XeR.

. . oXPL L o2xAt
Asimptote: lim y =+o0, lim —= lim —2=1lim —=+0,

X—>—o0 X—>+0 @ x—>+o0 @% X—>+0 @
paje Y =0 (X-osa) horizontalna asimptota funkcije.
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:

y'=e7x(2-x), y =0 x=0vx=2.
Za Xe(—0,0)U(2,+%0) y'<0 iy\,aza xe(0,2) y'>0 iy .
ymin (O) =0 ) ymax (2) = 4e_2 ~ 0,54 .

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke:

y'=e” (X —4x+2), ' =0 X’ —4x+2=0c X, =242 .
Za XE(Z—\/§,2+\/§),y”<O iyN,aza
XE(—OO,Z—\/E)U(2+\/§,+OO), y'>0i yu.

Prevojne tatke date funkcije, tj. njihove priblizne koordinate su P, (0,59;0,19) i

P,(2,410,52)

yl\

\\/Pl/\PZX
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b) y = Xx’e"

Domen: X € (—oo, +oo) .
Nule funkcije: X=0.
Znak funkcije: Y <0 za X<0, y>0 za x>0.

Asimptote:

ox3L . 3P L.. BXxL. 6 .

lim —=1lim =lim —=Ilim —=-0, lim y=+wx,
x——0 @~ x—>-—0 —@~ x——0 @~ x—-o @~ X X—>+00

paije Y =0 (X- osa) horizontalna asimptota funkcije.
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:
y'=x*(x+3)e*, y=0<x=0v x=-3.Za xe(-0,-3),y'<0iy\,, aza

Xe(-3450),y'>0 iy /. Yo (-3)=(-3) e :_?z_m.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke :

y":x(x2+6x+6)ex.

y' =0 X, =0vx,=-3-+/3~—4,73v X, =—3+/3~-1,27.

Za Xe(—oo,—3—\/§)U(—3+\/§,0), y'<0iyn,aza
XE(—3—\/§,—3+\/§)U(O,+OO), y'>0iyu.

Prevoine tacke funkcile su P, (-3-+/3,-0,73), P,(-3++/3,0,8),R,(0,0).

v
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<) y=e’x(2—x2)

Domen: X € (—oo, +oo) .
Nule funkcije: X = i\/§. Presek sa y osom: y(O) =2,

Znak funkcije: Za Xe(—oo,—\/E)u(\/zH)o), y<0,aza X e(—ﬁ,ﬁ)
y>0.

. i —x?L . -2xbt . 2L
Asimptote: |lim Yy = —o0, lim =lim —=1lim —=-0,

X—>—00 X—>+0 @ X—>+0 @ x—>+0 @%

paje Y =0 horizontalna asimptota. Funkcija nema vertikalnu asimptotu.

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:

y':e*X(xz—Zx—Z),y':O<:>x:li\@.

y / za Xe(—OO,l—\/g)U(l+\/§,OO), y\, za Xe(l—\/§,1+\/§).
Ve =Y (%) = Y1 * 2,33 Yy = ¥(%) = ¥, = 0,9.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke:

y”:e*X(4x—x2) y'=0=x=0vx=4.

Za x€(0,4),y">0i yu,aza xe(-0,0)U(4,0),y"<0i yn.
y(0)=2, y(4)=e"-(-14)=-14e™ ~ 0,26 su prevojne tatke funkcije.

yA

[1-38
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d) y= xe ™

Domen: X € (—oo, +oo) .
Nule funkcije: y=0< x=0.
Znak funkcije: Za X € (—O0,0) y<0,aza Xe (O,oo) y>0.

Parnost, neparnost: funkcija je neparna.

Asimptote: lim Y =0 pa je prava Y =0 horizontalna asimptota funkcije.

X—>+o0

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:

2
y’=—1 22x V=0 x:iﬁ.
e)(

Za XE{—£ £) y >0iy, /,aza XE(— —%J[%,w],y'<0i VAN

V2 1. (V2] 1
Yimax = ){7}2—@' Yinin = Y[—7J——-

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke:

2x(2x2—3) 3
y”:— y'=0x=0vx=+ 2 . Za
XE(— j [\/7 jy"<0iym.
y(0)=0 y( Sj 3 ( BJ \/?Te_2 ine tatke funkeij

’ - - y — | = T\ SU prevojne rtacke runkcije.
2 2 2 2

]y>0|yu a za
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v

7
2

1 1 _1 1 1
5.a) y=e%; b) y=Xe *; ) y=e*; d) y=(x+2)e je) y=xe.

Resenje:

1
a) y=¢*
Domen: X € (—oo, O)U (0, oo) .
Nule funkcije: Funkcija nema nula.
Znak funkcije: Y >0 za XeD,.

Asimptote: lim y =1, funkcija ima horizontalnu asimptotu Y =1.
X—>to0

limy=0, limy =+, funkcija ima vertikalnu asimptotu X =0, kada X — 0
x—0- Xx—0+
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:
1
y' = ——Zex , X€E DX ,Y' <0i y\,.Funkcija nema ekstremnih vrednosti.
X

+°

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke :

1
= 1+2x
y”:eX . X4 ,

y"=0C>X=—%-Za Xe(&—%),y’ko i YN, aza

XE(—%,+OOj,y"<O i YU. Prevojna tacke je P(-%,e_zj-
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1
b) y=xe ¥

Domen: X € (—oo, O) U (0, oo) .

Nule funkcije: Funkcija nema nula.

Znak funkcije: Za X € (—O0,0), y<0 ,aza Xe (0,+oo) y>0.
Parnost, neparnost: funkcija je neparna.

Asimptote: lim y =+o0, funkcija nema horizontalnu asimptotu.
X—>to0

1 1
L L W _1L 2
k:Iimexzzl,nzlim(xe XZ—szlime 1:Iime 11-(_£j:o

X—® X—® X—® 1 X—®
X

X
paje Y =X kosa asimptota funkcije.

lim y=+0 , pa funkcija nema vertikalnih asimptota.
x—0%

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:
1

- 2
y'=e ’ (14_? , XeD,,y" >0iy /. Funkcija nema ekstremnih vrednosti.
Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke:

1 2
— 2—X
" 2
y = 2e * - 5 !

X

Za XE(—OO,—\/E)U(O,\/E),)/">O i YU, za XE(—\/E,O)U(\/E,+OO),y"<O

y”=0<:>x=ix/§.

- L
iym. y(—\/i)=—\/§e 2~-0,86; y(\/i)=\/§e 2 ~ 0,86 su prevojne tacke.
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1
C) y:e X+1

Domen: X € (—oo, —1) U(—l, +oo) .
Nule funkcije: funkcije nema nula.
Znak funkecije: Y >0 za xeD,.

Presek sa y osom: y(O) —el= 1 .
€
L
Asimptote: lim e *! =¢™ =1, prava Y =1 je horizontalna asimptota.

X—>to0
_1 L
lime ! =e™ =+00, lime * =~ =40, prava X = -1 je vertikalna

X—>=1- X——1+
asimptota funkcije.
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:
L
y'= (X +:|.)72 e “; xeD, y'>0 y /. Funkcija nema ekstremnih vrednosti.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke:
2x+1 - 1 1
y'=————e " Yy =0 X=-=.Za XE(O,——j,y”>O i YU, aza
(x+1) 2 2

N |-

" 1 2
Xe|—=,+0 [,¥"<0 i Y. Prevojna tacke funkcije je P —E,e .
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1

d) y=(x+2)er

Domen: Xe(—O0,0)U(0,00).

Nule funkcije: X =-2.

Znak funkcije: Za Xe(—OO,—Z),y<0 , d za Xe(—2,+00), y>0.

Asimptote: lim y =00 , funkcija nema horizontalnu asimptotu.
X—>*o0

1
k=limY = limX*2.ex 21,

X—»00 X X—>00 X

n:lim((x+2)-ex—xj:lim{x(ex—l}rzw]:lim 1 +2=3,

X
paje Y =X+3 kosa asimptota funkcije. |i|’n0 y=0, limy=+cw.
X—>—!

x—+0

Funkcija ima vertikalnu asimptota kada X — 0, .
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:

— 2_ [—
y':ex-x—)z(z, Y'=0 za X=-1vx=2.
X

Za Xe(—0,-1)U(2,0),y'>0 iy, aza xe(-12),y'<0i y\..
1
ymax = y(_l):E’ ymln = y(2):3%
, . r3x+2
Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" =¢€* - N

y"=0<:>x=—%.Za XE(—oo,—g),y’kOi yN,aza Xe(—§,+ooj,y”>0
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g 3
i yu. y(——j = g-ez je prevojna tacka funkcije.

e

|
o
|

2P X,
/=11 2

e) y=xex

v

6. a) y:In_x; b) y =X In®x; o y=x"(1-2Inx);
X
d) y=x’Inx.
Resenje:
In x
a) y=—-
X

Domen: X € (0, +oo).
Nule funkcije: X=1.
Znak funkcije: Za X € (0,1) y<0,aza Xe (l, +OO) y>0.

Asimptote: lim y =—0, pa je prava X =0 vertikalna asimptota.
X—>+0

lim y=+0, pa je prava ¥ =0 horizontalna asimptota funkcije.

X—>+0
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Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:

, 1-Inx

y==———,y=0c1-Inx=0< x=e.
X

Za xe(0,e),y'>0iy 7, aza xe(e,+0),y <0 y\. ymax(e):%

2Inx-3 3

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" = 7 Y =0 x= e2.
X

3 3
Za Xe(O,ezJ,y"<0i yN,aza XE[EZ,OOj,y”>O i yu.
3
2.3 N
y[e )— —73 ie prevojna tacka.
2e?

b) y = x*In’x

Domen: X € (0, +oo).
Nule funkcije: Yy=0< x=1.
Znak funkeije: Yy >0,xeD,.
Asimptote: lim y=+0, lim y =+o0, funkcija nema asimptota.
x—+0 X—>+00
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' = 2x(|n X +l) Inx,
y=0cx=1v x=e".zaq XE(O,e’l)U(l,Jroo), y>0iy/,aza
xe(eh1),y <0 y\. Yoo (e")=e?~014, y, (1)=0.

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" = 2(In2 X+3In X +1) ,
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35 —3+/5
y'=0=x=e 2 =0,07vx,=e 2 =0,68.

Za x€(0.07,0.68),y" <0 i y,aza xe(0,0.07)U(0.68,+), y" >0 i
yuU.
Funkcija ima dve prevojne tacke: P1(0'07 , 0.03), P2 (0.68 , 0,07) .

f/\@/ X
et 1 -

o y=x*(1-2Inx)
Domen: X e (O,—l—oo).
Nule funkcije: X = \/E .

Znak funkcije: Za XE(O,\/E), y>0,aza Xe(\/g,+oo), y <0.

. ., . 1-2Inxt .
Asimptote: lim x* (1-2Inx) = lim —=lim x* =40,
X—>+0 X—>+0 X~ X—>+0
lim y = —o0, lim l = lim x(1—2ln X) = +00. Funkcija nema asimptota.
X—>+00 X—>+0 X X—>+00

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:
y'=-4InX, paje Y=0& x=1.

Za Xe(O,l), y'>0iy, /,aza Xe(1,+oo), Y <0iyN. Voo = y(l):l.
Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke

y'=-4(Inx+1) , y"=0<x=e".za x(0,e?), y">0i yU,aza

Xe (e‘l, -I—OO), y'<0iyn. y(e‘l) =367 je prevojna tagka.
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d) y=xInx

Domen X € (O, +oo) .
Nule funkcije: x=1.

Znak funkcije: ZaXE(O,l), y<0,aza X e(l,+00), y>0.

1
. . Inx oy L1 ,
Asimptote: |im — = lim —X = —= lim x* =-0, lim y=-+o,
X—>+0 ¥~ x—>+0 3~ 3 )x>+0 X—>+0
lim X = lim xX*Inx = +00, pa funkcija nema asimptota.

Xt X Xt

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: ' = X2 (3|I’l X +l),

1 1
y=0& x=¢e°3%0,7.Za XG[O,e 3), y'<0iy\,aza

1 N ]
XE(e 3,+ooJ, y'>0iy . ymm:(e 3] Ine 3=3—z0,1.
e

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" = X(6 In X+5)

_5 _5 _5
y'=0&< x=e ¢x0,2. Za Xe(O,e GJ, y'<0iyN aza XG{e 6’+OOJ'

5 5
y">0 i yU. Prevojna tatka funkcije P(e 6,—66 2 j
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P Se—l X‘
/1 -
7. @) ye—t by y =t INX LN 2 x—dlnx+3.
Inx-1 X 1+1Inx
Resenje:
) y= !
Inx-1

Domen: X>0AINXx-1#£0< x>0Ax#e < xe(0,e)U(e,+).
Nule funkcije: Funkcija nema nula.

Znak funkcije: Za X € (0,6) y<0,aza Xe (e,+oo) y>0.

Asimptote: Iirp y=-0, lim Yy =10, pa je prava X =€ vertikalna asimptota.
x—>0+

X—et

lim y=+0, pa je prava Y =0 horizontalna asimptota funkcije.

X—>+00

Intervali monotonosti: i ekstremne vrednosti: y' = -—, y'<0, y\..
x(Inx-1)
Funkcija nema ekstremnih vrednosti.
) ) y y Inx+1
Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y' = ———,
x(Inx-1)

y'=0ox=e"Za xe(ete), y'<0iyn aza xe(0,e)U(e,+x),

41
y” >0 i yuU,paie P(e l,—Ej prevojna tac¢ka funkcije.
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1+Inx

b) y=

Domen: X € (0,+oo ) .
Nule funkcije: x=e"’.
Znak funkcije: Za X e (0,6_1) y<0,aza Xe (e_l,+00), y>0.

Asimptote: lim y =—o0, lim y =+0, pasuprave X =0, odnosno y =0
x—>+0 X—>+0

vertikalna i horizontalna asimptota.
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:

y':—l)r:—zx, y=0c x=1.Za XE(O,].), y'<0iy\,aza Xe(l,oo),

Y'>0 iy /. Yo =Y(1)=1.
2Inx-1

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke y" = 3 , paije
X

y'=0<x=1e.zZa Xe(O,\/E), y'<0< YN, aza XE(\/E,OO),

y'>0 yu

3 3
y(\/g) = m Prevojna tacka je y(\/g,m) .
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\4

)y 1-Inx
Cc =
1+Inx

Domen: X € (0, e’l)U(efl, —l—oo).
Nule funkcije: X=¢€.

Znak funkcije: Za XG(O,e‘l)U(e,+oo),y<O a za Xe(e‘l,e) y>0.

Asimptote: Prava X = et je vertikalna, a Y = —1 horizontalna asimptota.

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:

=—————,Y <0 y\,.Nema ekstrema.
Xx(1+Inx)

!

2(3+Inx)

Konveksnost, konkavnost i prevojne tacke: y" = — a3
x* (1+Inx)

y'=0cx=e".za xe(0,e°)u(e?,+),y">0i yU,aza

Xe (e‘3,e‘1), y” <0 i yN. Prevojna tatka je P (6_3, —2) .

Yl
e‘ll\e X,
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INTEGRALNI RACUN

. NEODREDENI INTEGRALI

. ODREDENI INTEGRALI

. NESVOJSTVENI INTEGRALI

. PRIMENE INTEGRALNOG RACUNA
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6.
INTEGRALI

Aristotel (287-212)
Problemi izraéunavanja duZina lukova, povrsina, zapremina i sliéno, interesovali su
naucnike od nastanka civilizacije. Mnogi od nih, od Aristotela do Lajbnica i Njutna resavli
su ove probleme uglavnom metodom ekshaustije (iscrpljivanja) i metodom nedeljivih

delova (matemati¢ki atomizam).

Obe metode bazirale su se na beskonaénim sumama i kao takve predstavijale nadahnuée
u postepenom i dugotrajnom nastajanju pojma integrala. Njutn i Lajbnic, uz pomoé
Dekartovih koordinata, ucinili su onaj kvalitativni skok koji se zove otkriée integralnog
racuna.

Tokom 18. i prve polovine 19. veka integralni raéun se razvijao pod dominantnim
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6.1. NEODREDENI INTEGRALI

Jedan od osnovnih zadataoka diferencijalnog raéuna je odredivanje izvoda ili
diferencijala date funkcije. Ali, ako se postavi obrnuti problem, odredivanje funkcije

kojoj je poznat izvod ili diferencijal, dolazi se do integralnog raduna.

Pitanja koja se sada mogu postaviti i potraZziti odgovor na njih su sledeca:
1. Da li svaka funkcija moze biti izvod neke druge funkcije 2
2.  Ako ta funkcija postoji da li je jednoznaéna 2

3.  Ako ta funkcija postoji, kako da je odredimo?

= Neka je neprekidna funkcija f (X) definisana na intervalu (a,b). Funkcija F (X)

zove se primitivna ili prvobitna funkcija funkcije f (X) akko je
F'(x)=f(x) il dF (x)=f(x)dx.

= Ako je F (X) primitivna funkcija funkcije f (X) na intervalu (a,b), tada je i bilo
koja funkcija oblika F (X)+C takode primitivna funkcija funkcije f (X), pri éemu
je C proizvolina konstanta.
!
(F(x)+C) = f(x).
A
CZ

C
3 C,

_/

Napomena: Primitivna funkcija nije jednoznaéno odredena veé je u pitanju

familija krivih koje se medusobom razlikuju za konstantu C .
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Primer:

Funkcija F (X) =SIN X je primitivna funkcija funkcije f (X) =COSX jerje
- ! -
(sinx+C) =cosx, ti. d (sinx+C)=cosx-dx

= Skup svih primitivnih funkcija funkcije f (X) na intervalu (a, b) zove se neodredeni

integral i obelezava se:
J f (X)dX odnosno I f (X)dX =F (X)+C .

Funkcija f (X) zove se podintegralana funkcija, a sam postupak izradunavanija

integrala zove se integracija.

Oznaku I za integral, kao skraéenicu od latinske redi integralis, koja znadi potpun,

uveo je Lajbnic. Oznaka predstavlja modifikovano slovo S koje predstavlja zbir i
potice iz definicije odredenog integrala.

Primer:

jcosxdx=sin x+C.

6.1.1. OSOBINE NEODREDENOG INTEGRALA

®  Svaka neprekidna funkcija f (X) na intervalu (a,b) ima na tom intervalu
primitivnu funkciju F (X) .
= Diferencijal neodredenog integrala jednak je podintegralnom izrazu.

df £ (x)ax=f(x)dx, ([ f(x)dx) = f(x).

®  Neodredeni integral diferencijala neke funkcije jednak je podintegralnoj funkciji:

Jd(f(x)="f(x)+C [ £(x)ax=f(x)+C.
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Nasuprot izraéunavanju izvoda koje nije bilo problem ni kod veoma sloZenih funkcija,
ne postoji opsti postupak za izraéunavanje primitivne funkcije, odnosno izracunavanije
neodredenog integrala.

Na osnovu uvedenih pravila, tablice integrala i definisanjem specifi¢nih metoda mogu
se izracunati samo neki tipovi neodredenih integrala.

Medutim, postoje relativno jednostavne funkcije &iju je primitivnu funkciju nemoguée
odrediti pomodu elementarnih funkcija, mada postoje, kao $to su na primer:

2 sin X 1
y:e ,y:—’y:—

6.1.2. OSNOVNA PRAVILA INTEGRACIJE

Ako funkcije f (X) ig (X) imaju primitivne funkcije na nekom intervalu onda vazi:

= [C-f(x)x=C-[f(x)dx,CeR,C#0

= [(f(x)xg(x))dx=]f(x)dx=[g(x)

Osim ovih pravila potrebno je znati i tablicu osnovnih integrala.
Tablica osnovnih integrala dobija se kao inverzna tablica, tablice osnovnih izvoda.
Integrali obelezeni sa * su polutabliéni integrali. Oni se raéunaju pomoéu osnovne

tablice integrala, primenom neke od metoda integracije.
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6.1.3. TABLICA OSNOVNIH INTEGRALA

n+1

_ Ny _ X
1de_x+C ZJX dx_n+1+C,(n¢—Q
3I1dx—hﬂ4+c 4Jaxdx—jﬁ—+c (a>0)
U T ' " Ina
SJ&dx:eX+C GJﬁnxdx:—cmx+C
7Jcmxdx:ﬁnx+c 8I dx=tgx+C
cos® X
9_[ dx=-ctgx+C 10.[ >—dx=arctgx+C
sin? x X
11j dx:lmag§+c 12j ! dx=arcsinx+C
x2+a a a /1—x2
13! dx arcsin — +C 1f4———£——dx=h1x+Vx2ia2+C
Ja? Vx% +a?
* X—a
15. dx=I C
IXZ_aZ = nx+a+
Primeri:

3 3
J.XZdX=X?+C,za'ro sto je (%-FCJ = x? ,

3

X2

IJ_dx Ixzdx =
szm X dx :3jsm xdx:—3cosx+C,

e* +2x% )dx =|e* dx+2| xX’dx=e* +=x*+C,
i

j 1 dx=£arctg§+c,
2 2

X2 +4
X+vx2+1

=In +C

1
Nevis
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6.1.4. METODE INTEGRACIJE

METODA SMENE

U nekim slué¢ajevima i pored toga §to znamo da postoji primitivna funkcija funkcije
f(X) ne mozemo metodom neposredne integracije izracdunati njen neodredeni

integral. U takvim slu¢ajevima se Cesto koristi metoda smene.

1. Neka je f (X) slozena funkcija promenljive T, tj. f (X) =f (g (t)) Smenom
X=4d (t) gde je funkcija g(t) neprekidna sa neprekidnim izvodom i inverznom

funkcijom t =g (X), dobijamo

[ ()dx=[f(g(t)-g'(t)dt.

Primer:

Izradunati | = I\/ 2x+3 dx.

1
Ako uvedemo smenu 2X +3 =1, diferencijal je 2dX = dt, odnosno dX = Edt , pa

zadati integral postaje tablicni integral oblika
1 t 1
Lra=tfea-tt c-lE.c.
.[ .[ 2 E 3
2

Ako se vratimo na promenljivu X, reSenje zadatog integrala je

|=% (2x+3)’ +C.

Primer:
_— dx
Izradunati | = | ——.
X+2
X+2=t
X +C=Infx+2[+C.
dx = dt t
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METODA PARCIJALNE INTEGRACIJE

= Nekasu U=U (X) iVv= V(X) diferencijabilne funkcije. Jednakost:

Iudv=uv—jvdu

naziva se formula parcijalne integracije.

Dokaz: Na osnovu formule za diferencijal proizvoda funkcija dobijamo da je

A
d(u-v)=(u-v) dx=(u-v'+u"-v)dx=u-(v'dx)+v(u'dx)=udv+vdu.
Integracijom ove veze dobijamo Id (U -V) = I(U dv+vd U) odakle je:

(u-v)=j(udv+vdu) ili jUdVZUV—IVdU,pod uslovom da postoji jvdu.

Napomena: Kod parcijalne integracije najveéi praktiéni problem je odrediti $ta je

funcija U, a $ta je diferencijal dV. U rady, korisno je drzati se slededih pravila :

a) Kod proizvoda polinoma i eksponencijalne funkcije ili trigonometrijske funkcije, U
je uvek polinom.

b) Kod proizvoda polinoma i logaritamske funkcije ili inverzne trigonometrijske
funkcije U je uvek logaritamska funkcija, odnosno inverzna trigonometrijska
funkcija.

¢) Kod proizvoda inverzne trigonometrijske i eksponencijalne funkcije svejedno je sta
jie U.

Primer:
Izradunati | =J-XCOS xd x
I { u=x, du=dx

. =x-sinx—jsinxdx:x-sinx+cosx+C.
dv=cosxdXx,v=sinx

Napomena: Konstanta integracije kod integrala za izraéunavanje funkcije V moze se
izostaviti i proizvolinu konstantu dodajemo na kraju postupka integracije kao zbirnu
vrednost.
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INTEGRACIJA RACIONALNIH FUNKCIJA

P (%)
Q (x)

1. Ako je N> M, tj. funkcija (X) neprava racionalna funkcija, tada deljenjem

racionalna funkcija, gde su N i M stepeni datih polinoma .

Neka je f (X) =

n

polinoma P (X) sa polinomom Qm (X), funkciju f (X) mozemo prikazati kao zbir

polinoma i prave racionalne funkcije u obliku

Primer:
2
X
Izradunati | = I dx.
Xx-1
2 1

Podintegralnu funkciju moZzemo napisati u obliku 1 =X +1+—1,

X— X—

paje | :J(x+1+ijdx=x—2+x+ln|x—ﬂ+c.
x-1 2

2. Ako je f(X)z Pn(X) prava racionalna funkcija (n<m) tada se ona moze

Qu (%)
rastaviti kao zbir parcijalnih razlomaka oblika

A Ax+ B
k ’ k
(x—a) (x2+bx+c)
pri éemu prvi tip razlomka potice od realnih, a drugi tip od kompleksnih nula polinoma

Q, (X) u imeniocu funkcije f (X)

Prema tome, problem se svodi na reSavanje integrala oblika

A Ax+B
—dxili | —————d
I(x—a)k ” IIJ‘(x2+bx+c)k ”

gde su A i B realne konstante koje treba odrediti, K € N , a kvadratni trinom

X* +bX+C ima konjugovano kompleksno nule.
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SLUCAJ KADA POLINOM U IMENIOCU IMA REALNE | JEDNOSTRUKE NULE

= Ako su kod funkcije f (X) = realni medusobno razliciti brojevi

X

l’X

5, X3,+* X, nule polinoma Q, (X), onda se funkcija f (X) moze napisati kao

P, (%) |
) (%) (X,

f(x)=
a, (
Ovaj izraz se moZe rastaviti kao

P.(X) A A

a, (X=X ) (X=%, ). (X=X) Tx-x, " X — X, T

gde se posle odredivanja koeficijenata Ai, A21 An , izradunavanje integrala svodi se

na zbirove integrala oblika J. A dx, 1<k<m.
X — X,

Primer:

d x

X+3
1=[=
X" =X
Rastavicemo podintegralnu funkciju na parcijalne razlomke

x+3 x+3 A B

X2—Xx x(x-1) :;JFE'

Metodom neodredenih koeficijenata odredicemo nepoznate koeficijente Ai B .

Iz predhodne veze, uklanjanjem razlomaka dobijamo:
X+3=A(x-1)+Bx < x+3=Ax—A+Bx < x+3=(A+B)x—A.

Uporedujuéi koeficijente uz promenljive sa leve i desne strane jenakosti, dobijamo
sistem jednadina

A+B=1i-A=3.
Re3avanjem ovog sistema jednadina dobijamo koeficijente, tj. A=-3, B=2.
3 2
Trazeni integral je: j ——+—1 dx =-3lIn |X| +2In |X—1|+C .
X X-

Napomena: Koeficijente A i B mogli smo izradunati ako redom zamenimo vrednosti
x=0, Xx=1 ujednakost Xx+3=A(x—1)+Bx.

Za X =0, dobijamo A=-3,
za X =1, dobijomo B=2.
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SLUCAJ KADA POLINOM U IMENIOCU IMA | VISESTRUKE NULE

P (x)
Qu (%)
kl, X=X, reda k2 w. X=X, reda km, onda se funkcija f (X) moze napisati u

obliku:

» Ako su kod funkcije f (X) =

nule polinoma Q (X) videstruke, X =X, reda

'Ai Bl 1
f(x)= + +
(x) o o T
+ A ot B, ottt _2 4
(x=%)" (x=X%,) X=X,
Aﬂ + Bm .. Bm

ot .
(x—xm)km (x—xm)km_l X=Xn

Integral se svodi na izraéunavanje zbira integrala .

Primer:
_J- dx
x*(x-1)
Kako je X =0 dvostruka nula imenioca, njoj odgovaraju dva parcijalna razlomka:
1 A B C
———~=—+—+——, 1= AX(x-1) + B(x-1)+Cx?,
x*(x-1) x x* x-1

1=(A+C)x?+(-A+B)x-B, A=-1,B=-1,C=1,

I =—In|x|+%+|n|x—1|+C.
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SLUCAJ KADA POLINOM U IMENIOCU IMA | KOMPLEKSNE NULE

P, (x)
* Ako su kod funkcije f (X) = nule polinoma Q, (X) komleksne bez
Qn (%)
visestrukosti, onda se funkcija f (X) moze napisati u obliku

=7 . (x)

X* +ax+h ) (X +a,x+b, ) (x* +a,x+b, )
Ovaj izraz se moze rastaviti kao

f(x)— Ax+B, N A X+ B, e A X+B,

x*+ax+b x*+ax+b,  x*+a x+b '
L Ax+B L.
Integrali oblika jz—d X se reSavaju metodom smene.
X“+bx+c

Primer:
x—1
= [ XL
X(1+x%)
Rastavljamo podintegralnu funkciju i odredujemo nepoznate koeficijente

x-1 _A Bx+C 2
m_XJrle, x—1= A(1+x*)+(Bx+C)x,

x-1=x?(A+B)+Cx+A, A=-1 C=1,B=L

dx X+1 dx X dx
| =—|—+ dx=—|—+ dx +
X -[ -[1+x2 J.1+x2

1+ x? X

1
:—In|x|+§ln(1+ X*)+arctgx+C.
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ZADACI

Izraéunati sledeée integrale:

1. a) |=j%; b) |:j(4x3+3x—5&+8)dx;
XX +3/x NG
c)lzj{T]dx; d)I:lede.
ReSenje:

PO
a) |=jx 2dx=T+C=2J§+C;
2
1
b | :J'4x3dx+J'3xdx—J'5\/§dx+J'8dx:SJx3dx+Bdex—SIx5dx+8Idx

1

4 2 21 3 3
_4. X3 X 5 X i =xt X100 ek,
4 72 UL 2 3
2

12 ¥z x 3 9 3 1
<) Izj X24+x 3 |dx= + +C=—x2+3x3+C;

1+1 _§+1
2 3
x?+1-1 1
d | = dx=1|1- X =X-—arctgx+C .
) I 1+ x° j[ 1+x2jd d
dx
2. | = | tg®xdx; by | =[——— .
o Ig ) Isinzx-coszx
COS 2X . X x
| = | ——————dx; d sin—+cos— | dx.
° -[sinzx-coszx )j( 2 2)
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sin® x 1—-cos® x 1
| = dx=|———dx= -1|ldx=tgx—x+C;
o J. 2 J. cos® X I(coszx j J

HJ 2
b)I:J'Sln X+ 08 de:f( L + L jdx:tgx—ctgx+C;

sin® x-cos? X cos®x sin?x
2 =2
COS“ X—SIn“ X 1 1
<) Izj — > dx=j —————— |dX=—Ctgx—tgx+C;
sin‘ X-cos” X sin“x cos® X

d | = j(sinz§+Zsin§cos§+coszgjdx =j(1+sin x)dx =x —cosx +C.

2 . 2
3. | =|| —=+sinx—-3e" - dx ;
“ J(%/x 1+ XZJ

b)l:j 2 3 +ﬂdx;
1+x° J1-x2 X

e—x
I =|e*| 2+ dx ;
° j ( coszxj

d) I:J' 4cosx—L dx.
9-9x?

Resenje:

1 2
a) Izj 2X 3 +sinx—3e* - 2 dx =3x°% —cosx —3e* —2arctgx +C ;
1+ Xx?

b) | = 2arctgx—3arcsin x+4In|x|+C;

c)|=I 2e" + L dx =2e" +tgx +C;
cos? x

d)I=I[4cosx— > de=4sinx—§arcsinx+c.

3J1-x?
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2X X ol _

4. a)|=Ide; b)I:jA' X dx;
e 2++/X
18x* -2
o) |:j o1 9% d) |=j(&+1)(x—&+1)dx.
Rezultat:
a) | =" —cosx+C; b) I=2x—§x\/§+0;
2

o | =3x*+2x+C; d) |=2X5\/;+X+C.

Resiti sledeée integrale metodom smene:

_ 8 _ dx . 2( 3 2

5. a) |_j(5—2x) dx; b) |_j3x+1; ) |_jx (x*+3) dx;
Resenje:

5-2x=t 9
a) | = =—lj-t8dt=—1-t—+c:—i(4—2x)9+C;

—2dx = dt 2 2 9 19

3X+1=t
) | = S L e = inxagec

3dx =dt 3t 3 3

3 _ 3

o l= X2+3_t :lj‘tzdtzl-t—+c:1(x3+3)3+C.

3x“dx=dt| 3 33 9

X X 2X+3
6. | = dx; b) | = dx; | =
) J‘1+x2 ) I 1+x2) ° J.X2+3x—1
Resenje:
2_

a) | = Lx=t =1jgzzlln|t|+c:lln‘1+x2‘+c;

2xdx =dt| 27t 2 2

2_

by 1=t =t L d—ztzl.[t‘zdtz—i-}+C=—;+C;

2xdx=dt| 27t* 2 2t 2(1+x2)
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x?+3x—-1=t dt
1= =Inft|+C =In|x*+3x-1]+C.
(2x+3)dx=dt t

3
7. a) Izszx/x3—9dx; b) I:'[x\3/x—3dx; <) I:I@dx.
Resenje:
X —9= 1 2t 2 3
a) |_{3X2dx dt} det_—jtZdt_— —+C—9(\/x3—9) +C;

x-3=t*,x=t+3
b) | ={dx:3t2dt }=j(t3+3)-3t3dt=3j(t6+3t3)dt=

_3(;3 ﬁj ro=3(e2) « 2z e,

4 4
2++/x =t

o =1 dx =2]t3dx=gt4+C:l(2+\/§)4+C
X _dt 4 2
24/x
2 "xid i
8. y I =|edx; b) | =|e ™ xdx; ) | =|—=dx;
a j I ¢ I&
eX
d) | = dx.
) J-ex+1
ResSenje:
2x =t
a) | = =£Ie‘dt=1e‘+C=EeZX+C;
2dx =dt 2 2 2
b) | = _——j tdt——— “4C,
3x2dx dt
Ix =t
o 1={ dx _Zjetdt=2et+C=2e&+C;
=dt
2Jx
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e +1=t
d) | = * = E:In|t|+C:In ex+1‘+C.
e*dx =dt t
2
9. q)I:jIn X dx; b)I:J. L
X X-Inx-In(In x)
Resenje:
Inx=t t° In® x
) | = = |t’dt=—+C = +C;
=k r=[rdt=g
X
b)
Inx=t it Int=s ds
I = =|—-= =|—=In|s|+C=In|Int|+C=In|In(Inx)|+C
%zdt tint %:ds Is Is1+ [int]+ [In(Inx)|+
X

Rezultate ovih integrala korisno je znati i koristiti u reSavanju
sloZenijih integrala. Cesto ih nazivamo polutabli¢ni integrali.

a)j i :lln|bx+a|+C,b¢O; b) Ie”dx=1e"‘x+c,a¢0;
bx+a b a

c) Isinaxdx=—1cosax+c ,a=0; d) cosaxdx=lsinax+C ,a=0.
a a

ReSenje
bx+a=t

a)j X 1 =—J.$=£In|t|+c=1In|bx+a|+C,b;tO;
bx+a dX:Edt bt b b

ax =t

1. 1
=—|edt=—e"+C;
1dt aj

b) je“dx = )

dx ==
a

primeri pod ¢) i d) se dokazuju istom smenom kao u predhodnom sluéaju.
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10. a) I=J'(e‘x+1)dx; b) I:_[(e‘*+e‘2x)dx;
¢ | =_|'(sin 2X+Cc0s3x)dx..

ReSenje
a) | =—e " +x+C;
1
b) | =—* —Ee‘zx +C;

o) | =—£c032x+lsin3x+c.
2 3

11. a) I=jsin3xcosxdx; b) Izjtgxdx;

X sin x
C) IZIWdX; d) |=I—dx.

1+ 3cos X
Resenije:
sinx=t
a) | = =_[t3 dt:1t4+C=lsin4x+C;
cos xdx =dt 4 4
i cosx =t
b) | :Iﬂdxz ) [ ﬁ
COS X —sinx dx =dt t
=—In|t|+C =—In|cosx|+C =1In +C;
|cos x|
2x% =
g1={ X =t =1j _dtz _Legtic=—tagaic,
4xdx=dt| 4°7sin“t 4 4
1+3cosx =t
d) | = _ _ 1 ﬂ=—lln|t|+(3=—1In|1+3cosx|+C;
—3sin xdx = dt 37t 3 3
12. a) I:jsinzxdx; b) Izj‘cos4 xdx ;
Resenje

a) | =%j(1—c052x)dx =%(x—%sin 2xj+C ;
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2
b) | = j(cos2 x)2 dx = J(%j dx I%J.(l-i- 2C0S2X + Cos? 2x)dx

:lj(1+20052x+—1+C054dex L x+sin2x+1(x+lsin4x) +C
4 2 4 2 4

=§x+lsin2x+isin4x+c.
8 32

13. a)l :J'sinSde; b) | :J.sine’x-cos3 dx.
ReSenje:
cosx =t
a) | =J'sin2xsin xdx:.[(l—cos2 x)sin xdx=4{
—sin xdx = dt

3 3

=—I(l—t2)dt =—t+%+C ——cos X+ 22

X
+C;

b) I:Ising’x(l—sinzx)cosxdx:{ sinx =t }:It3(1—t2)dt

cos xdx = dt
4 6 L4 : 6
:t__t_+C:sm X _sin X+C.
4 6 4 6
dx dx 1 1+ X
14. d) IZ - b)) IZ ; C) IZ |n—dX.
-[smx '[arcsinxxll—x2 ‘[1—X2 1-x
Resenje:
dx COSE 1 dx

@ 1= | dx=1]

2sinXcosX ° 2sin>cos? X 2 tgicos25
2 2 2 2 2 2
tg> =t
=1 d i —_[ﬂ—ln|t|+c—ln tgXl+C;
X < =dt t 2 '
2cos” =
2
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arcsinx =t

dt .
b) | = dy - dt :IT=In|t|+C:In|arcsmx|+C;
1—x?
t:'niﬂ 1. ,1+x
ol = —X jtdt_—t +C==In>"24C.
2 4 4 1-x
dt= ~adx
1-x
dx arctg\/_ dx
15. a) |l =|—; ) I = o | = X >1.
Jq/ex_l IJ_ 1+x J.x\/xz—l
Resenje:
a)
e*—1=t? e =t?+1 dt
| = =2 = 2arctgt + C = 2arctgve* —1+C;
exdx=2tdt,dx:2t—d: I1+t2 ] |
1+t
Jx =t arctgt = s
b) 1 =1 dx — 2[4t g
=dt,dx=2tdt 1+t? ~=ds
2JX 1+t
:2I3d5=sz+C=arctg2t+C:arctg2«/;+C;
<)
dx izt 1
I:I—: X .[ —arcsint+C =—arcsin—+C
2
-t |- Ldx=dt| VIt X
X X
Dokazati

1
q)j zdxzz—arctgﬁ+c; a=0.
X“+a° a a

b) J.L:arcsinﬁ+c; a>0

JaZi—x? a
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a)
dx 1 dx 5—t 1 dt 1 1 X
J . :_Zj ~=1 a  =—|—7="arctgt+C=-arctg=+C
a“+x° a X a‘l+t® a a a
1+ = dx=adt
a
b)
dx 1 dx X t X
j 2 2__.[ _ = a :I — =arcsint+C =arcsin—+C
a’-x" 4 1- X] dx=adt 1-t a
a
dx X cosxdx
16 = ; b) | = dx; l=|—7—:
o J.7+5x2 ) J.x“+2 ° J.4+S|n2x
dx X
d) | = ; | = dx
: J.ex+e‘X ®) -[x +2x*+5
Resenje:
a) Izj dx Zzlj ax . arctg +C_ arctg 2-x+C;
742 207 0 2 \F
2 2

2 2
b) | = =t :lj' Zdt =£arctgt+C=1arctg (—j +C;
2xdx=dt| 2't°+2 4 2 2

sinx =t
o |l = =IL2:£arctg +C—£arctgw+c
cosxdx=dt 4+t° 2 2 2

" =t dt
d) | = = =arctgt + C =arctge* +C;
) {exdx=dt} It2+1 J J

X X° =t 1 dt 1 dt
) Iz.[ﬁdx= _ :_jz—:_ 2 .
X" +2X°+5 2xdx=dt| 2t°+2t+5 2 (t+1) +4

2
=1arctgﬂ+c =1arctg X+l
4 2 4

+C.
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17. q)I:jL- b)I—J' cosX
J3—axt’ \J2—sin? x
3x?
e
Resenje:
a) Izljd—learcsing+c;
2

Bl W
2
sinx=t t . sinXx
b) | = =arcsin— +C=arcsm—+C;
) {cosxdx:dt} I,/g t2 J2

x* =t
o l= = =arcsint+C =arcsinx* +C.
{3x2dx=dt} J.W/l_tz

+C.

In‘x+ x> +a?

Dokazati
oazcnjm

Resenije:
Oba integrala reSavamo Ojlerovim smenama.

2 2 2 2 2 2
- + +
2 X —t— X x =1 Zta ,dx=t—2adt,\/a2+t2=t 2ta

1 t°+a’ dt
Im It+a > dt= - =Inlt|+C = In‘x+ a’+x°

2t

+C.

18. b) I_j X+3

a) |ZJL; X; c) |=J‘L
VI +4x? VX - V5x% -1
x+,/%+x2

Resenje:

1 d x 1
CI) I =EJ.9—=—-|I‘1

C;
x? 2

+C:i-ln
2

x+%x/9+4x2 +

4
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b)

'ZI(JXX rav de N

_ A _t2
dx+3|n‘x+\/x - ‘ {X =t }

xdx=tdt

Idt+3|n X+/X— ‘:t+3ln‘x+\/x — ‘+C: x2—4+3ln‘x+\/x2—4‘+c
<) Iziln X + x2—E +C.
J5 V" 5
‘. dx _ 1 ,[x=a
Dokazati: IXZ—aZ —2a|n‘x+a‘+c.
Resenje:

dx dx 1p( 1 s
= - - d —
x* —a’ J‘(x—a)(x—a) 2a (x—a x+aj "

=2—1a(ln|x—a|—ln|x+a|)+c :z—tln‘)):;a‘JrC.

+a
d d
19. ) :IS—:XZ' b)lz-[xzi(Y
Resenje
J5
C1pdx 11 M 1 128
CI) I—st_ ) Z 5|n \/g +C— ‘ZX \/—‘
X 2.~ X ——
4 2 2
b) | = 1 | \/7|
2\/> ‘x+f‘
dx dx dx
R e o A v e L L by

Resenje:

q)I_I d x _J‘ dx _ X+1=t _
%P iox+41416 (x+gz+42_ dx=dt|
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=J dt 1arctg +C—%arctng+1+C

? 142
b)
X+1=t
|:Id—X2: 3 :J'Zd—t =£arctgL+C \/EarcthH C
(x+1)+2 ldx=dt] Te+2 2 J2 2 2
9 1=2inX2>lc.
4 |x-1

dx dx
21. a) |l = ; b) | = | ——;
’ J.\/27—x2+6x IV2x2—6X+5
e* dx
) | = [———dx d | =
) J‘x/1+ex+e2X I

xy1—4In x—In® x
Resenje:

X—3=t

JW :{dmt} fexs

—ammnt+C aman—g§+c

:{ e’ =t } J' t+_: j—:
e*dx=dt \/l+t+t 3 dt—du u2+§
\f N 4

u+,/u+3 t+1+ t+ + e+1+Ve +e"+1+
4 2 2 4 2
Inx+2

Inx=t
t+2 .
—mmm +C=w$m————+C
J5

'=dx_ I\/1 412 I‘/ (t+2)

In +C=In +C=In C

d)
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Integrali oblika IR(sin X, COS X)dX, gde je R racionalna funkcija reSavaju se

tgX=t, gde je Sinx 2 cosx 1-t* x = 24!
smenom I —=1, gde je =—) =—, = .
it 2 1+t? 1+t?
X
cos? X —sin? X 1- tg?
1-
COS X = 2 _ 2 T

2’
coszg+sin2 X 1+tg2 X1+t

2sin % cos ~ 2tg—
. 7 2t
sinx = =

2’
sin2;+00322 1+tgzx 1+t

X dt
t _:ty__ ) =
J 2 1+t2
Izradunati integrale
22 q)lz_d—x, b) | = dx;
sin x COS X
c)|=I d)_( ; d)lzj : ! dx .
1-sinx 5+sin x+3cos X
Resenje:
2dt
_(1+t? dt
o) | =[5 j =Inft|+C = Intg +C;
1+1t2
dx x+£—t dt X
b) I:J'—: 2 _J' Intg Intg( ﬂj+C;
) T sint 4
sm(x+j dx = dt
2
2
2
o 1=[-1 dr=2f t =2 at _—— 2 yc——2 .c,
2t —2t+1 (t-1) t—1 1t
- 2 -9
1+t
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1 2dt dt dt
d) | :j 2 2 :J- 2 :J 2
2t 1-t° 1+t t“+t+4 1 15
5+ 2+372 t+= | +=
1+t 1+t 2 4
1 X
__2 arctgt+2+c— 2 arctht+1+C—iarctg 2tg+1+C
N TN TN TV TIARIN/T Js
2
23. a) =IL;b =j SIn X dx;c)I:j 1 dx.
3+5 cosx 1-sinx 5—4sin x+3cos x
ReSenje:
2 X
2 tg - +2
a) Izj'lL dt:jizziln ‘E +C=1 In 2 +C
1—t2 4t 4 t-2 4 t 1_2
3457 95
1+t
b) | =—X+tgx+ +C; o l= ! +C.
COS X o_t X
g2

Integrali oblika _[R(sinzn X,C08°™ X) dX reavaiju se smenom tgx =t
t? dt

coszx:%,sinzx: -, dx=—
1+t 1+t 1+t
dx dx
24. I =\ b I = - ;
o J‘1+35in2x ) J.4coszx+95|n2x
dx dx
| = ;od) 1= }
? I4—30052x+5sin2x ) J‘cos“x
Resenje:
dt dt 1 dt 1
:j :Zj :Earctg(Ztgx)JrC;

e
4

a) |l = j
3t? 1+ 4t?
(1+l+t2j(1+t2)
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dt

1 3tg

2
b)|=_[ 1+t > =j dtzz1 §arctg—+C_— arctg—+C;
1 t 4+9t° 9 2 6
4 > +9 5
1+t 1+t
dt
1+t2 dt 1 1
| = = =—arctg3t+C ==-arctg(3tgx)+C
‘ I_3+5t2 [o =300 3 2o (3x)
1+t*  1+t?
dt

1+t :f(1+t2)dt=t+%t3+c=tgx+%t93X+C-

@ I:jcos x_j
&

1+t?

Integrali oblika IR(th)dX reSavaju se smenom tgX =t , X=arctgt i
dt
1+t%°

dx =

dx )
25. a) Izjl+2tgx; b) I:Itg xdx;

c) | =Ictggxdx;d) I =J'(tgx+ctgx)3 dx.
Resenje:
1
dt X 2

(1t g o _x. 2 1
a) | = 1+2td J(l+2t)(1+t2) stz Inj2tg x+1|+ In‘cos x‘+C

& 1
b) | :I1+t2 dt=I(1—1+t2jdt=t—arctgt+c=tgx—x+C;

o | :—%ctgzx—ln|sin X|+C;

1
d) | :E(tgzx—ctgzx)+2In|tgx|+C .
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Resiti integrale metodom parcijalne integracije:

27. a)I:jxede; b)I:jxsinxdx;
| =|x-27%dx; d) | = dx.
J j ) Isinzx
ReSenje:
u=x, du=dx
a) | = :x-eX—J'ede=x-eX—eX+C;
dv=e*dx,v=¢"
b)
u=x, du=dx )
| = ) =—x-cosx+jcosxdx:—x-cosx+smx+C
dv=sinxdx,Vv=-cosX
<)
u=x,du=dx X275 1 e x-27% 27
I = 1 =— +—|2%dx=- -
dv=2"dx,v=—"7"-27" In2 In2 In2 In°“2
In2
d)
u=x,du=dx cos X
| = 1 :—x-ctgx+jctgxdx:—x-ctgx+J._—dx=
dv=——dXx,Vv=—ctgx sin x
sin‘ x
= —X-ctgx+Infsinx|+C .
28. a) I:szcosxdx; b) I:fxzexdx;
c) I=j(x2+x+2)ezxdx; d) I=j(x2+5x+6)0032xdx.
Resenje:

{ u=x%,du=2xdx
a) |l =

_ =xzsinx—zjxsinxdx=xzsinx—ZJ
dv=cosxdx,v=sinx

u=x,du=dx )
J= ] =—xcosx+jcosxdx:—xcosx+smx
dv=sinxdx,v=-C0SX

| =x%sinXx+2xcosx—2sinx+C:

Napomena:
U ovakvim primerima parcijalna integracija se ponavlja onoliko puta koliki je stepen
polinoma.
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_AX X

u=x?,du=2xdx
dx,v=e

}zxzex—zjxexdx:xzeX—ZJ
J=xe*—e*, | =x%"-2xe*+2e*+C:
<)

U=x"+x+2,du=(2x+1)dx

| = 1 1(x +X+2)e ——_[ (2x+1)e™ d x
dv=e2xdx,v=§e2X 2

:%(x2+x+2)ezx—%\] ;

2X+1=u,du=2dx

1 1 1
J = 2 l Xdx==(2x+1)e 2x
dv=e2*dx,v=%e2x 2( X _[e X= 2( x+1)e” 2e

I :l(x2 +x+2)e2X —1(2x+1)e2X +£e2X +C :l(x2 +2)e2X +C;
2 4 4 2

d) | :%(2x2 +10x +11)sin 2x+%(2x+5)cos 2x+C.

29. a)lzjlnxdx; b)lz_[arctgxdx;
¢) I:jarcsinxdx; d) I:jln(x2+1)dx.

Resenje:
u=Inx du—ldx 1
a) | = ’ X :xlnx—jx-—dx:xlnx—x+C;
X
dv=dx,v=x
b)
u=arctgx,du=
| = g 1+ x? :x-arctgx—j
dv=dx,v=xXx

X 1
dx=xarctgx—=In(x*+1)+C
x> g 2 ( )

. dx
u=arcsinx,du=

c) | = ’ J1-x2 =x~arcsinx—J-

dv=dx,v=x

dx=x-arcsinx—J

X
NG
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e g 1
J:{ 1=x t}:—%jtZdt:—tZ:—\/l—xHC

—-2xdx=dt

| =x-arcsin Xx++/1-x*+C:

2X )

u=|n(x2+1),du=mdx xin(x¢ 1) 2]

d) | = 2X 1dx
dv=dx,v=x Xt

= xln(x2 +1)—2j(1—

_ 2
X2+de_xln(x +1)—2x+2arctgx+C.

30. a) Izj'exsinxdx; b) Izjexcosxdx;

Resenje:
a)

: u=e*,du=e*dx
I:jexsmxdx: ) =—excosx+Iexcosxdx:
dv=sinxdx,Vv=-cosX

u=e*,du=e‘dx . . ‘-
i =—e"COSX+e smx—_[e sinxdx =
dv=cosxdx,v=sinx

=—e*cosx+e*sinx—1

21 =—e*cosx+e*sinx+C < | =%(ex(sin X—c0sX))+C;
1 .

b) | ==(¢* C;

) 2(e (sin x+cosx))+

arctgx
X2

dX;

31. a) I:jx-arctgxdx; b) Izj

o | :jx‘arcsin Xxdx; d) | =Jx3e’xzdx.
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Resenje:

a)
u=arctgx,du= dx
| o 1+ X2 RS
- - -
dv=xdx,v=—
2
x? 1 1 x? 1 1
=" arctgx—=|| 1— d x = ——arctgx —=x +—arctgx + C
292j(1+x2j29229
1, .
_5(()( +1)arctgx—x)+C,
b)
u=arctgx,du= dx
—areigx, au = arctgx dx arctgx 1 X
d x 1 X x(1+x2) X X 14X
dv=—,v=—=
X X
:—arCth+In|x|—lln(1+x2)+C:—arCth+In 4 +C;
X 2 X 1+ x?
c) %((sz—l)arcsinx+x\/1—x2)+C;
2
g - e e
2
32. a) Izj\/1+x2dx; b) I:I\/xziazdx;
2
<) I=_|'xln(x2—1)dx; d) Izjlnxzxdx
Resenje:

=V1+x* ,du= _xdx_ x2d x
) I = s b= xal % - =
’ - '[\/1+x2

dv=dx,v=xX

:x\/1+x2—_|‘)i/1+ildx Xv/1+ x? I[\;(l +1 \/1 jdxz
+X +x? +x?
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= Xy/1+ X’ —.[\/1+x2 dXx+In|x++/1+ X2

21 = x/1+ X% +In|x++/1+ x?
2
)E\/x tal 4+ > In|x ++/x* +a?

o | =%(x2 —1)In(x2 —1)—%x2 +C;

=XV1+ X2 =1 +In|X +/1+ X
X 2 1 2
—E\/l+x +§Inx+ 1+Xx

+C;

+C;

d) |=—3(|n2x+2|nx+2)+c.
X
1
33. a)lzjeﬁdx; b)l_j—dx
In x xarcsmx
<) —dX d | =
I~ o=
Resenije:
_ _ 32
a) | = Vx=t x=t :the‘dtzz(tet—et)+C:2e&(\/§—l)+C;
dx=2tdt
b)
1 u=l, du=—i2dx 1 1 £
X X X X X
I = l-e—zdx: 1 1 - e—zdx_—e—+eX+C
X X X X 1 X X X

e e
dv:—zdx,v:j—zdx:—eX
X X

. dx
u=arcsinx,du=

d) | :J-xarcsin X ’ V1-x2

dx= =

1-x X 2
V= dx,v=—/1-X
J o= v
—J1—x? -arcsin x+Idx::\/1—x2 .arcsin X+ x+C.
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Resiti integrale racionalne funkcije:
4 3
X" +2 X

34. q)|:J' ——dx; b)I:J' dx.
X“+1 X+3

Resenje:

3

3 X
| = || x*-1+ dx=—"——x+3arctgx+C :
o J( x2+1j 3 J

2

3
b) | :J’(xz_3x+9_1jdx:%—s-%+9x—27ln|x+3|+C.

X+3
35. o) l=] X3_de; b)|=J.X;2 ;
X* =X X(x-1)(x+1)
Xx+1 X

dx; dx.

Sl Fowwy vy

o= a2

x-3___x-3 _A_B _C
X =x  x(x+1)(x-1) x x+1 x-1
X—3=A(X* —1)+Bx(x—1)+Cx(x+1)
X=0=A=3
x=1=C=-1
X=-1=>B=-2

o
+C;

:3In|x|—2|n|x+1|—In|x—1|+C=In >
(x—1)(x+1)’|

xt2 _A B C

X(x=1)(x+1) x x-1 x+1
A:—2,B:§ _1
2
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|x+]4-|x—1|3

X2

=1In

+C;

o | =—lln|x|+iln|x—3|—iln|x+2|+C;
6 15 10

d) | =-2In|x+2|+3In|x+3+C.
X+ 2 dx dx
36. |=|———dXx; b)l=|———; l=|——"-—.
o -[x3—2x2 : Ix2—6x+5 J J‘x2—6x+13
Resenje:
a) I_l+ln X=2 +C;b) I_lln =S ++C; ¢) Izlarctgx—_?’JrC.
X 4 — 2 2
2
37. CI) I :Jlgzx—tldx; b) I :J.X—+23dx
X*+4X° +4xX (x—2)(x+1)
3X+2 dx
C)IZJ.—de, d) I:J.ﬁ
X(x+1) x*(x-1)
Resenje:
2Xx+1 2X+1 A B C

al 3 2 = > =T + 2
X~ +4X° +4X x(x+2) X X+2 (x+2)
2X+1= A(x+2)* + Bx(x +2) + Cx
2x+1=x*(A+B)+x(4A+2B+C)+4A

a=tg=-lc-3

4 4 2

11 3
IZ#(Z;_4“ﬁ2)+2Q+2deX

(In|x|—|n|x+2|)—§ L+C: I | x| 3 +C;
2 X+2 Ix+2] 2(x+2)
X +2 A B C D
3 + + 2 T 3
(x=2)(x+1)°> x-2 x+1 (x+1)° (x+1)
a=-2B=%c=2 D=3
9 9 3
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I:j—2+2+5—3dx
9(x-2) 9(x+1) 3(x+1)* (x+1)°

X+1 5 3
2, |x+1] .

X—2| 3(x+1) 2(x+1)

o"x—2|”
c)lzsz x|, 453 e,

x+1]" 2(x+1)
d) I:—%—E—L+3In—+c.

2X° x x-1 X —

dx dx
38. | = ib) Il =|——;

2 J‘(1+x)(1+x2) ) J.x3’+1

x?—2x-1

| = dx.

° J(x—l)xz(x2+1) X
ReSenje:

a)

1 _ A JrBX+C
(1+x)-(1+x2) 14X 1+x%2
A=C:1,B=—l

2 2
S TEre Pl | ] Feeet O Pyt

1 .
Eln|1+ x|—ZIn(1+ x2)+5arctgx+c,

b)
1 A Bx+C
3 = T
Xx*+1 x+1 x°—-x+1

a-lp-_lc.2
3 3 3
== j dx=lln|x+3|—lllz
x+1 3 X+1 3 3
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X—2 x—l—t =5
R S L Y P
( 1) 3 | gxod 2.3
X—=| +> X=dt +
2) 4 4
3¢ dt 1 3] 3 2
—j—dt——j : §dtziln 2+Z‘—E-ﬁ-amtg{
t?+= tr+
4 4
1 2x -1
=Z—In|x* = x+ -arct +C
2 et arto
1 \/§ X—
=§In\x+1|—gln(x2—x+l)+?arctg 7 +C;
ol :—In|x—1|+3ln|x|—§—ln‘x2+1‘+C.
3x?+2x-1 3x
. | = . | = .
39 J.(x—l)(x2+1) dx; ) J.x3+1dx'
dx
= [——
° -[x(x2+1)
ReSenje:
a) | =2In|x—]4+%ln(x2+1)+3arctgx+C;
b) I=—In|x+]4+%ln‘x2—x+1‘+\@arctg 21(/%1+C;
X
o) Il =- +C.
(x*-1)
40. a)I:j o ; b)l:j“2X+3 dx
(x+1)24(x_3j3 X
X+1
3
9 IZJ-1+\/X—1dX
1-3x-1
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Resenje:

:_3
_E_};hfz3dt2jﬁg3;3 mzzj@

x=3_,
)] Xx+1
a =
=L
(x+1)" 4
b)
|- J2x+3=t, x=L=
dx =tdt
t-+/3]
2/ t+3- |
[ 2f e+

€)

x—1=t3 3J-
dx = 3t?dt

3 1
ljﬁlzijt4mzﬂ4+czdx_3+C;
44 4 X+1

B |J§II_ JW
J+C_2J2X+3+J§Ikmx+ +JW

2 3 2
ﬂdtz—sjt LT

1-t

3
=—3J.(t2+2t+2+iljdt=—3(%+t2+2t+2ln|t—1|}+c =

= (1-x)-3(¥/x-1)?

—-6-3x-1-6In[3

—1—Q+c

+ 23 jdt
t°-3
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6.2. ODREDENI INTEGRALI

Kao $to smo ve¢ naglasili, pojam integrala istorijski je vezan sa problemom merenja
povriine dela ravni ograniéenog nekom krivom linijom. 1z tog razloga u definisanje
odredenog integrala mozZze da se krene od pojma krivolinijskog trapeza i
izradunavanja njegove povrsine.

6.2.1. POVRSINA KRIVOLINIJSKOG TRAPEZA

Neka je funkcija f (X) nenegativna, neprekida i ograni¢ena na intervalu [a,b].
Krivolinijski trapez predstavlja figuru ograni¢enu osom OX, grafikom funkcije f (X) na
intervalu [a,b] i pravama X=a, X=D.

A

Da bi se izradunala njegova povrsina, podeli se interval [a, b] na N proizvoljnih
delova tackama a =X, <X ...<X ; <X, = b, tako da je
X =Xy =AX , Xy =X, = AXy yevny Xy — X,y = AX,

U svakom intervalu [Xi_l,Xi], i=1...,n izabere se proizvoljina tacku §| i formiraju

proizvodi AX f(f) Ovaj proizvod predstavlja povrsinu bilo kog pravougaonika

stranica AX; i f(ﬁ)

Zbir povrsina svih ovako dobijenih pravougaonika:

S, =f(&)Ax + f(&)AX, +-+ f(&)AX, =Z f(&)Ax .
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b=%

| &L X,
Ako postoji graniéna vrednost, nezavisno od podele intervala [a,b] na N delova i

izbora tacaka fi, tj.

n

b
Wl S = Jim 37 (5)a% = [ 1 ()

onda je ona je povrsina krivolinijskog trapeza

6.2.2. DEFINICIJA ODREDENOG INTEGRALA

=  Neka je funkcija f(X) definisana i ograni¢ena na intervalu [a,b]. Neka se
interval [a,b] podeli tackama a =X, <X ...<X ; <X, = b na n delova takvih
daje X, =X, =AX , X, =X, = AX, ..., X, — X, = AX, .

], i=1,...,Nn izabere se proizvolina tatka & i formira

U svakom intervalu [Xi_l, X :

ama S, = (&) A% + (&) A% 4+ (&) A% =3 (&) A%,
i=1
Ovaij zbir zove se integralna suma funkcije f (X) na intervalu [a, b] .

= Ako postoji graniéna vrednost

n
lim S = Ilim f(&)Aax =1
max Ax; -0 n maxAxieog (é) : !
n—»w n—w =

ona se zove odredeni integral funkcije f (X) na intervalu [a,b] .
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» Odredeni integral funkcije f (X) simboli¢ki obeleZava se sa

* Funkcija f (X) se zove podintegralna funkcija.

* Broj @ je donja, a broj b gornja granica integrala.

Primer:
Izragunati povsinu ograniéenu grafikom funkcuje f (X) = X na intervalu [a,b] i

ordinatama f (a) i f (b) , (a >0,b> 0).

A

A\

AX

Resenje:
o S b-a
Podelimo interval [a,b] na N jednakih delova, AX=—.
n

Zbir povriina svih pravougaonika &ije su osnovice AX, a visine redom a4+ Ax,
a+2AX, , a+NAX je

S, = AX(a+AX)+ AX(a+2AX) +-+-+ AX(@+NAX) = AX(na + AX(1+2+3+---+n))

= Ax(na+AX(1+2+3+--+n))= Ax[na+Axn(nT+l)j

2
— Axna s A n(n+1) _ b—ana+(b—aj n(n+1) =(b—a)a+(b—a)z(n+1)
2 n n 2 2n

2 2
S = lims, =|im((b—a)-a+(b—a)2-(”2;1)} b 2

b 2 2
i : : : b”-a
Po definiciji odredenog integrala imamo da je P = deX = .

a
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Ovaj primer pokazuje koliko je sloZzeno izradunavati odredeni integral koristeéi pojam

integralne sume ¢ak i kod najjednostavnijih funkcija.

6.2.3. OSNOVNE TEOREME VEZANE ZA ODREDENI INTEGRAL

Ako funkcija f (X) na intervalu [a,b] ima odredeni integral, ona na tom intervalu
integrabilna.

Neprekidna funkcija f (X) na intervalu [a, b] je integrabilna na tom intervalu.

Integrabilna funkcija na intervalu [a, b] mora biti ograni¢ena na tom intervalu.
(obrnuto ne vazi).
Ograniéena funkcija na intervalu [a, b] sa konaénim brojem prekida je integrabilna

na tom intervalu.

f (x)dx

Ako je funkcija f (X) nenegativna i integrabilna, onda izraz

D ey T

predstavlja povriinu ogranienu lukom krive, x-osom i pravama X=a i X =D.

6.2.4. OSNOVNE OSOBINE ODREDENOG INTEGRALA

Navodimo osnovne osobine bez dokaza

a

If(x)dx:O;

f (x)dx C =const ;

o 01
o]

H—

(f(x)£g(x))dx= j

Ako taéka C pripada intervalu [

D — T D C— T D C—T D
O
—
—~~
>
e
o
>
Il
O

D ey T

a<c<b tada vazi

C

if jf dx+j
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6.2.5. VEZA ODREDENOG | NEODREDENOG INTEGRALA
NJUTN-LAJBNICOVA FORMULA

Njutn i Lajbnic su dokazali da postoji veza izmedu odredenog i neodredenog
integrala. Na taj nadin dobijena je opsta metoda za reSavanje odredenih integrala i
moguénost njihove primene u razli¢itim oblastima nauke i prakse.

= Ako je funkcija f(X) neprekidna na intervalu [a,b], a F(X) njena primitivna
funkcija, tj F'(X) = f(X) tada je

Dokaz:
Neka je Fl(X) takode primitivana funkcija funkcije f (X), takva da je

x)=[ f(x)dx, xe[a,b].

Kako su F(X) i Fl(X) dve primitivne funkcije iste funkcije, one se razlikuju za neku

konstantu C, pa je

F(x):if(x)dx+C.

a

a
Za X =a dobijase F (a) :j f (X)dX—I—C =0+ C =C, &me je odredena konstanta
a

Cp0||e|: If dX—I—F )

Neka je sada X =b > a. Iz predhodne relacije dobija se

F (b)Zjl f (X)dX-I— F(a), odnosno i f (X)dXz F (b)— F(a).
Primer:

2
I :jsin X dX = —COos X =—(cos£—coso)=1.
0 2
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6.2.6. METODE RESAVANJA ODREDPENOG INTEGRALA

METODA SMENE

= Neka je f(X) sloZena, neprekidna funkcija na intervalu [a,b]. Neka se uvede
smena X = g(t). Ako funkcija g(t) ima neprekidan izvod na intervalu [0(,,3]

gdeije g (0!) =a, g (ﬂ) =D iinverznu funkcijy, tada je

Uvodenjem smene X =( (t) menjaju se granice intfegracije.

Ako su polazne granice integracije bile @ i b, onda su nove granice a = gfl(a) i

p=9g7(b).
Primer:
c arcsin x =t, dx ==dt,| 2e 2
I:Iarcsmxdxz 1-X :Itdt:_ _r
0 V1-X° o 2|0 72

x=0,t=0;x=l,t=Z
2 6

METODA PARCIJALNE INTEGRACIJE

= Ako su U(X) i V(X) diferencijabilne funkcije na intervalu [a,b], a vdu je

integrabilna, tada je
b b

J'u(x)dv(x) = u(x)v(x): —jv(x)du(x).

a a

Dokaz je sli¢an kao kod pravila za neodredene integrale.

Primer:

T

=70

Vi
| =jxsin Xdx = —X Cos X .
0

T T
0+Icosxdx=—7rc05ﬂ+sinx
0
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6.3. NESVOJSTVENI INTEGRALI

Integrali kod kojih granice integracije nisu konaéne ili podintegralna funkcija nije

ograni¢ena na intervalu [a, b] , hazivaju se nesvojstveni integrali.

6.3.1. INTEGRALI SA BESKONACNIM GRANICAMA

Neka je funkcija f (X) neprekidna na intervalu [a,+oO).

= Ako pOSTOii granié’na vrednost Ilmj dX onda se ona naziva nesvo’sfvemm
t—>-+o0

integralom funkcije f (X) na intervalu [a,+00), tj.

+00 t

[ £(x)dx=lim [ f(x)dx.

Ako je ova graniéna vrednost konaéna, nesvojstveni integral konvregira, inaée divergira.
* Analogno se definise nesvojstveni integral funkcije f (X) na intervalu (—OO, b] o
b b
f(x)dx=lim [ f () dx
J f(x)dx=lim | F(x)
—00

= Ako su obe granice integracije beskonaéne tada je

I x)dx = J' dx+_|'

—00

Primer:

N ¢ dx
lzragunati integral | = | —.

1 X

_edx . 1 1 1) 1
I =lim | — = lim —I S b= ==,

t—>+ool X t—+o0 2)( a—>+o| —2t 2 2
Primer:
| = I xe ™ dx

0
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x2:t,xdx=E
a , 2 1 a2 1 22
| =lim|xe ™ dx={ x=0,t=0 }==1lim |e'dt=—=1lime™"| =
a—o 5 2 a—>+o 5 2 a—>+0 0
x=a,t=a
1 2
:——( lime™ —1)=1
2a—>+<x> 2

6.3.2. INTEGRALI NEOGRANICENIH FUNKCIJA

o Neka je y=1f (X) neprekidna funkcija na intervalu (a,b] i f(X)—)OO za

X—a.
b

Ako postoji graniéna vrednost |im f(X) dx,&>0, onda se ona naziva
&0
a+e

nesvojstvenim integralom funkcije f (X) na intervalu (a, b] , i
b b

[ (x)dx=lim [ f(x)dx.

a

-0
a+e

e Neka je y=f (X) neprekidna funkcija na intervalu [a,b) i f(X)—)OO za

X—>b.
b-¢&
Ako postoji graniéna vrednost lim f(X) dx,&>0, onda se ona naziva

&0
a

nesvojstvenim integralom funkcije f (X) na intervalu [a,b), t

b b-&
:!‘ f (x)dx:m | f (x) dx.

e Neka je funkcija y=f (X) neogranic¢ena u okolini tacke Ce[a,b]. Tada se

nesvojstveni integral definiSe sa
b c-¢ b

!f(x) dx =1im | f(x) dx+LiLrgc+g f(x)dx, &>0.

- 240 -



Primer:
1

Izaéunati int I 1 Idx
Zzacundrl integra =|—F.
2 VX

1
|=|imjd—x=|im2&1=2|im(1-¢2)=2.
&e—0+ . \/; &0+ &0+
Primer:
2
|=J. dx
1 XInx
.4 dx Inx:t,%zdt L
I=I|m0j | = X :||mOI:
E=> £+
e XXy 1 t=0:x=2,t=In2 :
In2
=limInt| =lim(Inln2—-Ing)=-+o0;
e—>+0 & &£—>+0

ZADACI

Primenom Njutn — Lajbnicove formule izradunati sledeée integrale:

v

2 dx 001 .
1. | = | —=; b) | = —sinx |{dx;
) ;[%/; ) J-(coszx j

T

4

Lo 4 X
0 | :OFXZ; d) | :£(1+e4]dx.
Resenje:
27 _% 3 §27 3/, 2T 3 . 2 oy
a) I:!;x dx:Ex 8 :E(&) 8 :E(( 27) —(\/5) ):

b) | =tgx Z+cosx ¢ —tgz—tg z +cos£—cos z —2tgZ
z z 4 4 4 4 4

4 4

o
2[

2;
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3
Il =In—; d) | =4e.
<) > )

3 2 9
2. ) I:j\/1+xdx; b) |=IL; Q) I:Ilh/;dx.
0 1 4

ReSenje:
a)

3 _ _12 _ _ 2
IZJ‘\/de:{\/l+X—t,X—t 1,dx 2tdt}=2jt2dt=
0

x=0,t=1 x=3,t=2

_2p| 211
3 |+ 3 3
b)
Xx—1=t%dx=2tdt h h -
| — J‘ :J- : 2t dt:J~22t+2 2dt
x+2\/ x=1,t=0;x=2,t=1 o U +2t+1 o U +2t+1
1 1
=I 22t+2 I In t? +1+2t) +i =In4-1.
o +2t+1 0 t+1 t+1lo
ol =7.
3 ‘ 2
3. a)lzjsin3xdx; b)Iz_[ a ; c)Iz_[ dX2
5 > XIn X o 4+ X
Resenje
2 > cosx =t,—sin xdx = dt
a) I=Isin2x-sinxdx=I(1—coszx)sinxdx= x=0,t=cos0=1
0 0
x:z,t:cosfzo
2 2
0 1 31 2
=—[(1- dtjltdtt|——:—;
1 0 0 3
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Inx=t, %:dt
X L gt !
b) | =<x=2,t=In2 IT:Int|2=In1—lnln2:—lnln2;
x=e,t=1 In2
v
| =—
c) 3
" eX 3 dx arctgx
4. a)|:j2X dx ; b)I:j ~; c)lzj
n2 € 1 7 €0s° X (1+1tgx) ¢ 14+x°
4
Resenje:
tedth3o| ll# 1/, 1 ., 1) 1,3
@ 1=y x=h2,t=2 It2t1 2 :_1225(”]5_'”5):5'”5‘
- +
=In3,t=3 2
b)
dx
tgx =t =dt
| = v ' cos? x _f dt 1|8
- - = -
x_z,tzl;x:z,t:\/g 1 (t+1) t+1
4 3
__( 1 _EJ_u
J3+1 2 2
72_2
o |l =—
32
r In5 _x X
5. a)I:jx/rz—xzdx. I:,)Izjexe 1dx;
0 5 € +3

In2
Q1= Ix/ex—ldx;

0

NN

d) | :jsinzx-coszxdx.
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Resenje:

a)
X =rsint,dx = rcostdt 3 :
| = P :rzjcosztdtzrzj—1+0032tdt
x=0,t=0,;x=r,t=— 5 :
2
2 L 2
! :r—(t+lsin 2xj L
2 2 4
b) | =4—-r; c)|:2_%; d)I:£

1
6. a)l =J'xeX dx;
0

Resenje:
U=Xx,du=dx
a) | = = xe*
dv=e*dx,v=¢e*

b)

u=Xx,du=dx .
= ] = Xsin x

dv =cos xdx , v=sin x

u=x?,du=2xdx
o | =

dv =sin3xdx, v:—%cos3x

v v

2 2
b) | =Ixcosxdx; <) | =szsin(3x)dx,
0 0

X :1;

1
—€
0 0

1 1
O—J.exdx=xeX
0

i T V3
2

. .2 2z
sin xdx = xsin x| |+ cos X| ] :E_l;

O =[N

0

T

2
:—lx2 C0S 3X ] +§ X C0S 3x dx

Oty

2% u=x,du=dx 1 z 1%
=—jxcossxdx: 1 . ==XsIin3x ——_[sin3xdx:
3% dv:c033xdx,v:§sm3x o 39

T

7 1
——+—C0S3X
6 9 0
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e 1 1
7. a)l :jx3ln xdx; b) | :_[x3arctgxdx; o) | =Iarcsin xdx.
0

Resenje:
u:lnx,du=% . 5 . .
X X e 1¢ 4 X ¢ X Be +1
a) | = A =—Inxl—ZJ'xdx=?Inxl 16l: T ;
dv = x%dx,v="— L
4
u=arctgx, du = 5 4 4
1+ X 1
b) | = , :Zarctgx| _Zjl dx
+x?
dv:x3dx,v=x— 2
4
4 3 1
_Z e gy 12 ax=2_1 X——x+arctgx ==
16 45 1+ X 16 4\ 3 .
T
| =—-
c) 5
©odx Todx T odx
8 a) |l = ; b) | = | —; o | =
J;x x—1 '!xm -!xlnzx
ResSenje
Ca dx X —1=1t?;dx = 2tdt oo ot
a)l = lim = = lim J
e XWX—-1 |[x=2,t=Lx=at=+a-1| ™ 3 t( )
Jat -1 T
=2aILrpw .[ t2+1_23I|Hr11ooarctgt _2I|m(arctg\/ arctgl) >
1:t ——dx=dt <
b 1= lim [ X X ——tim [
a—>+w 2 a—>+w 2
2 XVXx° -1 x=2,t=%;x=a,t=1 ! 1-t
a
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1

) . a ) .1 .1 oz
=—1lim arcsmt| = lim arcsm—+arcsm§=€.

a—+wo a—>+wo a

1
o) |l =—.
In2
T 1n? xdx T 2X
9 a)lzj . b)l:j - dx
1 X 1(1+X2)
Resenje:
a 2
. In° x
q)lzllmj ——dx
a—>+w X
1
2Inx
- u=In’*x,du="=dx ) .
In® x X In® x |2 Inx
Ilzj —dx = =— Zj—zdx=
T X dx 1 X [t 9 X
dv=—,v=—=
X X
1
u=Inx,du==dx In? x |a nxla 2 |
- LI T
dx 1 X |t X [T 94X
dv=—,v=—=
X X
In? x|a Inx|a 1|2 In’a Ina 2
— +2| ——| == |=- -2 — 42
X |t X |t x|t a a a
) . Ina _Ina 2
I =1lim I = Ilim [— —2———+2|=2.
a—>+oo a—>+o0o a a a
; __Inat . 2lna . 2 __Inat . 1
Zato $to je lim = lim =lim—=0i lim——=Ilim==0.
a—>+o0 a a—>+oo a a—>+ooa a—>+o0 a a—>+ooa
1
b) | =—.
2
o0 +00
10. a) I:je‘xsinxdx b) | = je‘xcosxdx.
0 0
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Resenje:

a)l—l- b)l—l
2’ 2’

1 0

1. a) I:j%; b) | :j%dx.

° o X

Resenje

. :
o 1=lim [ % im d—leim(-l)

e 1
4 lim (—— ‘}5 -
>0+ X

e—0- ° X &0+ x £—0- X
. (1 . 1
= lim (——1j+ lim (—1+—)=oo;
e—>0-\ ¢ -0+ &
b)
1 1
cox |t dt=—gdx ;
o l=lim[Zdx=4 * X = —lim [ te'dt
e—>0-¢ ¥ £—0-
- X=-1,t=-1Lx=¢,t== 1
£
: 1 1
=—lim (te' —¢') ’ =—(—e8—e8+1+_J:_3,
&e—>0- -1 & e e e

§ _1: o ot 2
zato Stoje lim—ef =<—=t;=Ilimte' = lim —=1lim-—=0i lime* =0.
e>-0¢ E t—o-ow to—o @ to-o @ >0
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6.4. PRIMENE INTEGRALNOG RACUNA

6.4.1. IZRACUNAVANJE POVRSINA RAVNIH FIGURA

e Akoje f (X) neprekidna i nenegativna funkcija na intervalu [a,b] , onda

povriina ograni¢ena osom X, grafikom funkcije f (X), pravama X=a i X= b

b
iznosi P :I f (X)dX.

y=1(x)
/\
X=a x=Db

e Ako je funkcija f (X) na intervalu [a, b] negativna onda je

P:—j‘ f (x)dx =

a

b

Ja. f (x)dx

e Ako funkcija f(X) na intervalu [a,b] menja znak onda se povrsina koju ova

funkcija obrazuje sa X osom i pravama X=a i X=D dobija tako $to se interval
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podeli na podintervale u kojima je f(X)ZO i na podintervale u kojima je

f (X) < 0. Povriina ée biti zbir vrednosti integrala

Ako je oblast ograniéena graficima neprekidnih funkcija f(X) i g(x),

f(X)Z g(x) na intervalu [a,b] i pravama X=a i X=Db, tada je povriina

razlika povriina dva krivolinijska trapeza, .
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Primer:
Izracunati povrsinu ograniéenu linijama Y =COSX, X = Oix=rx.

y = COS X

v

0 z |
2

T

T N R L : T

P cosxdx—jcosxdx=smx —sinXx :smE—smO—sm7z+smE=2.
0 V4

Vi

Il
O o |y

2

6.4.2. IZRACUNAVANIJE ZAPREMINA OBRTNIH TELA

Neka je funkcija f (X) neprekidna i stalnog znaka na intervalu [a,b] .

= Zapremini obrinog tela koje nastaje rotacijom grafika funkcije oko X ose je:

Dokaz:
A
y
y=fx) __—7
\ \ / h |
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Ako se interval [a,b] podeli tackama a =X, X,, X;,..., X, = b na n delova, tada
svaki od upisanih pravougaonika ima osnovicu AX, = X, ., — X, i visinu
v = f(x).k=12...n.
Pri obrtanju pravougaonika oko X ose obrazuje po jedan valjak zapremine
V. =y, 7 AX,
gde je Y, polupreénik osnove valika , AX, njegova visina.
Zbir zapremina svih tih valjaka je

iykzﬁ-Axk .

k=1
= Zapremina obrinog tela jednaka je sledecoj graniénoj vrednosti
n b
V= lim 270+ AX :7zjf2 X )dx.
maxAxkaoéyk k ( )
n—o - a

= Zapremina obrinog tela koje se dobije rotacijom grafikom funkcije oko Y ose dobija

se po obrascu

Primer:
Izraéunati zapreminu lopte polupreénika I .

Lopta se dobija rotacijom kruga jednacine X2 + y2 =r? oko X - ose.

3

V= Zﬂjyzdx:Zﬂj(rz —x*)dx =27 (r’x—x°) ;=§r .
0 0
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6.4.3. DUZINA LUKA KRIVE

Neka je f (X) neprekidna funkcija, sa neprekidanim izvodom f '(X) , ha intervalu [a,b]

= Duzina luka krive je:

Obrazac se daje bez dokaza.

x+/5x

Izracunati duzinu luka krive Y = T , xe[0,1].

& B
X\/5—X=§X2’ ._\/g.gxz_ﬁx/;’

3 3 2
1 1 4+5X:t2 3
5 1 1 1 19
| =|,.[1+=xdx==|+/4+5xdx = == |t?dt=—1t3| =—.
! 4 2! dx = 2 5! 15 |2 15
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ZADACI

Izraéunati povrsinu koju zaklapaiju grafici datih krivih:

1. y:(x—4)2 i y=16—x>.
Resenje

Apscise presecnih taéaka grafika funkcija dobijaju se reSavanjem sistema jednadina:
(X—4)2 =16— X’ iiznose X=0v X=4.
A
° y=(x—4)
y =16 x*

A\

| 4

Trazena povrsina iznosi:

P—f(16—x2—(x—4)2)dx—2}(4x—x2)dx—2 P
) ) 3), 3
2y x> y 1
. =—ijy= .
2 x> +1
Resenje
Apscise preseénih taéaka grafika funkcija su: X = £1.
Trazena povrsina iznosi:
1 2 1 2 !
P:j 21 X dx:2j 21 X dx:Z[arctgx—le‘j _z 1
Axt+l 2 X+l 2 6 , 2 3
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3. y=-X+2iy=X.

ReSenje
Apscise preseénih tadaka grafika funkcija su X =-2v X =1.

A

2

y=2-X

TraZena povrsina iznosi:

1 1 X3 X2
P=j(—xz+Ddx—jmﬂ=(———+2x———j
b ° 3 2

4. y=x*iy=+x

Resenje
Apscise preseénih taéaka ,uz uslov X >0,su: Xx=0vx=1.

v

x=0 x=1
1 I
le(J;—xﬁdx_(gx?—%Jozg

5. y=x"iy=2-x%.
Resenje

P= JI.(Z—XZ_XZ)dX =2j.(2_X2_X2)dX :4j.<1—X2)dX=4(X—X?3]
a 0 5

1

8
-

0
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6. y=x"-5x+4iy=x-1

ReSenje

P:i((x—l)—(x2—5x+4))dx 32

2 -
(—x +6x—5)dx_ .

r—\'i.m

7. Odrediti povrsinu ogranic¢enu parabolom Y = —x? —2x + 3, njenom

tangentom u tacki M (2, y) i Y- osom.
Resenje:
Kako tatka M (2, y) pripada paraboli, bice Y =—5.

y'=-2X-2, pa je k:y'(2):— . Jednadina tangente parabole u tadki
M (2,-5) glasi y+5=—6-(x—2) ili y=7—6X.

\/

yzlﬁ—ZHs

y=-5

Trazena povrsina iznosi:

2 2
7-6x—(—x2—2x+3))dx = [ (X2 —4x+4)dx = [(x—2) dx = >
( x(x x+))x£(x x+)x }[(x )x3

P=

O ey N
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nad

In x
8. Izradunati povrsinu figure ograni¢ene grafikom funkcije Y =
Jx
odseckom |:1, 82:| .

Resenje:

Trazena povrsina iznosi

u=Inx, du—% . , e 112
x X = e = = e
—0dx = =2| x2Inx —.[xzdx =4e—-4x?2| =4
\/_ dx = 1 1
dv=—,v=2x2

N

H'-—.“’

9. Odrediti povrsinu koja je ograni¢ena lukom krive Yy = e *, njenom asimptotom

i tangentom u tacki M (—1, Yo )

ReSenje:
Koordinata Y, tacke M je Yy, = e‘(‘l) =€, pa jednacina tangente date krive u

tatki M (—1e) glasiy—e=y'(-1)(x+1). Kako je y'=—€7, y'(-1)=—¢,

paje Y =—€X trazena jednadina tangente. Asimptota je X osa.
A
y =—€exX
N T——
-1 .
e
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a

+00 0 0
P= lfle‘xdx—_jl(—ex)dx: lim e‘xdx—_jl(—ex)dx:

o

. L xZ |© . e e

lim (e )_ﬁe'?_f‘a'L'IL(e —e)—E:E.
lzradunati povriinu ogranigenu krivim linijama :
10. y*=2x+1ix-y-1=0. Reienije: Pz%.
1. y=x*>-8x+18i y=-2x*+18. Resenje: P =36.
12 y=2-x*iy=[x. Resenje: Pzg.
13. y=¢", y=e"ix=2. Resenje: P=¢’ +e7° -2,
14. y= X22_1 , Yy =x+1 Regenje: P:%.
15. y=sin’x, y=0, x=0,x=r. Re§enie:P=%
16. yzg i X+y=4. Resenje: P =4-3In3.
17. y*=8xi 2x-3y+8=0. Resenije: Pzg.

. . - . . 2 .

18. Izradunati povrinu ogranic¢enu krivom Y = X" —2X+ 2, njenom tangentom u
tacki M (3, y) i Y - osom.
Resenje: P =9.

19. lIzradunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko X - ose povrsi ograniéene

linijama Yy = X° i y:%x2+1.

Resenje:
Presecne tacke grafika funkcija su resenja sistema Y = X2 i y= Zx?+1. Dobijamo

da se date krive seku u taé¢kama A(—2,4) i B(—2,4).
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20. Odrediti zapreminu tela nastalog rotacijom oko Y - ose povrsi ograniene

linijama Y = X* i y:%x2+1.

ReSenje:
V=V, -V,

Vlzﬂjydy:%yz‘g =8r.
0

t4 A y? 4r 9
v, =7zj—(y—1)dy=—”[y—— yj\;‘ == =67

'3 32 3
V, -V, =2r.
21. lIzraéunati zapreminu obrinog tela koje se dobija kada povrsina koju ¢ine krive

y=X3,y=8,X=0,roﬁrq oko Y ose.
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Resenje:

_%6r
o7,

8 ) 8 g 372_ 58
Y, =zjx(y) dy:ﬁj‘y3dy=?(§/§)
0 0 0

22. lIzraéunati zapreminu obrinog tela koje se dobija kada povrsina koju ¢ine krive
Xy=4,x=2,x=4,y =0, rotira oko X ose.

ReSenje
+16 ¢ dx 1,
V=7 [=dx=167| = =-167=|; = 4x.
2 X > X X
23. Izraéunati zapreminu obrtnog tela koje se dobija kada povrsina koju &ine krive
Xy =3, X+ Y =4, rotira oko X ose.
Resenje
Apscise preseénih tacka krivihsu X =3v X =1.
V=V, -V,
3 2 3
26
j(4—x) dx = j(16—8x+ xz)dx =—r
1 1 3
T
1

A5

3
dx =97 d—)z(:67z
X
1
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24. Izradunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko X- ose krive linije

X2 +(y—3)2 =1.

Resenje:

Data jednadina predstavlja krug sa centrom S (0,3) i polupreénikom r =1. Iz nje je

y=3i\/1—X2, pa su Y, =3+\/1—X2 iy, =3—\/1—X2 jednadine gornjeg i

donjeg polukruga tog kruga.
Telo koje nastaje rotacijom date krive je torus &ija je zapremina

v :ﬂj(yﬁ _ y22)dx = Zﬂj(ylz B yzz)dx _ zﬂj((:ﬂﬂf —(3—\/1—7)2jdx
% ) J
= 24ﬂj\/1—X2dX= 247r~%=67z2 .
0

NG +(y—3)2 =1

\/

2

. T
25. y=sinx, X=0i X=7 oko X ose. Re§enie:V=7
2,2 2 _ 19
26. X" +y =41y —3x=0 oko X ose. Resenje: V =—r
22 2 . 40
27. X —y =4y —3x=0 oko X ose. Resenje: V 2?7[.
X—2

28. , X=0, x=1, y=0o0ko X ose. Resenje:V =7Z(1+2|ﬂ%}.

y:—
VX2 +4
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Izradunati duZinu luka slededih krivih na zadatom intervalu.

2

29. y:%—%lnx,zq xe[Le]
Resenje:
£( _y._ﬁ_i_xz—l
2X
(x —l /x +2x +1_ x? +1
1+y*? ,
2X
:J' :lj‘(x+—j x=1 X— In|x| l(e2+1).
12X 24 X 2\ 2 4

30. Izradunati obim kruga X + y2 =re.

Resenje:

y=rr—x?, y'=-
=4[\ 1+
0

31. y=In(sinx), XE{%%}

=5

r’—x°
dx 4rj dx=4r-arcsin§ =2rrx.
/ r 0

ReSenje:

y—icosx ctgx , 1+ y? =1+ctg’x =

sin x sin®x’

2 dx 1 dtt ¢ dt 31
J' j s I—zln|t| =Inl1-In—===In3.
ESI X 7 ﬁt 3 3 2

3 l+t2 3
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32. y:2In(4—x2) , xe[0,1].

Resenje:

4x ax V (a+x2Y

=, 14+y”%=1+ = ,
Y=, y (x2—4j [x2—4j
X244 h 8 X—2

I:I 5 dx=j(1+ 5 jdx:(x+8ln—J
oy X' —4 5 X°—4 X+2

33. Y =%(x\/x2 —1-In(x++/x* —1)) , Xxe[l,a+1,a>0

1

=1+In3..

0

ResSenje

o RES

2
2 X 1 (1+
X2 -1 x+4/x*-1 X2 -1
a+l a+l

2 |ax
1= o= T rac=X [ 2002)
1 1

1 2

- 262 -




DIFERENCIJALNE
JEDNACINE

1. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA
2. DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA
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7.
DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Diferencijalnom jednacinom naziva se jednaina koja izrazava neku vezu izmedu

nezavisno promenljive, nepoznate funkcije i njenih izvoda:

F(x, A y",...,y(”)):o.

Naijvidi red izvoda u toj jednadini naziva se red te diferencijalne jednadine.
Ako se moze resiti po izvodu najviseg reda, diferencijalna jednadina N -tog reda

ima oblik

y" = f (x, VAT y(”‘l)).

Resenje diferencijalne jednadine je svaka funkcija koja identi¢ki zadovoljava tu
jednadinu.

Opste resenje (opsti integral) diferencijalne jednadine N -tog reda je skup funkcija
y=¢(xC,C,,....C,),
odnosno

#(x.y,C,,C,....,C,) =0,

koji zavisi od N parametara Cl,Cz,...,Cn i koji identicki zadovoljava tu
diferencijalnu jednacinu.
Partikularno resenje diferencijalne jednadine je svaka ona funkcija Y = y(x) koja se

dobija iz opsteg resenja te jednacine za odgovarajuée posebne vrednosti integracionih

konstanata.

Ako datu diferencijalnu jednadinu identi¢ki zadovoljava i funkcija y(x) koja nije
sadrZana u njenom opstem resenju (tj. ni za koje vrednosti integracionih konstanata ne
moze se dobiti iz njenog opsteg resenja), tada se ova funkcija y(x) naziva singularno

resenje te jednadine.
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7.1. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA

Diferencijalna jednaéina prvog reda je jednadinu koja izrazava neku vezu izmedu

nezavisno promenljive, nepoznate funkcije i prvog izvoda te funkcije.
F(x,y,y)=0iliy=f(xy)
Opste resenje te diferencijalne jednadine prvog reda je funkcija

y=¢(xC),

odnosno
é(x,y,C)=0,

koja identi¢ki zadovoljava jednacinu Y’ = f (X, y) , odnosno F (X, Y, y') =0

Teorema: (o egzistenciji i jedinsvenosti reSenja) Ako je funkcija f(X, y) neprekidna i
ograni¢ena u oblasti kojoj pripada tacka |\/|0 (XO, yo) , tada jednagina y' = f (X, y)

ima reSenje Y = y(x) koje zadovoljava pocetni uslov y(xo): Yo-
Ako je i parcijalni izvod — neprekidan i ograniéen u toj oblasti, tada je to resenje
istovremeno i jedinstveno.

Tacke u kojima uslovi teoreme o egzistenciji i jedinosti nisu ispunjeni zovu se singularne

tacke integralnih krivih 'y = ¢)(X,C).
7.1.1. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA KOD KOJIH SE PROMENL;IVE
MOGU RAZDVOIITI

Ako se diferencijalna jednaéina prvog reda moze napisati u obliku
g(y)dy = f(x)dx
u toj jednaéini se mogu promenljive razdvojiti ili da takva jednacina razdvaja

promenljive.
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Promenljive su razdvojene ako se svaka nalazi na onoj strani jednadine na kojoj je njen
diferencijal.

Treba odrediti promenljivu Y kao funkciju od X.

Integracijom obe strane jednacine dobija se da je:
jg(y)dyzj f(x)dx+C.
Ova relacija daje vezu izmedu X, Y i C, pa po definiciji predstavlja opste resenje
diferencijalne jednadine.
Ako se zada pocetni uslov y(X0)= Yo, odreduje se konstanta C i njoj odgovaraijuée

partikularno resenje koje zadovoljava dati poéetni uslov.

Primer:

Resiti diferencijalnu jednaginu XdX+ ydy =0.
Resenje:

xdx + ydy =0 = xdx = —ydy

2 2

X
Integracijom dobija se: ? = —y7+Cl = x*+ y2 = 2C1, ali X*+ y2 >0 za

(X, y) * (0, 0) pa mora biti 2C, >0, pa mozemo staviti 2C, = c2.
Znadi opste resenje date diferencijalne jednacine glasi x* + y2 =C?.

To je familija koncentriénih krugova sa centrom u koordinatnom pocetku.

7.1.2. HOMOGENA DIFERENCIJALNA JEDNACINA PRVOG REDA

Jednatina y' = f (X, y) zove se homogena diferencijalna jednadina ako se funkcija

f(X, y) moze predstaviti u obliku

f(x, y)=go(l}

X

lako se u opstem sluéaju promenljive u homogenoj jednadini ne razdvajaju, uvodenjem

pomodne, nepoznate diferencijabilne funkcije U (X) tako da je:
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Yy ti. y=Xu,

X

svaka homogena jednacdina se moZe svesti na jednacinu sa razdvojenim promenljivim.

Naime, kako je Y =U+ XU’ jednaéina y' = qo(lj se svodi na
X

u+xu'=g(u) ti. z—i:go(u)—u,
Iﬁ:.[d% (@(u)-u=0),

dakle

jd—uzlan,C>o za X>0,a C<0 za x<0.
¢(u)-u

PosSto se izvrsi integracija, smenom Y =XU dolazi se do opsteg resenja date

homogene jednacine. Ukoliko se ne mogu nadi eksplicitho reSenje po promenljivoj U,
tada se posle izvrSene integracije U zameni sa — i na taj nadin dobija traZeno
X

reSenje u implicitnom obliku.

Primer:
y (¥Y
Resiti diferencijalnu jednadinu ' = =+| = | .
X X
Resenje:

!

y_ i _dU_ _ 1
smena: —=U;U=U(X)=>U'=—;y=UXx= Yy =UX+U.

X dx
, ) , , du p du dx
Ux+u=u+u?=ux=u’=—-x=u’=> _ZZJ'_
dx u X
1 1 1
:>——:In|x|+InC:>——=InC|x|:>X:— Sy=——
u u X InCx InCx
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7.1.3. LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA
PRVOG REDA

Linearna diferencijalna jednacina prvog reda je jednadina
y'+P(x)y=Q(x)
koja je linearna v odnosu na trazenu funkciju y(x) i njen izvod.

P(X) i Q(X) su zadate neprekidne funkcije nezavisno promenljive X.

Opste resenje je
y = efjp(x)dx UQ (x) ejp(x)dxdx + C} :

Primer:

Resiti diferencijalnu jednadinu '+ Yy = X.

Resenje:

Data jednacina je oblika y' 4 P(x)y = Q(X), linearna diferencijalna jednadina prvog
reda.

P(X) =1, Q(X) = X, pa zamenom u opste resSenje dobija se:
y _el® -[C +jx-ejdxdx}:> y=e" -[C +Ixexdx];
Ixexdx =xe* +e*+C

y=e"[C+xe" +e" |=Ce* +x+1,C =const.

7.1.4. BERNULIJEVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA

Bernulijeva jednacina je diferencijalna jednadina oblika
y+P(X)y=Q(x)y", (neN,n=0,n=1).
Za N =0 predstavlja linearnu jednadinu.

Za N =1 jednadinu u kojoj se promenljive mogu razdvojiti.
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Za proizvolino N é{O,l} uvodi se smena Y=U", e N, gde je U =U(X) nova

nepoznata funkcija.

y=u“=y =au“u’
au“u'+ P (x)u” =Q(x)u™ “t

.au

1 1
i —P - na—a+1.
u +a (x)u aQ(x)u

Da bi dobijena jednacina bila linearna, mora biti:

1 1
na—a+1=0<:>a(n—l):—1<:>a:——<:>a=—.
n-1 1-n

Smenom & = 1— dobija se linearna diferencijalna jednadina prvog reda
-N

u'+(1-n)P(x)u=(1-n)Q(x),
ije opste reSenje nalazi se na ve¢ pokazani nadin.

Vracéanjem smene nalazi se opste reSenje polazne diferencijalne jednadine.

Primer:

Odrediti ono partikularno resenje difenencijalne jednagine Xy'+ Yy + Xy2 =0 za koje

ey (l) =1.
ReSenje:

Ako datu jednaéinu podelimo sa X # 0, dobijamo:
y+=y= —yz. Ovo je Bernulijeva diferencijalna jednaéina.

- .. -1
Uvedimo novu funkciju U smenom y=U ".

Odavde je Y' = —u? -U', pa data jednaéina postaje

. 2 . . . . -
odnosno posle deljenja sa —U~ # 0, linearna diferencijalna jednadina po U :
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Opste resenje ove jednadine je:

u:efdxx[cqe xdxj—x[mj j (C+In|x]),

1
Y =—, pa zamenom dobijamo opste resenje date jednacine
u
y = 1
X(C+In|x|)’

Kako je y(1)=l, bice 1=%:>C =1

pa je trazeno partikularno reSenje za zadati pocetni uslov glasi

1

= x(1+ln|x|)'

7.2. DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA

Opiti oblik diferencijalne jednacine drugog reda je F (X, AR y”) =0, ili ako se moze
resiti po y"
y = f(x,y.y).
Opste resenje diferencijalne jednaéine drugog reda ima oblik
¢(X, y,Cl,CZ): 0, odnosno y= (D(X,Cl,Cz).
Poletni uslovi za odredivanje integracionih konstanata C,,C, koje odgovaraiju

traZenom partikularnom resenju su: y(xo) =Y, y’(xo) =Y-
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7.2.1. DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA KOJE NE
SADRZE y | y'

Ove jednadine su oblika

!

S obzirom da je Y” :(y’) , da mora biti

ﬂ_dy, r_
y_&:dy—P( Jdx=y'= J-P x)dx+C,.

Nekcuejp dX—f( )
tada je dy =(f,(X)+C,)dx=y = j x)dx+C,x+C, = y=f,(x)+Cx+C,.

y= f2 (X)+ ClX + C2 je opste resenje te jednadine, gde je J. fl (X)dX = f2 (X) .

Primer:
Resiti diferencijalnu jednadinu y" = X.
ResSenje:
3

V:Iywx=jmk=§;+cpy=jyﬂxfmé;+Cde=%nHQx+Cr

3
X
Opste resenje date diferencijalne jednacdine je y(x ,Cy Cz) = E-ﬁ- Cx+C,.

7.2.2. DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA KOJE NE
SADRZE y
Ovaij tip jednaduna je oblika
y'=f(xy).
Ako uvedemo smenu Y =P, tada je Y'=p’, &me smo datu jednaginu sveli na

jednadinu prvog reda
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p'=f(x.p).p=0(x.C,).

Dakle, y' = (D(X, Cl), $to znadi da je opste resenje date diferencijalne jednacine

yZI(D(X,Cl)dX-I-CZ :

Primer:

’e v v . . . . ve " ' 2
Nadi opste resenje diferencijalne jednacine Xy"+ Yy —x° =0.
Resenje:

Data jednadina smenom Y’ = P svodi na linearnu diferencijalnu jednaéinu prvog reda.
' 1 0 g v v . 1 1 2 - v v .
P +—PpP =X, dije je opste resenje p(X,Cl)=C1-—+—X , pa je opste resenje

X X 3
polazne jednacine

y(x,Cl,C2)=.[y’dx=J. p(x,C,)dx=C,In x+%x3+C2.

7.2.3. DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA KOJE NE
SADRZE x

Ove jednadine su oblika

y”:f(y;y’)-
: : Ay " .
Ako stavimo da je P=Y Z&,gde je P funkcijaody, p= p(y), tada je
Ay _dp_dp dy .
y Cdx  dx dy ax DY

Zamenom Y"=p; -y jednagina F (y, Yy, y”) =0 se svodi na F (y, P, Py - y’) =0

veeo e v . . !/ . . v v .
¢ije opste resenje se odreduje, pa na osnovu smene P =Y nalazi se i opste resenje

polazne diferencijalne jednadine.
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Primer:

’e v v . . .o . ve 12 "
Nadi opste resenje diferencijalne jednacine y'“ +yy" =0.
Resenje:

Data diferencijalna jednacina se smenom y; = p(y) svodi na jednadinu
(IO(S/))2 +y-p(y)- p, =0, za P(y)#0 se dobija jednagina p(y)+Y- p, =0,

odakle je

d—p=—1dy: |O=Cl‘%;

P y
, 1
y, =C1-§:> ydy =C,dx.

Integracijom se dobija Y? =2C,x+C,, pa je opste redenje date jednatine familija

y(x,C,,C,)=%2Cx+C, .

Za p(y) =0 je Y, =0, tako da se dobija jo§ i familija y(x, D1) = D, partikularnih
reSenja date jednadine. Sva reSenja iz ove familije su medutim sadrzana u opstem

o . . . 2
reSenju (dovoljno je uzeti C, =0 i C, =D,").

Ostali tipovi diferencijalnih jednaéina drugog tipa prevazilaze nivo ovog kursa.
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ZADACI

Diferencijalne jednaéine prvog reda:

Resiti diferencijalne jednadine prvog reda kod kojih se razdvajaju promenljive:
1. Regiti diferencijalnu jednacinu Xdx+ ydy =0.

Resenje:
xdx + ydy =0 = xdx = —ydy

2 2

X
Integracijom dobijamo: ? = —y?-l-Cl = X+ y2 = 2C1, ali X*+ y2 >0 za

(X, y) # (0, 0) pa mora biti 2C, >0, pa mozemo staviti 2C, = C2.

vy __ . . . - . 2 2 2
Znadi opste redenje date diferencijalne jednacine glasi X"+ Yy =C".

To je familija koncentriénih krugova sa centrom u koordinatnom pocetku.

2. Resiti diferencijalnu jednaginu Y’ = 1, Xx#0.
X

Resenje:

dy_y_ oy o o
dx x y X

Integracijom dobijamo In |y| =In |X| +C,, uvedemo smenu C2 =In C1 ) C1 >0,
dobijamo In |y| =1In |X| +InC, odakle je |y| =C, |X| ili y==xC,X. Stavimo
C= iCl, pa dobijamo opste resenje Y = CX.

Ove integralne krive predstavljaju familiju pravih koje prolaze kroz koordinatni

pocetak. Tacka (0, O) je singularna tacka.
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3. Odrediti ono partikularno resenje diferencijalne jednadine

(1+ xz)y'+y\/1+ X’ =Xy za koje je y(0)=1.
ReSenje:
1+ x? d—y:y X— 1+ X
dx

dy x—+1+x° dy  xdx dx
A LTS L .
y 1+ X y  1+xX° 1+x2

Integracijom dobijamo:
In|y| :%In(1+ xz)—ln(x+\/l+ X )+ InC,

ly|= C,V1+x? y- Cv1+x?
X1+ %2 X ++/1+ X?

C=+C,.

y C-1
Odredimo partikularno resenje: lIT =C=1= Yo =

4. Reiiti diferencijalnu jednaginu Xy’ =y (1+XC0SX).

Resenje:
xy'=y(1+xcosx) |1 x, x=0

, 1+ xcosx , 1+xcosx, , d
X dx
dy ~1+x-.cosx | dx
dx X y

jdvy:'[m%dxjmijd%ﬂ[cosxdx

In|y|=In|x|+sinx+InC = In|y|-In|x| - InNC =sin x

Yl sinx= L o

Cx Cx

In
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sin x

y =Cxe™" ,C =const.

Resiti homogene diferencijalne jednadine prvog reda:

Resenje:

smenai: l:u;u:u(x) y=ux=y' =ux+u.

X
du
UX+Uu=U+uU?>=ux=u?;u=—
dx
du ) du dx 1
—x=Uu'=[Z=[—=-==InCx=
dx u X u
1
yoo L, x
X InCx InCx

6. Xy =+/3x°+Vy° +Yy.

ReSenje:
xy'=43x*+y*+y [1x x=0
2
X X

smena: qu;u:u(x) y=Ux= Yy =uXx+u
X
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du
UX+U=+3+U?+Uu = Ux=+3+U?*; U =—

dx
W (o
™ X=+3+U :IW—IX:
Id—u—jd%: In‘u+\/3+u2 =In|x|+InC

Joa e

In‘u+\/3+u2 =InC|x|
2
U++v3+u’ =Cx = %+‘/3+£%] =CX = y+4/3x° +y> =Cx*.

7. 2xyy =x* +3y°.
Resenje:

2xyy' =x"+3y? [t xy xy=0

2 2

2y':X_+3L’2y':1+3_y:>y’:1.1+§.l

Xy Xy X 2 Y 2 X

X

smena:X=U;U=U(X) y=ux= y =ux+u

X
, 113 , 1 wu
UX+u==-—+—-U,UX=—+—=

2u 2 2u 2

. 1+u® , du
u'x = u'=—
2u dx

du 1+u? dx ¢ 2udu
— X = o —:J. 2
dx 2u X 1+u
X2 +y?

2

_ 2\ _ _
In|x|_ln(1+u) INC,In|x|=1In -

—InC
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X* +y?

XZ

xC = =X +y=Cx*= y*=Cx’-x°

8. (x2 +y2)dx+xydy=0.
Resenje

(x2+y2)dx+xydy:0:>x2+y2+xy3—y:O:>5+X+d—y
X

y X dx
smena: qu;yzux:> y'=ux+u
X

1 1
“+u+uXx+u=0=>ux=-2u-——=>

u u
du —2u’-1 dx udu
dx u X 2u°+1

In|x| =—%In(2u2 +1)-InC,

C1X2;:>CX4:%=>ZYZ+X2=—4
2u? 2y° +X Cx
5 +1
X
6 6
:>2y2: - _x22y2:1 Cx yzzﬂ

X4

Cx*

9. (x*—3y*)dx+2xydy =0.

ReSenje:

=0= l+
y
X

(x2—3y2)dx+2xydy=O:>£—3X+2ﬂ=0:>%+2y':0.
y

X dx y
X

y

X

+y'4
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smena: qu; y=uUx= y' =ux+u.
X

2 2
l—3u+2u'x+2u=0:>2u’x=u l:d_u.xzu 1:> dlzjf_udu
u u dx 2u X u--1

In|x|+InC, =In 1=[x-C, , u*~1=Cx,C =+C, = u” =Cx+1

2
y—2=Cx+1:> y? =Cx* +X°
X

10. (3x+Y)y'=x+3y

Resenje:

(3x+y)y' —x+3y:>(3+ yjy 1+3y

y y
1+3- = 1+3.- =
yr: X:>d_y: X
3+X dx 3+X

X X

smena: qu; Yy=UX= y’:u’x+u
X

, 1+3u . 1+3u du 1-u?
u'x+u= = Uu'x= —U=> —X= =
3+u 3+u dx 3+u
3+u dx du u du
x -[ 7:3-[ 1—u2+-[ 1-u?
In|x|+InC—§In 1+u —lln‘l—uz‘
2 —-u| 2
2
Ian=1In%:>Ian:iln(lJru)4
2 (1-u) (1+u) 2 (1-u)
y
1+~
InCx=In—" —ox= Y oyo T X oy XHY

oy oy
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y

11. xy'=yIn=
X
ReSenje:
xy':yInX:> y’=llnl
X X X

smenai: qu; y=uUx= Yy =uXx+u
X

, 3 " du
ux+u_ulnu:>ux_ulnu—u:d—x_u(lnu—l):
X

dx du
I T:J u(lnu—l):>

In|x|+InC:In(Inu—1):> InCx=In(Inu-1)=

Cx=Inu-1= y=xe"".

Resiti linearne diferencijalne jednadineprvog reda:
12. y'+y =sinx

Resenje:

Data jednacdina je oblika y’ + P(x)y = Q(X), linearna diferencijalna jednadina

prvog reda.

P(X) =1, Q(X) =SiN X, pa zamenom u opste re$enje dobijamo:
y= efjdx ~[C +Isin x-efdxdx} =>y=e" .[C +Iexsin xdx]

_|'ex sin xdx =%eX (sinx—cosx)

y=e"* {C +%eX (sin x—cosx)}: y=%+%(sin x—cosx) ,C = const.
e
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13. y'+ysinx=sinx

ReSenje:

y = o Jsimx -[C +I3in X.eISi“X"XdX} — y =™ -[C + jsin x-e‘°°sxdx}
y= pCos [C +e—cosx]

y=C-e“*+1,C =const

14. y'+ ytgx =sin x

ResSenje:
y= g o -[C + jsin X- ejthddeJ

jtgxdx =—In|cos |

n X - n x)* f 1
y =g )-[C+fsmx‘e' (cosx) dx}: y=cosx-[C+ smx-—dx}
CoS X

y=cosx-[C+_[tgxdx}:> y =cosx:[C—In(cosx)],C =const.

je opste reSenje polazne diferencijalne jednadine.

15. xy' -y =x".

S 4
ResSenje: Yy —— Y =X
X

y= e‘f(%]dx _l:c + J’ X4ej.(_>l<jdxdx} —y= gnx .[C +J‘X4eflnde]

.1 x*
=>y=X- C+J'x ;dx =>y=X- C+I

x* X°
= y:x-{CWLT}: y:Cx+T,C = const.

je opste resenje date diferencijalne jednadine.
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16. xy'+2y =¢e*

Resenje:
, 2 ¥
y+—-y=
X X
2 X2, o [
y:ede |ZC+J.e—erddx}:>y:ej {C+J-e ZIXdx}
X X

= y=e" [C +Ie—e2'”x} =y =%.{C +J.e—x2dx}
X X X

[C+'|.x e dx} y:%.{CJF%Iexzd(xz)}

{C+;e } C =const.

1
=>YV=—

X

1

je opste reSenje date diferencijalne jednadine.

17. xy'—y=xInx.

Resenje:

, 1
y'—=y=Inx
X
yze_I (ijdx-{cﬂlnx-ej[ijdxdx}
yzejdxx-[CJrjlnx-e_Idxxdx}
y= [C+J'Inx e '“deJ:y X- [C+I|n—xdx}

I 2

n X} ,C =const
2

y:x{C+
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18. y’-sin X —y-C0S X = —C0S* X
Resenje:

cos? x
sin X

2
y = e—j(—ctgx)dx . {C 4 J‘[_ CO-S Xj . ej(ctgx)dxdx:|
SIN X
2
y = eJ'ctgxdx . {C _J‘ COS™ X ejctgxdxdx:|

y' —ctgx-y =—

sin x

jctgxdx = In|sin x|

y= eIn(sm X) |:C _ j C(?S X eln(slnx)dx}
SIN X

y=sinx- C—jcoszx-idx
sinx sinx

sin? x sin? x

y=sinx- C—J‘mdx}:yzsinx-{C—j dx +Idx}

y =sinx:[ C —(—ctgx)+x | = y =sinx-[C +ctgx+X] ,C = const.

Resiti Bernulijeve diferencijalne jednaéine prvog reda:

19. Odrediti ono partikularno resenje difenencijalne jednadine Xy’ + Y + Xy2 =0 za
koje je y(l) =1.

ReSenje:
Ako datu jednaéinu podelimo sa X # 0, dobijamo:

y+=y= —y2. Ovo je takozvana Bernulijeva diferencijalna jednaéina.
X
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. . . " -1 .
Da bismo je resili, uvodimo novu funkciju U smenom Y =U ~. Odavde je

y'= -u?-u, pa data jednaéina postaje —Uu?-u'+=u" =-U?, odnosno posle
X
deljenja sa —u? % 0, dobijamo linearnu diferencijalnu jednadinu po U :
1
u'—=u=1.
X

Opste resenje ove jednacine je:
dx dx

u :ej7 C+Ie_ xdx =X(C+jd—;j: x(C +1n[x]),

1

Y =—, pa zamenom dobijamo opste reSenje date jednacine
u

y= 1
X(C+In|x)’

1
Kako je y(l) =1, bice 1= E = C =1, pa je trazeno resenje za zadati poletni

-
x(1+ In|x|)°

uslov Y =
20. Nadi opste redenije jednacine '+ Yy = xy5.

Resenje:
1 1
y=ut®=y=u*
1 s
=y =-=u
4

Zamenom u polaznu jednadinu dobijamo:

5 1 5 5
—Zu W4u t=xu’ |:——u 4
u'—4u =-4x

u(x,C) =e4X(C —4jxe*4xdx) = Ce" +x+%
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opste resenje polazne diferencijalne jednadine je:
1

4

y(x,C)zJ_r(Ce4X +x+%) ,

gde je C proizvolina konstanta.

Funkcija y(x,C) nije definisana za one X za koje je U (X,C) <0, a za ostale

X €ll zadovoljava polaznu diferencijalnu jednadinu.

21. Odrediti partikularno resenje diferencijalne jednadine

Xy'—y= 2y2x In X, za poéetni uslov y(l) =1.
Resenje:

Deljenjem ove jednacine sa X # 0 dobijamo
1

y' —=y=2y’Inx.
X

Sada uvodimo novu funkciju U =U (X) smenom

y — u—l — y! — _u—2ur

pa dobijamo
1

—u?u-=ut=2u"’Inx.
X

-2 . ’ l
Posle deobe sa —U ™~ imamo U'+—U=-2InX.
X

Opste resenje ove jednacine je
dx dx
u=e 5 (C —2'|.ej x In xdxj =g " (C —2.[e'“X In xdx) =

1

= ;(C —2.[ xIn xdx)
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dx
U=Inx=du=— ) ) )

jxlnxdx: )2 =%Inx—j§dx=%lnx—%.
dv=xdx:>v=7
Sada je
2
u =E[C—x2 In x+x—j,
X 2

-1
2
N X
pa je opste reSenje date jednadine Y =U 1= X(C —x%Inx +?J .
Odredimo sada partikularno resenje diferencijalne jednadine za poéetni uslov

y(1)=1.

y(l)=1,pa je 1=(C —l—lj_l =C 21.
2 2

5\l
. i . 1 X
Trazeno redenje glasi: ¥ = X E_ X Inx +7

X 2X
y= =Y

1 ., X 12X InX+ X
=X Inx+—
2 2

Resiti diferencijalne jednacdine drugog reda:

Resiti diferencijalne jednacine drugog reda koje ne sadrze y i Y':
22. Resiti diferencijalnu jednaginu y" = X.

ReSenje:
2

y’:jy"dx :dex =X?+Cl,

3

2
y:Iy'dx :J.(X?+Cljdx =%+C1X+C2
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3
X
Opste resenje date diferencijalne jednadine je y(x ,C, ,CZ) = E%— Cx+C,.

23. Resiti diferencijalnu jednaginu y" =SIiN X, za po&etne uslove

y(0)=y’(%j=1.

Resenje:

Opste resenje dobijamo neposredno dva puta integracijom date jednadine.

y'= J y"dx :jsin Xdx =—cosx+C,,

y = [y'dx=[(-cosx+C, )dx =—sin x+C;x+C,

$to predstavlja opste resenje y(x ,C,,C, ) =—sinX+ C,X+C, date diferencijalne

jednadine drugog reda.

Za pocetne uslove je:

1=-sin0+C,-0+C,

1:—cos%+C1 C =1

pa je trazeno partikularno resenje y(x) =-sinXx+x+1.

Resiti diferencijalne jednaéine drugog reda koje ne sadrze y:
24. Nadi opite redenje diferencijalne jednagine Xy + Yy’ — x> =0.

Resenje:

U ovoj diferencijalnoj jednacini se ne pojavljuje eksplicitno funkcija Y, pa se ona
. ! ~ . . . . ve
uvodenjem smene Y = P moze svesti na diferencijalnu jednadinu prvog reda po

funkeiji p(X).
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1
p+_p:X,
X

Cije je opste resenje
X

p(x,C,)=C, +%x2,

pa je opste resenje polazne jednacine

y(x,Cl,Cz)z_[y'dx=J' p(x,C,)dx=C,In x+%x3+C2.

25. Retiti diferencijanlu jednaginu (X2 +1) y"—2xy' =X
ReSenje:

Ako uvedemo novu funkciju p = p(x) smenom Y = p=Yy"'=p/,
data diferencijalna jednaéina postaije

2X D= X
x*+1 x*+1

(x*+1)p'—2xp=x=p'-

Dobili smo linearnu diferencijalnu jednadinu prvog reda.

I%dx X —J.%dx
p=ex+ C1+J. e “¥+1 dx |, odnosno

x? +1

D= eIn(x2+l) (Cl +J‘ X e—ln(x2+1)dxj, "

x> +1
xdx
p:(x2+l) C1+Im ,
1
(%2 _
P= () G oy |
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1
p=C, (X +1)—§.
, 1
Kako je dy = (Cl (X +1) _EJ dX, posle integracije imamo

X3 1
y:C1(?+Xj_EX+C2‘

Resiti diferencijalne jednadine drugog reda koje ne sadrze x:

26. Nadi opste resenje diferencijalne jednacine y’2 + yy" =0.

Resenje:

. . . ve ! . . ve
Data diferencijalna jednacina se smenom Yy, = p(y) svodi na jednadinu

(p(Y))2 +y: D(Y)- p; =0, za p(y);tO se dobija jednaéina
p(y)+Yy-p, =0, odakle je

OI—'O=—£dy:> p=Cl-£;
y

p y
, 1
Y, :Cl-§:> ydy =C,dx.

" " 2 . . o . o .
Integracijom se dobija Y~ = 2C1X+ C2 , pa je opste reSenje date jednadine familija

y(x,C,,C,)=%{2Cx+C, .

Za p(y) =0 je y, =0, tako da se dobija jos i familija y(x, Dl) =D,

partikularnih reSenja date jednaéine. Sva resenja iz ove familije su medutim

sadrZana u opstem resenju (dovoljno je uzeti C1 =0 C2 = D12 )
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27. Resiti diferencijalnu jednaginu yy" = y'> — y"

Resenje:
Ako iskoristimo smenu Y’ = P, bice y" = p; - P, pa data diferencijalna jednacina

postaje
ypyp=p°—p°, p(yp, - p+p’)=0
Odavdeje p=0ili yp, = p—p°.1z p=0,ili y’'=0 izlazi y =const. Toje

. v . . v ’ 2 . .
takozvano singularno resenje date jednadine. Iz yp, = P — pP° izlazi redom

dp » dp _dy dy dp
Y—=P—-P, =—,—+ =0 odnosno
dy p-p* vy y p(p-1)
%(L_%dp:o,
y (p-1 p
Odavde integracijom dobijamo
_ -1
In|y|+|np—1=InA,A>O;M=B,BziA;y(p—l)zBp
p p
d -B B
p(y—B)=y,d—y(y—B)=y,y—dy=dx,[1——jdy=dx
X y y

Integracijom ove jednagine dobijamo Yy — B In |y| =x+C,

$to predstavlja opste reSenje date diferencijalne jednacine.
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Matematika

sa zbirkom zadataka

Ovaj udzbenik napisan je za studente prve
godine Univerziteta Singidunum, koji slusaju
jednosemestralni kurs matematike, na
Fakultetu za informatiku i racunarstvo i
Tehni¢kom fakultetu. Prilagoden je planu i
programu ovog predmeta. Podeljen jeu 7
poglavlja. UdZbenik objedinjuje teoriju i
zadatke, Sto je standard u savremenoj
literaturi. Ideja autora je bila da se izlozZi
kratak pregled teorije, odnosno najvaznije
definicije i teoreme koje su neophodne
studentima. Dokazi su liseni cesto
opterecujuc¢ih detalja, sa Zeljom da ovaj
nacin izlaganja bude prihvatnjiv za Sto Siri
krug citalaca. Osim teorije udzbenik sadrzi
veliki broj zadataka koji pomazu da se
izloZena teorija lakse savlada.

Umverzltet

Slngld




	Blank Page
	Blank Page
	Blank Page



