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Predgovor

Ovaj Praktikum je namenjen, pre svega, studentima prve godine osnov-
nih akademskih studija Tehnickog fakulteta i Fakulteta za informatiku i
racunarstvo Univerziteta Singidunum i napisan je prema planu i programu
jednosemestralnog predmeta pod nazivom Matematika koji studenti nave-
denih fakulteta imaju na prvoj godini osnovnih akademskih studija. Medutim,
osim njih, Praktikum mogu koristiti i studenti drugih fakulteta ¢iji plan i
program sadrzi gradivo ili deo gradiva obuhvaéeno ovim Praktikumom.

Praktikum je podeljen u 6 poglavija, pri cemu je svako od tih poglavlja
podeljeno na vise delova koji objedinjuju zadatke slicnog tipa. Prva cetiri
poglavlja sadrze zadatke za vezbu odnosno pripremu pismenog dela ispita.
Svaki tip zadataka sadrzi vise primera, od najjednostavnijih prema slozenijim,
koji imaju za cilj da se studenti Sto bolje pripreme za pismeni deo ispita kako
po pitanju znanja tako i po pitanju vestine pri njihovoj izradi. U petom
poglavlju su dati modeli zadataka za proveru znanja kako bi studenti imali
uvid koliko zadataka dolazi u obzir na proveri znanja, iz kojih oblasti i koje
tezine su zadaci. U poslednjem, Sestom poglavlju, data su resenja za jedan
model zadataka iz prvog dela gradiva i za jedan model zadataka iz drugog
dela gradiva.

Studenti i drugi korisnici ovog Praktikuma mogu svoje sugestije i predloge
poslati na e-mail adresu: bradicic@singidunum.ac.rs. Primljene sugestije i
predlozi ¢e biti razmotreni kako bi sledeca izdanja ovog Praktikuma bila sto
kvalitetnija.

Zahvaljujem se recenzentima prof. dr Zoranu Petroviéu, redovnom pro-
fesoru Matematickog fakulteta Univerziteta u Beogradu i prof. dr Branku
Malesevi¢u, redovnom profesoru Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u
Beogradu na veoma korisnim sugestijama.

AUTOR

Beograd, 2021.



1 DETERMINANTE

1. Determinante

Predlog literature za neophodne informacije o determinantama: [1], [4], [6]
ili [9].

1.1. Determinante reda 2
Primer 1. Izracunati vrednost sledeée determinante.

1 =2

s =D () 2=l () =144 =3¢

1. Izracunati vrednost sledeéih determinanti.

3 2 1 1 -2 2 3 —1 -2 1
11 —1 1| —1 1) —2 2] 00|
2. Izracunati vrednost sledeéih determinanti.
) 1 V2 V3 V2 2—v2 1-3 " V2 14+V2
—V2 4 V2 V3| 1+v3 2+v2 | 1-v2 V2 |

3. Izra¢unati vrednost sledeéih determinanti.

1 V2 i—1 /3-1
iv2 1 V3+1  i+1

4. Izracunati vrednost sledeéih determinanti.

V3—=2i i—+/2
i+vV2 V342 |

sin% COS% cos% cos% sin%  cosw cosT  sing
4 V3 COST  COsg ’ sinf  cos} 7 —sing  cosm .
5. Izracunati vrednost sledeéih determinanti.
log, 2 1 log, 4 log, 8 3) log, % —4 A 2 logy; 9
1 log, 1|’ ~1 1| 1 logy4|’ - Ly
6. Proveriti tacnost sledec¢ih jednakosti.
-2 1 2 3 7 —V2 1 -1
1)' ’:—1, 2) V3 =1, 3) V2 =1, 4) =
-1 0 V3 2 V2 i V3 V3




2 DETERMINANTE

7. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

r 3 1 =2 1 -3 0 -2
1 :27 2 = 3 :3, 4 =
)'—1 —1' ) T —1‘ 2 )‘—1 T )‘ 31
8. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r+2 1 -3 2 -2 4
1 =3, 2 =1, 3 =0.
) -1 =2 ) r4+3 —1 ) -1 32
9. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r—1 x+1 -3 2 —1 4 3
1 =1, =0, 3 =——.
o Mo+l 1-0 A

10. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

r+1 -1 r—2 x+4 s—r r+1
1) =-1, 2) =-3, 3)|, 51=0.
r—1 z+1 r—1 =243 1T T+3
11. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
4 2 -2 1 3 1
1)a? — 20 = : 2)2? + 4x = : 3)21* —x = .
2 1 1 0 1
12. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:
T T r 3 dxr 2z —1 4z
1) =6, 2) =2, 3) =3, 4 =—
1 =z —x 2z 2 2 2r 2z
13. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
x+1 1 xr — % % -3 2zx-—-1
=1, 2) =1, 3) =-5.
r T+ 3 x x+2 r+1 x
14. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
2+1 2z r2+2  6x ?+1 -
1) ‘ =0, 2) ' =0, =0.
20 241 r 2?41 4r  2%-3
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15. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

r —1 3 0 -2 1 -3 1
<0, 2) <1, 3) < -, 4) <4.
1 -1 -2 -1 r —1 2 -1 =z
16. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r—2 2 2 -3 3 5
> — <
1) 1 112 2, 2) . % 1< 2, 3) 1 % S 0
17. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r—2 xz—1 3 2 —1 —2 1
1) <0, 2) 5 >4, 3)|, _ <——.
1 2 T — 5 14z 51’ — 7 3 +x 2
18. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
r+2 -3 r+3 x—4 x—% %+$ 3
1) >0, 2) <-3, 3) . >—.
r—3 x+2 z+1 -3 ;tx x—i—% 2
19. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
2 23 2 1 2
1) —z“ 42> . 2)x"+2z< : 3) —3z° + 10z < L1
20. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
2 x T x r —1 2r x
1) > -3, 2)|, <0, 3) >1, 4) <3.
T x 5 T 2 5 T
21. Odrediti nepoznatu z tako da bude ispunjeno sledece:
r+4 1 r+2 3 -1 3z+2
1) <1, 2) >—2 3) <-1.

T z+1 T Tr — 2 z—1 T
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1.2. Determinante reda 3

Primer 1. Sarusovim pravilom izracunati vrednost slede¢e determinante.

2 23
-1 -1 0
-1 21

=2-(-1)-1+2-0-(-1)+3-(-1)-2—=(=1)-(-1):3—-2:0-2—-1-(-1)-2
=—-240+(-6)—3-0—-(-2)=-9.4

Primer 2. Laplasovim razvojem po II-goj koloni izra¢unati vrednost sledece
determinante.

2 2 3 3 3
-1 -1 0 = Z a/k,QAk72 = Z ak’2(_1)k’+2Mk72
-1 2 1 k=1 k=1

= a1 (—1)""2 Mo + ago (—1)*2Mss + ago (—1)*2 M

= —a1oMio+ azoMss — az 2 M3

-1 0 2 3 2 3
- \

1 1’+(_1)"—1 1’_2"—1 0
— —2.(-1)—1-5-2-3
— 9.4

Primer 3. Laplasovim razvojem po III-éem redu izracunati vrednost sledece
determinante.

2 23

3 3
—1 —1 O = Z CL37kA3’k = z a37k(—1)3+kM3,k
-1 2 1 k=1 k=1

= a371M371 - a3,2M3,2 + a373M373

2 3
-1 0

2 3

-1 0

:_1" 1 -1

2 2
— 2. +1-

= —1-3-2-3+1-0
= —9.4
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1. Sarusovim pravilom izrac¢unati vrednost slede¢ih determinanti.

1 4 1 —2 2 -3 3 -1 2 1 1 -1
)| 3 =3 —2|, 2)|-1 -1 1], 3)|-2 2 —1], 4|-1 1 2
—4 -1 1 ~1 -1 2 1 1 1 1 -1 2

2. Sarusovim pravilom izracunati vrednost slede¢ih determinanti.

1 2 3 2 2 3 —2 -1 2 0 —1 -1
o -1 =2{, 2)| 1 0 =1|, 3)|-1 2 0|, 4|1 0 2
2 1 1 ~1 1 2 1 -1 1 1 -1 0

3. Sarusovim pravilom proveriti tacnost slede¢ih jednakosti.

0 1 2 3 21 3 1 3
1)1 =7,2)13 2 1|=—4,3)|0 1 1|=-6, 4]0 1 1|=2.
0 — 310 120 11
4. Sarusovim pravilom odrediti slede¢e determinante.
1 2 =z 1 =z z 1 1 z 1 2
iz 1 x, 2)|lx 2 x|, )1z 1], 4)| 1
z z 1 r xr 3 1 1 =z 1 2 «z
5. Sarusovim pravilom odrediti slede¢e determinante.
1 =y 1 =z Y 1 z vy 1 = Y

D1 y x|, 2)|1 gy x |, 3|1 y x|, |1 z—y z+y
1 = vy 1 z+y z—y 1 zy 2y 1 z+y z—y

6. Sarusovim pravilom izracunati vrednost slede¢ih determinanti.

1 2 4 t —2 1 1 2 1 1 1
-1 3 4|, 2)(1 ¢ 0|, 3)|1 —i 2/, )11 1—i 144
1 4 4 1 —1 2 1 20 20 1 140 1—2

7. Proveriti rezultate iz prethodnih zadataka koriste¢i Laplasov razvoj po
proizvoljnoj koloni (ili proizvoljnom redu).
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8. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

z 3 0 32 2 2 3 1
D11 1]=0, 2| -2 2 =4, 3 121 :g
1 2 -1 12 2 ~1 21
2 0 z —2 10 ~1 3
4) 1| =3, 5 -3 1 =0, 6)] 2 2 0|=1
2 1 1 1 2 1 11

2—z 1 2 —2 1 z-1 0 1 -2

Dl 0o -1 1]|=0, 2)| 02 -1 |=—2, 3)|2 2-3z 0 |=0,
11 11 1 1 2 -3
1 1 0 1 1 -1 1 -1 1

42 z—1 -1]=0, 5|0 -2 -2 |=-2, 6| 0 -1 3|=0.
1 -1 2 2 1 242 1-22 —1 2

10. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

11 1 -1 2 1 1 3 1
Da*=3z=|1 0 1|, 2)z°+3z=| 1 3 1|, 3)22°+z=|0 1 1],
2 2 =2 2 -2 1 -1 =3
-1 3 2 3 2 2 1 3 2
D 42r=|-2 1 0|, bz’ —dx=|2 —2 —1|, 6)=22*+x=[2 1 0]
11 1 2 2 1 -1 -1
11. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
—2 1 0 =z -2 z 0
1) -1 =0, 2)|12 -1 1|=0, 3) 31 1/|=0,
x T 11 rz 21
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-1 1 2 -2 x 0 -1 z 1
4) 0 1 = |=0, 5) 3 1 1/|=0, 6) 1 1 1]=0.
1 = 4 r 2 1 1 2 =z
12. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
l—z -1 0 -2 1 z—1 -1 3+z2 0
)| 3 1 —-1{=0, 2)| 0 2 2 [=0, 3)| 2 1 1]=0,
-2 2 3+x 242 0 -1 3—xr 2 2
2—r -1 2 1 z—1 1 1 -1 =3
4)1 0 1 =2/=0, 5) (1 0 1 |=0, 6)|0 1 2+4z|=0
1 z+1 3 2 2 x+1 1 2—2 1
13. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:
xr —1 1 13 1 2 3 —1
1
i1 2 —-1|>0, 2) |1 z —1|<2, 3) 10 —-1|> 37
1 0 -1 0 2 —1 -1 2 =
1 1 = 11 2 0 21
2
4) 11 3 —=2]<0, 5) 1 x 1]1>2, 6) -1 1 3|< 3"
1 -1 0 -1 21 r =2 1
14. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:
r+1 0 —1 -1 2 1 -2 1 -1
nHf 1 1 -1({>-2 2)| 0 z=2 1|<0, 3) 10 1 |<o0,
2 1 2 1 2 1 2 1 x+3
2 -3 x-2 1 0 1 1 1 =2
4)11 0 1 |>-5 5 |—-2 xz—1 1|<3, 6)] 0 1 1|>2
2 1 2 2 -1 1 x+2 1 —1
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15. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

1 0-1 3.2 2 -2 1 -2
Da*3r<|1 1 1], 2)2-3z>| 1 2 2|, 3)22%3z>| 0 2 —1],
2 1 -2 -2 -2 -1 11 1
2 1 -2 -2 -1 0 -1 2 0
dardr<|1 1 1], 5)x2—%x2 3 1 -1, 6)BaXz>| 2 1 -1
2 0 -1 -2 2 6 4 2 =2

16. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

z —1 0 -1 0 =z -1 0 1
)2 o 1|>0, 2)| 1 z —-1[<0, 3) 1 =z 1|<0,

11 -1 -2 1 1 1 z

3 © —2 -1 z 2 1 2 1
4)12 1 —-1|>0, 51 2 0 —-2|<0, 6) -2 0 z|>0

1 2 =z z —1 1 1 =z 1

17. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

z+1 -1 0 -1 0 z—1 1 0 1
)| 2 2-11[<0, 2) 1 z+2 -1 (>0, 3)|12z-1 -1 >0,
2 1 1 -1 -2 1 1 1 1-z
1 2 -1 1 z=2 2 3 xr—2 =2
4)12 0 2—x2|>0, 5| -1 0 -2|<0, 6)[1 1 1 0.
1 142 —1 r+3 -1 1 2 2 3—x

18. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

-1 22-31 13—z 1 2—iz 0 1

Di1-lz 1 0[<1,2)]0 1 42-1(>0,3)| -1 1-3z 4[>0

-2 3 1 1 3 1 1 1 1
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1.3. Determinante reda veéeg od 3

Primer 1. Laplasovim razvojem po [V-toj kolon: izracunati vrednost sledece
determinante.

1 0 10
0 2 11 4 4
= apaAps = apa(—1)F4M
1 3 10 ’gl kAL 1§1 ka(—1) [
1 -2 10

= —ay aMy g+ aga Mo g — az s Mz 4 + agaMy 4

= CL2,4M2,4
1 0 1
= 1 -1 -3 -1
1 -2 1

Napomena
== 0.

Napomena. Navedena determinanta je jednaka 0 na osnovu osobine determi-
nanti koja glasi: Vrednost determinante je jednaka 0 ako su elementi jednog
reda (kolone) jednaki (ili proporcionalni) odgovarajucim elementima nekog
drugog reda (kolone). &

Primer 2. Laplasovim razvojem po [-vom redu izracunati vrednost sledece
determinante.

1 0 10
0 2 1 1 4 4
= a1 g AL = ay p(—1)ITEML
o] m St = S a1,
1 -2 1 0

= a1,1M1,1 - 01,2M1,2 + CL1,3M1,3 - CL1,4M1,4

2 11 0 21
=1-/-3 -1 0|+1-|-1 =30
-2 10 1 -2 0

= 1-(=5)+1-5

= 0.4
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1. Izracunati vrednost slede¢ih determinanti koriste¢i Laplasov razvoj (po

I[-voj koloni).

-1 -1 0
1 2 02
1)
0 -2 11
11 -1 1
2 -11 0
0 21 -1
4)
-1 =33 0
1 01 0

2. Proveriti rezultate iz zadatka 1.

redu).

2 0 1
0 -1 -1
-2 1 -1
2 1 1
-1 0 -1
0 -1 1
1 -2 1
-1 0 1

koristeéi Laplasov razvoj (po proizvoljnom

3. Izracunati vrednost slede¢ih determinanti koriste¢i Laplasov razvoj (po

[-vom redu).

1 -1 2 -
2 2 2
1)
-1 1 -1
0 1 1
3 -1 0
1 0 1
4)
-3 1 0 -
0 2 -1

2
2

-1
2

—2 -1 2
1 0 1
3 1 -1
0 2 -1
4 -1 2

-3 -3 -2
1 1 2

-2 2 -1

4. Proveriti rezultate iz zadatka 3. koristeéi Laplasov razvoj (po proizvoljnoj

koloni).

5. Proveriti ta¢nost sledec¢ih nejednakosti.

4 -1 2 2

- —2 -1
N

-2 -2 -1 =2

>
-1 -1 -2 =2

2)

-1
3
—4
0

-1 2 =2

0 -2 2
<

1 0 -1

1 1 1

1 -1 =21
3 3 21
-1 1 32
1 1 12
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-2 -1 -2 -3 1 -1 -2 -3 -2 2 =21
3 0 2 1 -3 —1 2 =2 3 —1 2 2
4) <0, 5) >0, 6) <0.
-1 1 0 2 —1 1 1 2 1 1 0 2
o 2 1 0 2 2 -1 2 0O 2 —-10

6. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

3 2 1 -1 12 2 4 3 2 1 2
2 1 1 1 1 2 -1 0 1 2 -1

1) S ——1, 3) —4,
1 1 -1 2 r 3 -3 3 2 1 2
2 3 2 -3 1 1 2 2 1 -1 -3 2
2 2 1 1 13 1 2 92 2 1 3
1 1 1 -2 3 01 2 -1 3 1 -3 -2

1) ~1, 5) ——6, 6) =5
3 3 -3 5 2 4 2 3 r =5 -2 -1
r 2 -2 3 1 3 0 z 1 4 1 -2

31 4 3 110 3 1 211
21 1 2 211 3-2 2r+1 22 1

1) —-3, 2 oy, gy [T —9,
11 241 4 123 2 2 211
21 2 2 312 2 3 023
2 1 31 932 2 3 2 211
11 12 1 112 113 3

4) —1, 5) —2, 6 —9
3 1 21 1 330 213
1242 2 2 1 222 114 1-3z

8. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

1 1 21 1 1 1 =2
— 1 -1 1 5 2 =2 -1 1
1) 2? + 4z = ; 2)a’ — —x = ;
2 11 2 3 3 -3 5
3 =2 20 3 2 =2 3
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—1

-1 0

—1

)

0
—2

1
-1 0

0
-2

10
——x

3

4) 2*

1 -1 2
2 =2 1|
-2

3) 2 + bz

2

01 -1

2

2

—1

9. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

1 -1 -1 -1

1 -1 11

0

3 =2 2

1

10. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

2

1 2 3+=x

1 11-22
1 3

2

1
1—22 1 3

3

4

r+11

1 z+1 4

1

r+1 1

1

2

2 2—=x

1

20+1 1 2

r—1 2 2

3
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11. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

?

Y

2 2 2 4
211 2
3 21 2

3 -1 1 -1
1 -1 2
-2 -1 0 -2

-2 -2 1 =3

2) z* + 5x >

Y

0

2% — 31 >

1)

4 3 2 2

SO N A — = - O
_
N AN e O
—_ —_e - e o o
N - o
v VI
&
_w 10 e
oy |
(e
o 53
~—~ —~
<t Ne]
— O AN M O = =
_ [ _
— AN O O M e~ AN
_
— — —
| SO N —
™M — AN AN —~ AN o~
[ _ [
VI A
) 3
0O ™M | AN
_ +
(o]
& Qx
—~
™ o

12. Odrediti nepoznatu x tako da bude ispunjeno sledece:

o (@]
V VI Al
_ _
_ _
— —
S K AN ___2111
— N — — N A — N o~
_ (. _ |
~ ~~ ~—~
[a\l <t Ne}
~ A__H ~
Al AN V
SO —H AN — — M — M AN M
_ _ [
_ _
— o~ S - K AN —~ —
I _
8K o~ N~ ™ 8 —= AN M
_ _ _
—~ — —~
— [ap] 0

13. Odrediti nepoznatu = tako da bude ispunjeno sledece:

1 z+4+2 3

3

Y

>4

1 z+1 3

2
r+1 2

2

3

)

2
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o o
VI V
— —
NN | | — — ™
8 &
MmN — M AN ™M —H M AN
— [a\
+ — » NN+
8 S
— o o — O —~ ™M
—~ —~
< Ne]
— -~
_ _
A\ VI
— AN — A —
™M o~
s
™ —= N+
(@] o o
— o o~ — MmN <A
8 —
+ = o = o | &~
[ 8
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15. Proveriti rezultate iz zadatka 14. koriste¢i Laplasov razvoj (po proizvoljnom

redu).
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2. Matrice

Predlog literature za neophodne informacije o matricama: [1], [3], [4], [6], [7],
[8] ili [9].

2.1. Operacije sa matricama

Primer 1. Ako su

PR R 1 I B
Tl 21| VP12
tada je:
1 2 1 3 2.1 2.3 2 6
T— . — . — —
A=l —1]’ 2-A=2-1) [2-2 2-(—1)] [4 —2]’
(1 03] [—2 1] [14(-2) 3+1] [-1 4]
A+B=lo 1F 1 2|7 241 —1e2|7| 3 1)
) B_'1 3] [=2 1'_'1—(—2) 3—1'_'3 2]
2 <1 12l 2—=1 —1-—2| |1 =3
1 3] [-21 1-(—2)+3-1 1-14+3-2 17
A'B: . e = ,
9 —1 12 2:(=2)+(=1)-1 2:1+(=1)-2| |=5 0
—2 1] [1 3 —9).14+1-2 (=2)-3+1-(—1 0 —7
BoA— _ | (=2)-1+ (=2)-3+1-(=1) | _ "
1 2012 -1 1-14+2.2 1-3+42-(—1) 5 1

Napomena. U ovom Praktikumu ¢ée proizvod realnog broja a i matrice A
(- A), kao i proizvod matrica A i B (A - B) biti krace zapisan, redom, sa
aAi AB.

e 2]
1. Ako je A= e izracunati:

1 1
1)24, 2) —34, 3) AT, 4) §AT, 5)(ANT,  6)A+I, T)A-2I,

8)3A+AT 9)A-AT  10)(AT™+D)T, 11)(A-24T)T) 12) (A+3AT-I)T.
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-2 0 . -2 3 . .
2. Ako su A= 1 — 1] i B= 1 _2],prover1t1 sledece rezultate.
—4 3] , (4 4] s 2 1
3A-B=| |, 2A4B=| | |, 3)AT-2BT=| . 3],
[ 2 3] s 0 1] v oar |4 =2
Y B-24= |, B)B-A=l . 6)BT=3AT=)
3. Ako su A= 2 |71 72 racunati
. O su = _9 3 3 0 , 1Zracunatl:
1)A+2B, 2)2A-B+3I, 3)3A+B'—I, 4)(A™-B)T, 5)(A-3B+2I)",
6) B—3A, T)3B—A+2I, 8)B—2A"+I, 9)(B™-A)", 10)(B+24-31)".
-1 1 2| . -1 -2 1] . ,
4. Ako su A= 5 _o 0] i B= s 01 , izracunati:
NA+3B, 2)A-2B, 3)A"+3B", 4)(A-B)", 5)(A+2B)T,
6)B—2A, T7)B+3A, 8)B'-24T 9)(B+A)7”, 10)(B-34)".
1 -1 1 -2
5 Akosu A=|1 -2 | i B=|1 —1 |, izracunati:
3 0 2 -2
1)A-3B, 2)24+3B, 3)AT"-2BT, 4)(A+B)", 5)(3A-B)",
6) B+2A, T7)3B—2A, 8)BT+347, 9)(B-A)", 10)(2B+A)".
11
, 120 . ,
6. Akosu A=|2 -2 B= 1 3 1],121"&(:11118&1:
11
NA+2BT 2)34"-B, 3)AT+2B, 4)(A-BHT, 5)2AT+B)T,
6) B—2A", 7)2BT—A, 8)BT+34A, 9)(B+ANT, 10) (3BT -A)T,
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10-1 -1 2 1
7. AkosuA=|11 1| i B=| 0—1 -2, proveriti sledece rezultate.
20 -1 ~1-1 1
[1 2 -1 (2 -1 1] [—1 5 4]
24+B=|2 1 0], 2)A™=B=|0 22|, 3)AT42B"=| 0-1-4],
3-1-1 0 20 —3-1 1
[4 —2 —4] (0 00] [—3 -2 —5 ]
4)B-3A=|3 4 5|, 5)B™+A=|3 00|, 6)B"™—2A"=| 2-3-1
7 1-4 3-20 3-4 3
1 -1 =2 1 -1 —1
8 Akosu A=|1 -2 1| i B=|1 -2 —2 |, izracunati:
2 0 —2 0 -1 0

1)A-3B, 2)A™2B, 3)A-3B"-2I, 4)(A-B+3I)", 5)(3A-B")"-I,

6) B—2A, T7)B™+3A, 8)B—-2A"+3I, 9)(B—A-2I)", 10)(2B—A")"+I.

1 0 -1

9. Ako su A= 01 0

] i B=| 1 1], izracunati:

1 2
NAT-3B, 2)B-2AT 3)B'—- A 4)24-3BT  5) §BT + gA,
10. Ako su A:[ 1 —2] i B:[ 0 —1 }, izracunati:

) A'™B,  2)BAT,  3)ABT, 4)B'A, 5)A'™B-2I, 6)BTA+3I,
7)(ABT)?, 8)(BAT)*, 9)(AB")’—(BAT)?, 10)(B'A)?, 11)(A"B)’,

12) (BTA)?=31, 13) (A'B)?+1, 14) (BTA)*—(A'B)?, 15) (A'B)?+2(B*A)?,

o)
1 = 1 2 , 1Zracunatl:

1 -2

11. Akosu A= 5 _3

)AB, 2)ABT, 3)A'B, 4)A'BT, 5)BA, 6)BA", T7)B'A,
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8) BTAT,  9)A?BT, 10) B2AT 11) A’B*4-21, 12) B*A?-31,

13) A’B> + BTAT — 21, 14)ATBT — B?A* 4+ 1, 15)A"B?>+ B?AT — 1.

-1 —2
12. Akosu A=| 0 i B=| 3|, izracunati:
—2 -1

D ABT —21, 2) BAT+1, 3)(A'B)?, 4)(BTA)?, 5)(AB")?, 6)(BAT)?,

7) (ABT)*4+31, 8)(BA")*—2I, 9)(ATB)*+(B*A)?, 10) (ABT)*—(BA™)2.

1 -2 0 —1
13. Akosu A=|2 -3 i B=|1 2], izracunati:
1 0 1

1)AB™-2I, 2)ATB+1I, 3)BA™I, 4) B"A+3I, 5)(A'B)?*, 6)(BTA)?,
7) (ABT)?, 8)(BAT)?, 9)(ATB)* + 31, 10)(BTA)* —2I, 11)(AB")* +1,

12)(BA")? =31, 13)(BTA)? — (ATB)? + 21, 14)(ABT)? — (BA")* - 3I.

1 1 -1 2 21
14. Akosu A=| 0 -1 O i B=|1 2 1], izracunati:
-2 0 0 3 01

1)AB, 2)ABY, 3)A'B, 4)A'B”, 5)BA, 6)BA", 7)B'A, 8)BTAT,
9) A’BT, 10) B?AT, 11) A’B* — 31, 12)B?A* + 21, 13)A'B? — B*A" + 1,
14) BTA* — A°B" — 21, 15) A’B*+ BTA" + 31, 16) A'B" + B°A* — I.

-1 1

15. Neka je A=
5. Neka je 0 2

] . Izracunati p(A) ako je:

Dp(x)=2+1, 2)p(z)=—x+3, 3)p(x)=22—-1, 4)p(r)=—-3z+2.
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10
16. Neka je A= 9 1 ] . Izracunati p(A) ako je:
3 9 L 2 2
Dp(z) =52%  2)ple) =-52°, 3)pla)=2"~2, 4)p(z)=-2"+2z,

5)p(z)=2"-2, 6)p(z)=—2"+3, 7)p(x)=2"—x+1, 8)p(r)=—22"+z+3.

, 1 —2] , ~3 4
17. Neka je A= i p(z)=2*— 2+ 1. Tada je p(A)= .
2 —2 -4 3
Proveriti.
. 1 2 _ . 20
18. Neka je A= s p(z)=—2? + 2z + 3. Tada je p(4)= 0 9l
Proveriti.
-1 1 -1
19. Neka je A=| 0 —2 1 |. Izrac¢unati p(A) ako je:
-1 0 0

1 3 3 1 2 1 3
Spla)=ge—5, O)ple)=—ga+y, T)pa)=ze+s, 8)plr)=—zz+37
0 2 -1
20. Nekaje A= 1 —1 1 |. Izracunati p(A) ako je:
1 0 1
2 2 2 Lo, 3
p()=r'-1, 2ple)=-3r12, 3)pla)=2"z, Nplr)=— "+ w,
9 9 3 5 1 1
S)p(x) =2"—2x+3, 6)p(x)=—-2x"+3x+1, 7)p(z)= 2 Tt
1 11 0 8 11
21. Nekaje A=|1 2 1| i p(z)=32>—4z—5. Tadajep(A)=|8 5 14
113 11 14 16

Proveriti.
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12 3 -3 -5 2
22. Nekaje A=|2 2 2| i p(z)=—a*+22+3. Tadajep(A)=|—4 —3 —4]|.

1 1-1 0-1-5
Proveriti.

11 1 7 3 -1
23. Nekaje A=|1 0 —1]| i p(x)=222—3z+4. Tadajep(A)=|—-3 2

12 1 50 1
Proveriti.

2.2. Inverzna matrica

=l 7

Tada je, |[A| =3, A1 =—1, Ao =—-2, A1 =2 i Ays=1.
Dakle,

Primer 1. Neka je

Primer 2. Neka je

2 1 =2
A= 3 —1
2 2
Tada je, |A| = 4,
An=|2 THos 4 b6 =]t 25
1,1 — 2 9 ) 2,1 — 2 9 ) 3,1 — 3 -1 — Y
A 2 —1 44 2 =2 i A 2 =2 _ o
1,2 0 2|7 " H M2T |, o R P
A 2 3 i A 2 1 i A 2 1 _y
1,3 — 0 2 - 23— 0 2 ) 3,3 — 2 3 — %
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Dakle,
T
[ 3 4 4 8 -6 5
A'=2 -6 4 —4|==|—-4 4 =21|.¢
5 -2 4 4 —4 4
1. Nadi inverznu matricu A1, ako je:
(3 2] (3 1] (2 1 1 2]
DA=1y > 24=] 5 1| 945, 2]’ VA=l o 9|
(1 —1] 0 1] [2 0 —1 3]
A= A= A= A=| 2
2. Neka j A—-Q Tadaie A= 1| 2 "1 proverit
. Neka je A= 3 3 ada je =3|_3 of roveriti.
31\11<',4—_3_1 Tada je A== 1 2 1 iti
- Neka je A=| = |. Tada je =% |g 3| Proveriti

4. Odrediti u zavisnosti od realnog parametra a kada postoji inverz matrice
A i (u slucéaju kada postoji) naéi inverznu matricu A1, ako je:

1 a —1 5 -2 a 5

) 1 11’ ) 2 —1|’ )

5A——_a 2_ 6A——_ 3 a_ 7)A
) 2 3 ) -2 =1 )

2 0]
2 al’

2 1]

-1 «a

5. Odrediti u zavisnosti od realnog parametra a kada postoji inverz matrice
A'i (u slucaju kada postoji) na¢i inverznu matricu A=, ako je:

1A—— a 1] 2A—__1 d 3) A
) - _1 a 9 ) - a _2 ) )
[ a 0_ [ a —4_
A=, | A= ||, 1A
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. Ako je A=
6 o je 3 _4

-1 2
, izracunati vrednost sledecih izraza:

DA-AT' 2)A+A™Y) 3)—24+43A7', 4)3A-2A471, 5)—4A+2A7,

6) A—2A7'+I, T)—A+A'-2I, 8)3A+2A' -4l 9)-3A+4A1421.

2 —1 —3 -
. _ . 1 _ ..
7. Neka je A= 5 1 Tada je A7 +2A= 5 0 ] . Proveriti.
8. Neka j A—_l Tada je 34 — A~ = 6 4 P it
. Neka je A=],  |. Tada je 34 — =| 4 10 | Proverit

9. Nadi inverznu matricu A=, ako je:

-2 0 —1 1 -1 0] 3 -1 =2
NA=| 2 1 1|, 20A=|2 -1 -1 |, 3)A=|1 0 -1,
-1 0 2 3 -2 2 1 -2 -2
01 3 1 0 1] (1 -1 0
fHA=|-1 1 0|, BA=[1 3 1|, 6)4=|2 -2 -1
2 2 -2 1 -2 2 0 2 3
[2 1 -2 8 —6 5
10. Neka je A=| 2 3 —1|. Tadaje A'=2|—-4 4 —2|. Proveriti.
2 2 4 —4 4
1 1 -2 1 -1 1
11. Neka je A={—2 0 1. Tadaje A'=%|7 —1 5 |. Proveriti.
1 -1 3 2 0 2

12. Odrediti u zavisnosti od realnog parametra a kada postoji inverz matrice
A i (u slucaju kada postoji) naéi inverznu matricu A1, ako je:

1 a 0 0 -2 —1 1 -2 a
NA=[2 =2 1|,  2A=|a 2 2|, 3)A=|2 -3 0

1 2 2 1 2 1 1 1 -1

)



23 MATRICE

2 -2 1 1 -1 =2 1 -1 2
) A=|1 -1 =2, 5)A=|2 =2 a|, 6)A=3 0 -1
a 2 1 0 2 =2 1 a 1

13. Odrediti u zavisnosti od realnog parametra a kada postoji inverz matrice
A'i (u slucaju kada postoji) na¢i inverznu matricu A=, ako je:

(1 a 0] a 1 1] a 0
DA=|1 -2 2, NA=| 0 —1 2 3)A -1 2
a 21 -1 2 a 11
[ 1 a (2 1 -1 a 2
HA=|a 0 1], 5A=|0 1 a 6) A 0 —1
1 -1 2 a —1 1 3 1
11 1
14. Akoje A=|1 2 1 |, izracunati vrednost sledec¢ih izraza:
2 2 —1
DA+A™, 2)A-247') 3)24-3A7', 4)3A42A471, 5) —A—4A7",
6) A+3A T, T7)—2A+A7'43I, 8)A—A'42I, 9)—3A+2A71-2].
1 0 2 -3 0 -3
15. Nekaje A=|—3 —1 —2 |. Tadaje A~'—2A=| 7 1 2 |. Proveriti.
2 0 2 -3 0 -2
-110 2 1 0
16. Nekaje A= 2 1 0. Tadaje A2+3A71=|2 4 0 |. Proveriti.
2 0 2 31 &
-2 2| . 1 -1 . .
17. Ako su A= 1 i B= 1 |, izracunati:
1 -1 1 1
3 2
WA —3B, 2)3A'+B™', 3)A'B-AB™', 4)A'B 4+ A-3I,
5)B'+2A4, 6)2B'—A"'", 7)B'A+BA', 8)B'A'-B+2I.
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1 2 . 3 2
18. NekasuA:{1 1] i B—{Q 1].

1 -2
Tada je A~! — 2B~ ! = [_3 5] . Proveriti.
1 2 . 1 -1
19. NekasuA:{_3 _4} i B—[l 1].
7
Tada je B~! + 347 1= 5 _22 ] . Proveriti.
2
-1 11 0 11
20. Akosu A= 0 1 1 i B=| 1 2 1], izraCunati:
2 =2 1 -1 -2 0

1

DA +B, 234 -B', 3)AB '+ A'B, 4HA'B' 2441,
5B'—A, 6)2B'+A", 7)BA'-B'A, 8B 'A'+3B-1.

11 2 1 01
21. Nekasu A=[—-1 2 0 i B=|2 -1 1
0 2 1 2 -1 0
1 -6 7
Tada je A~' +3B71=| 5 =7 5 |. Proveriti.
2 5 —6
1 -1 2 0 21
22. Nekasu A=[1 0 1 i B=|—-1 2 0
0 -1 2 11 2
2 -3 0
Tada je B! —2A47'=| 6 —5 —3|. Proveriti.
-1 0 0

2.3. Matriéne jednacine

1 —1 -1 0
Primer 1. Date su matrice A:[l O] i B:[ 5 1 } Resiti matriénu

jednacinu: AX = BT — X.
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Resenge. Iz AX = BT — X sledi AX+ X =BT tj. (A+I1)X = B".

Neka je C = A+ 1 tj. CX = BT, iz ¢ega, pod uslovom da postoji inverz
matrice C, dobijamo da je X = C~!BT.

Potrebno je naé¢i O~ tj.
—1 -1
1 -1 1 0 d 2 —1
1 0 + 0 1 odnosno 1 1 )

2 -1
1 1

Posto je

C]= =3

Cihn=1, Cipo=-1, 0y =1, (Cho=2,

1111 111
-1_ - - _ =
0_3[1 2] 3[—1 2]'
Prema tome, reSenje date matri¢ne jednacine je

Coagr L1112 1]-13
X_CB_3—12 0 1] 3 10"

1. Ako je A=

dobijamo da je

2 2
1 9 ] , odrediti nepoznatu matricu X.

DAX =1, 2)XA=1, 3)XA=A" 4HAX =A"' 5 XA=A"+1,

6) AX—1=A", T)XA+2I = A%, 8)AX =AT-X, 9)XA-2X = A+1.

2 =3

-2 1
2. Ako su A:[ ] i ]

-2 =2
:[ 5 } , odrediti nepoznatu matricu X.

HWAX =B, 2)XB=A, 3)AX=B" 4)XB=A", 5XA=DB""

6) XA+I =B", 7)XB-2I= A% 8)AX+2X =B, 9)BX=A"+X.
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3. Ako su A= 9 _3 1 o

1 1| . -2 -1 _
i B= , odrediti nepoznatu matricu X.

HWAXB=I, 2)B'XA'=I 3)ATXB'=I, 4)XAT=B'+X,
5 (XT+A)7"=21-BX, 6)(AX N '=B+I-X, 7)(A+X)'=B.

11
-1 2

1 0

4. Akosu A= 9 _1 1

i B=

] , odrediti nepoznatu matricu X.

)AX=B, 2)XA=BT 3)A"X=B, 4)XA"=B" 5)AX+2X=208,
6) XA=BT-X, T)ATX=B+3X, 8)AX-ATX=B, 9)XA+XAT=0".

0

i B=|2 —1 |, odrediti nepoznatu matricu X.
1

1 -1

5. Akosu A= | _o

)AX=B" 2)XA=B, 3)ATX=B' 4)XA"=B, 5)AX+2X=B"
6) XA=B+X, TNATX=BT-2X, 8)AX+ATX=B" 9)XA-XA"=B.

1 -1 1

6. Akosu A= 0 9 1

i B=

-1 0
5 1 ] , odrediti nepoznatu matricu X.

)BX=A, 2)XB=A" 3)B'X=A, 4)XB'=A" 5 XB-X=A"

6) BX =A+2X, 7)B"X=A-3X, 8)BX+B'X=A, 9)XB-XB"=A"

—1

1
7. Ako su A= 5 1

, odrediti nepoznatu matricu X.

— N

1
1] i B=
1

)BX=AT 2)XB=A, 3)B"X=AT 4)XB'=A, 5)BX+2X=A"

6) XB=A-3X, 7)B'’X=A"4+X, 8)BX-B'X=AT 9)XB+XB'=A.
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8. Ako je A= , odrediti nepoznatu matricu X.

S = W
S N
N NN

DAX=I, 2)XA=I, 3)AX=AT 4)XA=AT 5)AX=AT +2I,
6) XA=A?-21, TAX+I=A"' 8)XA=AT-X, 9 AX-3X=A+I

9. Ako su A=

, odrediti nepoznatu matricu X.

NN =
— O N
N N DN

—-

Sy

Il
_ O
O —
N =N

HAX=B, 2)BX=A, 3)XA=B", 4)XB=A", 5 XA=B"+1,

6) XB-2I=A* T)AX+I=B""' 8)BX=A"+X, 9)XA+2X=B-1.

210 102
10. Akosu A=|1 1 1| i B=|1 1 1|, odrediti nepoznatu matricu X.
012 120

DWAXB=1, 2)BXA=1, 3)A'XB'=1, 4)B"X-1=A"42X,

6)(X"—A)"=BX, T)(AX")"=X+B, 8)(X 'B)'=A4, 9)(X-B) '=A.

102
102
11. Akosu A=|112| i B= 5 1 1], odrediti nepoznatu matricu X.
211

) XA=B, 2)A'’X=B" 3)AX=BT 4)XA"=B, 5) XA+ X=08,

6) AX=BT+X, 7)XAT=B-2X, 8) XA-XA"=B, 9)AX+A’X=5B".

122
202
212
12. Akosu A=|122]| i B= 101 , odrediti nepoznatu matricu X.
212
211

) XA=B, 2)ATX=B" 3)AX=B" 4)XA"=B, 5)XA4+2X=20B,

6) AX=B"+X, T7)XA'=B-3X, 8)XA+XAT'=B, 9)AX-A'X=pB"
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121
13. Ako su A:[ 11 0} i B= , odrediti nepoznatu matricu X.

=
— _ O
OIS )

)BX=A" 2)B'X=A" 3)XB=A, 4)XB'=A, 5 BX-2X=A"
6) XB=A+3X, T7)B'X=A"-X, 8)BX+B'X=A" 9)XB-XB'=A.

14. Akosu A=

(1) 112
1 i B=|11 1], odrediti nepoznatu matricu X.
0 102

2
1
0
2

O = =

)BX=AT, 2)B"X=A" 3)XB=A, 4)XB"=A, 5)BX+3X=A"
6) XB=A-2X, 7)B'X=A"+X, 8)BX-B'X=A" 9)XB+XB'=A.

2.4. Rang matrice

Primer 1. Odrediti rang matrice A.

-1 1 1

1 2 0

A_30—2

4 5 —1

Iz

-1 1 1 -1 1 1 -1 1 1
A*IQOO 0 3 1| o 0 3 1
1 3 0 -2 0 3 1 0 0 0f”°
4 5 —1 0 9 3 0O 0 0

zakljucujemo da je rang(A)=2.

Napomena.

Napomenimo da se ¢ dobija primenom slede¢ih elementarnih operacija:
1) I-vi red se doda II-gom redu;

2) I-vi red se pomnozi sa 3 i doda I1I-éem redu;

3) I-vi red se pomnozi sa 4 i doda IV-tom redu;

Napomenimo da se [] dobija primenom slede¢ih elementarnih operacija:
1) II-gi red se pomnozi sa -1 i doda III-¢éem redu;

2) II-gi red se pomnozi sa -3 i doda IV-tom redu. ¢
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1. Odrediti rang slede¢ih matrica.

-1 -1

AN O M
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2. Odrediti rang matrice A u zavisnosti od realnog parametra a.
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3. Sistemz linearnih jednacina

Predlog literature za neophodne informacije o sistemima linearnih jednacina
i metodama resavanja takvih sistema:[1], [4] ili [9].

3.1. Gausova metoda

Primer 1. Resiti Gausovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.
r + 3y + 2z =2
3r + 4y + 3z = 4 (1)
20 + y — 32 =6
Resenje. Mnozenjem prve jednacine sistema (1) sa —3 i dodavanjem drugoj
jednacini, kao i mnozenjem prve jednacine istog sistema sa —2 i dodavanjem
trecoj jednac¢ini dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:

T+ 3y + 2z = 2
— by — 3z = -2 (2)
— by — 7z = 2
Mnozenjem druge jednacine sistema (2) sa —1 i dodavanjem trecoj jednacini
istog sistema dobijamo slede¢i (ekvivalentan) sistem:

r + 3y + 22 = 2

— by — 3z = =2 (3)
— 4z = 4
Iz poslednje jednacine sistema (3) sledi da je = = —1. Iz pretposlednje

jednacine istog sistema sledi da je y = 1. Na kraju, iz prve jednacine istog
sistema sledi da je x = 1.
Dakle, resenje sistema (3), a time i njemu ekvivalentnog sistema (1), je
uredena trojka (z,y,z) = (1,1,—1) tj. sistem (1) ima jedinstveno resenje
— odreden sistem. ¢
Primer 2. Resiti Gausovom metodom sledeci sistem linearnih jednacina.
T — 2y — 3z = =2
-+ y+ z= 1 (4)
3r — y + 2z = -1
Resenje. Dodavanjem prve jednacine sistema (4) drugoj jednacini, kao i
mnozenjem prve jednacine istog sistema sa —3 i dodavanjem trec¢oj jednacini
dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:

r — 2y — 3z = -2
-y — 2z=-1 (5)
oy + 10z = 5
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Mnozenjem druge jednacine sistema (5) sa 5 i dodavanjem tre¢oj jednacini
istog sistema dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:
r — 2y — 3z = =2
-y — 2z = -1 (6)
0= 0
Identitet 0 = 0 mozemo izostaviti iz sistema (6), pa se sistem (6) svodi na
sledeci sistem od dve jednacine:
r — 2y — 3z = =2
DS (7)
Y z =
Iz poslednje jednacine sistema (7) sledi da je y = 1 — 2z. Na kraju, iz prve
jednacine istog sistema sledi da je v = —z.
Dakle, resenje sistema (7), a time i njemu ekvivalentnog sistema (4), je svaka
uredena trojka oblika (z,y,2) = (—t,1 — 2t,t),t € R, tj. sistem (4) ima
beskona¢no mnogo resenja — neodreden sistem. ¢

Primer 3. Resiti Gausovom metodom sledeci sistem linearnih jednacina.
r — 3y — 2z =3
—r 4+ 2y + 3z =1 (8)
r — y — 4z =2
Resenje. Dodavanjem prve jednacine sistema (8) drugoj jednacini, kao i
mnozenjem prve jednacine istog sistema sa —1 i dodavanjem trec¢oj jednacini
dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:
r— 3y — 2z = 3
- y+ z= 4 (9)
20 — 2z = —1
Mnozenjem druge jednacine sistema (9) sa 2 i dodavanjem tre¢oj jednacini
istog sistema dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:
r — 2y + 22 =3
- y+ z=4 (10)
0=7
Iz poslednje jednakosti sistema (10) koja je nemoguca sledi da sistem (10), a
time i njemu ekvivalentan sistem (8), nema resenja — nemoguc sistem. 4

1. Resiti Gausovom metodom sledeci sistem linearnih jednacina.
x4+ y+ z= 3 r+ y—- z=1
1) =z -2y — 32 = —4 2) 20 + 3y + =z
2« + y — z = 2 T+ 2y + 22 =1
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v + y — 22 =7 2c + y+ 2z =9
3) *+ 2y —32= 38 4) 3r — 4y — 2z =7
2t — y 4+ 2z = —1 T — 2y — z =2
r — 3y + 22 = =5 r — 3y — 2z =1
5) 2v — 3y + z = —4 6) 20 — 3y — 2z =1
r — 4y + 3z = =7 20 + 3y + 2z = 3
T+ y+ z= 2 r — 3y — 4z =
7) 3r — 2y + 22 = =5 8) + 2y + 52 =5
2 — y + 3z = —1 2v + by + 3z =

2. Resiti Gausovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.

2v + 3y — 2z = =2 3v + 2y + 42 = 0
1)3:1:+4y+5z: 6 2)—2:16—}—33/—52: 2
2 + 5y + 3z = —1 20 — 2y + 4z = =2
20 — 4y + 3z = =5 20 + 3y + 22 = 0
3)4:1:—1—33/—52: 1 4)—4:6—1—23/—22:—3
20 — 3y + 2z = -4 dr + 2y + 3z = 1
20 — 3y + 4z = —7 ot + 3y + 3z = —4
5)3:L‘+2y—7z: 9 6)—3x+2y—22: 3
dr — 3y + 22 = =5 dr — 5y + 3z = =5
2 + 3y — 52 = 0 —dxr + 2y — 3z = 6
7) dr + 3y — 7z = —6 8) 3z + 4y — 2z = =2
20 — by + 3z = 8 2v + 3y — 42 = —6

3. Resiti Gausovom metodom sledeci sistem linearnih jednacina.

r — 3y + 2z = —1 20 + 3y — 22 = 3
1) 3z + 4y — 22 = 3 2) 3x + z= -2
T + 3y = =5 20 — 4y + 3z = —1
20 + 3y + 42 = 6 20 — y = 1
3) 44y — 3z = 5 4) x + 4y — 3z = 4

3v + 2y — 52z = —7 or — y — z= 1
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3v + 4y — 2z = =5 3r + 2y — Sz = =2
5) bz + 3y — 4z = 2 6) -3y + 2z = 2
dr + dy = -3 20 + 5y — 3z = —1
3x + 2z = =2 20 + 4y — 3z = —1
7) S + 2y + 3z = —4 8) 6y — bz = 0
dr + 3y + 2z = =3 r + by — 4z = —1

4. Resiti Gausovom metodom sledeéi sistem linearnih jednacina.

r— y+ 2= 3 r— 3y — 2z =1
2c + y — 2z = 6 20 — 2y — 3z =
1)3x—2y—z:4 2)x+ Yy + oz
r — by + 4z = -3 v — 4y 4+ 22 =0
24+ y— z= 3 20 + 3y + 42 = 3
r+ y+ 2z = -1 r + 2y + 3z =3
3)4az+2y~|—3z: 1 4)3:17+4y+5z:3
r — 3y z = 2 x4+ y+ z=0
2v + 3y + 4z = -3 T+ y+22=3
T + + z= 0 20 + 3y + 5z =
5)41:—1- + 3z = -1 6)3x—5y—2z:
x4+ 2y — 2z =1 v + 4y + 72 =9
r + 2y — 2z = =T x — Ty + 8 =6
3v — 4y — 2z = —6 20 — dy + 3z =
7)2x—2y—z:—5 8)4:B+3y—7z:
r—4y + z = 2 20 — 4y 4+ 5z = 3

5. Resiti Gausovom metodom sledeci sistem linearnih jednacina.

20 — 3y + 22 =1 20 — 3y — 22 = 0
2 + by — 3z =4 —3r — 2y + 4z = —1
1)—3x+2y+4z:3 2) dr + 3y — 52z = 1
dr — 3y + 52 = 6 -3z — 4y + 2z = 1
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20 + 3y — 5z = 5 —2x + 4y —
—3r 4+ 5y — 2z = 2 3r — oy +
3 ar 3y + 72 = -7 Yoor — 3y 4
3r + 2y — 52 = 5 =3z + 4y +
2c + 3y — 4z = 1 —2r + 3y +
—3x + 4y — bz = =5 3r — by —
5) 6)
dr — 2y + 3z = dr — 2y +
—3x 4+ 2y — bz = 2 or + 4y +
2c — 3y — 52z = 4 2v + 3y +
=3z + 2y + 52 = —6 or + 2y +
7) dr — 3y — Tz = 8)—3x+5y—
3x + 0y + 22 = 6 dr + 3y +
6. Resiti Gausovom metodom sledeéi sistem linearnih jednacina.
de + y 4+ 2z = 1 r — Yy +
3w + 2= 0 —2r + y +
1) 2)
r+ y+ z= 1 —4x + 3y —
3v — 3y — 2z = =3 3r — 2y
x4+ 2y — 4z = =3 r + 2y +
3z + 5y — 2z = 2 y +
3) 4)
T -3z = 0 -2z + 3y —
2z + y — oz = 1 T — 2y +
r — 2y — 4z = =3 r+ oy —
+ 3y = 0 -3z — 2y +
5) 6)
20 + y — 3z = —1 y +
v + 4y — 52 = 3 2r + by +
r — y — 2z = -4 r+ y +
v + 2y — 2z = =2 —2r — 3y —
7) 8)
r + 3y + 22 = 4 y —

-z = =2 x + 4y +

3z =

2z
5z

2z =

4z =

2z
3z

3z =

2z =
3z =
4z =
5z =

3z
2z

2z
5z

3z =

2z

3z =

2z =

3z =
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7. Resiti Gausovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.

3r — 2y + 4z = —1 5y + 2z = —4
—2z + 3y + 5z = —1 20 + 3y + 42 = 4
b dr — dy = 2) br — 4y — 3z = —6
20 — 4y + 3z = 2 =3z + 4y + 2z = 1
or — 4y — 2z = —1 3z + 4y + 2z =
3T — 2z =1 2c + by + 3z = 0
) _or — by 4 32 = —4 4) 2 + 32 — —T
v + 6y — 42 = 5 —2r — 3y — 2z = —1
3r — 2y = 0 dr — 2y — bz = =5
dr — 3y — 2z = =5 2y + 3z = 3
5)—5:1:+4y—|—3z: 7 6) 2v + 5y + 4z = —1
20 — by — 4z = —1 —3r — 4y — 2z = 3
—Hx + 4z = 1 —br + 2y — 3z =
3r + 2y — 5z = 0 2x + 3z =
7) dr — 3y + 2z = —3 §) 3r — 2y + 4z =
20 — 4y + 3z = =2 dr + 3y + 22 = —1

3.2. Kramerova metoda

Primer 1. Resiti Kramerovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.
r + 3y + 22 =2
3v + 4y + 3z =4 (11)
20 + y — 32 =6

Resenge. Treba odrediti D determinantu sistema (11) i D,, D, 1 D, determinan-
te koje odgovaraju, redom, nepoznatoj x, y i z.

1 3 2
D=3 4 3
21 -3

=1-4-(-3)4+3-3-2+2:3.1-2-4.2-1-3-1—(=3)-3-3 =20,
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2 3 2
D,=|4 4 3
6 1 —3

=2.4-(-3)4+3-3-6+2-4-1-6-4-2—-1-3-2—(=3)-4-3=20,

12 2
D,=|3 4 3
2 6 -3

=1-4-(—3)4+2-3-2+2:3.6-2-4-2-6-3-1—(=3)-3-2=20,

1 3 2
D.=\|3 4 4
216
=1-4-6+3-4-2+42-3.1-2-4-2-1-4-1-6-3-3=—-20.
Dakle,
Dz_ _D’!J_ _Dz_

Prema tome, resenje sistema (11) je uredena trojka (x,y,z)=(1,1,—1) tj.
sistem (11) ima jedinstveno resenje — odreden sistem. ¢

Primer 2. Resiti Kramerovom metodom slede¢i sistem linearnih jednacina.

T — 2y — 3z = =2
—x + y+ z= 1 (12)
v — y + z= -1

Resenje. Treba odrediti D determinantu sistema (12) i D,, D, i D, deter-
minante koje odgovaraju, redom, nepoznatoj x, y i z.

1 -2 -3
D=|-1 1 1
3 -1 1

= 1-1-14(=2)-1-34(=3)-(=1)-(=1)=3-1-(=3) = (=1)-1-1—(=1)-1:(=2) = 0,

—2 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 -2
D,=| 1 1 1|=0, D,=|-1 1 1|=0, D.=|-1 1 1|=0.
1 -1 1 3 -1 1 3 -1 -1
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Napomena. D, = 0 jer je D, = D, D, = D, = 0 na osnovu osobine
determinanti koja glasi: Vrednost determinante je jednaka O ako su elementi
jednog reda (kolone) jednaki (ili proporcionalni) odgovarajucim elementima
nekog drugog reda (kolone).

Dakle,

Na osnovu toga zaklju¢ujemo da sistem (12) moze biti neodreden ili nemogué.
Medutim, Primer 2. — Gausova metoda pokazuje da je sistem (12) neodre-
den sistem. ¢

Primer 3. Resiti Kramerovom metodom slededi sistem linearnih jednacina.
r — 3y — 2z =3

—r 4+ 2y + 3z =1 (13)
r — y — 4z =2

Resenge. Treba odrediti D determinantu sistema (13) i D,, D, i D, deter-
minante koje odgovaraju, redom, nepoznatoj x, y i z.

1 -3 =2
D=|-1 2 3
1 -1 -4

=12 (=) 4 (=3)-3-14+(=2)-(=1)- (=1) = 1-2-(=2) = (=1)- 3~
1—(=4)-(=1)-(=3)=0,

3 -3 -2
D,=[1 2 3
2 -1 —4
= 3.2:(=4)+(=3)-3-2+4(=2)-1-(=1)—2-2-(=2) = (=1)-3-3— (—4)-1-(—3) =
~35.

Posto je determinanta sistema (13) jednaka 0, i determinanta koja odgovara
bar jednoj nepoznatoj, a to je u ovom slucaju determinanta D, , razlic¢ita od
0, zakljuéujemo da sistem (13) nema resenje — nemoguc sistem. 4

1. Resiti Kramerovom metodom sledeéi sistem linearnih jednacina.
T — 2y + 3z = =5 3r + 2y — 3z = 3

1) 3z + 3y + 2z = 2 2) 2z — 3y — 2z
20 — 4y — 2z = =2 br — 4y — 4z = 2
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dr + 3y + 2z =
3) 3r + 2y — 2z
2v + 4y — 3z =
T+ 2y + 2z =
5) 2x — 3y — 2z
20 + by + z =
T — Yy — 2z =

7 T+ 2y + 3z

20 + y + 2z =

2. Resiti Kramerovom

r — 2y — 3z =
1)z —y — 22
2z + 3y
T+ y+ =z
3) 2z + by — 32
3y — 2z
T+ y—- z=
5 2r — y
Sr + 2y — 3z =
r + 2y — 4z =
7) -y + 2z
20 — Yy + 2z =

T+ 2y — 32 =0
4) 2x — y + =z =
3r + y — 2z =

T+ y+ 2z =2
6) 3r + 2y + 3z = 8
2 + y+ 2 =26

dr + y —
8) = + 4y
3v — 3y — 2z = 2

+
I
—_

metodom sledeci sistem linearnih jednacina.

dr —y — bz = 1
2) y — 3z = —1
3r —y —3z= 1
r —y — 3z = —1
4) x + 2z = 1
3 —y + 2z = -1
x — 2z = —6

6) 2r + 3y + 42 = 4
3r — 4y + bz = 4

x + z= 1
8) 2r + 3y — 4z = —4
3r — 2y + 5z = 1

3. Diskutovati i resiti primenom Kramerove metode, u zavisnosti od realnog
parametra a, sledeci sistem linearnih jednacina.

-y + az
1) —x + az
ar + vy

ar + Yy + =z
3) T+ ay + =z
r + Yy + az

2c +ay + 2z =1
2) 3z + 5z
r— y+ 4z =1

r+ y+az =1
4) T +ay + z =2
ar + y + 2z =3
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T+ ay + z= 1 ar + y + z = a?
5 =z — y + 2z =-2 6) * +ay + 2z =a’
20 + ay + z =-—1 T+ y+ azx = a®
—-r + y + az =a ar — y + z= 1
)z +ay — z=a 8 = 4+ ay — 2z =
ar — Yy + z = a - + Yy +az = -1
r+ y+ z=1 r+ y+ azr = a®
9) =z +ay + az =1 10) 2 +ay + 2z = a
T+ y+ d’z=a ar + y + z =1

4. Diskutovati i resiti primenom Kramerove metode, u zavisnosti od realnog
parametra a, sledeci sistem linearnih jednacina.

(a=1l)z —y+ 2z =a r —y+ (a+l)z = 1
1) x +y— z =a 2) x + ay + z = 0
r  +y+ (a+l)z = a (a—1)z +y — =z = -1
(a=3)z+y + =z =0 r — y +(a-1)z= a
3) (a—lr+2y+ 22 =1 4) -z +(a-1ly—- =z =-2
3vr +3y+ (a+l)z = a (a+l)z— 3y + 3z = 1

3.3. Matriéna metoda

Primer 1. ReSiti matricnom metodom sledeci sistem linearnih jednacina.
x + 3y + 2z = 2
3r + 4y + 3z =4 (14)
2 + y — 32 =6

Resenge. Sistem (14) mozemo zapisati u obliku: AX =B, gde je

1 3 2 T 2
A=3 4 3|, X=|y i B=|4
21 -3 z 6

Prema tome, X = A~!'B. Dakle, potrebno je naéi A~!. Iz

w N

1 3
3 4 =1-4-(-3)+3-3-2+42-3-1-2.4.2—-1-3-1—(—3)-3-3=20
2 1

w
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i
4 3 3 2 3 2
A= =—15, Ay;= =11 = =1
1,1 '1 _3‘ 3 2,1 ‘1 _3‘ ) 3,1 ‘4 3’ 9
3 3 1 2 1 2
A — =15 A =7, A — =3
1,2 ’ 9 _3 ‘ ’ 2,2 ‘ 9 _3 ) 3,2 ‘ 3 3 ‘ )
3 4 1 3 1 3
Aj3= =-5 A — =5 A =-5
1,3 ‘ 2 1 ’ ) 2,3 ‘ 2 1 ) 3,3 ‘ 3 4 ‘ )
dobijamo da je
~15 15 —51" ~15 11 1
e I PR A R TR A
20
1 3 -5 -5 5 =5
tj.
x —15 11 1 2 20 1
z -5 5 =5 6 —20 -1
odnosno (z,y,z) = (1,1,—1).
1. Resiti matricnom metodom slededi sistem linearnih jednacina.
r + 2y — 3z = —4 T+ y+ z= 6
1) 2z + y +2z2= 6 2) 3r + y — 22 = —1
2t — y+ z= 3 2 — 3y + 2z = —1
x4+ 2y — 3z = 5 T — y — 2z -3
3) —2r — 3y + 5z = -8 4) 2z + y+ z= -1
or + y — 8 = 7 3r + 2y + 4z 1
r + 2y —3z= 0 r+ 3y —bz= 4
5) =2z + y + 2z = 1 6) 20 + y + 3z = 3
r + 3y — bz = —3 3r — by + 2z = =2
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2 — 3y + z= T 2 + 2y — 3z = —4
7) S + 2y + z= -3 8) dr + y + 4z =
r— y+ 2= 6 3r + y + 22 =
x4+ 2y — z= 6 r — 3y + 2= -2
9) 2z + 3y — z = -1 10) 3z — 2y + z = 4
T — Yy — 3z = =2 dr — Sy + 3z = 4
r + 2y — 2z = -3 r — Yy + 2z = =2
11)—2x—3y—z: 1 12)291;—1—33/—1—42:
r— y— 3z = 1 r+4y + 2= 5
r+ y+ z= 1 3r — 2y + 4z = —6
13)—2m+3y—|—4z:—5 14)5x—3y—22’: 5
r — 4y + 5z = —1 dr — dy + 3z =

2. Resiti matricnom metodom sleded¢i sistem linearnih jednacina.

20 — 3y — 2z = 3 r —2y + z= 10
1) 20 + 3z = —4 2) Jy — z = —1
3r + 4y + 5z = =3 r — 5y + 3z = -1
v — y = 2 T+ y—- z= 2
3) T+ 2y — z= -2 4) 3y + 4z = =2
2 + y — 3z = -4 r — 4y + 5z = —1
T+ y+ =z 6 - 2y + 3z 4
5)333 — 2z -3 6) — 3y —4
2 — 3y + z = -1 r + by — 4z = 4
3v — 2y + 4z = —6 —xr — 2y + z = =2
7) dr — 3y — 2z 5 8 = — y+2z2= 5
dor — by = -3 2z + z= 5
- y+3z= 1 —x + y + 4z = -1

9) 2¢ + 3y — =z -5 10) 20 — 3y + 2z —4
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20 + 3y — 22 = 2 — + 3z = 5
11) = — 2y = 7 12) 3z + 4y + 2z = —4
v + 4y + 2z = —1 20 — 3y + 5z = 1
3v — 4y + 2z = 3 2x + 2= 0
13) = — 2y = -1 14) —z + 2y — 32 = —4
2c + 3y — 52 = 7 3r + y + 22 = 95

3.4. Homogeni sistemt linearnih jednacina

Primer 1. Resiti homogeni sistem linearnih jednacina.

T+ 3y + 22 =0
3r + 4y + 32 =0 (15)
2 + y — 32 =0

Resenje. Treba odrediti D determinantu sistema (15).

13 2
D=3 4 3
2 1 —3
=1-4-(-3)4+3-3-2+2-3-1-2-4.2-1-3-1—(=3)-3-3=20.
03 2 10 2 130
D,=|0 4 3|=0, D,=|3 0 3]|=o0, D.=|3 4 0|=0
01 -3 2 0 —3 2 10

Napomena. D, = D, = D, = 0 na osnovu osobine determinanti koja glasi:
Vrednost determinante je jednaka 0 ako su svi elementi jednog reda (kolone)
jednaks 0.

Posto je D # 0, sistem (15) ima jedinstveno resenje:

D D

Prema tome, resenje sistema (15) je uredena trojka (x,y,z) = (0,0,0) tj.
sistem (15) ima jedinstveno resenje - odreden sistem. ¢

Primer 2. Resiti homogeni sistem linearnih jednacina.
r — 2y — 32 =0
T - Yy - =z 0 (16)
3 — y+ z=20
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Resenje. Treba odrediti D determinantu sistema (16).

1 -2 -3
D=1 -1 -1
3 —1 1

— 1 1) T () 1) B4 (3) 1 (1) =3 (1) (£3) = (1) (1)

1-1-1-(=2)=0.

Posto je D = 0 sistem (16) nema jedinstveno resenje (a to je uredena trojka
(x,y,2) = (0,0,0)), ve¢ ima beskonaéno mnogo resenja - neodreden sistem.

Iz

1 -2 =3 1 -2 =3 1 -2 =3
1 -1 -1(~(0 1 2|~{0 1 2],
3 -1 1 0 5 10 0 0 O

zakljucujemo da je rang matrice sistema (16) jednak 2 tj. da je sistem (16)
neodreden sistem po jednoj, razlika izmedu broja nepoznatih sistema i ranga
matrice sistema, (slobodnoj) nepoznatoj.

Iz sistema (16), prebacivanjem jedne nepoznate, npr. z, na drugu stranu
jednakosti, dobijamo:

— 2y — 3z = —x
- Yy - z= - (17)
-y + z=-3x

Da bismo odredili zavisnost nepoznatih y i z od nepoznate x dovoljno je,
imajuci u vidu da je rang matrice sistema (16) jednak 2, izabrati bilo koje
dve jednacine sistema (17). Primenom Kramerove metode, na npr. prve dve
jednacine sistema (17), dobijamo:

r —3 -2
rz —1 ’—1 T

L R s Sy
g g

odakle sledi da je svaka uredena trojka oblika (z,y,z) = (¢,2t,—t),t € R,
resenje sistema (16).

Napomena. U navedenom primeru smo kod sistema (16) prebacili nepozna-
tu x na drugu stranu jednakosti i odredivali zavisnost nepoznatih y i z od
nepoznate . Medutim, kod sistema (16) mozemo: prebaciti nepoznatu y na
drugu stranu jednakosti i odredivati zavisnost nepoznatih x i z od nepoznate
y, ili prebaciti nepoznatu z na drugu stranu jednakosti i odredivati zavisnost
nepoznatih x i y od nepoznate z. ¢
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1. Resiti homogeni sistem linearnih jednacina.

- y—- z=20 T — y+22=0
1) 42 — y — 22 =0 2) 20 + 3y — 2=0
T+ 2y + z=20 T — 2y +32 =0
20 — y — 22 =0 20 + 3y + 2z =0
3) -2y —32=0 4) =z +2y+ z=0
20 + 3y + 2z =0 2 — y — 32 =20
T+ y—- =z 0 r — 2y + =z 0
5) 20 — y + 22 =0 6)5x—4y+3z=0
r —2y + z2=20 r — oy + 2z =0
dr + y — 22 =0 3 — y + 42 =0
7 oz + y— z=20 8)x—2y+ z =0
or + 2y — 32 =0 3r + y — 22 =0
r + 2y +32 =0 r + y— z2z=20
9)295—1— y+ 4z =0 10)2x—y—z=0
T+ 3y + 2z =20 r + 4y — 22 =10
r+ y+2: =0 r + y+ z=20
11)3x — 4y + 22 =0 12) 4z + y + 22 =0
r—3y — z=20 r — 2y — z=20

2. Resiti homogeni sistem linearnih jednacina.

3x — 22 =0 r — 2y + 32 =0
1) z+4y —22=0 2) y —22=0
2 — y— 2 =0 2c + 3y — 2 =0
r - y—- =z 0 r + 6y + =z 0
3) 2y + =z 0 4) 3z — 2y — 2z 0
3r — y — 2z 0 4 + 2z =0
20 — 2y — 2 =0 dr — 2y — 2z =10
5)x—2y 0 6)x—y—22 0

3r + y — 22 =0 2x + 32 =0
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20 — vy
7)3x
2z + 3y
2z
9 T -y
r — 3y
2 — y
11) Y
3xr — 4y

+ 2z =0
+ 2z 0
+ 3z =0
— z=0
— z=0
— 22 =0
— 4z =0
— 2z =0
- z2=0

2z + 3y =0
8)x—y—5z=0
r+ y— z=20

10)2x—y =0
3rx + y — 22 =0

20 — y — 32 =0
12) = — z=0
2¢c + 3y — 42z =0

3. Odrediti, u zavisnosti od realnog parametra a, kada homogeni sistem
linearnih jednac¢ina ima i netrivijalnih resenja i, u tom slucaju, odrediti ih.

—2r +y
1) -y
2r +y
ar + Yy
3) T+ ay
r — ay
ar + y
5) 2 — vy
r — 2y
20 — y
) T+ ay
-y
ar + Yy
9) T + ay
+ ay
ar + Yy
11) = — y
r + ay

+ 32 =0
+ az =0
— 2z =0
—az = 0
+ 2z =0
+ z =0
— 22 =0
+ 2z =0
+ =z 0
-z 0
— 22 =0

0
+ az =0
— 2z =0
+ =z 0
-z 0
+ az 0
— 2z =0

-z + (a+1)y + z =0

2) (a—3)r + y + (a+3)z =0
T — y + z =0

- + 2y + az =0

4) x + (a+l)y — 22 =0

T — 3y —az =0

—x + 3y + (a+1)z =0
6) = + ay + 22 = 0
—x + 6y + (a—1)z =0

T — ay + 22 =0

8) (1+a)x + y + (I1+a)z =0
20 + (14+a)y + z2 =0

r+ oy - z =0

10) (a—1)x + ay + (a—1)z = 0
—x + ay + z =0

r + 2y + 32 =0

12) r + ay + z =0

(a+1)z + y + (a—1)z = 0
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4. Realne funkcije jedne realne promenljive
Predlog literature za neophodne informacije o realnim funkcijama jedne real-
ne promenljive: [2], [4], [5], [6] ili [9].

4.1. Domen funkcije

Primer 1. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1)y:m7 2)y:\/l+ﬁ’ 3)y2%7 4)y:1ﬂ(%)

Resenge:
1) D,={zeR|2*+ 3z +2+# 0}=R\{-2, —1}. Poslednja jednakost sledi iz

~340-8 -3+1
2 2
2) Dy={z€R |1 -2z > 0}=(—00, ;). Poslednja jednakost sledi iz
1
1-22>0 & 2r>-1 <« x<§.

3) D,={zeR|e**t? —1+# 0}:R\{—§}. Poslednja jednakost sledi iz

2 4304+240 & x#

S r#F-2 N xF#F-1.

2
T2 140 & 3724l & 724 o 30 +240 & a:;é—g

4) D, = {z€R| £ > 0} =(—1,2). Poslednja jednakost sledi iz
-0 —1 2 400

r+1|— |+ |+

2—x |+ |+ |—|. &

[ N _
2—x +

1. Odrediti domen sledec¢ih funkcija.

1 3 T 11—z 2+ 22
V=10 Dy=y—g Nv=g . Dv=_p V=5
) - = = 4 = 4x ) 1z
V=1 VT VYT e VYT oy Y=

2+ 2 4 — x? 202 — 2?4z
1)y = 12)y = 13)y = 14)y =
)Y =T )y oY )y P )Y FISIRT

3 1 z—1 z+3
)y x? 4+ 4z’ )y 202 — g’ )y dgy — 22’ ) 22+
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2—x 1— 22 _3x2—2 2x2 + 1

20)y = 2NV y = — 2Ny = ————
)y Ry )y x? 4+ 2z’ )y 3z — 222

19)y =

)
T — 12

2. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

D=y e anr S a W
SR e DU v e N U v
e S A v e - L Lot
e LA L TE e
e S SN TR seres vt
T L IR IE et
3. Odrediti domen slede¢ih funkcija.
1>y:§_x%1—1’ 2>y:14—22x+3—%x27 B)yzlfx_Qi;_—xx’
4)y::1;j B 29;22—33;—1’ 5)y:x21—1 * x—1x2’ 6)y:3fs’j—54 B 1x—_4i2’
7)y= 233 . 2—z  8)y= 3 :lH—l7 Jy= 243 +2x—3’
2242 2?2+45x+4 2+x  3x+4 x2—=3x 2?44
10)y:xf;22x+4xix2’ ll)y:?)z;ti_Sm—Q;—Q’ 12)y::1624—_—jx+1 é’
13)y:xf2;2_i3_x2?—)|-3_1’2x—1’ 14)3/:1:2?)—96?:;5—4 m234x_%’
15)2/:9023—_3;6&—#2_#—1396—#4’ 16)y:x2f2_xil+m2—iv—5'
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4. Odrediti domen sledecih funkcija.

Dy=vz, 2y=+v-z, 3y=va?, 4Yy=v-2?, 5)y=va?

6)y=v—-a®, Ny=+vVli+z, 8uy=v2—x, 99y=+/—x(x+3),

10)y=+/2(3 —4z), 11)y=+/(z+2)(1—x), 12)y=+/(3z+2)(2z — 1),

1
1)y =v22—3, M) y=va2+4, 15)y=+322—1, 16)y= /2 a2,

1
3 2
IT)y=va? +z, 18)y=va® =2, 19)y=y/5e—a* 20)y=\z—3a

21)y = Va? — 4z — 12, 22)y = V74 6z — 22, 23)y = Va2 + 3x + 3,

24)y=v/x(x +2)(1 —z), 25)y=\/—2(2x —1)(3 —5z), 26)y=var3 — 4z,

2T)y=Va® — 3% 1 2r, 2W)y=vi® 3~z 13, 20)y=vi® 3212,

5. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1y = i 2)y = 1—;, 3y = %+3, 4)y = le_l,
9)y = xfT 10) y = xQx—I’ 1)y = mf:ix 12) y = xz_ixﬂ,
13) y = xti;u, 14) y = 52__‘1—1, 15)y = 2+j;:32,
16) y = 1_2:;:;—3’ 17)y = 25;21‘;“ . 18)y = x2;4_9”9+4,
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2 —5r —6 2z + 1 2+ 5
19)y = 1 20)y = 200y = 4/ 1 —

)Y \/ 1 — 22 th )y x? 4+ 4z’ )y x?2 —x

2 —1 20 —x2 —1 \/23:2+3x—1
22)y = 23)y = 24)y = 2
)Y x? 4+ 2z’ )y x?2 -3z ) 24+ x

20 +1 222 + 3
20Yy=1/3 —
\/ 6x+9 3r— 22+ 4 )y \/ 24+z—2

2 4 8r—12—16 \/2x2+x 3
2V y=4) ——— 29) y = 30
W=\ o s YN e =\ o
6. Odrediti domen sledec¢ih funkcija.

3 T 2—x 243
y=——o, - 3= d)y=
W= Ve W Y aso

T — 3z 2?4+ 3x+2 1 4x
5)y: ) 6) :—7 )y:—7 8>y:—7

VO—x V2x +5 Va2 —4 VAax? — 1
9) 342 10) = 2+ a2 1)y -z 12) P —2z+1
RVETET RV Yo VT T

3 x+2 x2+3 24r—12
13 =T S5 14 - 3 15 T 16 e )
)y Va2+2zx )y -z )y Vax —a2 )y V3x—2x2

2 5% 3r—1
1M y= , ) —— 19)y= ,
)y Va2 4+ 3z —10 )y Vi —4x 4+ 4 )y V1—3x+ 422

x?—4 3r — 22 3r— 222 +1
N)y= - 2)y= 29) y= .
)y V2 —5x+6 )y 22 —4x +5 )y Va2 — 12z + 36
7. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

2_
NDy=2"-v2r+1, 2y=— +v2+3, 3y=—"" —V2—3z,
1— 22 z+1

1 2
4)3;:96Jr — Va2 =3, 5)y=—-+V1-22% 6)y= Sl x2+4,

r+3 T 1—2x
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3 _
Ny = z—\/x2+x, 8)y =

1
3r—a2?, 9y=-—-—Vdr? -z,
T

2+
3 1 2
10)y="—v2—z—22, 11) y:x—H—i—\/xQ—i—x—& 12) y="= a2 +4z+3.
xXr xXr xXr

8. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1 3
95+5, 2)y= 2+§—\/1+3x, 3)y=—r 14z,
x J—

3 2
4)y= S x24+1, 5H)y= +Vid—a2, 6)y= T x2—2,
x

3—a? 1—4a? 312 +4
x4+ 3 9 _
)y T+ ) )y ZE—Q:(:Q Z, )y I2+3x+,/x+ ,
2 r+1 r—3
10)y= —V3r—22, 11)y= HWal—z, 12)y= /s
2 -2z 3r— 22 2 —_7
24 3x—4 3 1
4?2 +x x+1 22+ 5z "
15) y=vitd—— " 16)y=—— o T=7, 1Ty
4 224+ 72+10’ v= x2+2x+1 3—x+x2 ’

1 dor — 1
18)y:i—\/3—x2, 19)y:x—+\/3x2+

4a? — 4z — 3 246z +9 z+3
3x 3+2 4
20)y:—+\/3x—x2——, 21)y:i—\/x2—x+—,
3r + 2 x x?—x—2 x
22) L% s, 23) L Y ;e |
= —3r—x = x2—3x+1.

Y= —4r -3 ’ LV R

9. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

Dy=logyz, 2)y=logiz,  3)y=logy(2z+1),  4)y=In(l+z),

5)y=logs (3+4x), 6)y=In(3-2r), T)y=logs(2-2), 8)y=logy(1—4x),
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2 1 4
9)y:log3(§—1>, 10)y:ln(2—|—;>, 11)yzlogé<3—5),
3

4 x+1 r+3
5)y 0g2(1_$>, 6)y ln(x_g), 17)y 10g1(1_2x),
2 -3z 20 — 3 3—2x
)y og;(ﬂz), 9y (3$+1), 0)y ogg(l_%),
21)y—logs (1——>— 22) y=1In ~1 23) y—logs (2— —
y=08¢ r+2)’ O T ’ y=08% l—x )’
4—3z dr—1 243
24)y=1 2 25)y=logz |3— 2 =1 —1].
)y ogg<+x_1>, )y ogs( x_2>, 6)y n(3x+1 )
10. Odrediti domen slede¢ih funkcija.
1)y = In(a® — 2), 2)y =logs (1 — 37%), 3y = log%(2x2 +1),
4)y = logg(sc2 + 3z), 5)y = In(2x — 42?), 6)y = log%(?w2 — 2z),
2 3 1
7)92108;% (1_—332) 8)y:10g3(4$2_1), 9)y:ln<$2_3),
r—3 1 -2z 3r + 2
10) y = logs (1_—21_2)7 1)y =1In (x2 — 4)> 12) y = log, (x'?—Jrl)’

2?4z 2 — 2 2x — 32
13)y = In[ —— 14) y = log: 15)y =1 —_— .
)y n<$2—25>7 )y Og4(3x2+2>7 )y Og3( 9_x2)

11. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

)y = logs (z*+57+6), 2)y = logg(x2—6x+9), 3)y = In(2z—2*+3),

1 2 3
Ny=n[———), By=logi(———), 6)y=log,(——
)y n(x2—2x—i—1)’ )y = log; (4:5—:52—3)’ Jy 0g3<x2+3x—4)’



02 REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

2 —1 2—3x r+2
Jy=log (x2+5x+6)’ ) n<2:c2+5x—3)’ Jy=log; ($2—7$+10)7

z?—1 *43
10)y=logy (2:62 3;1:—2) Dy log4( —r— )’ (43:2+4x )

222 2_9
13)y:ln<x—+w), 14)y logz (M) 15)y:10g4 (2 z—3¢°

22 4+4x+3 Rx2+2x—1 22 —3x4+1
x?—3r—4 r—x>+6 40? —8x+3

16) y=1 _ 1M y=In| ——— 18) y=1 _
)y Ogg<x2+4x—5)’ )y n<x2+2£—8)’ )y 0g1(2$ 3x2+1)

12. Odrediti domen sledecih funkcija.

= /(4 +z), 2)y log 1 (5x — 2), 3)y = v/logy(3 — 22),
(xi1> 6>y:\/log§(2x3—1)’

— logl \/10g2 (3 —QFxQx) 9y =y/ln <3x3ft 2> ’
10)y= ln(foB), 11)y:\/logi(2x3f1>, 12)y:\/logg(23x3x),
13) y=4/logs (z - ;) 14)y \/10g2 (13__; ) 15)y= 1n(2:’;3t13) .

13. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

log3

)y =+log,(z2—3),  2)y=+/In(322—2) 3)y = /log1 (1l —a?),

1 1 A
o (57) e \i=32)
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24z x? — 2z x — 3x?

10) y=4 /1 —— ), 11)y=4/1 Y A = In [ —=—— 2
)y \/Og4<x2—4x+3)’ )y \/Og§(6+:r—:r2)’ )y \/n<1:2—2:1:—1)’
2 —3x+2 r—2x2—3 202 +3x—2
13)y=4/In| ——|, 14)y=4/1 _— 15)y=4 logs| —— | .
Jy \/n<x2—2x—3)’ Ju \/Og2<2+x—x2>’ Jy \/Ogi<4x2+3:c—1)

15. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1) y=+/1—logs(z+1), Z)y:\/log%@:c—l)—l, 3)y:\/2+10g%(3—4x),
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4) =4 [ 1+1 2 5) =4 /21 ! 6) y=4 /1 ! 1

y=\[1Hlogy (). B)y=[2-logy (=), 6)y=y [logy (5]~ 1.

2x x 1+ 1

141 _ fi-1 _ N1 -

7y \/+0g2(3+2x)7 8)y \/ 0g;<2_5x), 9)y \/0g4<1_x) 5
2—x 1 3—4x 1-2x

1 =4 [log1 1, 11) y=4 /=—1 12) y=4 /log 2 —1.
0y \/ng>(:¢+3>4r 1y \/2 °g3<x+2)’ )y \/Ogs(2g;—3)

16. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

Dy=yiog,(4=2?) =1,  2)y=/1+log, (t?+2),  3)y=,/log

4)y=\/1—10g2<1_ix2), 5)y=\/2—log;(x21+2)7 6)y=\/10g;($21+3)—1,
7)y=\/1+10g2<x22%), S)yz\/l—log;<xf—_4>, 9)y=\/10g4(;_3;)—%,
10) y:\/logé(fziajl)—i—l, 11)y:\/%—1ogi<iz—:§), 12) y:\/logg(;ﬁ) 1,
13)y:\/1— log2<:L;j_—;4;E> , 14)y:\/log2(aj2_—+21x)— %, 15)y:\/1— logg(;__;;) )

17. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1) y=+/logy (22 + )1, 2)y:\/1+10g%(x2—3x), 3)y:\/10g%(3x—2x2)+1,

5) 1 1
4) y:\/l—logz(m) 5) y:\/logi(ﬂ_?m)—]ﬂ 6) y:\/Q—IOg;(x2+3x),
x+1 1 2—x 1 x2+2
) y—\/b&(m) 3 8 y—\/logé(x_gx2>“ 2 y—\/ 5 Ing(m)’
1—2a2 202 +x — 1
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18. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1)y = /logy(2? + 3z +4) — 1,

3y = \/log%(x2+2x+5)—|—2,

1
= Jlogi [———— ) +1
5y \/Og4(x2—2x+1)+’
2x

= J1+logs[—— 2
0y \/+0g3(x2+3a:—10)’
2 — 3 1
9)y_\/10g4(x2_x_2)_§7

1 222 + 3
)y =)= —loga(-—2"T2
)y \/2 Ogé(?xz;? +5x+2)’

2 —x 1
1 =4/1 - = i
3)y \/Og4<x2—2x—3>+2’
15)y = \/log}1

19. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

Q)y:\/1+log%(x2+5m+7),

4)y = \/l—logé(ﬁ)
6)y = \/log; (ﬁ) -1,
8)y = \/1—10g§(m),
10)y = \/Iog; <m) -1,
12)y = \/1og§ (%) —1,
4)y = \/1—logg<%),

x2 —3x+ 2
16)y =4/1—1 —_ .
)y \/ Ogg(asz—Zx—?))

Dy=e¢*,  2y=es, 3jy=et, 4dy=em1,  Dly=erm,
z —3z 3 1 z
6)y:em’ 7)y:€ix§1 , 8)y:em2+1 9)y:€4—a:2 , 10)y:€1—29c27
42 1—3x 242 1—a2
11) Y = e3z2—4 , 12) Yy = ex2+3 , 13) Y= e1—4a2 , 14) Yy = 62_332,
z2 2z 3z—422 2 1
15) y=e z2-9 , 16) y=e 922 -1 , 17) Yy = e2x2+3x ) 18) Yy = ex—3z2 ,
z+4 1—a 1+a? 2221
19) y — ex2—4x s 20) y = 6296—39:2 s 21) y —= 63x2+x R 22) y fnd ea:—4ar2’
3—=x x2+2 2o

23):[/:@4“:?195—5’

24)y:em,

25) Y = e20-322+1 | 26) y = eda+a=3
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20. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

D e L e e
5)y:2+#’ 6>y262“j—1+xf2’ 7)y:x24—1_1—im—1’
8)y262£f—1+1—14x2’ g)y:ﬁix_e%i—l’ 10)y:ef"’—5;—1+2xfm27
11)y:e$1—1+x2—§x+1+x2—ix+3’ 12)y:2x2—23x—5_1f:413x’
13)‘”:@5%;—1_3—4?;33—4932’ 14)y:xf5+1—ix2+4_4—23x’
By Oty e ey
W=y Ty OV 209, e
21)y:1f;—3ﬁ_9&i2’ 22)y:%+€m_2+_1, 23)92621_52_1—;__2»
24)y:%, 25)y:%+%, 26)y:ﬁ+%,
20y = e:v2+4:1:]jr3 _ 1_3:r2— fr%’ 28)y = 1 _flfe:i% if: 213_3323— 9’
29)y:x21x+1—36(;5xz—$2’ 30)y:65‘72+103+9—1+31;2—?—x1;x2+12'

21. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1 2x T+ 3 T
Ny =— 1, 2)y=+v1—x— 3)y =
Jy=gHvetl Jy=Vi-r-o— =TT omt ey
1 2+4+x 3 1 r—3
4)y=vr?—-4— + 6)

5 - = —
o3—w_1’ )y 123 T_3.2’ V=2 e 1
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()P RO ek S | VY o S S’ PN S
1—ebtl 213z e3—7_ 1 Viitz  1—edd
10)y=\/ﬁ+1_i%w 11)y=63&2 \/WJr—
lll)y:ﬁ7 15)y6f2‘;4 +v2—2z, 16)y—\/45__1—1_§f_4x2,
17)y=egif—f_l, 18) y =2z +1— x213x 19)y:\/23iﬁ+ex—232_1’
2) =V A + = By - ;f_;ig,v
30)yzﬁ+ﬁ—%, 31)y:1_66i_x2+7— I2_13x_4.
22. Odrediti domen sledec¢ih funkcija.
Dy=+ver—1, 2)y \/1—76"”14—? 3)y:\/e2’”+T—2im,

4 2+
4 — 2-x2 _1 5 — 1—ex?-1_ 6 — 1 —el—4a?
Jy=Ve ol sy=vVi-eTo o 6)y ey
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1-2 3
Ty=Vi-e? 8)y=—— /e Br_1  9)y=+1—e4—

3r—1 3—5x’
10) y=y/er* -2 _1, 11)y:\/1—e$2m—2;13, 12)y—1+ pr—a? 61,
18)y=g+vicer, W)y=vBT 1T 15)y=" Ve,
16)y=m—%, 17)y= - :Mm—gfxz,

1 3
:——\/1 e2r™e - 90) y= —|—$+ edr? 1 21) y=\/1—e"* 22— :H—z,
x

+3 4—

2— 4 2
22) Y = /1 — em2+2x—8 _ 3z + 23) Y= r+3 —+ \/ew—2w2+1 —_ 1’

2¢2+1  1—a2’

1
24)y:\/ewT—x2_x, 25) y= it 2 26)y=Vedr—1—

2+x 495 x2’

) 11— 3
27)y: + 1_6$2—1‘_—x 28)y: ﬂ/e$—3x2_1+L

2+ 3r — 422’ x — 222’

29) y= x_Q VI erthrs 30y x“ e 1y 2
— T

dx — 322’
z+1 r—2 1
My=vI—ewtip_ T2 39— T2 JFw 4=
)Y ¢ +3x2—2x—1’ )y x—1x2+12 © +:I;’
5— 3
83)y = VeI 1, By =1 —
302 —x —4 r—br?+4
2c+1 1
35)y=V1—e - —— 36)y = —=5— 2o=80% ]
)y © 24 Az +4° V= om st Ve :
37) Y= x +/er?—62+9 _ 1 38) y=1— €4x7512+1_4+—x
22 —10x+9 ’ 20 —x2—1’
r+5 3z
)Y © x3 —Tr2 + 1227 )Y :1:3—2:1:2—:v+2+ €
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23. Odrediti domen slede¢ih funkcija.

1 3 COST sinx
Ny=—, 2y =——o!, 3y = , 4) y = i
) y COSZT )y sinz )Y cosr—1 ) 4 1+sinz

sinx—1 1+cosx sinx—1 1+4cosx
)y cosx+1’ )y 1—sinz’ )y sinz+1’ )y 1—cosz’
24sinx COST — 2 sinz+1 1—coszx
Ny=——"—, W0)y=——"7, 1y=—— 12)y= :
)y V342 cosx )y 2sinz—+/3 )y sinx —2 )y 2+cosx
2-+cosx sinx —2 2 1
13)y=——m--— - = 15\y=—""" 16)y=——
)y 1—2cosz’ y 2sinz+1’ )y sinz+cosz’ )y cosx —sinz’
sinr—1 1—cosz cosz+2 24sinz
17 y=——— 18)y=——— 1) y=—-—— 200 y=——
)Y cos2x—1’ )y 1+sin2zx’ )y sin3x—1’ )y 1+cos3z’
sin2x COS2x sin3x CcoS3T
20)y=————, 2)y=—_———, W)y=——, 24)y=———
)y 2cos2x—1’ )y 1—2sin’z’ )y 4 cos?xr—3’ )y 3—4sin’x’
3 2 1 inr — 1
tgx ctgx tgr +1 ctgr — 1

4.2. Nule funkcije

Primer 1. Odrediti nule slede¢ih funkcija.

_ _9-a? _ 42 _ ety (22
Dy =wmoma 2y =5, Y=oy 4)y =In({2).
Resenge:
1)y=0 & 22 =0 & 9-2?=0 & (3+2)(3—2)=0 & v=—3 V 2=3.

Posto je D,={z €R|2? + 5z +4 # 0} =R\ {—4, —1}, pri ¢emu poslednja

jednakost sledi iz
—5+4/25—-16 —5+3
2 T2
zakljucujemo da x =—3€ D, i v =3 € D,. Prema tome, data funkcija ima

nule za t =—3 i =3 tj. data funkcija seCe z-osu u tackama A(—3,0) i
B(3,0).

2)y=0 < %:0 & 142=0 & z=-2

2 +5r+440 & o4 S r#F—4 N x#E-1,

Posto je Dy={z€R|2z+3 > 0} =(—2, +00), pri ¢emu poslednja jednakost
sledi iz

3
2cr4+3>0 & 2r>-3 < :c>—§,



60 REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

zakljucujemo da x=—2 ¢ D,. Prema tome, data funkcija nema nula tj. data
funkcija ne sece z-osu.

Ny=0 & T _1=0 & & W=] & W=\ o 12— 20=0
& (r—2)=0 & =0V z=2.

Posto je D, ={z € R|2* + 22 — 3> 0} = (—o0,—3) U (1,+00), pri ¢emu
poslednja jednakost sledi iz

—2+I+12 -2+4

24920 —-3=0 & z=
x° + 2x x 2 5

& r=—3 V r=1,

odnosno, imajuéi u vidu da je 2% + 2z — 3=(z + 3)(z — 1), iz
-0 =3 1 +oo

T+ 3 -+ |+

r—1 —| =+

(x+3)(z—1)|+|— |+

zakljucujemo da x=0 ¢ D, i x=2¢€ D,. Prema tome, data funkcija ima nulu
samo za r=2 tj. data funkcija sece z-osu u tacki A(2,0).

4h)y=0 & Ihm(H#)=0 & h(¥E)=hl & =1 & 2 _1=0

s ZH_0) o 2r+1=0 & r=-—

1—x

N[

Posto je Dy={z€R |2 > 0} =(—2,1), pri ¢emu poslednja jednakost sledi

1z
-0 2 1 4+

TH+2|— |+ |+
Il—z|+|+]|—],
z+2
=
zakljucujemo da x = —% € D,. Prema tome, data funkcija ima nulu za x = —%
tj. data funkcija sece z-osu u tacki A(—3,0). 4
1. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 1. (4.1.).
2. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 2. (4.1.).
3. Odrediti (ako postoje) nule sledeéih funkcija.
3 r+1 3—2x 2+3w 2
V= v=— Dy=_— Y= dy=l-——=
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6)y=2+£, 7)y=f__;, 8)y=§;%, 9)y=x2;1—2,
14)y=3—$2_22$, 15)y:x2;_6;1~|—9’ 16)y:3$5__$22;2, 17)y:x2;f;—2 2,
18)yx2;_4z;5 1, 19)1/—1,22 i 20)y;j;, 1)y—35x;—f_$2,
M= W m e Wl g

4. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 4. (4.1.).
5. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 5. (4.1.).
(

6. Odrediti (ako postoje) nule slede¢ih funkcija.

2x — 3r—1 241 |
- ) 6 - 9 7 - 2_ 9 8 - )
W= T )y e T s
5—3 23 V3zr+2 2
9y = x’ 10)y:x x’ 1)y = Tt , 12)y = v x—l,
422 -3 r—2 x—472 3—x
vor—1 4+ 3x — 2 322 -5
1)y = Y0 gy = ST g =\/1—"’“+ Sa——
2% — 31 — 4 V3T + 2 z+1
1 4—3x 5—x2 4—3x
16) y=1/ - —a2 17)y= 18)y= 19)y=4/1—
Jy=y\37% My=0m— Bly="— 1)y 52
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1—22 +a2 2241 Vri+1
20)y=—=—=. 2y=—5—, 22)y=\/ -1, 2B)y=——--
)y r2—9 )y x2+1 )Y 212 —3 )y 2+ 3x

21)  2z—5a” 25) 4= VI—222 2) dz—a*45 27) y— 312 —x+4
Y= r—l’Q’ Yy $2—4$+4’ Yy I/—2—4 ) Y= 1'2—|—1 ’
Vai 4-3 1-2 21
28)y=L"00 20 y= L B0)y=y -1, 3=
P N 447 7
i Vi —21? 4r—1%+5 T—x2+42
32)y= 3B)y=——7-—"—, 3H4)y= 35) y= 1
)y PO )y PR )y R )y =, L
445 Vb —da — a2 3
0)y= e, Iy =T 38)y=\/ -,
2 — 6z — 7 5—2x 2+ 2 -3
r2—3r—4 2—a? \/ r?—3
39 40)y = ———— 41)y = 1
r?+3x dx?—4zx+1 \/ x?+4x
42)y = 43)y = 44)y = —
)¥ 202 —x—1" )y r—z? )y 2024+ 4x—1’
23744 VIZ—1—22 2 5r+d
45) y = Lot , 46)3/:#, 47y = ﬂ—l
VrZ—10x+25 x2—3x+4 x?2—4x—5
7. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 9. (4.1.).
8. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 10. (4.1.).
9. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 11. (4.1.).
10. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 12. (4.1.).
11. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 13. (4.1.).
12. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 14. (4.1.).
13. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 15. (4.1.).
14. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 16. (4.1.).
15. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 17. (4.1.).
16. Odrediti (ako postoje) nule funkcija iz zadatka 18. (4.1.).
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17. Odrediti (ako postoje) nule sledeéih funkcija.

In(3—2 log, (22—-3) 3+4x 2r+1
1)y=¥7 y=—>41—"", By=r—"—"—7~, Yy=—""7,
x 2—x log, (1—2x) In(z+1)
logs (3—x) In(4x—3) x?+2 2% —x
:3—’ 6 =, 7 =, 8 =,
)y x? )y 3—a? )y 10g§(1+4x) )y In(x—2)
logi (2 —x) -2 2+ +3 1 +logs (4z — 1)
)y_ 3 ) 10)3/:—? 11)y: : 2 )
2?2 + 3z +2 In(3z + 2) 3r—a?+4
1 —logs (2 — z?%) 1— 22 log: (42% +3) + 1
12) y= . L B y=—— 14 y=—2 ,
x In(222 — 1) 42 4 3x
2+ 32 1 — logy(3z — x?) z?
15)y = 16)y = 1My = ————~
)y In(z? — 4z +4)° )y r—3 ’ )y In(222 4+ x)’
logs (22 —2z)+1 2423 2+logs (22 +2x+1
18)y: - ) 19)y:x—7 20)y: 4( >7
a2 —x In(2?2—42—5) l—x
211 logs (2°—22+1) 20 —a2—1
AMyy=— " gy W) y=— " .
In(222+x—3) 20 —a? log§(4x—x2+5)
18. Odrediti (ako postoje) nule sledec¢ih funkcija.
)y = = 20) 2y = log1 (2 +3) 3y — 430
Y z+2 Y Vr+5 Y Vlog,(3z —5)
tyy = b—uw 5)y = log%(f& + 4x) 6)y In(2z — 5)
Y In(z —2) Y VA —a? Y 22 =5
3+ a? logs (z +4) 227 —x
Ny = 8)y = ——— 9)y =

/log%(l_gl‘), \/$2+2x ’ 11’1(1'—2)7

log1(2 —x) +1

V2 +2r+2

2 —x2—3
1)y =———, 12
v vIn(3z +1) v

10) y



64 REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

1-logs (1 + 2?)

13)y=
)y vo+1
2 2
16)y = 3+42x

19)y

In(z2—2z+1)’

log%(?)m—xz)—i—l

Vr2—3x

)

22)y=

23)y

VIn(22+32-3)’

19. Odrediti (ako postoje) nule sledec¢ih funkcija.

1) 1 —e3 7
Yy=—F—
voe—1
4) 1+ 4x
Y= ——
V1—er®-1
7) B 62x2—x—1 -1
Y T a3
14 422
0y = s
1— €w2—2a:+1
By =————
202 — x
16)y = ,
>y el—2? 1
1 ex2+3zf4
19)y = - ,
Tl —x
246 9
22) y — x* + bx +

3 —2x
Vertt — 17

1— €x2+2x

N Vi+1 '’

3+ 5z

A /6x2+2x+3 —1 ’

1 — exz +3x

)y = ———o,
)y 2 +1

2)y =

1 — 322

R /62—$—x2 -1 ’

, 2
Vax—x?

9 _ p2 log1 (z?+3x)+1

14) Y= —x , ]_5) Y= 2 ,
VIn(322 — 2) 2+ 3
17) = log, (22 —3x)—2 18) y— r?-3

Y VT Y VIn(222+ 1)’

20) = 9221 1) _1+10g%(x2—2x+4)

Y Vin(z2 =4z —5)’ = V3—x ’
_logy(x*—4x+4) 3r—22%+42

y= :
\/logé(x2—2x—3)
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20. Odrediti (ako postoje) nule slede¢ih funkcija.

e?r 31 log% (5+4x) |
Ny gy g L
\/logs (1 — ) Vi—e vIn(5z + 1)
log1 (1 — 5z) et? b _ q logs (4 + 3x)
4)y = ———, 5y = ——, 6)y = —F———,
V1 —el-z In(x —2) V1— ez
2 | log (6 + 52) L ge?
Ny = : 8)y = = : 9Ny = ———,
/10g§ (21, o 1) v ez +3z+4 _ 1 111(272 + 1)
2
log1 (4 — z?) 1 — ev?—2 logs (3 — z?)
0)y=——vo, y=——,  12)y=—i
Ver—2—1 VIn(z? —1) Vvedr—rt — ]
1— e ot logs (1—42?) 1 — 221
13)y:e—, 14)3/:5—2, l5)y: € ,
v In(9—22) Veltr2z® ] V1ogy (222 —1x)
logs (z? — 2) | log, (22
16)y=—i ' AT y=——— 18y = —Og?’ﬁg” o)
V1—e32 In(z? — x) Veritir _ 1
xlﬁwA;_l logl(2$2__x) 1 — b3
19) y=—= L) y=— 20)y= ¢ ,
logs (22 —3x) V1—er a2 VIn(z?2432+2)
4
2) y= log%(x2+2x+1) 23) y— BT ] 24)y— logg(?)x—xz—i-él)
Y ver2—1 7 Y VIn(22—z—6)’ Y Vi—eda?
21. Odrediti (ako postoje) nule sledeé¢ih funkcija.
2 1 sinxy + 1 cosr — 1
1)y =—— Ny =—— Ny ="~ )y =— =
)y cosz’ )y sine + 1’ )y COSX )y sinz
cosr + 1 sinz — 1 2 — cosx sinz + 2
)y cosr — 1’ )y sinz + 1’ )y 1 — sinz’ )Y 1 + cosx’
cosz+sinz Sinx — cosx 1—sin’z cos’r—1
Q) gy = OOLTIE gy JBMETEOSE gy 2T T gy, BT
)y sinz+1 )y cosz—1 )y 1+cosx’ )y 1—sinx ’
2cosx—1 1+2sinx V342 cosz 2sinr—+/3
13HYy=——— MUWy=——-— 1) y=—-—"— 16)y=———m--—
)y sint—1 "’ )y cost—1" )y 1+sinx )y 1+cosx
4 cos’r—3 3—4sin’x 1—2sin’z 2cos’r—1
17yt T3 gy Sodsine g 12sine ) 2eosa]
)y 1+sinz ’ )y 1+cosz ’ )y 1—cosx ’ )y sint—1 '
t 1 1—t 1 1
21)y—c gr + 22)y= &7 23)y=—— —ctgzr, 24)y=tgr+ ——.

ctgr — 17 1+ tgx’ sinw

COST
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4.3. Znak funkcije

Primer 1. Odrediti znak slede¢ih funkcija.

IQ— T T T
1)y =+, 2)y = 75 3)y = 2, 4)y = log, (1£) .

Resenje:
1) D,={zeR|1—-2?#0}=R\{—1, 1}, pri ¢emu poslednja jednakost sledi iz
1-22#0 & (1+2)(1-2)#0 & 1+2#40 A 1-2#0 & 2# -1 A v#1.

Iz
-0 2 —1 1 2 4+

r+2|— |+ |+ |+ |+
T=2|—|—|—|—|+
I+ |—|—|+]|+ |+
l—xz|+|+|+]|—|—
y | = |+ ||+ |-

sledi:
y>0za xe(—2,-1)U(L,2),

y <0 za z€(—00,—2)U(—1,1) U (2, +x0).
2) Dy={z€R |3 —22>0}=(—00, 3), pri ¢emu poslednja jednakost sledi iz

3—2xr>0 & 2x>-3 <& w<§.

2
Iz
-0 0 %
x — |+
V3 —2x |+ |+
Y — |+
sledi:

y>0za x€(0,2),

y <0 za z€(—00,0).

3) Dy={zeR|1-e*T#£0} =R\{—3}, pri ¢emu poslednja jednakost sledi iz

4
1—e3T 40 o 3£l o M4 o 304440 & z;«é—g
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Iz 4

r—2 | = =]+
1_63x+4 + =1 =

y [+~

sledi:
y>0za ve(—3,2),

y <0 za z€(—00,—3) U (2,+00).

4) Dy={z€R |1 >0}=(—1,1), pri ¢emu poslednja jednakost sledi iz

-0 -1 1 +o0
I+a|—|+]|+

l—z |+ |+ |-
=
1z
y>0 < logy(2)>0 & logy(HE) >logyl & HE>1 & 2 —1>0
& >0
t]. -1 0 1
2 | — | +
l—z |+ |+
= |-+
sledi:

y>0za xe(0,1),
y<0zaxe(—1,0).4

1. Ispitati znak slede¢ih funkcija.

1 3 2 4 11—z
)y x’ )y r—2 3y r+3 )y 3—a’ )y r
4+ 2+ 3—w x+1 x—4
)y xr ) r+1 ) r—2 )y 1—xa )y 3+a’
3 2 1
1) y= 12)y=— 13)y=

@+ )z +2)
2 1

Wr=eraers VT arae-a
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T r—1 2—x
17) y= , = , 19 y= ,
)y (z+2)(z +3) L P Py )y (z—1)(z—3)
1 3 2 — 3 — 4 —
(x+2)(z+4) (x —=3)(z+1 (x —2)(z—1)
3+ 2x)(1 — 1 142 3z —4)2x — 5
(x4 3)(x —2) (x +2)(2x + 3) (52 — 3)(z — 2)
2. Ispitati znak sledec¢ih funkcija.
1 2 3 5
T T T T
1 2 5
5y = — 6)y = 1 Ny=1-—— )y =—-3—
Jy=——"7"2 Oy=g—_+L Ty — 8y T2
T 2 T 3z
9)y= - 10)y=—t1, 1l)y=3———!, 12)y=—2—
=gyt Wy=g+h Wy=3-7. 12)y 3122
20+1 3+x z—1 2—3z
13) y= Uy="T""2 15)y=1-—" 16)y=—1—
=5, 3t Wy=1—,72 Bly=l-—, 16y 243z’
2 1 3 2 2 3 3 1
17) y= — 1) =, 19)y="—— . 20)y=—C—
)y 2t—3 x’ ) l—x+$’ ) x x+3’ ) x 14227
1 1 3 2 2 3
21)y= - 22) y= 2 = — )
s R V=T o T VY= T3 3
3. Ispitati znak slede¢ih funkcija.
2 1 3 4 24z
Ny=—  Ny=——_ 3Ny= — 5)y =
)y xQ’ )y xQ? )y x2 17 )y 4—1'2’ ) .Tz 9
11—z T 2—=x z+1 z—4
6)y= T y= )y= = 10)y=——
)y o )y PONEE Jy=——5 Ny=5—0s 10y et
3422 3—4x2? 22 -5 1 — 3a?
1) y= 12)y=—— 13)y= 14)y=
) 202 —1" )Y 22427 )y 4—z2" ) 22 —1"
1 3 2
B)y=—— 16 y=—— 1Ny=—>-
v T S [ N ey e
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e e e M e )
21)y— (x—x12)£23—x), 29) y— (z _23_1(11.;@’ 23) y—— (:1:+13z(x22+x)
2)y=— (1—x2)2(x2—2)’ 25)y= (x2+1)1<4+x2)’ 26)y= (x2+1>3(3—x2)’
27) y= (2_332%2_1), 28) y= (x2+11)_(§+x2), 29) y= (wfg;é_ﬂ),
30)y:%, 31)y:%, 32)y:%_$;+2>.
4. Ispitati znak sledec¢ih funkcija.

1)y:1—%, 2)y:m2i+1—1, 3)y:1—ﬁ, 4)y:x25_4+2,
5)y:2+x_21, 6)y:x2x -1, 7)y:1—52+23, )y—x22_2+2,
o=t s 10)y=5 T =2 22y D
13)y:1+%, 14)y:2—i;—+21‘”, 15) Z% , 16)y—x;;33x ,
17)y:x—2|—1+1—4x2’ 18)y:x23—4+x32’ 19)y:1+13x_3—14x2’
20)y:x22—3+2—3x2’ 21)y:m21—4 inT 22)9:1—13:52_2—233;2’
23) e i 20 4 —1x2’ 24) y:xzz— 4+:1:2 i x’ 25) Y —33962 1 —12&:2'

5. Ispitati znak slede¢ih funkcija.

3 6

Ny=—"o 1 Ny=1-——
)y x2—4x+3 )Y x24+3r—4"

3y=1+

r—222+1’
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3 2
Dy=1- —5——, Jy=s5—"—1, 6)y=2+—75—,
24x+1 202 +x+1 r—x%2—2
T r—1 1-—2x
Ny=———1 S)y=1 9y=———5—+2
)y 24x—2 ’ )y +2352—|—3x—57 )y x—3m2—|—4+ ’
3+ 4r—3 2z + 3
10)y=2———— 11)y=—m-—-—2 1Ny=1—- — "
)Y x24+20+2’ )y 2r—x2—1 )y x24+4x—5’
x? x2—2 1—222
B)y=—"-7--1 14)y=1— — = 15) gy —
TR )y 24+7—6 e v
1422 3x%+4 |
16)y=1+——— 1MNy=——— 13 1) y=—' -
)y +2x2—|—x—1’ )y dr—x2—4 7 )y 242x+1
2’4z x2—2x x—312
19)y=——-—--1 200 y=2————— 21 y=—————+1
)y A2 +4+x—3 )Y x2—x—6’ )y 3x—2x2—1+’
4dg 422 x—A4x? 202 +3x
22)y=14+——— 2 y=——" 1 W) =3 O
)y +x2+x+3’ )y 20—3x%2+1 )y 2242241’
222 +5r—3 22 +6x+9 r—2x%+4
25)y=—--—--——2 26)y=1———— 2N y=—7>——1
)y 3r242x—-2 7 )y x2+4x—5’ )y r—x2—-4
202 +3r—2 3r—4x%+5 Ao —2%+5
28)y=2—————— 29 y=—-->--——1 3)y=1-——-—.
)y r2+4x+4"’ )y 20—x2+3 )y 244243
6. Ispitati znak slede¢ih funkcija.
1) y=xlogs(x+3), 2)y=(x—1)In(2—x), 3)y=(2—3x) log 1 (4—3z),

4)y=(1+21)log,(22—-3), 5)y=1> log%(x—l—l), 6) y=(1+32%)log,(2—x),
7 y=(1—2°) log%(3x—|—4), 8)y=(2"-2)In(3—x), 9)y=(z*—2)In(z+1),
10)y = (z—22%)(2*—32) logy(5—2x), 1)y = (z—2°)(z*+2z2) log%(4x+5),

12) y = z(2°—2x+1) logs(v+3), 13)y = (v4+2)(1—2—22%) In(1-2z),
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14) y = (20—32%43) logé(2—5aj), 15) y = (1+x)(4+37) logy (2°—3),

16)y = (+3)(20—3) In(1—42?), 17)y = (v—2)(2—52) log1 (4—327),
18)y = (1—2?)(x*—3) In(2+2?), 19)y = (22°—1)(2*+1) logg(:c2—4),
20)y = (14+22%)(3—227) logg(1—2a:2), 21)y = (2°+2) log%(1+3x2),
22)y = (z°+27)(z*—37) log%(xQ—l), 23)y = (z—22°) In(2—32?),
24) y=(2°+22-3) log (42°~3), 25) y= (37> —22—1) In(22°+3),
26) y = (r—2%+12) logs (2—327), 27) y=(2-3x) log, (3z—227%),
28)y = (1—2)(3z—4) In(32*+2z), 29)y = (22+3) log, (62 —x),
30)y = (z°+1)(2*—4)In(2z—2?), 3y = (2°-2) log%(4x2—5x),
32)y = (1—22%) log%(5$—6x2), 33)y = (2%422) log%(xQ—Qx),
34)y = (22°+3z) In(52%4-62), 35)y = (%) log§(3x2—4m),
36) y = (1-32—42?) In(2*4+-62), 37) y=(2*+3x—4) log%(4x2—3x),
38) y = (v-32%44) logs (6x*+1), 39)y=(3z—2) log (2 —4x—5),
40) y = (22+3) In(1+22—32?), A1) y=(v—3)(1—4x) logs (5-+z—527),

42) y=(2°+2) logs (z°—2a+1), 43) y= (322 +2) (42°—3) In(1+3z—42?),

44) y=(1-32%) log1 (z—42%+5),
46) y = (z°—37) In(z*+4x+4),

48) y = (z*-22-8) log;(z*—62+10),

45) y = (22-32%) logs (v —22+1),
47) y = (z*+4x) logs (z*432+3),

49) y = (7-6z—a?) logg(l—x—%c?).



72 REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

7. Ispitati znak slede¢ih funkcija.

Dy = iy Dy =g = e
D= D= =i
D= e =g M=
19)y=;?r%7 20)y=%, 21)y=;f3x;2x_217
T L T T
37)y=%, 38)y=%, 39)y=%,
40)y:%, = &y, L

1— e3m274x+1’
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2 — 3z 1 — eo—3a7+2 2+
By= ooy Wy=—F—n Y=o
322 +22 -5 | 3z — b+ 2
Wy=T—me  =Ea o WV e

4.4. Parnost © neparnost funkcije

Primer 1. Ispitati da li su sledeé¢e funkcije parne ili neparne.

3

Dy =13, 2)y = i, 3)y = =, 1)y = a%e".

2

Resenge:

1) Dy,={zeR|4—2*#0}=R\{—2, 2}, pri cemu poslednja jednakost sledi iz

4—2°#0 & (242)2—2)#0 & 242#£0 A 2—2#£0 & v#-2 N v#2.

Dakle, domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.

Iz
—z)3—(—= —x°+x T —x
flmo) = G250 = 2 = — 2= = — f(a)

4—(—x)? 4—z2 — 4—z?

zakljucujemo da je data funkcija neparna.

2) D,={zeR|1—e'"2*#£0} :R\{%}, pri ¢emu poslednja jednakost sledi iz

1
1=e'™£0 & £l & 7 & 1-20#0 & v#s.

Dakle, domen date funkcije nije simetrican u odnosu na (0 na osnovu cCega
zakljucujemo da data funkcija nije ni parna ni neparna.

3) D,={zeR|2?*#0}=R\{0}.
Dakle, domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.

Iz

flmm) = Hembtl = L — ()
zakljucujemo da je data funkcija parna.
4) D, =R.

Dakle, domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.
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Iz

fea)=(afe= T4

zakljucujemo da data funkcija nije ni parna ni neparna. 4

1. Ispitati da li su sledece funkcije parne ili neparne.

1 2 3 2 1
Jy=—. Jy= "3 Jy =73 Jy=—7 =55
6)y = 2x 7 r+1 3) _952—4 0) _:v2—|—1
y 1—I27 y_x2+17 y_2_$27 y_xg_?)a

3 1 -2z 2 =5 2

10)y = = 12)y = 13)y =

Jy=——53 )y oS VY= 53— )y s
2+ 3 x— a3 x3 x 3
14)y = 15)y = 16)y = My=2-2
Jy="—3— )y O V=3 Jy=5--

2. Ispitati da li su sledece funkcije parne ili neparne.

1 V1+ 22 1
Dy =+v1—-a? 2)y=x+ 3) R 4) v

\/Ea y:T’ yzﬁ’
5) _ Va?+3 6)y = x Ty = x?2—3 8)y = x3
y_ .1'3 9 y_ LE2—9, y_ 1'3 y_m>
0) Vat+d4 10) P42 1) V142 12) = x3
Y=g, — 3 y—m, Y= v= 22 —2r —3

3. Ispitati da li su sledece funkcije parne ili neparne.

r—1 3 +1
)y = Zx+1, 2)y = 314__1, 3)y:e””2 sinz+3x, 4)y =22’~1-3cosz,
) sin cosr—1 tgx ctgx+1
5)y=sinz—a°, 6)y= , Ny= , 8)y=—5, 9y= 3
x x T x

10)y:x36_w2, 11)y:z26$3, 12)y:xez%, 13)y:x26%, 14)y=xe 3.
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4.5. Graniéna vrednost funkcije

Primer 1. Izracunati sledec¢e grani¢ne vrednosti.

: xz2— : —V2x i 2232
1) lim o2t 2) lim o, 3) lim £5
. r— . r—ax2 . T T
4) lim 372, 5) lim 22, 6) lim ($25)".
Resenge:
; 2?1 iy @A) g el el
1) 31512} 2 —dr+3 };{ﬂ( 1)(z—3) }}ﬂ 3 1- L,
pri cemu prva jednakost sledi iz
4+/16—12 442
1 —42+3=0 & = 5 = & =1V =3,
s 2—V21 i 221 24420 4-2x
2) im 750 = 5 - e = I o S ey
=lim 22-z) =lim —2(z—2) =lim ——2——
a2 (2-2)(@+2)(2+V22) ;9 (z-2)(z+2)(2+V2z) 42 (z+2)(2+V22)
- =2 _ _1
(242)(24+V4) 87
3 1
3) Ty 223wl _ oo Loitor 1
At =S e
3 F 0
1 r— — i T _x — VU __
9 im g = lim e = =0,

5) lim 28  Jiy 2 iy (1) (243—) = (<) (—o0) = oo,

T—00 l—x T—00 5*1 T—00 571

lim (22)"=lim (1+22 - 1)"=lim (1+-%)"

6) y—so0 ‘72 T—00 T—00

T 4 \x—2 4 2_ . 4 t_ . 4 %

=lim (1+:5)" " (1+55) = lim (1+7) =lim (1+3)

nH)!
= lim ((1 + ;)4> =t ¢
t—00
1. Izracunati sledece grani¢ne vrednosti.
1 1 21 214

Diim 2L gy g Ty Ty gy TS

z—0 22 — 1 z—>-1722 —2x — 3 z—2 3 — 2 z—=-3 T+ 3
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oo+ 22— +3 R | =2 . ox— 227

5)9}5{11 241 ’ 6:131—%35—1’ 7)alsl—>r%4—x2’ S)xf}zm;?—l’

2 _ 9y -3 2_ 9743 24512

9) lim —— =" 2 10) lim =222 1) lim 22— 22
a——1 x4+ 1 =1 22—z a—3 9 — g2

2246 2 _9r 11 24 7o 412

12) i S0 gy TRy gy S

o——3 9 —4x z—2 1l—=x z——4 2 —x — 20
24223 222 + 31 — 2 -1

15) lim 272 6) fim —— 27 17) lim —0

a—1l xd— es—273 + 222 4+ + 2’

2. Izracunati sledec¢e granic¢ne vrednosti.

2 24 2 9
1) lim — 2) lim ——— 3) lim —

=1 /x — 1’ m—>2w/x—|—2_27 I—>3\/3ZE—3,

. 3(1—vE—3) . 2T r3-3) VT T-3
4)lim ———~, 5) lim , 6) lim ———,

a—4 12— 16 z—6 36 — 2?2 =2 \/x +2 — 2

. VT +9-3 . Vo +3-2 . Va?425-5
7) lim ————— 8) lim ———— 9) lim

202 — /o + 4 2=>13 —\/x + 8 20 /g2 411"

A — /12 2 2_2
—x—|—37 11) lim 8\/5—“777 12) lim ﬂ7
Va2 +8—3 r=d 2 — /T 29 3 — /T

10) lim
z—1

VT rl-1 1- 3 VT — 2
13) Jim Y222 14) Tim L2 VT 15) tim V22
z—0 €T z—11 — \/E z—=8 8§ —

3. Izracunati sledeé¢e grani¢ne vrednosti.

Diml Aty YimiTe i 9
i Tyl gy 9 T 9 m
0 g Wl 12 0 g ey 9
1) Jim T 05 Jim 10 i S 07 i
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4. Imajuci u vidu da je

1 1
e=lim(1+—-)* odnosno e=Ilim(l+x)=,
T—00 x —0

izracunati sledec¢e grani¢ne vrednosti.

T—00

. [+ 1\" _ -3\" . (P +2)\° . (2P =3)\"
5>££20(x_1)’ 6>J£20(x+3)» 7%3520(%2_1)’ 8>££20(x2+2)’

2+ 3 —4\" 2 —4x+5\" 2+ 2x+3\"
9) li _—_ 10) i —_— 11) li _
)xl—{go(x?—i-x—?))’ ) Jim <x2—2x+3>’ ) Jim (x2+2x+2>’

1\" 1\"
1) lim (1—1—4—) ., 2) lim (—3—) , 3)1irr(1)(1+390) , 4)lim (1—22)=

1

12) lim (2~ 3a+ 3) =T13) lim (2®+ 5z + 5)7%,  14) lim (22— 2— 1)77,

T—>— x—2
) 2 ctg2:c 2
. . z . . ctg®x
15) 91612(1) (1 + sinz)=, 16) 9161_r>r(1) <1 + —ctg2m> : 17) glclir(l) (cosz)“® ™.
5. Odrediti asimptote sledec¢ih funkcija.
1 2x 4 — 22 2 =2 +1
Jy=1—" Jy=—"7 Jy=——"" )y P
1 2z 2 — 2?2 3—2x —2a?
5y = — 6)y = = — =
)y x27 )y 1 .ZC2’ )y x2+17 )y $2—3 9
x3 3 3 — 22 3+ 22
Jy=5—: )y e Jy=3—5 )y e

e e €T z—1 e’ —1
18)y=—, 19)y= 20)y= 2l)y= 22)y=
)y x, )y x—].’ )y 633—1’ )y ea: Y )y I—l’
23) _ 24) y= a 25)y = a 26) ol 27) B
y—x2, y—x2+1, Yy 1—2B2’ Y= e ) y_em_ly
Inz Inx r—1 1+Inx
28) y=xInz, 29)y=—-o =—— 3ly=lh——71 32)y= '
8)y=xlnz, 29)y , 30)y 1—2 31y nx+1’ 32)y 1—Inx
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4.6. Izvod funkcije

Primer 1. Odrediti prvi izvod slede¢ih funkcija.

Dy=g2°—ga’+de,  2Jy=(l-z-22%)e", 3)y=20=t  4)y=22t
Resenge:
)y = (52° - 32° + o) = (§2°) — (32°) + (42)’

e K ) = 24

= 12?2 —x+4,

3

2)y = (1—z—22%)e*) =(1—2—22%) ¢® + (1—2—22%)(e”)
(—1—4z)e* + (1—z—22%)e*=¢e"(—1—4x+1—x—22?)

= e%(—22%—b5z)=—e"(22°+51),

_ /sinz—1\ __ (sinm—l)l cosm—(sinx—l)(cosm)l _ (cosz) cosz—(sinz—1)(— sinz)
3) y = ( cosT ) - (coszx)? - (cosz)?

cos?z+sinz—sinz __ 1—sinz

- (cosz)? T cos?z

4> r (1nx+1>/_(lna:—i—l)/:c—(lnz-l—l)(az)l_%'I*(lnxJFl)l l-lnz—1__  Inz
Yy = = - 22 - 22 22 22

1. Odrediti prvi izvod slede¢ih funkcija.

Dy=2+z, 2y=1-3z, 3y=2"+42, 4)y=-22"+3z+1,

1
6)y =a2*+2x, Ty=-a*—2—3z, 8)y=a"—22%

1 1
5)y=——a’+r—= 3

4 2’

1, 2. 3 1
9y = 2x4 37 +2 =5z, 10)y = 2yz—3V13, 11)y:6€/x2—§xe/§,
1 2 2 1 3 1 T 2
)y Ve o r )y Vs a2 a? )y /T \/_ x’
1 1 3 1 z 1
15)y = —a+-a°—4e” 16)y = 2€° —— 17y = —— —e®4 =
Jy = grge—ae )y T )y St et
18) S 2 19)y = Inz + 2 4 20) Lo
= — —1Inr Z, = Inx — 2, e —— nx,
V=3 Y Va3 4 N

21)y = sinz — cosz — x, 22)y = ctgr + =z, 23)y = ctgr — tgx .
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2. Odrediti prvi izvod slede¢ih funkcija.

1 1
Dy =(2—a)(z*+3z - 1), 2)y = (1430 —52%)(52" = 2” + 4w - 2),
1 3
3)y = (Va3 +1)(3 - V), 4)y:(ﬁ_2x_4ﬂ)(%_l+ﬁ)’
5)y = 2® cosw, 6) y = 2? sinz, 7)y = (sinz — 2x)(cosx + 1),
8)y = x'e”, 9y = (3 -2z + 2> —2°)e, 10)y = z(e” — 1),
11)y = 2° Inz, 12)y = (1-3z+2?—22%) Inz, 13) y = z(Inz+1),

14) y=(2*+3x—1) cosz, 15)y=(2+4x—32°)sinz, 16)y=cosrsinr—x.

3. Odrediti prvi izvod sledeé¢ih funkcija.

2 1 T 2x
)y T 32 )y o )y 5 )y pet
1+2x 1—-3x 2—x 1
)y 142z’ )y 2+’ )y 1—a’ )y x?’
2 T 1—=x 2 — 3
Ny = 10)y = 1)y = —— 12)y =
)y 1 x27 )y $2 27 )y 1_{_3:27 )y 3 $27
2 — 2?2 x2 44 x2+3 x2+4
13)y = 14)y = 15)y=—— 16)y =
Jy=1""3 Jy= 57 )Y oSt )y Ty
et T 1+ 22 11—z
17y = 18)y = — 19y = 20)y =
Jy=—+ = )y . Jy=—
eT+1 2+ e et —1 3—e”
21)y = 22y = ——— 23)y = —— MYy — > =
)y — )y e’ )y 1 )y =1 st
25)y= sinm7 26)y: cosa:’ 27)y= sinx—cosx7 28)y: cosm—sinm7
e et ex et —1
29y = 1—|—Sinx’ 30)y: 1—‘cosx7 31)y: 1—|—cosx’ 32)y: 1—.sinx
COST sinx COST sinx
COST sinz 14 tgx ctgx
B)y=——, 4)y=—— 35)y = 36)y = ————
)y 1 — sinz’ )y 1 — cosx’ )y tgr )y 1 — ctgz’
| 241 1+1
My =y By =, B0y = o 4y

Inz’ x Inz 1—1Inx’
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4. Neka je f(z) = —2% + 222 + 5 — 3. Odrediti f'(—2).
5. Neka je f(z) =2 —“2 Odrediti f'(—1).

6. Neka je f(z) = 322 — Inx. Odrediti f'(1).

7. Neka je f(r) = 22 + 3 — e*. Odrediti f'(0).

8. Neka je f(z) = &. Odrediti f'(e) i f'(e7").

9. Neka je f(z) =22, Odrediti f'(e) i f'(e7!).

10. Neka je f(r) = L. Odrediti £/ (1), f(0) i f'(—1).
11. Neka je f(z) = <. Odrediti f'(1) i f'(-1).

12. Neka je f(z) = =322 Odrediti f'(Z) i f'(Z).

COsSx

13. Neka je f(x) = =82 Odrediti f'(a), gde je:

14-sinz

m s s o T 2m
Da=—= a=—. Na=—= MNa="o Hla=-—— 6a=——.
14. Neka je f(z) = i“;’j; Odrediti f'(a), gde je:

T T 2 3T 7T o
Da==. 2a=-., 3a=— =22 Ba=——  6la=——,
15. Neka je f(z) = tgr — 2. Odrediti f'(a), gde je:

2 )
l)a:g, )a:?ﬂ, 3)&2%, 4)(1:—%, 5)&2—%, 6)a=—m.

16. Naci jednacine tangente i normale grafika funkcije:
1) y = 2% — 42 u njenoj tacki A(1, —3),

2) y = 22 + x — 2 u njenoj tacki A(—1,—2),

3) y = 2z* — 5z + 3 u njenoj tacki A(1,0),

4) y — 32 + 2 u njenoj tacki A(-2,3).

17. Nadi jednacinu tangente na grafiku date funkcije u datoj tacki koja
pripada grafiku:

1) y = =32 4+ 12 + 2 u njenoj tacki A(—1,y),
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2) y = +2® — 22 + 1 u njenoj tacki A(1,y),
3) y = x — 2Inz u njenoj tacki A(1,y),

4) y = e* — 3x u njenoj tacki A(0,y),

5) y = cosr — sinz u njenoj tacki A(F,y).

18. Odrediti jednacine tangente i normale parabole
Hy=1-—2? 2y=a+z, 3)y=22>—-2-3, 4)y=x—212>+6,

u tackama preseka sa z-osom. Konstruisati parabolu, tangentu i normalu.

19. Odrediti tacke u kojima su tangente krivih

Hy=a>—2>-3x+1 i y=5x>+6x+1,
2)y=—-a+322+2r—-3 i y=—2*—u,
Jy=3*+32"—x+2 i y=—a’+5z—4,

Hy=x*+2*+zx+1 i y:%x2—|—3m—4,

paralelne.

20. U kojoj tacki parabole

1) y=a?+22-3, 2)y=62>—z—1, 3)y=-322+3z-1, 4)y=—2’+3,

je njena tangenta paralelna x-osi.

21. Odrediti parametre m i n tako da parabola y = x? + ma + n dodiruje
pravu

) y=x, 2)y=2x-3, 3)y=—x+1, 4)y=3z—3 5)y=—32zx+3,
u tacki A(-1,1).

22. Odrediti prvi izvod sledeé¢ih funkcija.

Dy=(3-22)° 2)y= (232417, 3y=vV1—x, 4)y=+Va2+2z-3,
5y=+3x—1, 6)y=sinz, 7)y=cos’r, 8)y=In"s, 9)y=e",

10)y = e® 21 11)y =sindz, 12)y=cos(1—2?), 13)y = In(2*+2),

1+2\° ~1 2— inz—1
14)y:(ﬁ> , 15)y= i— 16)y:ln( x)’ 17)y:1n(smx )

11—z rz+1 sinz+1
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23. Primenom Lopitalovog pravila izracunati sledeé¢e grani¢ne vrednosti.

1 — 22 3 2_rx—1 295

1) lim ——— 9) lim L P 3) lim —— =
z——-1722 —920+ — 3 z—1 2 —4x + 3 =5 /51 — §
4 — -9 3 3r _ bz r __ -

Hlim Y """ Hlm—— 6)lm—, T)lm—
250 x z—0 siny — x =0 sinw x—=0 In(1 + z)

In(2 — In(1+sin2 2 In®

8) lim M2 =) gy g, MAFSINID) T ) i B

z—1 4({[’ — 1) z—0 3z z—=0 In+/1—2x z—=1] —
T _ 9z 3 _ .2 -1 3 2 2

12) Tim Lo dim T gy gy TR ST
=0 z—o0 4 — 3w + 222 — 23 z—o0 x2 —2x +4

) 2 —3 . e . Inz . 1 —Inx

B i et 9 10 19l

24. Izracunati sledece grani¢ne vrednosti.

1 1 1 1 1 1
1) lim ——1], 2)lim(—— , YHlm (- ——— ),
=0 \e?—1 =z =1 \lnz x-—1 z—=0\zx cosr —1

1 Inx
4) lim (sinz)®, 5) lim (sinz)"®", 6) lim (lnx)%, 7) lim ( > :

x—0 x—0 r—00 rx—1 €xr — 1
1
8) lim z=,  9)lim (=), 10) lim (1—sinz)*, 11) lim (Inz+1)#1.
T—00 x—0 x—0 rz—1

25. Ispitati monotonost sledeéih funkcija i odrediti (ako postoje) njihove
ekstremne vrednosti.

1

Dy=2%+1, 2)y = 2 + 2, 3)y =2 —u, 4)y:—§x2—|—3x,
2 1 3 5 1, 3, 9.2
Sly==x +§£L‘—3, 6)y =2"-3z+1, Ty=u=x —5%% 8)y = —x°+3x7,
3
9y =+ 12z — 1, 10)y:—x3+§x2—3x, 1)y =2 — 62% + 9z — 2,
Lg L 3 2 L 1,
12)y = —x°—2"=3z+1, 13)y=-a’—22"—bx, 1d)y=—-2"—=z 4z,
3 3 3 2
3 1 24 3x 1+x
15)y = 16)y = 1y = 18)y =
Jy=——7 V=15 )Y =30 50 Jy=g5—:
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212 2+ 2x x? —3x 6xr —z2—9
19)y= 20)y = 21y = 22y =
Jy=_—"7 Jy=—"7" Jy=—7— Jy=—g
2 1 T 3z
23)y= 2 24)y= 25) = ———— 26) v =
)y 212 )Y pCRRE )Y Tt )Y o
4 — x? x? + 3z 2 —dr+4 x?
M) y= L 98 = T 9gyy T T TR gy =T
)y 2 —1 )y 1— 22 ) 2 + 2 )Y 2+ 4z + 3

26. Ispitati monotonost slede¢ih funkcija i odrediti (ako postoje) njihove
ekstremne vrednosti.

1
1)y = xe”, 2)y = (1—x)e”, 3)y = x2e”, 4)y = (—§$2+1)6x,
2 x 2\ x 1 ]' x
T T
3 T xr— 2 1—2x x?
e e e e e
2 -3 % + 2z 2?2 +5r+1 et
er e e’ x
17)y = 18)y = ——— 19)y = — 20)y =
)y r—1 )y 2 —3x’ )y z?’ )y 241’
er e* er
2)y = —— 2)y=— 2)y=-— .
V=3 R S P & P

27. Ispitati monotonost sledeéih funkcija i odrediti (ako postoje) njihove
ekstremne vrednosti.

1 1
1)y = Inz+2z, 2)y =Inx—2*,  3)y=3nr+—, 4)y = Inz+—
T

222’
5)y = zlnx, 6)y = 2°Inz, 7y = (Inz+1)x, 8)y = (2—Inx)z,
1 x x? Inz Inz
== 1 = 11y = — 12)y = — 1 = =
Ny=1— 10)y=— Vy =1 Jy=— Bly=—3,
1 —Inz 2+ Inz 1 —Inz Inx
14)y = 1 = 1 = 1 =
)y r 5y z? 6y Inx 0y Inz — 2’
18)y=Tnz—r, 19)y=—+dlnz, 20)y———+2Inz, 21)y—" 21
y=Inzx——, y=5+4lnz, y=_——+2nz, y=_q oo
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28. Odrediti drugi izvod slede¢ih funkcija.

1 1
Dy =a’—2?+a—1, 2)y = §x3—§x2+2x, 3)y = (23227 (1—x),
4)y = xe”, 5)y = x(sinr—cosx), 6)y = 2% cosz, 7)y = % sinz,
1 2 x—1
8)y =12’1 9)y=2%€", 10)y=-, 1l)y= 12)y = .
Jy=alnz, 9)y=z’e", Jy=—, Wy=1—0, y=—;

29. Odrediti drugi izvod slede¢ih funkcija.
Dy=vz2+1, 2)y=z%"" 3) yzxe”"?”“, 4)y=In*z, 5)y=cos’z,

1 1 ;
6)y=sin’z,  7)y=In(z+1), 8)@/:1“( ”)’ 9)y=1n('+smx>-

11—z 1 —sinx

30. Odrediti n-ti izvod slede¢ih funkcija.

1
Ny=e®,  2)y= 3)y = si 4y =1 5)y =
)y =c¢e", )y = cosz, )y = sinz, )y = Inz, )y 112
6)y = e, Ty =In(1-z), 8)y = sin(2x), 9) y = cos(3z).

31. Ispitati konveksnost i konkavnost sledec¢ih funkcija, i odrediti (ako posto-
je) njihove prevojne tacke.

)y = %x—g, 2)y =2-3z, 3)y=—32"+2r, 4)y=2>—62"+62-3,
5)y = %353—23:2—3, 6)y = —2°+9x—1, Ny = %, 8)y = 2x3;_ L ,
9)y=4;3x, 10)y=1;x2, 11)y=1_3i_x2, 12)y=%+1,
13)y = ——. 14)y=i:§, 5)y=xx—+23, 16)y=i:i$,
17)y=$2:i$3_5, 18)y % 19)y=$;1, 20)y=1;22x7
21)y:14$—2:1c27 22)y=2x_i52_1’ 23)y:x21+2’ 24)y:x2$—47
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32. Ispitati konveksnost i konkavnost sledeéih funkcija, i odrediti (ako posto-
je) njihove prevojne tacke.

1)y = xe”, 2)y = (2z — 3)e”, 3)y = z%e", 4)y = (3 — 2?)e”,

1-2 2 241 2_9
12)y=L 13 y=—— = =" 1)y= L gy =T
er er er er er
222 — 3 1 3 3— 223 S _ax241
17)y=&, 18)y:$—, 19)y = x’ 20)y2u7
er e’ e’ e’
3 _ 1 3 _ .2 -1 4—3 2 2 _ .3
21)y:x x -+ ’ 22)y:x T+ x ’ 23)y: T + 2x x.
e’ e’ e’

33. Ispitati konveksnost i konkavnost sledeéih funkcija, i odrediti (ako posto-
je) njihove prevojne tacke.

1)y = Inz—z, 2)y = 2*—21Inz, 3y = lnx—g, 4)y = ——Inz,
5)y = zlnx, 6)y = (z—1)Inz, 7y = (2—3z) Inz, 8)y = 2°Inz,

9)y=2*(Inz—1), 10)y=2*(3—-2Inz), 11)y=2>lnz, 12)y=2°(1-Inz),

1 T T T
1 = 14)y = — 1 = =
3)y 1+ Inz’ )y Inz’ 5)y 1+ Inz’ )y Inz — 1’
lnz +1 lnz — 2 Inz +1 Inz
7) Inx —1° 8) Inz +1° 9) Inx 0) Inx +1°
1 Inz — 1 1 1—1
)y = —,  W)y=— W)y = —,  Uy=—1"
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4.7. Ispitivange funkcije i crtanje grafika funkcije

Primer 1. Ispitati sledeCe funkcije i nacrtati njihove grafike.

x 241 e’ 1+ 2Inz
1y = 2)y = 3y =— Hy=——.
)y poSE )y . Jy=— )y ;
Resenje:

Dy= =4

1. Domen funkcije

D, ={zeR|22+1#0} =R

2. Nule funkcije v znak funkcije

% Nule funkcije

y=0 & 5=0 < x=0. Dakle, tacka preseka sa x-osom je A(0,0).
% Znak funkcije o 0 400
x — |+
>+ 1+ |+
y ||

3. Parnost i neparnost funkcije

Domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.
Iz

f(=2) = ot =~ = —f (@)
zakljucujemo da je data funkcija neparna.

4. Asimptote funkcije

% Vertikalne asimptote funkcije
Data funkcija nema vertikalne asimptote jer je D, = R.

% Horizontalne asimptote funkcije

1

= 0
lim = lim e =-=0
z—too 24+ 1  a—tco 1+ o 1

Dakle, prava y = 0 je horizontalna asimptota date funkcije kada x— 4o0.
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Napomena. Posto je funkcija y= "5 >0zax € (0,+00) grafik ove funkcije
se priblizava pravoj y = 0, kada © — +o00, sa pozitivne tj. gornje strane.
Takode, posto je funkcija y = 55 <0 za z € (—00,0) grafik ove funkcije se
priblizava pravoj y = 0, kada x — —o0, sa negativne tj. donje strane.

% Kose asimptote funkcije

Data funkcija nema kosu asimptotu ni kada x — 400 ni kada x — —oo jer i
u jednom i u drugom sluc¢aju ima horizontalnu asimptotu (y = 0).

5. Monotonost funkcije

r x/-(ﬂc2+1)—x~($2+l)/ (2 41)—x22  1—g2
y - ($2+1)2 - (x2+1)2 - ($2+1)2
Iz
-0 -1 1 4

I+ - |+ |+

-2z |+ ]+ |-

(> +1)° |+ |+ |+

y -+

Y N N

sledi da su ekstremne tacke date funkcije: M, (—1, —%) i Npaz(1, %)

6. Konveksnost 1 konkavnost funkcije

y” _ (1—x2)/-(J:2+1)2—(1—x2)-((x2+1)2)/ _ —2z-(2%+1)2—(1—22)-(2(2%+1)22)
(z2+1)4 (x24+1)*
_ =2z(2®4+1) (22 +1+2(1-22)) _ —2x(3—2?)
= (221 1) = @2t
Iz
—00 —\/3 0 \/3 +00
V3—z [+[+[+]-
V3+a | —[+]+]|+
(+1)7° |+ |+ |+ |+
y/l _ + _ +
Y nju|ln|u

[

sledi da su prevojne tacke date funkcije: Py (—+/3, —‘/Tg), Py(0,0) i P3(v/3

74
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7. Grafik funkcije

ty
2,,
1__
Mmax P3
S S S e R/ U S S S BT
P1 Nmin
1t
2+
2) y = =H
1. Domen funkcije
D, = {z€R|w £ 0} = R\ {0}
2. Nule funkcije i znak funkcije
% Nule funkcije
y=0 & “H =0 & 2+1=0 & 22=-1

§to nije moguée jer je x>0 za svako z € R. Prema tome, data funkcija nema
nula tj. data funkcija ne sece x-osu.

% Zmak funkcije

-0 0 +oo
2?41+ |+
x — |+
y — |+

3. Parnost i neparnost funkcije

Domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.
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v I

zakljucujemo da je data funkcija neparna.

4. Asimptote funkcije

x Vertikalne asimptote funkcije

241 1
im T L
r—0E i O

Dakle, prava = 0 je vertikalna asimptota date funkcije (i sa leve i sa desne
strane).
Napomena. U prvom slucaju tj. kada x — 07 resenje je +oo jer je funkeija
Y= % >0 za x>0. Analogno, kada x — 0~ resenje je —oo jer je funkcija
y=24 <0 za 2 <0.
x Horizontalne asimptote funkcije
2
¢ +1 1
lim + = lim (:zj—i——)::l:oo
x

r—+o00 €T r—+o00

Dakle, data funkcija nema horizontalnu asimptotu ni kada x — 400 ni kada
T — —00.

% Kose asimptote funkcije

241 1
e tim 1) o Ly (1+—2>:1
i

r—t+oo I r—+00 132 x—+00

r—+00 r—+o00 €T x—too I

n=lim (f(z) —kz)= lim <x2+1—x> = lim 1:0

Dakle, prava y = x je kosa asimptota date funkcije kada x— +oc.

5. Monotonost funkcije

o (x2+1)/-x—(x2—|—1)'x/ _ 2za—(2241)-1 221
Yy = x2 - x? -

332
Iz -0 =1 0 1 400
r—1|—|—|—|+
c4+1|— |+ |+ |+
4+ |+ |+
y [+ -]1-]+
y | I NS

sledi da su ekstremne tacke date funkcije: Mya.(—1,—2) 1 Npin(1,2).
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6. Konveksnost i konkavnost funkcije

"o (:c2—1)l~a:2—(x2—1)-(a:2)/ _ 2z —(2®-1)22 _ 2u(2®—2®+1) 2

Yy = g} = s = P = 3
Iz
-0 0 +oo
2 |+ |+
2|+ |+
x| — |+
y =+
y | N|juU

sledi da data funkcija nema prevojnih tacaka (z =0 €D,).
7. Grafik funkcije

y=¢<

x

1. Domen funkcije

D, = {veR|x#0} = R\ {0}

2. Nule funkcije v znak funkcije

% Nule funkcije

y=0 & <=0 & " =0



91 REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Sto nije moguce jer je €* >0 za svako x € R. Prema tome, data funkcija nema
nula tj. data funkcija ne sece x-osu.

% Znak funkcije

—00 0 400
erl+ |+
T | — |+
— T+

3. Parnost i neparnost funkcije

Domen date funkcije je simetrican u odnosu na 0.

Iz - 1
. et w1 f(z)
fm) == E =

zakljucujemo da data funkcija nije ni parna ni neparna.

4. Asimptote funkcije

x Vertikalne asimptote funkcije

Dakle, prava z = 0 je vertikalna asimptota date funkcije (i sa leve i sa desne
strane).

Napomena. U prvom slucaju tj. kada x— 0" resenje je +oo jer je funkcija
Y= % >0 za x > 0. Analogno, kada x — 0~ reSenje je —oo jer je funkcija
Y= % <0 za x <0.

% Horizontalne asimptote funkcije

X X
. €” Lopital .. . (& 0
lim — "= lim €* =400 llm —=—=0
r—+o0 I r—+00 r——00 I — 0

Dakle, prava y = 0 je horizontalna asimptota date funkcije kada x — —o0.
Napomena. Posto je funkcija y= % <0 za x € (—00,0) grafik ove funkcije
se priblizava pravoj y = 0, kada x — —o00, sa negativne tj. donje strane.

% Kose asimptote funkcije

Data funkcija nema kosu asimptotu kada x — —oo jer ima horizontalnu

asimptotu (y = 0) kada x — —o0.

. f x . e’ Lopital . e’ Lopital . (&
k = lim Q =lm — = lim — = lim — =400
rx—+oco xr——+00 1‘2 xr——+00 21‘ xr——+00 2

xT

Data funkcija nema kosu asimptotu ni kada x — +oo.
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5. Monotonost funkcije

r_ (ef) a—(ef)w e®x—e® 1 e*(z—1)
Yy = 72 - 22 - T 2
Iz —0 0 1 400
e |+ |+ |+
r—1|—1]—1]+
4|+ |+
y | -1-]+
y NN

sledi da je ekstremna tacka date funkcije: M, (1, €).

6. Konveksnost 1 konkavnost funkcije

" e (z—1)) 22— (e®(z—1))- (22
y:((l)) xg(l))(): gl

Iz -0 0 40

sledi da data funkcija nema prevojnih tacaka (x =0 € D,).
7. Grafik funkcije
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4) y = l+ilnx

1. Domen funkcije

D,={zeR|x>0Az# 0} = (0,+00)

2. Nule funkcije i znak funkcije

% Nule funkcije

i
8
I
®
N[

y=0 & %:O & 142ne=0 & Inzx=-—

N =

Dakle, tacka preseka sa x-osom je A(\%, 0).

% Znak funkcije

1
O 76 —+00
x + | +
1+2nzx | — | +
Y — |+

3. Parnost i neparnost funkcije

Domen date funkcije nije simetrican u odnosu na 0 na osnovu cega za-
kljucujemo da data funkcija nije ni parna ni neparna.

4. Asimptote funkcije

% Vertikalne asimptote funkcije

1+21 1
lim — 7 i (14 2Inz) - —=(—00) - (+00)=—00

z—0t T z—07F Wi

Dakle, prava = = 0 je vertikalna asimptota date funkcije (sa desne strane).
% Horizontalne asimptote funkcije

. 14+ 2In7 rLopital .. 1
lim ———— =" lim —
T—+00 {L’z r—>+00 :L‘Q

=0

Dakle, prava y=0 je horizontalna asimptota date funkcije kada = — +o0.

Napomena. Posto je funkcija y = H;% >0zax€ (Le,—i-oo) grafik ove

funkcije se priblizava pravoj y =0, kada x — +00, sa pozitivne tj. gornje
strane.

% Kose asimptote funkcije

Data funkcija nema kosu asimptotu kada x — 400 jer ima horizontalnu
asimptotu (y = 0) kada z— +oc.
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5. Monotonost funkcije

ro (1+21nz)/~$7(1+21nx)~z/ %-x7(1+21n:17)~1 _ 1-9lnz

o x? o 22 22
Iz 0 e +oo
1—2nz | + | —
x? + | +
vy o+ -
y 7N
sledi da je ekstremna tacka date funkcije: M,,q.(1/€, \/lg)
6. Konveksnost 1 konkavnost funkcije
"o (1—2lnx)/-xz—(l—anx)-(x2)/ 2.2 (1-2lnz)2x
Yy = e = g
_ —2z—(1-2lnz)2x  —2z(1+1-2lnz)  —2(2—2lnz)  —4(1-Inz)
T x4 o x4 o x3 o a3
Iz 0 e 400
4 —_T=
l—Inx |+ | —
2 + |+
y// - +
Y Ny

sledi da je prevojna tacka date funkcije: Pfe, 2).

7. Grafik funkcije
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1. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.

2 1
Dy=32% 2y=-52% 3y=2"+1 4y=4-2° 5Hy=2"-3

6)y=2"+4r, Ty=-22>+z, 8y=22>-3z, 9)y=-—2>-2z,

10) y=2*+32+2, 11)y=—2’-32+4, 12)y=2"+20+2, 13)y=—a*+2-5.

2. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.

1 11

Dy=2a2*-92, 2)y=2+32, 3)y=2"-3z+2, 4)y:§x3—4x—§,
1

5)y =12 —32%, 6)y=a+2° 7)y:§953—2x27 8)y = a® +22° + x,

9Ny =a>—32"-92, 10)y=2"+22> -8z, 1l)y=2"—-32"+3z—1.

3. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.

2 1 3—2x 2%+ 2 3z — 22
V=10 Dy=1—o Ny=T7 Yv=—g y=—— 1
x? —8x + 16 54+ dx — 22 1 20x
)y x_g ) )y $+3 Y )y 4—1‘27 )y xz 17
T x? x2—4 x? 23
100)y=—— 1)y=——, 12)y=——, 13 y=——--—, 14d)y=
)y :CQ_'_B? )y x2_37 )y 1_1:27 )y (I+1)27 )y .T2—4

4. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.
Dy=xze", 2)y=(2—x)e®, 3)y=a%e"", 4)y=(1—2%)e", 5)y=(2*+1)% ",

1 T _x+l 7 r?—1 _(2—a2?)?
ev V=

5. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik.

1)y = zlnz, 2)y = 2° Inx, 3)y = z(lnz—1), 4)y = 2*(2—Inx),
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5)y =In(x—1), 6)y =In(2—x), Ty =In(1-27), 8)y=In(z*—4),

4.8. Integrali

4.8.1. Neodredeni integrali
Primer 1. Odrediti sledece integrale.
1) [(a*+42® =3z +2)dz, 2) [£3Ede, 3) [E2dx, 4) [(2—x)e"du.
Resenje:
1) [(234+42*=32+2)dx = [23de +4 [2*de — 3 [ade + 2 [dx
=2 44.2 _3.212.44C

_ ozt 4z3 3x2
= I*T_TJF%*C’

2) Primenimo smenu.

t = sinx t]. dt = cosz dx (18)
f%dx@) ;l_;f :ft_2dt: %4_0: _%4_0: _Siix+c’
3) Iz
z+2 A + B _ A(xz-1)+Bx _ (A+B)z—A
z(z—1) = z—1 " z(z-1) — z(z-1)
sledi
A+ B =1
—A =2

Iz prethodnog sistema dobijamo da je A= -2 i B = 3.
Prema tome,

c+2 _ 2, 3
v(x—1) z x-1

(19)




97 REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Dakle,

IHQ dr (19) _f%dx+f%dx:—2f%dx+3fx—ildx

2—x

= 2In|z|+3njx -1+ C,
4) Primenimo parcijalnu integraciju.

u=2-x o du = —dx
dv = e* dx J- v =e

(20)
[(2—x)e” dx = (2—z)e"+ [e"dr = (2—z)e*+e"+C = (3—x)e"+C. ¢

1. Odrediti sledece integrale.

1)/4xdx, 2)/:Jc3dx, 3)/\?@, 4)/??@, 5)/xﬁdm,
6)/\/ﬁda;, 7)/%@, 8)/%@;, 9) %dm, 10) gdx,

2
11) /5Sina:d:):, 12) /469“ dr, 13) /2“3 dzr, 14) /coszw dz, 15)/ ,32 dzx.
sin“x

2. Odrediti sledece integrale.

1)/(3\/E+2x—3x2)dx, %) /(4{‘/@%—2) dr,  3) /(éﬁ—ixﬂ;) iz,

\/_
4)/:6 _2g+%d:v, 5) R " _3;5_\/Edm, 6)/—1: _if/gg\/i dx,
7)/(\/5+22)9(c\/5+1) iz, 8)/(x—?;)))x(21+x) i, 9>/(x2_32)§2+1) i,
10)/(%4—005;6—26”5)&6, 11)/(%—sin$+ex)dx, 12)/m dx,

1—x x—9 2r — 8 8x2 — 2
13 d 14) [———=d 15 d 16 dz .
)/1+\/E $’ ) VT +3 “ ) VI —2 “ )/2:1:'—1—1 v
3. Odrediti sledece integrale.

1)/(5—33:)8d:c, 2) /(a:+3)§dx, 3) /(2—9(;2)6mdx, 4) /(4+x4)5:c3d:c,
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2 1 2 2
5) /xe:‘C dz, 6)/§x6_2x dx, 7) /2x26_$3 dr, 8) /(295-1—3)@33 3T gy

1 . 1 . In®
9)/—2 ex dz, /—ez2 dx, 11)/ ——eV= dr, 12)/3 nT dx,
x N/ 2 x

3 .
WL 14 / 2 dx,  15) / rsin(z? —1)dz, 16) / SV
x sin“x NZ

13)

x :L‘2 sinx COST _,:
17) /W dzx, 18) /m dr, 19)/ costdx, 20) /2 sinz dx.

4. Odrediti sledece integrale.

1 x x? x?
1>/1_3xd"’3’ 2>/2+3x2d% 3>/z+xsd‘”v 4>/mdx’

5)/de 6)/Lda: 7)/x—2dx 8)/ﬂd:c
Vir—3 V1=222 V3223 2 4+3x—1

9)/ 1-2z dz, 10) 3z—1 \/1 lnx 12)/ 1 dr.
1432 — 322 m rhng

1 sinx COSX sinz
13) |[———dx, 14 dx, 16) [——=dz.
) / x(2Hnx) ) / l—cosx 15) V/1+2sinz smx )/ v/ 14-cosx

5. Odrediti sledece integrale.

1 1 1
1 —d 2 —d 3 —d
)/x2—3x+2 o )/x2—5x+6 . >/x2—7x—|—10 o
z+1 20 —1 x4+ 2 r—1
4 rre S
)/xz—xdx’ 5)/x2+xdx’ 6) /$2—2x dx, 7) /x—3x2 dx,

8) /x—H dr, 9) /M dz, 10) /ﬂ dz,

2+ 2 —8 2+ 2x—3 2 —x—2

4—x x+6 3x—4 4+ x—2x>
11 d 12) |[——d 13 d 14) | ———dzx.
)/x3—4x © )/:E3—9x “ >/£E3—16I “ )/x3—|—x2—2x .
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6. Odrediti sledece integrale.
x? x? % —2 3 — 222
1 2 4
)/x—i-ldx’ )/I_2dx, 3)/$_1d:v, )/x—i-l a,
2— 32 x3 3 1— a3
d d d d
5)/ -1 6)/33—1 “ 7)/.CE+2 “ 8>/x+1 ©

3_4 3 3 2 3 32_2 _1
9)/ﬂdx, 10)/9” R 11)/9” P T
xr— 2 r—1 r+1

23 3+ 2 2 —2 23— 2x 42

213 — 2% 4z — 2 341 223 — 3z — 1
16)/96 T2 g, 17)/L6dx, 18)/ud;p,

2+ 2 —x— 2 —x—2

3+ 2% -3 213 — 3x — 1 223 + 222 — 37 + 2
1) [t g ) [T o [FE

7. Odrediti sledece integrale.

1) /ln:cd:zr, 2) /xlnxdx, 3) /xex dz, 4) /xcosxdx,
_ Inz Inz 9
5) [ xsinzdx, 6) ?d:v, 7) ?dx, 8) [x*Inxdz,

9) /x%”” dr, 10) /a:2 cosz dz, 11) /m2 sinvdr,  12) /(Q:E—l)lnx dz,
13) /(1 + z)e” dx, 14) /(1 — 2x) cosz dx, 15) /(2 + 3z) sinz dx,
16)/(x2+1) Inz dz, 17)/1n2x dx, 18)/(3:132—1)636 dx, 19)/(1—x2) cosz dz,

20)/(2 + 2°) sinz dx, 21)/636(308.% dz, 22)/exsin:c dz, 23)/eﬁ dz.
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4.8.2. Odredeni integrali

Primer 1. Izracunati sledece integrale.
22 _ T2 o e?
1) [~ (2*+42—2) dx, 2) f% cos’z sinx dz, 3) J. Inzdx.
Resenge:
1) f_21(:v2—4x—|—2) dr = ffle dx — 4f_21x dr + 2 f_zldx
= %_3|2—1 _4%2|2—1 +2xf2,
(2° = (=1)%) =2(2° = (=1)*) +2(2 = (-1))
8+1)—2(4-1)+22+1)=3-6+6=3,

2) Primenimo smenu.

t=cosz tj. dt =—sinz dz (21)
Na osnovu (21) dobijamo:
Ako je ¥ =f, tadaje t:‘/Tg
(22)
Ako je z =7, tada je t:‘g
Prema tome,
z . (21),(22) V2 V3 3,3
f%“cos%sma: de =~ =" — f\/;g t2dt = é t2dt = %|; = 1((%)* - (%)%
V3

= 1B M) — 3V3-2V2
3\ 8 8

3) Primenimo parcijalnu integraciju.
u = Inx du = = dx

dv = dx ' v =1
Prema tome,
f:21nx dx (g)xlnﬂf —f:Q:E%dx:xlnxﬁz - f:zdx:xlnﬂf —xl¢
= z(lnz — 1)[¥=e?(Ine? — 1) — e(lne — 1) =e2(2 — 1) —e(1 — 1)

=e2. ¢
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1. Izracunati sledece integrale.

5 -1 2 0
1)/2daj, 2)/ —duz, 3)/ —dx, 4)/ 222 du, /\/_dx
8 4 3 33 41
6)/\3’/5d:v, 7)/\/de, 8)/1’2\/5(11', 9)/ — dx, 10)/—613:
0 0 2 2 T 1 VT

1

9 4 1 2 31
11)/ \/_de, 12)/ z dx, 1 )/ sinz dz, 15) /4%&5 16) / —dzx,
4 T éQﬁ z 2 T

! 31 54
17)/ 3e” dx, / —dx, 19)/ —— d, 20)/ 5 dr.
1 = sin®x _x cos?x

2. Izracunati sledece integrale.

2 ! 1 3 '3
D [G-deratyde, 2) [@- o Sydn 3 [GVE-204 3
1 -1 0
-2 3-3z 2 42?1 11— 2522
4 ——d d
)/1+f 5)/ 1— \/_ 6)/3 2ol 7)/2 Se—1

27 3
8 2 cosz—sinz) dr, 9 ——— + dz, 10 pr -
) /T (2 cosz—sinz) dx ) /g (szx Coszx) v ) /g sinz cos?z

3

11)/_§x+e:"")dx, 12)/0(1€x—3:c2)d:c, 13)/12( 3—%) dz, 14)/_(1(%—:#) dz.

3. Izracunati sledece integrale.

w
ISE

1)/01(1—2x)5dx, 2) /O?Em—l—l)gdx, 3) /01(2—m2)7xd1‘, 4) /01(x3—1)4x2dx,

—1 p2z+1 V2o V3o 03 .
5)/ dx, 6)/ zve” dx, 7)/ 3ze* dx, 8)/ —x%e" dz,
9 3 0 1 12
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2 -1 ™
1 1 .
9)/ —26%d$, 10)/ —3€w%dl' /—efdx 12)/2(:osx e dx,
1 X o X x

T . s \/E
13)/4 i dz, 14)/3% dz, 15)/ cos’z sin®z dr, 16)/ & cosa? dx,
™ us O

x COS2x = sin’x
6 4

Vi Vi o ‘] e q
17)/ e d, 18)/ L /de 20/ — da.
J/Z sin (222) gz cos’y xInx

4. Izracunati sledece integrale.

-1 oy V2 x? ! x?
1 dr, 2) [ —2dr, 3 de, 4) ] —L 4
)/_21—x “ )/021:2—1—1 “ )/0 24 a8 )/0 1+ 2232 "

2 9 Loy o g ‘1 —2lnzx
5 ———dr, 6 ——dx, 7 —dx, 8 dz,
)/1 /3x—2 )/0 V14222 >/_1 V34223 )/1 T

[SIE]

2

€ 1 e m 13 3 ow
_— , 11 12 R —
9)/ x(4—3Inz)? / )/0 4—q2 dz, )/1;12 e2r —1 dz,

4 g9 9 5 oy _ 1
13)/3—xd% 14>/x—5 dz, 1@/& de,

g2 — 31+ 2 422 =5+ 6 02?43z +2
> sing 5 sinx i _ cosx
16 P dl’7
) /0 2 4+ cosx 17) \/3—2 cosa: v 1 —|— 2sinx

5. Izracunati sledece integrale.

e 2 1 5
1)/ Inz dx, 2)/ x Inz dz, 3)/ ze” dx, 4)/ x cosz dz,
1 e -1 0

T ¢ Inz ! ng ‘.,
5)/szm:cd$, 6)/6 I?dx 7) /1? dx, 8)/156 Inz dx,
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[NE]

1 T e
9)/ r?e” dz, 10)/ 2% cosz dr, 11)/x2sinxdx, 12)/(x+1)lnacdx,
- - 0 1

1 3

0 ™ z
13) / (1 —2z)e” du, 14) / (x — 2) cosz dz, 15) /2(2 + z) sinz dx,
0

1 T
e e 1
20) / In®z dz, 16)/(:v2—1)1nxd:v, 17)/(1+2$2)6xdﬂ?,
1 0 0
T g 4
18)/ (3—x2)cosa:dx, 19)/ (1—x2) sinx d, 21) / eV da .
0 0 1

6. Izracunati povrsinu figure ogranicene pravom y = 0 i lukom krive:

Dy =—2"+u, 2)y = —a* + 2, 3y =ar*+u, 4)y = —a* — 3,

5y = 32742z, 6)y=-22+3x, T)y=-2"+22+3, 8)y=—2’+1+6,
9)y = 2% — 3z — 4, 10)y = —22° + 2 + 3, 1)y =222 -3z +1,

12)y = 32> + o — 4, 13)y = —32° + 2z + 1, 14)y = —32° + 5z — 2.
7. Izracunati povrsinu figure koja je ogranicena linijama:

NHy=-2*+62-3 i y=a+1, 2)y=—2°+8r—10 i y=x+2,

Ny=a2>-6x+7 i y=x-23, 4)y=—2*+10r—-15 1 y=x+3,

1 1

Dy=—gu’+dr=3 i y=z+l,  Gy=gr’+r—1 i y=z+l,
1, . L, :

7)y:_§x +2—-3 1 y=1-2z, 8)y:—§:p +3rx—-5 1 y=3-2x,

8. Izracunati povrsinu figure koja je ogranicena linijama:

Dy=a2>-5r i y=—2’+um, y=2"-2r i y= -2+ 3,
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Ny=2"+x i y=-—2"—4a, Yhy=a*—2—-2 i y=—a+2m,

Sy=2>—-4 i y=—a+z+2, 6)y=2>-3 i y=—a>-1,
Ny=2>+32—-4 i y=—a*—2+2, y=212> i y=—a"+4,
Ny=2>-4 i y=—a>+2, 0)y=2*+2x—-1 i y=—2*+9,

9. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko z-ose dela povrsi
ogranicenog x-osom i lukom krive:

Dy=3r—2*, 2y=-x—2>, 3)y=2"+2r, 4)y=2°—4x,

5y =—a’—x+6, 6)y=a"+4r+3, T)y=-22"+2+1, 8)y=22"-1-6.

10. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko z-ose povrsi ogranice-
ne linijama:

3 1 3 1 1
l)y:§m2+2 i y::pZ, 2)y=§ar2+1 i y::pQ, 3)y=1m2+§ 1 y:ZmQ—H,

1 2 2 1 1
4)y:§x2+2 i y=a?, 5)y:§x2+1 i y:x2+§, 6)y:é—1x2+1 i y:x2+§.

11. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko y-ose povrsi ogranice-
ne linijama iz prethodnog zadatka.

12. Izracunati duzinu luka

1) parabole y = 222 izmedu tacaka O(0,0) i A(v/2,3),

2) parabole y = 12? izmedu tacaka O(0,0) i A(V3,3),

3) parabole y = 1 — 22 izmedu tacaka A(—1,0) i B(1,0),

5) krive y? = 42 izmedu tacaka O(0,0) i A(2,4+/2),

)
)
4) parabole y = 9 — 2% izmedu tacaka A(—3,0) i B(3,0),
)
6) krive y* = g2® izmedu tacaka O(0,0) i A(3, V3),

)

7) krive y = Inz izmedu tacaka A(\/g, ln\/g) i B(\/g7 ln\/g).
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5. Modeli zadataka za proveru znanja

5.1. Modeli zadataka za proveru znanja — I deo

Model 1.
r—1 -1 1
1. Odrediti nepoznatu x tako da je ispunjeno sledece: | 2 1 —1]<0.
1 0 z+1

-1 1 1 =2
2. Date su matrice A:{ 5 0 1 i B= { 5 3 } . Resiti matri¢nu jednacinu

AX=BT-X.

3. Diskutovati i resiti sistem linearnih jednacina u zavisnosti od realnog
parametra a, primenom Kramerove metode.

r +ay + 2z =1
T + 3z
de — y + z =1

4. Izracunati grani¢nu vrednost

. Tr—x . x —sinx
a) lim ——— b) lim ———— .
a——1 122 —3x — 4 a—0 13

Napomena: pod a) bez primene Lopitalovog pravila.

5x—x2

5. a) Odrediti prvi izvod funkcije y=(22=2),
b) Odrediti drugi izvod funkcije y=3z(1—2z?%).

Model 2.
2 1 -1
1. Ispitati da li postoji inverz matrice A=| 0 —1 2| iizracunati p(A)
-1 1 1

ako je p(z)=—12% + 3z — 1.

-1 2

2. Date su matrice A:[ 1 3

-2 1
] i B:{ 0 4 } Resiti matriénu jednacinu
ATX =B+3X.
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3. Odrediti, u zavisnosti od realnog parametra a, kada homogeni sistem li-

x4+ ay + (a+1)z = 0
nearnih jednacina 4+ (a+ 1)y + az = 0 ima i netrivijalnih
(a+1)z+ Y+ az = 0

reSenja i, u tom slucaju, odrediti ih.
4. Izracunati grani¢nu vrednost

49 — 22 In(1
a) limu, b) lim M
=7 /T — 7 T—00 x

Napomena: pod a) bez primene Lopitalovog pravila.
5. a) Odrediti prvi izvod funkcije y=(2+3x—2x?)e?,
b) Odrediti drugi izvod funkcije y=In(2—z?).

Model 3.

1. Odrediti, u zavisnosti od realnog parametra a, kada postoji inverz matrice

1 -2 a
A=|2 =3 0 | i(uslucaju kada postoji) na¢i inverznu matricu A=,
1 1 -1

2 1
2. Data je matrica A:[ 1 _3 } . Resiti matriénu jednacinu AT X = A2 —-3X.

3. Resiti sistem linearnih jednac¢ina matricnom i Gausovom metodom.
T+ 2y +z=1

20 + 3y + 2

-+ y—z=1

4. Izracunati grani¢nu vrednost

3 2_2 1 In(1
a)limgv—i_aC v , b)limu.
T—+00 x2—|—4x—|—1 z—0 x

Napomena: pod a) bez primene Lopitalovog pravila.
5. a) Odrediti prvi izvod funkcije y=(1—2z—2?)(z*—1),
b) Odrediti drugi izvod funkcije y=In(%£2) .
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5.2. Modeli zadataka za proveru znanja — II deo

Model 1.

T —|—333

1. Ispitati funkciju y=%==% i nacrtati njen grafik.

2. Neka je y = e_x Odrediti (ako postoje) ekstremne vrednosti i prevojne

T -

tacke date funkcije.

1—Inx

1+Inx*

3. Odrediti znak i asimptote funkcije y=
4. Odrediti slededi integral: [(/z+1)(z—/z+1)dx

5. Odrediti sledeéi integral: f dx.

25+6

6. Izracunati sledeci integral: f1 22 Inz dx.

Model 2.

1. Ispitati funkciju Y= 17f2 i nacrtati njen grafik.

2. Neka je y=
tacke date funkcue

. Odrediti (ako postoje) ekstremne vrednosti i prevojne

3. Odrediti znak i asimptote funkcije y=1——.
4. Odrediti sledeéi integral: [(ay/x—2e®+sinz)dz.

5. Odrediti slededi integral: |- f;i dx.

6. Izracunati sledeéi integral: fog x? sinz dx.

Model 3.

1. Ispitati funkciju yzln(%) i nacrtati njen grafik.

2. Neka je y=£—. Odrediti (ako postoje) ekstremne vrednosti i prevojne
tacke date funkcue
3. Odrediti znak i asimptote funkcije y= %

4. Odrediti slededi integral: [ x_—xﬂ) dz.
5. Odrediti slededi integral: [ ;”—H dx

6. Neka suy=a22—x—1 i y=—2a2+9. Izracunati povrsinu figure koja je
ogranicena datim linijama.
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6. Primer: resenth modela zadataka

6.1. Resent model zadataka — I deo

Zadaci:
2 2 3
1. Sarusovim pravilom izra¢unati vrednost determinante | 1 —1 0] i pro-
-1 21

veriti rezultat Laplasovim razvojem (po II-gom redu).

2 2 —1
2. Date su matrice A= [i’ ) } i B :[ 3 4 1 . Resiti matriénu jednacinu
XA=DBT+X.

3. Resiti sistem linearnih jednac¢ina matricnom i Gausovom metodom.
r + 2y — 3z =95
2v + 3y — 52z =8
Sr + y — 82 =17

4. Izracunati grani¢nu vrednost

3_42 2x _ bz
a)limﬂ b)hmu

=1 22 —3x+2 -0  sinx

Napomena: pod a) bez primene Lopitalovog pravila.

5. a) Odrediti prvi izvod funkcije y = (
b) Odrediti drugi izvod funkcije y = (2 — 3x)2?.

Resenja:
2 2 3
1. Sarusovim pravilom izracunati vrednost determinante | 1 —1 0| i pro-
-1 21

veriti rezultat Laplasovim razvojem (po II-gom redu).
Resenge:
% Sarusovo pravilo

2 2 3

1 =1 0]=2(=1)-142:0-(—1)+3-1-2—(=1)-(=1)-3—-2-0-2—1-1-2 = —1,
-1 21
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x Laplasov razvoj (po IlI-gom redu)

2 2 3 9 3 3
1 -1 0|=1(-1)*" ‘+( 1)(—1)*+? ‘:—(2—6)—(24—3):—1.
2 1 -1 1
-1 21
: 32| . 2 -1 . o :

2. Date su matrice A= 11 i B= 3 4 . Resiti matricnu jedna¢inu
XA=BT + X. '
Resenge:

Iz XA=BT + X sledi XA— X=BT tj. X(A—1)=B",

Neka je C =A — I tj. XC = B”, iz ¢ega, pod uslovom da postoji inverz
matrice C, dobijamo da je X =BTC~!.

Potrebno je naé¢i O~ tj.

-1

(L a)=loa]) oo [0

2 2
10

-1

Kako je,

|0|:’ ‘:-2

Cipn=0, Cipg=-1, 0y =-2, Cyy=2,
dobijamo da je
01:_1[ 0 —1}1_1{ 0 —2]:1 {0 2}.
21—-2 2 21—-1 2 211 =2
Prema tome, resenje date matricne jednacine je

1[ 23770 2] 1[3 =2
_pTr—1_ _ -
X=5¢ _2[—1 4} {1 —2] 2[4 —10}

3. Resiti sistem linearnih jednacina matricnom i Gausovom metodom.
r + 2y — 3z =95

20 + 3y — 5z = 8 (24)
o + y — 8 =17
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Resenge:
x% matricna metoda:

Sistem (24) mozemo zapisati u sledeéem obliku: AX =B, gde je

1 2 -3 x 5
A=|2 3 5|, X=|y i B=|28
5 1 =8 z 7

Prema tome, X = A~'B. Potrebno je na¢i AL,
Kako je, koriste¢i Sarusovo pravilo,
1 2 -3

3 —5|=13(=8)+2-(—5)-5+(—3)-2:1—5-3-(=3)—1-(—5)-1—(—8)-2.2=2
5 1 -8

3 =5 2 -3 2 -3
Al,l ‘ 1 —8 '_ 197 A2,l ’ 1 _8 '_137 A?),l: 3 _5 :_17
2 =5 1 -3 1 -3
Al,z ‘ 5 _8 ‘_ 9, A2,2 ‘ 5 8 ‘:77 A3,2—— _5 =—1,
2 3 1 2 1 2
A1,3 ‘ 5 1 ':_137 A2,3 ’ 5 1 ‘:97 A3,3 ‘ 2 3 ’__17
dobijamo da je
[-10 -9 13 ToT-19 13 -1
Al=Z 13 7 9| == -9 7 -1
2 2
-1 -1 -1 -13 9 -1
tj.
T —-19 13 -1 5 1
X=|y|=A"'"B==—| -9 7 -1 8|1 =|2
z —-13 9 -1 7 0

odnosno (z,y, z) = (1,2,0).
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% Gausova metoda:

Mnozenjem prve jednacine sistema (24) sa —2 i dodavanjem drugoj jednaéini,
kao i mnozenjem prve jednacine istog sistema sa —5 i dodavanjem trecoj
jednacini dobijamo sledeé¢i (ekvivalentan) sistem:

r + 2y — 3z = 5)
- y+ z= =2 (25)
— 9y + 7z = 18
Mnozenjem druge jednacine sistema (25) sa —9 i dodavanjem trecoj jednacini
istog sistema dobijamo sledeéi (ekvivalentan) sistem:
T + 2y — 3z = 5
-y + z=-2 (26)
—2z= 0
Iz poslednje jednacine sistema (26) sledi da je z=0. Iz pretposlednje jednac¢ine

istog sistema sledi da je y=2. Na kraju, iz prve jednacine istog sistema sledi
da je z=1.

Dakle, resenje sistema (26), a time i njemu ekvivalentnog sistema (24), je
uredena trojka (z,y,z)=(1,2,0) tj. sistem (24) ima jedinstveno resenje —
odreden sistem.

4. a) Izracunati grani¢nu vrednost:

xS —A42? + 3z
lim ——mM8——.
=1 2 — 3z +2
Resenge:

Resenja kvadratne jednacine x? — 4z + 3 = 0 su:

4+/16—12 442
2 D)

T1p = tj. 1 =3, 1o=1.

Resenja kvadratne jednacine 22 — 3z + 2 = 0 su:

3+v/9-8 3+1
2 2

T2 = tJ I = 27 Ty = 1.

Dakle,

. P —4x®+3x . w(x?*—4x+3) | z(x-3)(z—1) . z(z-3)
lim ——=lim————=lim ————>=lim =2,
=1 22—30+2 2= 22-3x+2 2=l (z—-2)(x—1) =1 z—2
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4. b) Izracunati grani¢nu vrednost:

) €2x _ eSz
lim -
z—0  SInx
Resenge:
. e — e’ Lopital . 2e% — 5ed®
lim—— "= lim—+— = 3.
z—0  sinx z—0 COSx

a) Odrediti prvi izvod funkcije y = (3££)%.
Resenge:

y = 4(1+x)3(1+x)’ _4(1+x)3(1+x) (1_(51;)__33()?'%)(1_5”)

_ 4( 1tg)3 (1—(31)_—;()124-58) _3 (1+2)3

5. b) Odrediti drugi izvod funkcije y = (2 — 3z)x?
Resenge:
y =(2—-3z) 2% + (2—32)(2?) = =322 + (2—32)22 =4z — 922,

y' =(4z) — (92%) =4 — 18z.

6.2. Resent model zadataka — II deo

Zadaci:

4a¢+4

1. Ispitati funkciju y=2=% i nacrtati njen grafik.

2. Neka je y= . Odrediti (ako postoje) ekstremne vrednosti i prevojne

tacke date funkcue

3. Odrediti znak i asimptote funkcije y=-"3% 1“““'5
4. Odrediti slededi integral: [(v/z +2)(x — 2y/x + 1) dx

5. Odrediti slededi integral: |- x?fgz dz.

2
6. Izracunati sledeci integral: f: 1;‘—2” dx.
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Resenja:

ﬂ i nacrtati njen grafik.

1. Ispitati funkciju y=
Resenge:

1. Domen funkcije

D,={xeR|x—1#0}=R\ {1}

2. Nule funkcije v znak funkcije

% Nule funkcije

y=0 o ZLH_0 o 22 _dp4+4=0 & (z—2)2=0 & z=2.

r—1

Iz cinjenice da x =2 € D, zakljucujemo da data funkcija ima nulu za z =2
tj. data funkcija sece z-osu u tacki A(2,0).

% Zmak funkcije

-0 1 2 400
(x—2% |+ |+ |+
r—1 | = |+ |+

Yy — |+ |+

3. Parnost i neparnost funkcije

Data funkcija nije ni parna ni neparna jer domen funkcije nije simetrican u
odnosu na 0.

4. Asimptote funkcije

% Vertikalne asimptote funkcije

2 _4x+4 1

g s b

z—1+ x—1 0
Dakle, prava z = 1 je vertikalna asimptota date funkcije (i sa leve i sa desne
strane).
Napomena. U prvom slucaju tj. kada z— 17 reSenje je +oo jer je funkcija

2 .. . . ..

Y= ﬂ >0 za x>1. Analogno, kada x— 1~ reSenje je —oo jer je funkcija

y—%<0 za x<l.

% Horizontalne asimptote funkcije

2 Ay +4 A/ 1
im 22272 ym (x—4—|——)( ):(ioo)izioo
xr

x—+00 x—1 x—+00 1 — %
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Dakle, data funkcija nema horizontalnu asimptotu ni kada x — +oo ni kada
T — —00.

% Kose asimptote funkcije

n=lim (f(z)—kz)=lim

r—+o0 xr—r+00

(x2—4x+4 ) . —3x+4 . —3+2
_— =lim im

Dakle, prava y = = — 3 je kosa asimptota date funkcije kada x — £o0.

5. Monotonost funkcije

o (m2—4m+4)/(a:—l)—(x2—4x+4)(x—1)/ _ (2z—4)(z—1)— (22 —42+4)
Yy = (1) = -1)2
_ x*-2r _ m(x—2)
- @=1)2 (2-1)?

1z -0 0 1 2 4o
x — |+ |+ |+
rT—2 | —| ==+
(=12 + |+ +|+
e
y | I S

sledi da su ekstremne tacke date funkcije: M0.(0,—4) 1 Npyin(2,0).

6. Konveksnost i konkavnost funkcije

v (22=212) (2-1)2—(22—22)((z—1)?) _ (22—2)(z—1)2—2(22—2z)(z—1)

y = (z—1)3 = (z-1)°
_ Q(x—l)((m—l)Q—(mz—Qx)): 2
E=SHE EESYE
Iz -0 1 +o0

8

|

=

+
C|+|+|+| +
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sledi da data funkcija nema prevojnih tacaka (z =1 €D,).

7. Grafik funkcije

2. Neka je y= 3;% Odrediti (ako postoje) ekstremne vrednosti i prevojne
tacke date funkcije.

Resenge:
1 (3-22) e"—(3—22)(e®) _ —2e"—(3—-22)e® _ ®(—2-3+2z) _ 22—5
y - (ex)2 - (61:)2 - (61’)2 - er
n (22-5) e*—(22-5)(e®) _ 2e"—(22—5)e® _ e®(2—2a+5) _ 7-2x
y - (6m)2 - (ez)Z - (ez)Q - er
IZ 5 7
—00 5 +00 —00 5 00
20 —5 | — | + 7T—2x |+ | —
R R
y/ — + 9 y// _I_ _
y o\ y (Uin

sledi da je ekstremna tacka date funkcije: Nmm(g, —\/2:5), a prevojna tacka

date funkcije: P(1, —\/%).

3. Odrediti znak i asimptote funkcije y = “g‘c#

Resenge:

D,={zxeR|z>0Az#0} = (0,+00)
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Znak funkcije
0 I +oo
T+nz|— |+
z? + |+
Y — |+

Asimptote funkcije

% Vertikalna asimptota funkcije

141 1
lim 2% — lim (14 Inz) = =(—00)(+00) =—00

a—0t X z—0+ x?
Dakle, prava =0 je vertikalna asimptota date funkcije (sa desne strane).

% Horizontalna asimptota funkcije

. 1+ Inx Lopital ;. 1
lim = lim — =0
T—+00 xT T—+00 2(1}2

Dakle, prava y=0 je horizontalna asimptota date funkcije kada = — +o0.

Napomena. Posto je funkcija y= H;# >0zaze (%,—Foo) grafik ove funkcije
se priblizava pravoj y=0, kada x — +00, sa pozitivne tj. gornje strane.
% Kose asimptote funkcije

Data funkcija nema kosu asimptotu kada x — 400 jer ima horizontalnu
asimptotu (y = 0) kada z— +oc.

4. Odrediti slededi integral: [(y/z + 2)(z — 2y/z + 1) du.
Resenge:

[(VT+2)(x — 2y + )dz= [(2v/T — 22 + V& + 27 — 4/7 + 2)dx

5 5

5 3
= [ov/adr — 3 [yxdr +2[de =2 — 357 + 22+ C' =223 — 207 + 22+ C.
2 2

5. Odrediti slededi integral: [-5£5- dz.

x3—9z
Resenge:
46 _ z+6 _ 46
f:p?’tgx dx _fx(x;_fQ) dx _IMTM dx
Iz
z+6 _A 4+ B + C _ A(z-3)(x+3)+Bx(x+3)+Cx(x—3)
x(z—3)(z+3) ~ =z x—3 43 x(z—3)(x+3)

_ A(2?—9)+B(22+32)+C (2% —3z)

_ (A+B+C)2?4+(3B—3C)z—9A
x(x—3)(z+3) o z(x—3)(z+3)
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sledi
A+B+C =0
3B—-3C =1
—-94 =6

=

Iz prethodnog sistema dobijamo da je A :—g, B = % iC=

Prema tome,

z+6 2 1 1
=3 2+3) 3z 2w=3) 613

To znaci da je,

fx§+gmdw = _f3 dx+f2 dx+f6x+3)

= =2 [lde+ 3 [Fde+§ [ de

—2Injz| + $ In|z—3| +  In|z+3| + C.

2
6. Izracunati sledeci integral: [ 22 da.
Resenge:

Primenimo parcijalnu integraciju.

u = lnz ) du = %dm
dx tJ 1
dU = 2 v = -3
Dakle,
[ gy = g€ 4 [CL dp=—LIna|? —1|%=—L(Ing + 1)

= —5(me?+ 1)+ I(lne+1)=—3 + 2 = 23,

€ €
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Biljana Radicic¢

PRAKTIKUM IZ
MATEMATIKE

Ovaj Praktikum je namenjen, pre svega, studentima prve
godine osnovnih akademskih studija Tehnic¢kog fakulteta i
Fakulteta za informatiku i racunarstvo Univerziteta Singidunum
i napisan je prema planu i programu jednosemestralnog
predmeta pod nazivom Matematika koji studenti navedenih
fakulteta imaju na prvoj godini osnovnih akademskih
studija. Medutim, osim njih, Praktikum mogu koristiti i
studenti drugih fakulteta ¢iji plan i program sadrzi gradivo
ili deo gradiva obuhvacdeno ovim Praktikumom.

Praktikum je podeljen u 6 poglavlja, pri ¢emu je svako od
tih poglavlja podeljeno na vise delova koji objedinjuju
zadatke sli¢nog tipa. Prva Cetiri poglavlja sadrze zadatke za
vezbu odnosno pripremu pismenog dela ispita. Svaki tip
zadataka sadrzi viSe primera, od najjednostavnijih prema
slozenijim, koji imaju za cilj da se studenti Sto bolje
pripreme za pismeni deo ispita kako po pitanju znanja tako
i po pitanju vestine pri njihovoj izradi. U petom poglavlju su
dati modeli zadataka za proveru znanja kako bi studenti
imali uvid koliko zadataka dolazi u obzir na proveri znanja,
iz kojih oblasti i koje teZine su zadaci. U poslednjem, Sestom
poglavlju, data su reSenja za jedan model zadataka iz prvog
dela gradivaiza jedan model zadataka izdrugog dela gradiva,
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