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Predgovor

Ovaj priru¢nik je nastao kao rezultat potrebe za odgovarajuéim pisanim
materijalom iz predmeta Signali i Sistemi koji autori drze na drugoj godini
Fakulteta za Elektrotehniku i Racunarstvo Univerziteta Singidunum u
Beogradu. Pri pisanju je ucinjen napor da priru¢nik bude prihvatljiv za ¢itaoce
koji dobro vladaju znanjem iz matematike. Osnovni cilj autora bio da svi
studenti koji slusaju predmet Signali i Sistemi mogu na razumljiv i lak nacin, uz
razmatranje brojnih primera, da savladaju predvideno gradivo, tj. steknu
osnovno znanje iz teorije signala i sistema, kako u vremenskom, tako i u
frekvencijskom domenu. Osim razumevanja osnovnih pojmova i uloge
transformacija, student treba da se osposobi za kori§¢enje softvera za analizu
signala i sistema.

Knjiga je podeljena u osam poglavlja: Osobine kontinualnih signala,
osobine diskretnih signala, kontinualni i diskretni sistemi, Furije-ovi redovi,
Furijeova transformacija, Laplasova transformacija, Z transformacija,

Filtriranje i Signal zvuka.

Prva glava knjige sadrzi uvod u osnovne kontinualne signale, njihove
osobine i operacije nad njima. Razmatrana je osobina periodi¢nosti,
vremenskog skaliranja, inverzije, vremenskog pomeranja. Takodje, kao
operacija nad kontinualnim signalima, posvecena je paznja izraCunavanju
konvolucije.

Druga glava knjige je nalik prvoj, samo §to je re¢ o diskretnim sistemima.

Treca glava detaljnije prezentuje osnovne osobine kontinualnih i diskretnih
sistema i pojmove kao $to su linearnost, kauzalnost, sistemi sa i bez memorije,
BIBO stabilnost i invertibilnost. S obzirom da linearni vremenski invarijantni
(LTI sistemi imaju Siroku primenu u oblasti elektrotehnike, posebna paznja
bic¢e posvecena njima.

Cetvrta i peta glava sadrze frekvencijsku analizu periodi¢nih i aperiodi¢nih
signala primenom Furije-ovih redova i Furijeove transformacije.

Sesta glava je posvecena analizi signala i sistema u kompleksnom domenu
sa stanoviSta Laplasove transformacije, a sedma glava analizi signala i sistema u
kompleksnom domenu sa stanovista z transformacije.

Poslednje poglavlje, posveéeno je obradi zvuka kao konkretnom primeru
signala.
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Sva teorijska razmatranja propracena su primerima u Python-u kako bi se
studenti upoznali sa ovim programskim paketom.

Bi¢emo zahvalni na svakoj korisnoj sugestiji i savetu za buduce ispravke i
dopune ovog materijala.

Beograd, juni 2017.god. Autori
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1. Signali i Sistemi

Pojmovi signala i sistema, javljaju se u razli¢itim granama nauke kao
$to su telekomunikacije, automatika, informatika i druge. U ovom poglavlju
uvodimo osnovnu ideju o opisu i matematickoj reprezentaciji signala i sistema.
Takodje, bi¢e predstavljeni osnovni tipovi kontinualnih signala, podela
kontinualnih signala, kao i njihove transformacije u vremenu. Razmatrane su
osobine periodi¢nosti, vremenskog skaliranja, inverzije, viemenskog pomeranja.
Posebna paznja posvecena je konvoluciji, vaznoj matematickoj operaciji, koja
se prezentuje u kontinualnoj formi.

1.1. Definicija i klasifikacija signala

Signal, predstavlja fizicku promenljivu koja je funkcija raznih parametara,
najcesce vremena. Obicno sadrzi informacije ili podatke o ponasSanju, odnosno
prirodi neke fizicke pojave. U ovom predmetu, pokazano je da se signali koji se
javljaju u prirodi mogu predstaviti matemati¢kim izrazom kao funkcija vise
nezavisnih promenljivih kao $to su: brzina vetra, vlaznost vazduha, vazdusni
pritisak...U naSoj analizi, obuhvati¢emo samo signale koji su funkcija samo
jedne promenljive, tj. vremena.

Buduc¢i da signali predstavljaju matemati¢ke funkcije vremenskog argumenta,
signali, kao i funkcije se mogu podeliti na vi$e nacina. U nastavku, bice reci o

1.1.1. Vremenski kontinualni i vremenski diskretni signali

Postoje dva osnovna tipa signala: kontinualni (ili analogni) i diskretni (ili
digitalni) signali. O svakom od njih ¢emo posebno govoriti. Signal x(t) je
kontinualan ukoliko je promenljiva t kontinualna promenljiva, tj. signal x(t) je
definisan u svakom vremenskom trenutku. Svi procesi u prirodi predstavljaju
kontinualne funkcije. Za razliku od kontinualnih signala, kako bi se signali iz
prirode prilagodili raGunarskoj obradi, uveden je pojam diskretnog signala X[n],
gde je n ceo broj. Diskretni signali dobijeni su odabiranjem kontinualnih signala
x(t) u odredjenim vremenskim trenucima. Budu¢i da je signal diskretan u
vremenu definisan u odredjenim trenucima, moZze se predstaviti kao sekvenca

brojeva oznagena kao {X, }ili X[n], gde je n ceo broj.
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Zadatak 1.1.

U programskom jeziku Python nacrtati kontinualni signal x(t) =t?i

diskretni signal x[n]=

Resenje:

n2

Kontinualni signali se crtaju pomocu funkcije plot( ), a diskretni pomocu
funkcije stem( ). Obe funkcije pripadaju biblioteci matplotlib.pyplot.

[Napomena: Iscrtavanje kontinualnih signala nije zapravo moguce, jer bi
vremenksa promenljiva t, i vrednosti funkcije f(t) morala da ima beskonaéno
mnogo vremenskih trenutaka koje nije moguce smestiti u memoriju ra¢unara]

In [203]: import numpy as np
import matplotlib.pyplet as plt
In [204]: ©p=np.arange{-5,3,1)
t=np.arange (-5, 5, 0.001)
In [205]: x=t¥**
y=n**l
In [207]: plt.plot{t,=x)
plt.show()
25
20 4
15 A
10 4
5.
D.
B R

Slika 1: Kontinualan signal x(t) =t



SIGNALI | SISTEMI

In [208]: plt.stem{n,y)
plt.show

51 @
20 4
15 1

10 4

. [, . ]

-4 ) 0 2 3
Slika 2: Diskretan signal x[n]=n?

Signal x(t) kontinualan u vremenu se moze predstaviti preko svojih odbiraka x,
ili x[n], ¢ija je vrednost jednaka vrednosti signala u trenucima odabiranja, tj.
X(t,). Kada su vremenski periodi izmedju svih susednih odbiraka jednaki, tada je
re¢ o uniformnom (ekvidistanthom) odabiranju i tada vazi X,=x[n]=x(nTs).
Vremenski interval izmedju dva uzastopna odabiranja, naziva se period
odabiranja Ts i 0 njegovom odredjivanju bice reéi kasnije.

Diskretni signal moze biti oznacen na dva nacina:

1) Pomocu pravila, na primer
(2" n>0
x[n] = x, =
=%, { 0 n<o0
2) Pomocu sekvence odbiraka, na primer

{x,}=1..0,0,1,2,4,8,16,..}
0

X, }=10,1,2,4,8,16}
T
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Gde strelica oznacava vrednost niza za odbirak gde je n=0. U literaturi je
usvojeno da ukoliko strelica u nizu nije oznacena, prvi element niza predstavlja
odbirak za n=0.

Zbir i proizvod dva niza, definisan je kao
{Cn}z{an}"‘{bn}_) Ch=2ay +bn
{Cn} :{an}{bn} —>Cy = anbn

{en}=c{a} > ¢, =aa,

Zadatak 1.2.

Koriste¢i programski jezik Python, formiraj niz

(2" n>0

v .
Resenje:
In [24]: | import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
In [33]: | p=np.arange(-5,5,1)
In [36]: | x=np.zercs(l0)

In [37]: =x

out[38]: array([-5, -4, -3, -2, -1, 0O, 1, 2, 3, 4]}
In [38]: =x=Z2%%*pn

In [40]: =

Out[40]: array([ O, o, da, o, o, 1, 2, 4, 8, 1&], dtype=intiZ)

In [41]: plt.stemin,x
plt.show()
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In [41]: plt.stem(n,x

plt.sheow()
15 »
14
12
10
B
&
4
| |
o r— W & l T
A 2 0 2 4

Slika 3: Signal x[n] = x, = {(2) ngo
0 n<O
1.1.2. Periodi¢ni i aperiodi¢ni signali

Za kontinualni signal x(t) se kaze da je periodican ukoliko postoji pozitivna
vrednost T za koju vazi

X(t) = x(t+T)zasvako t

Takodje, periodi¢ni signali su signali predstavljeni trigonometrijskim
funkcijama preko sinusa i kosinusa

X(t) = Asin(wgt + @) ili X(t) = Acos(wpt + @) ,
gde A predstavlja amplitudu , @, kruznu frekvenciju (rad/s), a ¢ fazni pomeraj
signala X(t).

Znajuci da je sinusoidalna funkcija periodi¢na, lako se moze izracunati njen
osnovni period iz izraza:

X(t) = Asin(@gt + @) =sin(opt + @ + Tay) =sin(ay (t+T) + @)
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27m
Ukoliko je @,T =2zmtj. T =, gde je m ceo broj, tada je osnovni period
0

. 2
funkcije x(t), To = 2.
Wq
Zadatak 1.3.
Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati sinusoidu i kosinusoidu cija je
ucestanost 3Hz.
Resenje:

In [&3]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

In [&E]: =np.arange (1000, dtype=float)
In [&7]:  t=t/1000
In [&H]: x=np.sin(2*np.pi*3d*L)

In [&%9]: plt.plot(t,x)
plt.show()

100 4
075 4
0.50 4
025 4
0.00
-0.25
=0.50 1

—0.75 1

=1.00 A

0.0 02 0.4 0.6 0.8 10

Slika 4: Sinusni signal ucestanosti 3kHz
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In [70]: y=np.cos(2¥np.pi*3*t)

In [71]: | plt.plotit,y
plt.show()

100
075
050
025
000
-0.25
—-0.50
-0.75
-1.00

00 02 04 06 08 10

Slika 5: Kosinusni signal u¢estanosti 3kHz

1.1.3. Parni i neparni signali

Signal x(t) moze biti paran x(t)=x(-t) i neparan x(t)=-x(-t). Ukoliko je signal
paran, on je simetri¢an U 0dnosu na y osu, a ukoliko je neparan, simeti¢an je u
odnosu na koordinatni pocetak.
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Zadatak 1.4.

Koristec¢i programski jezik Python, nacrtati neparnu funkciju X(t) =—x(t) =t
i parnu funkciju y(t) = y(-t) =t

ReSenje:

In

In

In

In

In

—2.5
=5.0
—75

=10.0

[100] : | import numpy as np
import matpletlib.pypleot as plt
101] t=np.arange (-10,10,0.001})
[102]: ==t
103]: y=np.abs{t)
105] plt.plot(t,x)
plt.show ()

7.5 1

5.0

2.5
0.0 4

-100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100

Slika 6: Neparan signal  x(t) =t
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In [107]: plt.plot(t,y)
plt.show

10

-100 -75 -50 -5 00 25 50 75 100

Slika 7: Paransignal  y(t) = y(-t) =t

1.1.4. Realni i kompleksni signali

Realni signal je realna matematicka funkcija vremenskog argumenta, dok je
kompleksni signal kompleksna funkcija vremena (za svako t, vrednost signala je
jednozna¢no definisan kompleksni broj, koji je opisan svojim modulom i
argumentom).

1.1.5. Deterministicki i stohasticki signali

Kao $to je na pocetku uvodnog poglavlja bilo re¢i, signali se mogu deliti na
deterministicke i stohasticke. Deterministicki signal je realna matematicka
funkcija nezavisnog vremenskog argumenta, koja je jednozna¢no odredjena za
svaku vrednost argumenta t. Sa druge strane, stohasti¢ki signal je funkcija dva
nezavisna argumenta; prvi od njih je vreme koji pripada skupu realnih brojeva,
dok je drugi argument slucajan ishod. Primer stohastickog signala je slucaj
termi¢kog Suma koji zavisi od vremena i od frekvencije.



SIGNALI | SISTEMI

1.1.5.1. Gausova (Normalna raspodela)

U teoriji verovatnoce i statistici poznata je tzv. normalna ili Gausova raspodela.
Funkcija gustine raspodele ima sledeci oblik:

(x=p)°
2

e 22° xeR, oeR,ueR Tada se kaze da X ima normalnu

1
9(X)=——
V2 ?
raspodelu sa parametrima o?i u §to se oznafava sa N(u,o?), gde
promenljiva &2 predstavlja standardnu devijaciju, a u predstavlja

matematiCko ocCekivanje Gustina raspodele slucajne promenljive X ima
sledece osobine:

e Pozitivna je funkcija, tj. Za svako x e R vazi g(x) >0

e Gustina raspodele je simetricna u odnosu na pravu X=m, tj. za
svako xeRvazi g(u+Xx)=g(u—Xx)

¢ Gustina raspodele dostize maksimum u X = g i on iznosi

o) =—=
\/272172

e Gustina raspodele konvergira ka 0 kada x— too(plus/minus
beskonacno)

Zadatak 1.5.

Nacrtati histogram (od pseudoslucajnih brojeva) i Gausovu Gustinu Raspodele
za 'Probability Density Function' (pdf).

In [4]:
import numpy as np
import matpleotlib.pyplot as plt
mu, sigma = 8, 8.1 # srednja vrednost i standardna devijacija
s = np.random.normal(mu, sigma, 1888)
In [5]:

count, bins, ignored = plt.hist(s, 28, normed=True)
plt.plot(bins, 1/(sigma * np.sqrt(2 * np.pi)) *
np.exp( - (bins - mu)**2 / (2 * sigma®*2) ),
linewidth=2, color="r")

plt.show()

10
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-0.3 -0.2 -0.1 00 01 02 03

Slika 8: Histogram i Gausova raspodela srednja vrednosti #=0 i
standardne varijacije o =0.1 (duzine 1000)

Zadatak 1.6.

Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati kontinualni signal Gausovog Suma
trajanja 100s. Uzeti vrednosti z=0 i o2 =1.

In [41]: import numpy as np
In [42]: import matplotlikb.pyplot as plt
In [43]: neoise = np.random.neormal (0, 1,1030)

In [44]: plt.ploctinoise)

out[44]: [<matplotlibkb.lines.LineZD at Oxlfb&3eabfZfx]

In [45]:  plt.show()

11
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-2

0 0 40 &0 B0 100

§ Slika 9: Slucajan signal (kontinualan u vremenu) Belog Gausovog
Suma-Aditive White Gaussian Noise (AWGN) srednje vrednosti =0 i

standardne varijacije o =1 (duzine 100)

Veoma cesto nam se u praksi moze destiti da imamo i Sum merenja prilikom
merenja neke fizicke veli¢ine. Ovaj Sum se Cesto modeluje kao aditivni
Gausovski Sum. Postavlja se pitanje na koji na¢in mozemo umanjiti dejstvo
ovakvog Suma. Jedna od najjednostavnijih metoda sastoji se od toga da se izvrsi
filtracija signala. Ukoliko znamo u kom delu spektra se nalazi koristan deo
signala sasvim slobodno mozemo izvrsiti filtraciju u ostalom delu spektra. Npr.
vidimo da su dve ucestanosti kosinusnih funkcija podeSene na relativno niskim
ucenstanostima, stoga mozemo na dati signal primeniti filtar propusnik niskih
ucestanosti.

12
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Zadatak 1.7.

U ovom primeru, u programkom jeiku Python, vide¢emo efekat filtriranja
Aditivnog Belog Gausovog Suma dodatok na signal
X(t) = cos(273t) +0.5cos(2711t)

In [284]: dimport scipy as sp

In [285]: dimport numpy as np

In [286]: dimport matplotlib.pyplot as plt
In [287]: Fs = 1000

In [288]: from scipy import signal

In [3@1]: plt.plot(t, x1)

out[2@1]: [<matplotlib.lines.Line2D at ox3bfdedfe>]

15

10

0.5

0.0 |

=05}

-1.0

-15
0.0 05 10 15 20

Slika 10: Signal x(t) = cos(273t) +0.5cos(2711t)
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U sledeéem koraku, dodavajuéi Beli Gausov Sum na signal x(t), dobiéemo
signal x, (t)

In [304]: X = np.cos(2*np.pi*t*3) + 0©.5* np.cos(2*np.pi*t * 11)
x1 = x + np.random.randn(len(x1))*e.5
# koeficijent kojim mnozimo izraz np.random.randn(len(x1)) utice
# na amplitudu suma koji dodajemo deterministickom signalu x

In [386]: plt.plot(t, x1)
out[3e6]: [<matplotlib.lines.Line2D at @x3c540860>]

3

-2

-3
0.0 0.5 10 15 20

Slika 11: Signal x, (t) = cos(2z3t) +0.5cos(2711t) + n(t)
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In [387]:

In [308]:

Oout[3e8]:

In [3e@9]:

In [310]:

Out[310]:

SIGNALI | SISTEMI

X1 = sp.fft(x1)

len(X1)

2000

—
1

np.arange(@, 1 , 1./len(X1))
f=Ff*Fs

len(f)

2800

In [311]:  #Spektar signala kada je u signalu prisutan i Gausovski sum

plt.plot(f[@:1len(X1)/2], abs(Xx1i[e:len(Xx1)/2]))

out[311]: [<matplotlib.lines.Line2D at @x3c5e5bed>]

1200

1000

800

600

400

200

100 200 300 400 500

Slika 12: Spektar signala x, (t) = cos(273t) +0.5cos(2711t) +n(t)

U slede¢im koracima primeniCemo filtriranje signala x,(t) primenom

Batervortovog filtra

15
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In [314]:

In [316]:

In [317]:

In [318]:

Oout[318]:

b, a = signal.butter(4, 56.8/500 )
w, h = signal.fregz(b, a, len(X1)/2)
f1 =w / sp.pi * Fs/2

plt.plot(f1, abs(h))

[<matplotlib.lines.Line2D at o@x3cdfease>]

out[318]: [<matplotlib.lines.Line2D at @x3cdfeese> ]

12

10

0.8

0.6 |

0.4}
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0.0
0

T T

100 200 300 400 500

Slika 13: Frekvencijski odziv Batervortovog filtra
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In [319]:

In [320]:

out[320]:
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y = signal.lfilter(b, a, x1)

plt.subplot(211)

plt.plot(t, x1)

plt.subplot(212)

plt.plot(t, y, c="r")

# Na dve donje slike su prikazani signali

# prvi originalan signal

# a drugi koji je izfiltriran

# -->> vidimo da je drugi signal zadrzao originalni korisni deo signala,
#dok je sum uglavnom potisnut

# Treba obratiti paznju da sum ciji je frekvencijski deo smesten do 50Hz
# nije ovim procesom uklonjen.

[<matplotlib.lines.Line2D at @x3de39358>]

r | fﬂl |
| 'u L'ﬂ'd |_|IrI Lrl ll'b-'ll Hdﬂ L,u.ll

05 10 15 20

Slika 14: Signal x, (t) = cos(273t) +0.5cos(2711t) + n(t) pre

(slika gore) i nakon filtriranja Batervortovim filtrom (slika dole)

17
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Zadatak 1.8.

U ovom primeru treba promeniti vrednosti Fs tako da je Nikvistova teorema

zadovoljena.
probati Fs =

200, 100, 70, 65 u ovim slucajevima ¢e se na spektru tacno

prikazati frekvenije odgovaraju¢ih kosinusnih funkcija za vrednosti manje od
dvostruke najvece ucestanosti (2*30 Hz = 60 Hz) Fs = 55, 45, itd..

In [322]:

In [323]:

In [324]:

out[324]:

In [325]:

out[325]:

Fs1l = 65

t1 = np.arange(®, 5, 1./Fsl

X3 = np.cos(2¥*np.pi*t1* 3) + np.cos(2*np.pi*t1* 30)

X3 = sp.fft(x3)
f = np.linspace(@, 1, len(X3)) * Fsi

len(x3)

325

plt.stem(f[@:1len(x3)/2], abs(X3[@:1len(X3)/2]))

<Container object of 3 artists»
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1.1.6. Kauzalni i nekauzalni signali

Ukoliko je ispunjen uslov
f(t)=02za t<0, za signal se kaze da je kauzalan

U suprotnom slucaju, ukoliko je f(t)=0za neko t<O0, za signal se kaZe da je

nekauzalan.Oc¢igledno je da kada govorimo o signalima koji se javljaju u
prirodi, govorimo o kauzalnim signalima.

1.1.7. Energija i snaga signala

Rad ili energija vremenski-kontinualnog signala f(t) na interval vremena [t;, t;]
duzine L=t,-t;, definisana je izrazom:

t
E, :J.fz(t)dt

|7
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Ukoliko je f(t) kompleksha, a ne realna funkcija, tada je energija signala na
datom intervalu:

t,

E = I |f (t)|2dt , gde je | (1) = f(t)f (), gde simbol (*) oznatava konjugovano
[

kompleksnu vrednost broja f(t).

Budu¢i da snaga predstavlja brzinu vrSenja rada, srednja snaga ima oblik dat
izrazom:

1 L/2 )
PL=T ICEE:
-L/2

1.2. Elementarni kontinualni signali

U ovoj sekceiji upozna¢emo nekoliko vaznih kontinualnih signala. Ovi signali,
ne samo da predstavljaju elementarne signale, ve¢ sluze da se iz njih izvedu
ostali sloZeniji signali iz prirode.

1.2.1. Odskoc¢na ili Hevisajdova funkcija

Odskocna ili Hevisajdova funkcija ili jedini¢ni odskoéni signal koji se
uobicajeno obelezava i definiSe na sledeci nacin:

Lt>0
u(t) =
® {Qt<0

Hevisajdova funkcija, prikazana je na slici 15.

Moze se primetiti da ova funkcija ima prekid za vrednost t=0 jer je u toj tacki
nedefinisana. Ukoliko ova funkcija ima kasnjenje t,, obeleZava i definiSe se na
slede¢i nacin:

Lt>t,
u(t=to) = 0t <t
U<ly

20
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Zadatak 1.9.

Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati Hevisajdovu funkciju
funkciju ut-2).

ReSenje:

In [112]: import numpy as np
import matpleotlib.pyplot as plt

In [113]: | t=np.arange(-10,10,0.001)
In [114]: ==1.%*(t==0)

In [1153]: |plt.plot{t,=)
plt.show()

10

0.8

06

0.4

0.2

0.0

100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100

Slika 15: Hevisajdova funkcija u(t)
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In [116]:  y=l.*(t==2)

In [117]: |plt.plot{t,¥)
plt.show ()

10

08

0.6

0.4

0.2

0.0

-100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100

Slika 16: Hevisajdova funkcija u(t —2)

1.2.2. Jedini¢na impulsna ili Dirakova funkcija

Jedinicna ili Dirakova funkcija predstavlja “brzinu promene” Hevisajdove
funkcije u trenutku t=0, tj.:

t=0

Uobicajeno se defini$e na sledeci nacin:

1t=0
o) =
® {O,t;to

Teoretski, Dirakova funkcija predstavlja impuls ¢ija amplituda tezi
beskonacnosti, a trajanje tezi nuli.
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Zadatak 1.10.

Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati Dirakov impuls 5(t) 1 5(t-2).

Resenje:

In [1537]: | import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

In [138]: | t=np.arange(-10,10,1)

In [15%9]: | len(t)

Cut[159]: 20

In [1&0]: | x=np.zeros(20)
y=np.zeros (20}

In [lel]l: =[0]=1

In [16Z]: |plt.stem(t,x)
plt.show()

1049 ®

08

0.6 1

044

0z

0041 —ar—r——a—a—0—0—0—0—0—00—0—0—0—0—0—0—0—

Slika 17: Dirakov impuls &(t)
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In [164]: plt.stem(t,y)
plt.show()

10 p

na

06

04

02

0.0 —r—r—r—r—r—r—r—r—r—r—r—r—rr—r—r—ee

-100 -75 -50 -25 00 25 50 75§
Slika 18: Dirakov impuls &(t-2)
Moze se primetiti da proizvod nekog signala X(t) i dirakovog impulsa &(t) u
odredjenom trenutku t,, predstavlja vrednost signala u tom trenutku, tj.
X(t) - o(t —to) =x(to)

Dati proizvod, prikazan je naslici 14.
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xH

x(®) - £

=
&
=

Yi—>

<

to t

Slika 19: Proizvod funkcije x(t) i dirakovog impulsa &(t) u trenutku t=t,
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Zadatak 1.11.

U programskom jeziku Python, nacrtati funkciju x(t) =sin(t)/t, poznatu kao

sinc(t)

Resenje:

In

In
In

In

1.3

[83]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot

[84]: | t=np.arange(-10,10,0.01)

[853]: | x=np.zinc(t)

[BE]:  plt.plot(t,x])
plt.show()

104

0.8 4

06 A

04

0.2

00 4

—].tI].U —]‘:.5 —5I.EI —ZI.S DII'.] 2I5 SII'.] ?IS IUI.D

Slika 20: Signal sinc(t)

Transformacije u vremenu kontinualnih signala

U ovoj sekciji, predstavicemo graficki i analtiticki kontinualne signale koji su

nastali

nekom modifikacijom promenljive t, kao §to su: pomeranje signala u

vremenu, inverzija vremena, skaliranje vremena, simetricnost, periodi¢nost i
konvolucija signala.
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1.3.1. Pomeranje signala u vremenu

Pomeranje signala x(t) u vremenu, analiticki predstavljeno kao  X(t-
to) predstavlja pomeranje signala x(t) za vremenski interval to. Ukoliko je t, >0,
reC je o kaSnjenju signala (pomeranje u desno), dok je za t,<0, rec je o Zurenju
tj. prednjacenju signala (pomeranje u levo). Na slici 21, grafi¢ki je predstavljena
ova modifikacija.

I NP,

i N

Slika 21: Pomeranje signala u vremenu

1.3.2. Inverzija vremena

Inverzija signala x(t) u vremenu, analiti¢ki predstavljeno kao X(-t), predstavlja
“sliku u ogledalu” signala Xx(t). Na slici 22, graficki je predstavljena ova
modifikacija.

x(1) X(-1)

Slika 22: Inverzija signala
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1.3.3. Skaliranje amplitude

Skaliranje signala po amplitudi se postize tako $to se amplituda signala pomnozi
konstantom A, tako da se za signal kontinualan u vremenu dobija

X(t) = Ax(t)

+Skaliranje sa A=-1 dovodi do rotacije funkcije oko y ose.
*Ova modifikacija se se najceS¢e koristi u slu¢aju modeliranja pojacanja ili
slabljenja signala

1.3.4 Skaliranje vremena

Skaliranje signala x(t) u vremenu, analiti¢ki predstavljeno kao x(at) predstavlja
skaliranje signala x(t) vremenskom konstantom a.

*za vrednosti parametra @>1 funkcija se suzava duz vremenske ose (ubrzavanje)
+za vrednosti parametra 0<a<1 funkcija se $iri duz vremenske ose (usporavanje)
+za vrednosti parametra a<0 funkcija se rotira oko y-ose (vreme "te¢e unazad")
Na slici 23, graficki je predstavljena funkcija x(-at) za slu¢ajeve 0<a<lia>1.

a<l

1 1,

AL
Kk

Slika 23: Skaliranje signala u vremenu
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1.3.5. Konvolucija kontinualnih vremenskih funkcija

Poznavajuéi impulsni odziv h(t) LTI sistema (slika 24), matematickom
operacijom poznatom kao konvolucija, moguce je odrediti njegov odziv y(t) na
pobudni signal x(t) proizvoljnog oblika.

— h(t) —
x(1) y(t)

Slika 24: LTI sistem

Analiti¢ki, konvolucija signala x(t) i h(t) se predstavlja kao:

0

y(t) = x(t) *h(t) = j x(0)h(t - 7)dz

Integral se tumaci kao povrsina ispod rezultujuée krive izmedju signala x(z) i
h(t-7).
Za konvoluciju vaze sledeée osobine:

e Komutacija
X(t) *h(t) = h(t) *x(t)
e Asocijacija
(x®*h(®)*g(t) = x> (h(t) * 9 (®))
o Distribucija sa operacijom sabiranja

x(t)* (hy (t) + h, (1) = x(©) *h, (t) + x(t) *h, (1)

Najveca primena konvolucije je u telekomunikacijama, u izracunavanju odziva
kontinualnih sistema i harmonijskim analizama. Rezultat se moze dobiti
analiticki, reSavanjem integrala i graficki, izraCunavanjem povrSine ispod
rezultujuce krive.
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Koraci u konvoluciji

Kako bismo bolja razumeli pojam konvolucije, posmatrajmo signale x(t) i h(t)
sa slike 25. ¢iju konvoluciju Zelimo da izra¢unamo.

.'Eﬂl:f.:l F'S

.

| 1

X

g

Slika 25: Primeri signala za koje zelimo izraunati konvoluciju

Proces konvolucije se moze podeliti u 4 koraka:

1. Signal h(z) se prvo invertuje i pomeri u vremenu (slika 26) da bi
se dobio signal h(t-z), tako da se signal h(t—r) posmatra kao
funkcija od 7, gde t predstavlja parametar fiksne vrednosti.

h(-7) I
AT
: 1
T T
hiE— 4
A
N\
: , I_{ ,
It T T

Slika 26: Invertovan signal h(z) i pomeren u vremenu
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x(r) 1 h(t—7) se izmnoZe za sve moguce vrednosti 7 za

neko fiksno t (slika 27)

3.

hit-o* +
|

[ (o)
| i [ Hoh(t

hit-T)
)

£ ] |

B% i hitt)

£ 1 |1

3 s

EAgd]

[\l( XL
Tt *

W ATt

v

|t—31

Z(Th(+T)
L,

Slika 27: Racunanje funkcije konvolucije za sve vrednosti parametra t

3. Proizvod

x(0)h(t )

se integrali po celom skupu vrednosti 7

i tako se dobija vrednost y(t) za neko fiksno t.
4. Ponove se koraci 1, 2, 3 za sve vrednosti t iz skupa (-, ) kako bi

se dobila kompletna funkcija konvolucije signala x(t) i h(t), y(t)

(slika 28).
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YitFX(t)*hiy

Slika 28: Funkcija konvolucije signala x(t) i h(t)

1.4. Definicija i klasifikacija sistema

Sistem je matematicki model fizi¢kog procesa koji predstavlja odnos odziva y(t)
i pobude x(t), tj. y(t)=Tx(t) za kontinualan ili y[n]=Tx[n] za diskretan sistem.
Sistemi mogu imati veéi broj ulaza i veéi broj izlaza. Vise sistema moze biti
povezano kaskadno (slika 30), paralelno (slika 31) ili moze formirati povratnu
spregu (slika 32).

X(t) y(®)
—

———>  kontinualan sistem

x[n] y[n]
R — diskretan sistem —

Slika 29: Blok dijagram kontinualnog i diskretnog sistema

X(t) y(®)

——>{ Sisteml Sistem?2

Slika 30: Kaskadna veza sistema
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x(t)

Sistem1

Sistem2

y(®

Slika 31: Paralelna veza sistema

X(t) I~
Sistem1
K
y(®)
Sistem2

Slika 32: Sistem sa povratnom spregom

1.4.1. Kauzalni sistemi

SIGNALI | SISTEMI

Za sistem kazemo da je kauzalan ukoliko njegov izlaz y(t) u slu¢ajnom trenutku
to zavisi samo od ulaza x(t) za t<t, . Tako da u kauzalnim sistemima izlaz
zavisi samo od sada$njeg ili proSlog stanja vrednosti ulaza. Zbog toga, U
kauzalnim sistemima je nemoguce izracunati vrednost izlaza ako pre toga nismo
imali vrednost ulaza. Svi sistemi bez memorije su kauzalni, dok svi kauzalni

nisu bez memorije.

Primeri za nekauzalni sistem:

y(t) = x(t+12)
y(t) = x(t) + x(t +3)
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Primeri za kauzalni sistem:

()= x(t - e
y(t) = x(t) + x(t - 3)

1.4.2. Linearni sistemi

Za sistem se kaze da je linearan ako su ispunjeni uslovi homogenosti i
aditivnosti, tj. da bi bila ispunjena osobina linearnosti, potrebno je da se odziv
na pobudu x, (t) + x, (t) moze predstaviti izrazom vy, (t) + y, (t).

Da bi bila ispunjena osobina homogenosti, za bilo koje vrednosti
konstanti « i 8, potrebno je da bude zadovoljen sledeéi izraz:

y1(®) = F(xq (0); Y2 () = F(xa (1)) = ay1 (O) + By (1) = f(ax (1) + X, (1)
Primer za linearan sistem:

y =5X

Dokaz:

ax(t) = y(t) = 5ax(t) = ay(t), Va € C, §to znaci da vazi uslov homogenosti
X(t) = %, (t) + X, (t) = y(t) =5(x, (t) + X, (t)) , Sto znaci da vazi uslov aditivnosti

Primer za nelinearan sistem:
y=X
Dokaz:

2
Xt > Y1 =X

2
X > Y2 =X3

(X + X)) = X2 +2X Xy + X3 # X2 + X2
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1.4.3. Vremenski invarijantni sistemi
Za sistem se kaze da je vremenski invarijantan (time invariant) ako vremenski
pomeraj u pobudi prouzrokuje isti vremenski pomeraj u odzivu, tj. za bilo koju
realnu vrednost t, vazi:
y(t) = F(x(t)) = y(t—ty) = F(x(t—t,))

Primeri za vremenskineinvarijantan sistem:

1. y(t) = x(t)cosw,t

Dokaz:

y(t—ty) = X(t —tg) cosa, (t —ty) = X(t —ty) cos e (t);

2. y(t)=tx(t)
Dokaz:
y(t—ty) = (t —tp)x(t —ty) = tX(t —tp);
Primer za vremenski invarijantan sistem:
y(t) = ax(t)
Dokaz:
y(t—t,) =ax(t—t,);
Na osnovu dobijene jednakosti, vidi se da se izlaz sistema ne menja u zavisnosti

od trenutka pojave ulaznog signala. Drugim reima, vremenski nezavisan
system, ukoliko njegov ulazni signal X(t), prouzrokuje izlazni signal y(t),

tada ¢e i ulazni signal X(t—t,), prouzrokovati izlaz y(t —t,) .
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1.4.4. Stabilni sistemi

Za sistem se kaze da je stabilan ili u literaturi poznat kao bounded-
input/bounded-output (BIBO), ako za bilo koju vrednost ulaza x, definisanu sa

X <K,
Odgovarajuca vrednost izlaza je takodje ogranicena, tj.

y <[k,
ki,k, eR

Primer za stabilan sistem:

y(t) = x(t)cosa,t

Dokaz:

cosat| <1=|y(t) = [x(t) e t| < [x(t)|

Sto znaéi da ako je signal X(t) ogranicen, sledi da je i signal y(t) ogranicen.
Primer za nestabilan sistem:

y(®) =tx(t)

Dokaz:

Ako je signal x(t) ogranicen, t;.

x(t) <|K|

Ukoliko vremenska promenljiva tezi beskonac¢nosti, tj.

t >
Sledi i da promenljiva y(t) teZi beskonac¢nosti, tj.

y(t) > oo
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Zadatak 1.12.

U programskom jeziku Python, napisati program Koji iscrtava zbir sinusoida na
10, 30 i 50 Hz. Odrediti osnovnu ucestanost signala. Odrediti osnovni period i
kruznu ucestanost za ovu funkciju:

Resenje:

In [31]: import scipy as sp
import matplotlib.pyplot as plt
In [32): t = sp.arange(0,1,0.001)
* 5% 10 %)

In [33]: x = 0.33%sp.cos(2 ® sp.p1 * 10 * t) - 0.1 * sp.cos(2 * sp.pi *3 * 10 * t) + 0.05 *sp.cos(2 * sp.pi

In [34]: plt.plot(t,x)

Out[34]: [<matplotlib.lines.Line2D at 0xe32c358>]

EREEREEEER
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@y = NZD(107,3072,507z) =5zrad /si T, = 2—” =0.4s
Y4
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2. Osobine diskretnih sistema

Diskretni signal, za razliku od kontinualnih signala, da bi mogao da se
“obradjuje” u racunarskim analizima, jednozna¢no je definisan u diskretnim
vremenskim trenucima. Ovi trenuci, nastali su odabiranjem analognih signala u
jednakim vremenskim intervalima. U slu¢aju da je amplituda diskretnog signala
kvantovana, mozemo reci da je re¢ o0 digitalnim signalima. Iste osobine koje
vaze za analogne, vaze i za digitalne, sa razlikom da digitalne signale
oznaCavamo sa X[n] , gde n eZ i zapisujemo kao sekvence brojeva, odnosni
funkcije diskretne promenljive.

Na nacin na koji smo u predhodnom poglavlju analizirali analogne, u ovom
poglavlju analizira¢emo digitalne signale.

2.1. Podela diskretnih sistema

2.1.1. Sistemi sa i bez memorije

Za diskretni sistem se kaze da je bez memorije ukoliko samo zavisi od ulaza u
istom trenutku n. U suprotnom, kaZe se da je sistem sa memorijom. Primer
sistema bez memorije je otpornost R sa ulazom x[n] i izlazom y[n] koji mogu
biti napon ili struja. Na osnovu Omovog zakona vazi jednakost:

y[n]=Rxn]

Primer sistema sa memorijom je kondenzator C sa strujom na ulazu x[n] i
naponom na izlazu y[n];

1 N
Vil = > xn]

N=-—0

Primeri sistema bez memorije:

y[n] = x[n]? +5*x[n] + 2
y[n/5]=6*x[n/5]
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Primeri sistema sa memorijom:

y[n]=2*x[n—7]
y[n] =6*x[n/8]

2.1.2. Kauzalni sistemi

Za diskretni sistem mozemo re¢i da je kauzalan ukoliko njegov izlaz y[n] u
slucajnom trenutku N zavisi samo od ulaza x[n] za n < N. Ovaj uslov znaci da
u kauzalnim sistemima izlaz zavisi samo od sadasnjeg ili proslog stanja
vrednosti ulaza. Zbog toga, u kauzalnim sistemima je nemoguce izracunati
vrednost izlaza ako pre toga nismo imali vrednost ulaza.

Primeri za diskretan nekauzalan sistem:

y[n]=x[n+1]
y[n] = x[n]+ x[n + 3]

Primeri za kauzalni sistem:

y[n] = el + x[n]e"’2
y[n]= (x[n]+x[n—3])°

Kao i kod kontinualnih signala, svi sistemi bez memorije su kauzalni, dok svi
kauzalni nisu bez memorije.

2.1.3. Linearni sistemi

Za diskretan sistem se kaze da je linearan ako vaze principi homogenosti i
aditivnosti.

Osobina aditivnosti je ispunjena ukoliko se odziv na pobudu

X [n]+ x,[n] mozZe predstaviti izrazom y;[n]+ y,[n] .

Osobina homogenosti je ispunjena ako vazi slede¢i izraz

yi[nT= £ (xq[n); yo[n] = f(x,[n])

= ay,[n]+ By, [n] = f(ax[n]+ px;[n])
gde su a 1 B konstante.
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Primer za linearan sistem:

y[n]=5x[n]+3

Dokaz:

Uslov homogenosti je ispunjen jer vazi sledeca jednakost:

oxX[n] = y[n] =5ax[n] + 3 = ay[n],Va € C,

Takodje, ispunjen je i uslov aditivnosti

X[n] = x;[n]+ X;[n] = y[n] = 5(x; [n]+ X, [n])

1z ovih osobina, vidimo da je ovaj sistem linearan.
Primer za nelinearan sistem:

y[n]=sin(x[n])

Dokaz:

Osobina homogenosti je ispunjena jer ako na ulaze dovedemo signale x,[n]i
X,[Nn], na izlazima ¢e se pojaviti signali y,[n]i y,[n], respektivno.

¥ [n] = y;[n] =sin(xy[n])

Xo[n] = y,[n] =sin(x,[n])

Osobina aditivnosti nije ispunjena jer ako se na ulaz dovede zbir
x[n] = %, [N]+ X, [n]

Na izlazu se dobija signal

y[n] = sin(x;[n] + x,[n])

Sto je razligito od

sin(x,[n]) +sin(x,[n]) = y1[n]+ y,[n]
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2.1.4. Vremenski invarijantni sistemi

Za diskretan sistem se kaze da je vremenski nezavisan (time invariant) ako
vremenski pomeraj u pobudi prouzrokuje isti vremenski pomeraj u odzivu, tj.za
bilo koju realnu vrednost N vazi:
y[n] = f(x[n]) = y[n—N] = f(x[n—N])
Primer za vremenski zavisan sistem:
y[n] = nx[n]
Dokaz:
Ako se na ulaz sistema dovede signal X[n—N], na izlazu ¢e se pojaviti signal

y[n—N]=nx[n—N]

Sto je razli¢ito od vrednosti [n— N]Jx[n—N], potrebno da bi se reklo da je sistem
nezavisan.

Primer za vremenski nezavisan sistem:
y[n] = sin(x[n])
Dokaz:
Ako se na ulaz dovede signal x[n—N], na izlazu se dobija vrednost
y[n—N]=sin(x[n—-NJ)

Sto znaci da je sistem vremenski nezavisan.
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2.1.5. Stabilni sistemi

Za sistem se kaze da je stabilan ili bounded-input/bounded-output (BIBO) ako
za bilo koju vrednost ulaza x[n], definisanu sa

X[n] < k|
Odgovarajuca vrednost izlaza je takodje ograni¢ena sa

y[n] < |k2|
gde
ki k, eR

Primer za stabilan sistem:
y[n] = x[n]cos(x[n])
Dokaz:
Buduci da je signal |cosx[n]| ograniCen, tj.
lcosx[n] <1

Znati i da je signal |y[n] ograniGen, ukoliko je signal |x[n]logranigen, tj.

|y[n]| = [x[n]cos(x[n])| < |x[n]|
Primer za nestabilan sistem:

Ako je dat signal na izlazu y[n]

yInl= > x[n]gde je x[n]=u[n]

Tada se dobija da je signal na izlazu

y[n] = (n+2u[n]
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Dokaz:

Zamenom vrednosti promenljive n (n=1, 2, 3...) u izlazni signal y[n], dobija se
yA]=2,y[2] =3...y[n]=n+1

Tako da u slucaju da n raste do beskonacnosti, sistem je nestabilan.

2.2. Elementarni diskretni signali

2.2.1. Odskocna ili Hevisajdova funkcija

Odskocna ili Hevisajdova funkcija uobi¢ajeno se obelezava i definise na sledeci
nacin:

1n>0
u[n] =
0,n<0

Diskretna Hevisajdova funkcija, prikazana je na slici 33.

1

0.9 b

0.8 b

0.7 4

0.6 4

0.5 4

0.4 N

0.3 N

0.2 N

0.1 N

0
-5 0 5

Slika 33: Diskretna Hevisajdova funkcija.
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Zadatak 2.1.
Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati diskretnu Hevisajdovu funkciju na

vremenskoj osi na intervalu (-10,10).

Resenje:

In [36]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

In [37]:  p=np.arange(-10,10,1)
In [39]: ==1.*(n==0)

In [41]: plt.stem(n,x)
plt.show|

104 BN BN B BN BN BN BN N BN

0.8 4

0.6 q

0.4 4

0.2 4

0.0 1 et ¥

100 -75 -50 -25 00 25 50 75

2.2.2. Jedini¢na impulsna ili Dirakova funkcija

Jedinicna ili Dirakova funkcija uobicajeno se definise na slede¢i nacin:

1Ln=0
o[n] =
0O,n=0
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Zadatak 2.2.

Koriste¢i programski jezik Python, Kreirati i nacrtati jedini¢ni Dirakov impuls
S[n—-4] na vremenskoj osi u rasponu (0,10).

ResSenje:

In [73]:

In [73]:

In [T6]:

In [77]:

Out[77]:

In [T78]:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

®x=np.zercs (10}

x[4]1=1

plt.stem(x)

«<Container cbject of 3 artists>

plt.show

10 p

08

0.6

04

0.2

001 & * * * * * * * *

Slika 34: Dirakov impuls s[n-4]

46



SIGNALI | SISTEMI
Zadatak 2.3.

Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati funkciju y[n]=o6[n]+35[n-2] na
vremenskoj osi u rasponu (-10,10).

Resenje:

Signal y[n]=6[n]+35[n—2], u intervalu ne[-10,10] se sastoji od dve
komponente, tj. dva dirakova impulsa amplituda 1 i 3 (slika 35)

In [13]: import numpy as np

In [14]: import matplotlib.pyplot as plt
In [21]: | n=np.arange (-10,10,1)

In [253]:  y=np.zercs{l0

In [Z2&]: 1
¥[2]=3

In [27]: | plt.stem(y)

plt.show()

30 »

25

20

15

10

05

0.0 —— 9

0 2 3 6 8

Slika 35: Predstava signala y[n]=448[n]+35[n—-2]
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2.2.3. Kompleksni eksponencijalni signal

Kompleksni eksponencijalni signal x[n], kontinualan u vremenu se moze
predstaviti u sledec¢oj formi

x[n] = Ca "

Zadatak 2.4.

Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati eksponencijalnu funkciju za slu¢aj
C>0 i n>0. Ovde je nacrtano i za n manje od nula.

Resenje:

In [137]:  import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

In [138]: n-np.arange(-3,5,1)

In [140]: plt.stem{n,np.exp(n)) #u cvem sludaju, crtame funkciju y=np.

Out[140]: <Container cbkject of 3 artists>

In [141]: plt.show()

Slika 36: Eksponencijalna funkcija
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2.2.4. Stohasticki signali

Naredba ‘random.random_int(a,b,c)’

Ovaj modul implementira generatore pseudo-slucajnih brojeva za razliite
raspodele.

Za integers, uniforman je izbor iz opsega. Postoje funkcije za izraCunavanje
uniformnih, normalnih (Gaussian), logormalnih, negativnih eksponencijalnih,
gama i beta distribucija.

Skoro sve funkcije modula zavise od osnovne funkcije slucajno (), koja generise
slucajni float ravnomerno u polu otvorenom opsegu [0.0, 1.0).

Zadatak 2.5.

Koriste¢i programski jezik Python, formirati slucajan signal N=10. tj. Signal ¢iji
odbirci predstavljaju sluajno odabrane cele brojeve iz intervala (-5,10).
Koristiti naredbu, random.random_int(a,b,c)

Resenje:
In [Z28]: | import numpy as np
In [30]: import matplotlib.pyplot as plt

In [33]:  x~np.random.randeom integers(-5,10,20

In [34]: plt.stem(x
plt.show()
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fr il
SRRk

00 25 50 75 100 125 150 175

Slika 37: Slu¢ajan signal u intervalu od -5 do 10 (duZzine 20)

Zadatak 2.6.

Koriste¢i programski jezik Python nacrtati diskretni signal Belog Gausovog
Suma-Aditive White Gaussian Noise (AWGN) srednje vrednosti =0 i

standardne varijacije o% =1

Resenje:
In [33]: | import numpy as np
In [3&]: | import matplotlik.pyplot as plt
In [38]: mnoise = np.random.neormal (0,1, 100)

In [39]: plt.stem(noise)

Dut[3%9] : «Container cbhbject cof 3 artistss

In [40]: | plt.show()
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-7 4

Slika 38: Slu¢ajan signal (diskretan u vremenu) Belog Gausovog Suma-Aditive
White Gaussian Noise (AWGN) srednje vrednosti =0 i

standardne varijacije o =1 (duzine 100)

2.2.5. Periodi¢ni signali

Za vremenski diskretan signal x[n] se kaze da je periodican ukoliko postoji
pozitivna vrednost N#0 za koju vazi

x[n]= x[n £ kN] za svako k € Z
Najmanja pozitivna vrednost N za koju je uslov periodi¢nosti ispunjen naziva se
osnovni period. Medutim, u sluéaju konstantnog diskretnog signala, osnovni

period nije definisan jer je konstantni signal periodi¢an za bilo koji izbor
vrednosti N.
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Zadatak 2.7.

Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati diskretni sinusoidalni signal sa
periodom odabiranja 0.001s ¢ija je frekvencija 5Hz.

ResSenje:
In [7]: import numpy as np
In [8]: dimport matplotlib.pyplot as plt
In [9]: t=np.arange(-50,50,1)
In [10]: x=np.cos(2*np.pl*t*a8.e5)

In [13]: plt.stem(t,x)
plt.show()

100 1
0.75 4
0.50
0.25 1
0.00 -
0.25
-0.50 1

-0.75 1

-1.00 4

Slika 39: Sinusoidalni signal sa periodom odabiranja 0.001s
¢ija je frekvencija SHz
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2.3. Transformacije u vremenu diskretnih signala

U ovoj sekciji, bi¢e graficki i analiticki predstavljeni diskretni signali koji su
nastali nekom modifikacijom promenljive n, kao $§to su: pomeranje signala u
vremenu, inverzija vremena, skaliranje vremena, simetricnost, periodi¢nost i
konvolucija signala.

2.3.1. Pomeranje signala u vremenu

Kao i kod kontinualnih signala, mnoge operacije nad signalima se mogu
predstaviti jednostavnhom modifikacijom vremenske promenljive u analitickim
izrazima za signale. Ve¢ smo videli da signal X[n-ng] nije nista drugo nego
pomeranje signala x[n] za n, odbiraka. Ukoliko je ns>0, to je zapravo kasnjenje
signala (pomeranje u desno), a ukoliko je ne<0, to je takozvano prednjacenje
signala (pomeranje u levo).

Zadatak za vezbu 2.8.

Koristec¢i programski jezik Python:

N 1-e™" —5<n<1
a) nacrtati signal x[n]=4" "
e []_—e ] n> 1

b) zakasniti originalni signal za 3 odbirka
¢) upednjaditi originalni signal za 2 odbirka

2.3.2. Inverzija vremena

Inverzija signala x[n] u vremenu, analiti¢ki predstavljeno kao X[-n], predstavlja
“sliku u ogledalu” signala x[n].

2.3.3. Skaliranje amplitude

Skaliranje signala po amplitudi se postize tako §to Sse amplituda signala pomnozi
konstantom A, tako da se za signal diskretan u vremenu dobija x[n]= Ax[n].
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2.3.4. Skaliranje vremena

Skaliranje signala x[n] u vremenu, analiticki predstavljeno kao
predstavlja skaliranje signala x[n] vremenskom konstantom a.

*za a>1 funkcija se suzava duz vremenske ose (ubrzavanje)
*za 0<a<l funkcija se §iri duz vremenske ose (usporavanje)
+za a<0 funkcija se rotira oko y-ose (vreme "tece unazad")

Zadatak 2.9.

Nacrtati signal x[n]=n, a zatim nacrtati signal x[3n]

Resenje:

In [187]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

In [188]: p=np.arange(-10,10,1)
nl=3*n

In [18%]:  x=n

v=n

In [190]: plt.stem{n,x)
plt.show()

15

50

25

00

- ““*_fT

-100 -75 -50 -25 D00 25 50 75

Slika 40: Signal x[n]=n
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In [121]: plt.stem{nl,y)
plt.show()

—

-5.0

-10.0

-30 20 -10 D 0 0
Slika 41: Ubrzani signal x[3n]

Porede¢i dobijene slike, primeéuje se da signal x[3n] dostiZe iste vrednosti na y
osi za 3 puta krace vreme.

2.3.5. Simetri¢nost signala
Signal x[n] moze biti paran, za koji vazi X[n] =x-[n] i neparan, za koji vazi

x[n] =-x[-n]. Ukoliko je signal paran, on je simetrican u odnosu na y osu, a
ukoliko je neparan, simeti¢an je u odnosu na koordinatni pocetak.
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Zadatak 2.10.

Koriste¢i programski jezik Python, nacrtati neparnu funkciju X[n]=-X[n]=n
i parnu funkciju

yln]=y[-n]=|n]

ReSenje:

In [1&65]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

In [l&6]: n=-np.arange(-10,10,1}
In [167]: ==n
In [1&8]: vy=np.abks(n)

In [170]: plt.stem{n,x)
plt.show()

H el

T T T
-100 -75 -5

00 25 50 75

Slika 42: Neparan signal x[n]=n

56



SIGNALI | SISTEMI

In [171]: plt.stemi{n,y)
plt.show()

w4 »

84 p p

UL 1]

-100 -75 -50 -25 00 25 50 75

Slika 43: Paran signal x[n]=|n|

Vazno je uociti da se signal Xx[n] moze predstaviti pomocu svog parnog Xp[n] i
neparnog oblika x,[n], tj.

X[n]=x, [n]+ x,[n]

Na osnovu osobina parnih i neparnih signala, vazi da je

X[=n]= %, [=n]+ %, [-n]= %, [n] - xq ]

Dakle, parna i neparna komponenta signala x[n] se odredjuje na sledeci nacin:
X [n] _ x[n]+ X[— n]

Sl
i
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Zadatak 2.11.

Koriste¢i programski jezik Python:
a) nacrtati signal x[n]=e"
b) invertovati signal pod a)
c) zakasniti originalni signal za 2 odbirka
d) upednjaciti originalni signal za 2 odbirka

Resenje:
a)

In [2]: import numpy as np
import matplotlik.pyplot as plt

In [3]:  p=np.arange(-3,3,1)

50

40

30

20

10

N o |

R ; : 3

Slika 44: Signal x|n]
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In [6]: mn _invert=n[::-1] #invrtovanje niza n
In [8]: plt.stem{n,np.exp(n_invert))
plt.show()
50
40 4
10 4
20 4
10 4
. Lo v oo v
- 2 0 2 3
Slika 45: Signal x[-n]
num=2 #pomeranje niza unazad num>0-kasnjenje, tj
x=np.exp (n}
®_shifted=np.roll (x, num}
®_shifted[0:num]=0
plt.stem(n,x shifted)
plt.show()
b
?_
&
54
q_
34
2
| [
0l oo o o o
T T T T T
—4 -z o 2 4

Slika 46: Signal x[n—2]
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In [24]: num—2 #pomeranje niza unazad num>0-kasnjenje, tj. time delay
In [23]: ==np.exp(n)
In [26]: | = shifted=np.roll (x,num
In [27]: plt.stem(n,x shifted)
plt.show()
p

50

40
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20

10

Joe e oo | i
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Slika 47: Signal x[n+2]

2.3.6. Konvolucija diskretnih vremenskih funkcija

Konvolucija dve funkcije x[n] i h[n] analiticki se oznacava kao y[n]=x[n]*h[n],
gde x[n] predstavlja pobudu, a y[n] odziv signala

Definicija konvolucije za diskretni signal, predstavljena je slede¢im izrazom
yInl= > X[kIh[n—K]
k=—o0

Ukoliko se uvede smena m=n-k , dobija se izraz

—0

y[n] = —Z x[m — nJh[m] = Z h[m]Jx[m — n] = h[n]* x[n]

00
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Sto zna¢i da za konvoluciju vaze sledeée osobine:
Komutacija, tj:
X[n]*h[n]=h[n]*Xx[n]
Asocijacija
(X[n]*h[n])* g[n] = x[n]* (h[n] * g[n])
Distributivna je sa operacijom sabiranja signala
X[n]* (hy[n]+ hy[n]) = x[n]* hy[n] + x[n] * h,[n]

Konvolucije ima najveéu primenu u telekomunikacijama i harmonijskim
analizama. Integral se tumaci kao suma zajednickih odbiraka izmedju proizvoda
signala x [n] i h[n-k].

Rezultat se moze dobiti analiticki, resavanjem integrala, i graficki,
izraCunavanjem povrsine ispod rezultujuce krive.

Koraci u konvoluciji

1. Signal h[n] se prvo invertuje (slika 2.15) i pomeri u vremenu da bi se
dobio signal h[n-k] $to postaje funkcija od k gde je n konkretan parametar

2. Signali x[K] i h[n-k] se izmnoze za sve moguée vrednosti k za neko
fiksno n

3. Proizvod x[k]-h[n—k] se sumira za sve vrednosti k i tako se dobija
vrednost y[n] za neko fiksno n.

4. Ponove se koraci 1, 2, 3 za sve vrednosti niz skupa  (—oo,0kako bi se
dobila kompletna funkcija y[n].
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Zadatak 2.12.

Koriste¢i programski jezik Python, izracunati konvoluciju dva pravougaona
impulsa (signal x[n] neka bude trajanja 3 odbirka, a signal h trajanja 2 odbirka).

Resenje:

In [33]:  import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

In [34]:  ==np.array([0,1,1,1,0]1)

In [51]: | plt.stem(x)
plt.show()
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0.6

04

0.2

0.0

Slika 48: Pravougaoni signal x[n]trajanja 3 odbirka

In [37]: bh=mp.array ([0, 1, 1,0])

In [52]: plt.stem(h)
plt.show()

101 4 p

0.8 4

0.6 4

0.4 4

0.2 4

004 - - - - - -

Slika 49: Pravougaoni signal h[n]trajanja 2 odbirka
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In [53]: lx=len(x)

In [54]: 1h=len(h)

In [55]: | zerosh=np.zeros(lh)

In [5€]:  x=np.concatenate((x, zercsh}, axis=0)
In [57]: | zerocsx=np.zeros(lx)
In [58]: | h=np.concatenate ((h, zerosx), axis=0)

In [55]: lenf(x)

Out[59]: 18

In [&0]: lenih)

Out[&e0]: 18

In [€l]: | y=np.zeros(lx+lh-1)

In [62]:  # rafunanje konvelucije korak po korak
for n in range(l,lx+lh-1):
y[n]=0
for k in range(l,lx}):
if (n-k+1=0):
yv[n]l=y[nl+x[k] *h [n-k+1]

In [63]:  plt.stem(y)}

out[&3]: «Container cbhject of 3 artists>

In [&4]: plt.show()
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200 4 2
175 |
150 |
125 1
100 4
075 4
050 1

025 1

0001 e————— 0

Slika 50: Signal y[n] = x[n]*h[n]
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Zadatak 2.13.

Koriste¢i programski jezik Python i funkciju convolve za racunanje konvolucije,
nacrtati sledece signale duzine N=10:
x, [n]-jedini¢ni impuls

X, [n]-Hevisajdova funkcija, odskoéni signal

h[n]=e®°"-deo eksponencijalnog signala
Nacrtati signal y, = (x, *x,)*h, gde *’ predstavlja konvoluciju signala.

ReSenje:

In [5%]:

In [&0]:

In [&l]:

In [&2]:

In [&3]:

In [&&]:

import scipy as sp
from scipy import signal
import matplotlib.pyplot a=s plt

n=sp.arange (-5,5, 1}

®xl=np.zeros (10)

x1[4]=1 #dirskeov impuls

x2=1.% (n>=0) #hevisajdova funkci

h=np.exp(0.5%n)

len(xl)

10

len(xZ)
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In [67]:  yl=signal.convolwve (x1,x2)

In [&8]: plt.stem(yl)

Cut[6B]: <Container cbiject of 3 artists>

In [69]: plt.show()

10 4 N W

0.5 4

06 1

044

02

00 { ——a—0—0—0—0—0—% *———r—b

00 25 50 75 100 125 150 175

In [T0]: | y2=signal.convolve(yl, h)

In [71]: plt.stem(vy2)
plt.show()

175 ,
15.0 -
125 -
10.0
75 |
5.0 -

g posmmmmos 111111088

o 5 10 15 20 25

Slika 51: Diskretan signal y, = (x; *x,)*h -konvolucija tri signala
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3. Furijeova analiza kontinualnih signala

Francuski matematicar Josef Furije, pocetkom XIX veka dokazao je da
se sve funkcije mogu predstaviti kao periodi¢ne. Ukoliko je funkcija f(t)
periodi¢na, ona se moze predstaviti kao beskonac¢na suma sinusnih i kosinusnih
signala (Furijeov red). Takodje, dokazao je da ukoliko funkcija f(t) nije
periodicna, moguce je predstaviti kao periodican signal preko integrala u kome
period tezi beskonac¢nosti (Furijeova transformacija). Krajem druge polovine
XIX veka, ova teorija nalazi primenu u teoriji obrade zvuka, slike i kvantne
mehanike. Kao §to smo do sada predstavljali signal vremenskom domenu,
koriste¢i Furijeovu analizu, signhal mozemo predstavljati i u frekvencijskom
domenu. Predstavljanje signala u frekvencijskom domenu nam omogucava
interpretaciju mnogih vaznih osobina signala koje ne moZemo sagledati u
vremenskom domenu. Opsti termin Furijeova analiza se odnosi na obradu:

e kontinualnih i periodi¢nih signala (Furijeov red)

e kontinualnih i aperiodi¢nih signala (Furijeova transformacija)

o diskretnih signala (Diskretna Furijeova transformacija) U ovom
poglavlju bi¢e opisana primena Furijeovih redova i Furijeove transformacije.

3.1. Furijeovi redovi

Kao §to smo u poglavljima 1 i 2 definisali, funkcija f(t) je periodi¢na sa
periodom T>0 ukoliko je ispunjen sledeci uslov

x(t) =x(t+T) zasvako t

Predpostavka od koje je posao Furije, bila je da se svaki periodican signal moze
predstaviti kao zbir sinusoida i kosinusoida, odnosno moze se predstaviti
harmoni¢nim ili trigonometrijskim redom u formi koja je identi¢na ili slicna
relaciji:

i .
X(t)= > ael
k=-0

) . ... . . 27
a, redsstavlja kompleksni koeficijent, a wy osnovnu kruznu ucestanost @, = e
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Za vrednostik =+1, komponente Furijeovog reda nazivaju se oshovhim
komponentama sa periodom

T1=2—”,
2]

dok za vrednosti k| > 2, komponente se nazivaju harmonicima sa periodom

_ 2
lkleo

k

Dakle, ceo Furijeov red periodi¢an je sa periodom T;. Nakon izvodjenja, koje
nece biti izvedeno u ovoj knjizi, dobijaju se kompleksni koeficijenti koji
predstavljaju srednju vrednost signala u toku jedne njegove periode.

ag = H x(t)dt
T

a, = % [ x@e Tt
T

Signal x(t) i funkcija a, se nazivaju Furijeov transformacioni par, a uslovi pod
kojima ova jednakost vazi, nazivaju se Dirichlet-ovim uslovima.
Koris¢enjem Euler-ove formule

et = coswyt + jsin wyt

Furije-ov red se moze predstaviti i na drugi na¢in
a ~— a ~—

x(t) = -2 + Z[ak cos(Kawt) + by sin(kayt)]= -2 + ch cos(kapt +6,)
= 2 i3

Gde je su ay, bii ¢y koeficijenti Furije-ovog reda.

2 T/2
B == I x(t) cos(kawpt)dt
-T/2
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2 T/2
b, T Tj/ ;((t)sin(kwot)dt

c =yaf +b?

Koeficijent ¢, predstavlja amplitudu k-tog harmonika signala, a

6, =arctg (— b—kj
a

predstavlja njegovu fazu. U frekvencijskom domenu, signal je predstavljen
pomoc¢u njegovog spektra. Amplitude harmonika predstavljaju se njegovim
amplitudskim, a faze se predstavljaju njegovim faznim spektrom. Ovi spektri su
diskretni jer su definisani samo za diskretne vrednosti ucestanosti.

3.2. Furijeova transformacija

Kao $§to smo videli u predhodnoj sekciji, svaki periodi¢an signal se moze
predstaviti zbirom beskonacno mnogo sinusnih i kosinusnih funkcija. Ukoliko
se neperiodican signal posmatra kao periodican signal sa beskonacno velikim
periodom, Furijeova transformacija se moze primeniti i na neperiodicne
signale. Primenjuju¢i ovu teoriju i na neperiodi¢ne signale, uvodenjem
beskonacno velikog perioda, osnovna ucestanost signala postaje beskonacno
mala, a samim tim se i razlike izmedu susednih ucestanosti beskonacno
smanjuju, tako da frekvencijski spektar postaje kontinualna funkcija u¢estanosti.
Furijeova transformacija ovog signala, data je izrazom:

X (jo) = jx(t)e’j“"dt

—00

Dok je inverzni Furije-ov transformacioni par definisan je kao

x(t):%_jx(jw)ej’”‘da)
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Signal x(t) i funkcija X(jw ) se nazivaju Furijeov transformacioni par. X(jo )
predstavlja kompleksni spektar signala koji moze da se predstavi kao funkcija
svoje spektralne gustine amplituda |X (je)| i spektralne gustine faze 6(jw)

X (jo) =|X (jo)e 1)

3.3. Diskretna Furijeova Transformacija

Diskretna Furijeova Transformacija (DFT) je ekvivalentna Furijeovoj
transformaciji samo za diskretne signale x|n]

=

-1
X ()= xkp 4T

T
|
o

Ovaj izraz moze da se izraCuna za bilo koje o, ali samo sa N odbiraka,
od interesa je posmaw trati N odbiraka izlaza.
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Zadatak 3.1.

Ukoliko imamo signal x(t) = 5 + 2cos(27t —90°) + 3cos4xt
© T o5u 2

In [49]: | import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
In [50]: | t=np.linspace(0,10,200)
In [51]: | ®x=542*np.cos{2*np.pi*t-90}+3*np.cos(4*np.pi*t)

In [52]: | plt.plot(t, x)
plt.show()

Slika 52: Kontinualan signal u vremenskom domenu

W

Ako ovaj signal odabiramo 4 puta u sekundi (F, =4Hz) odt=0do t==.
Odbirci diskretnog signala se mogu predstaviti kao

X[k]:5+200{%k—90°j+3C057zk stavljajuci da je t = kT, :%

Tj. x[o]=8, x1]=4, x[2]=8, x[3]=0, N=4
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Tada je

X[n]= Zx[k}e i :ix[k]e i ix[k](— &
EE]] 101 1 1] _0[1] ]
X[2] 1 wWw?...1 X

X[N _1]_ 1W W w | X[N _1]

Gdeje W—e N

In [134]: impeort scipy as sp
import matpleotlib.pyplot as plt

In [135]: k=sp.arange(0,4,1)

In [136]: ==5+2*sp.cos(0.5*np.pi*k-0.5%sp.pi)+3*np.cos(sp.pi*k)

In [137]: plt.stem(k,x)

plt.show()

B @ p

? 4

6 4

|

4

3 4

5]

14

0 .
0.0 05 10 15 20 25 30

Slika 53: Odabrani signal puta u sekundi ( F, =4Hz) od t=0 do t =%
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U nastavku ra¢unamo DFT

In [138]:

In [13%9]:

Cut [135]:

In [140]:

In [141]:

In [14Z]:

Cut[142]:

In [143]:

2001 @9
17.5 A

15.0

10.0

7.5 A

5.0 1

¥=sp.fft (x)

X

array{[ 20.+0.7, 0.-4.3, 12.+0.73,

F=sp.linspace(0,Fs,len(X)+1)

F=F[:-1]

N=len {X)
plt.stem(F[0:N], sp.absolute (X[0:N]))

<Container cbject of 3 artists>

plt.show()
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0.+4.51)

0.0 0.5 10 15 20 25

30

Slika 54: DFT odabranog signala (4 odbirka)
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U ovom konkretnom slucaju, dobili smo da su amplitude koeficijenat
DFT

[0
o] 1 1 1 1] |x[]

v -1])

3.4. Inverzna Diskretna Furijeova Transformacija

Inverzna Diskretna Furijeova transformacija od

NPTk
X[n]= Z x[kp N
k=0
, moze se napisati u slede¢oj formi

N-1
X
n=0

+J—nk

=L
N
Inverzna matrica je % puta konjugovano kompleksna (simetricna)

matrica. Primetimo da su koeficijenti X[n] kompleksni. Mozemo
pretpostaviti da su vrednosti x[k] realne. U procesu racunanja inverzne
transformacije preko X|[n] i X[N—n] (spektar je simetri¢an za N/2), moze
se zapisati

x, []= { k' ™™ 4 XN —nk o “)k}
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Za sve realne vrednosti x[k],

N-1 .2m
—j—(N-n)k
X[N=n]=>) xkle N
k=0
Ali
2 +j2mn 27
—j=—(N-n)k _ k +j—nk
N —g i2&g N —e N

g,

X[N —n]= X “[n] su konjugovano kompleksne vrednosti
Menjajuéi date vrednosti u x,[k], dobijamo

xn[k]=%{x[n]e"25“k . x*[n]e"'if”k}

Kako je e!?® =1, dobija se da je
2 2z 2z 2 2z
xq[k]= W{Re{x [n]}cosW nk — R Im{X [n]}cosW nk} = W'X [n] cos{(ﬁ njkT + arg(F[n])}

Za slucaj n=0, x[o]=>" x[k] predstavlja sumu odbiraka.
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In [144]: k=sp.arange(0,4,1)
In [145]: ==sp.ifft (X}

In [146]: plt.stem(k,x)
plt.show()

C:\Users‘\mmarjancvic\knaconda3\lib\site-packages\rc
real discards the imaginary part

return array(a, dtype, copy=False, order=crder)
<

0.0 05 10 15 20 25 30

Slika 55: Rekonstruisani signal nakon IDFT (4 odbirka)

Spektralna Gustina Srednje Snage Signala (SGSS) diskretnog u vremenu,
racuna se po formuli

27kn 2

S

n=1
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Zadatak 3.2.
Izracunati DFT i nacrtati spektar signala x[n]=n-(u[n]—u[n—-7])
In [7]: y=sp.zeros(1§)
In [B]: y[0:len(x)]=x

In [9]): plt.stem(y)
Cut[9): <Container object of 3 artista>

7

B [ ]

5 L]

0 2 4 B 8 X 12 I 16

Slika 56: Signal x[n]=n-(u[n]-u[n-7])
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In [10]: plt.clf
X = sp.fft(x)
W = sp.linspace (0,sp.pi*2, len(x)+l

w=w[:-1]

plt.stem(w, sp.absolute (X))

Y = sp.£ft(y)

w = sp.linspace(0,sp.pi*2, len(y) +1 )
w=w[:-1]

plt.stem(w, sp.absolute(Y),'r")
Out[10]: «Container object of 3 artists>

30

P

20

15

10

Slika 57: Spektralna Gustina Snage Signala x[n]=n-(u[n]—u[n—-7])
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Zadatak 3.3.
Neka je dat signal
x[n] = sin(270.125n)

Nacrtati njegov spektar

In [11]: n=sp.arange(16)

X = sin (2 * sp.pi *n * 0.123)
# dodati DC komponentu
#x = s5in (2 * sp.pi * n * 0.125) +1

plt.stem(n, x)

Out[1ll]: <Container cbject of 3 artists>

10
05
0.0 - . .
—0s5 |
10 2 r & B 10 1z 16

Slika 58: Signal x[n]=sin(20.125n)
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In [13]: X = sp.fft(x)

In [14]: plt.clf
w = sp.linspace(0,sp.pi*2, len(x)+1)
w=w[:-1]
plt.stem(w, sp.absolute (X))

Out[14]): <Container object of 3 artists>

9

8 ° [
7

6

5

4

3

2

1

G S MSi AL e 6

Slika 59: Spektar signala x|n] = sin(20.125n)

3.5. Teorema odabiranja

Osnovna operacija za formiranje sistema za modulaciju impulsa je proces
odabiranja gde se analogni signal kovertuje u sekvencu brojeva koja je obi¢no
odabrana u jednakim vremenskim intervalima. Kako bi signal X;(t) nastao
odabiranjem analognog signala x(t) pravilno prenosio informacije o datom
analognom signalu, potrebno je pravilno odrediti ucestanost odabiranja

fo = Ti gde je T, period odabiranja.

S

X5 (t) = ZX(nTS)é(t— nT,) = X(t) Zﬁ(t —nT,), gde je x(nT,) idealno

N=-o0 n=—0
odabrani signal. Na slici 60, prikazana je ilustracija odabiranja signala u
vremenskom domenu.
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x(t)

Slika 60: lustracija odabiranja signala u vremenskom domenu

S obzirom da se signali x(t) i o&(t) mnoze, koriste¢i se osobinama Furijeove
transformacije, za frekvencijski domen ovih signala vaze sledece jednakosti:

- 1 & n
or, (=Y 8(t-nTy) @T—Z 8(jo-—)
n=—o0 S n=—o0 S

X,(i0) = X(je)r= 3" 8(jo-1) == 3" X(je) +o(jo-1)

S n=—xo S N=—w

Poslednja relacija pokazuje da se Furijeova transformacija X (jw) sastoji od
periodi¢nog ponavljanja signala X (j@) centriranog oko celobrojnog multipla
ucestanosti odabiranja @ ;. Izborom ucestanosti u slucaju pod a)w, =2w,

omoguceno je da ne dodje do gubitka informacija originalnog signala, dok u
slu¢aju b) o, =2w, dolazi do efekta preklapanja (eng. aliasing effect). U

slucaju efekta preklapanja, spektralni sadrzaj signala xs(t) , nastao odabiranjem
signala x(t) je razli¢it, Sto za posledicu ima gubljenje informacija originalnog
signala. Da bi se ova negativna pojava izbegla, mora biti ispunjen Nyquist-ov
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kriterijum, tj. mora biti zadovoljena teorema o odabiranju, koja tvrdi da se
prilikom odabiranja kontinualnog signala odabiranje mora vrsiti ucestanoscu
odabiranja o s koja je bar dva puta veéa od maksimalne ucestanosti u spektru
signala koji se odabira, tj.

s 220 .
X(jw)
a) X (0)
-w [ w w
b) Xy jw)
2wX(0)
5wy —4w, 3wy 2w, —Wg - w wooWg 2wy 3w, 4w, 5wy 7wy ow
w=—2
2
<)
—3W, —2Wq —Wq

Slika 61: llustracija odabiranja signala u frekvencijskom domenu
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Zadatak 3.4.

U programskom jeziku Python, ponoviti proces odabiranja diskretnog
sinusoidalnog signala za razli¢ite uéestanosti sinusoidalnog signal

X(t) = sin(27kt)

drze¢i konstantnu ucestanosi odabiranja i analizirati vizuelno oblike
signala za razliCite osnovne ucestanosti sinusoidalnog signala:

ReSenje:
U ovom zadatku fiksiratemo ucestanost odabiranja signala, a menja¢emo
osnovnu ucestanost sinusoidalne funkcije

x(t) = sin(27kt)

k "ciklusa" u jednoj sekundi, odgovara frekvenciji od k Hz
Kako odabrati periodu odabiranja?

1 1

T, <& - B8 o
2f,  (2xK) Hz

Uzimajuéi u obzir da je

o, =27 /N, gde je N fundamentalni period, dobijamo sledece resenje:
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In [36]: | # Brze i spore diskretne sinusoide
=40
n = sp.arange(-20,20,1)
k=1

X = sp.cos(2* pi* k¥ / N * n)
plt.stem(n, x)

Cut[36]: <Container object of 3 artists>

L
N g

-1.0 -
—20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

10

0

w

Slika 62: Osnovna ucestanost signala je 1Hz, a u¢estanost odabiranja
w, =27140
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In [37]: k=5
X = sp.cos(2* pi* k / N * n
plt.stem(n, x)

Out[37]: «<Container object of 3 artists>

10

05

00

-1.0 i i i
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Slika 63: Osnovna ucestanost signala je SHz, a ucestanost odabiranja
o, = 27140

In [39]: k=18
x = sp.cos(2* pi* k / N * n)
plt.stem(n, x)

Cut[39]: <Container object of 3 artists>

10

[ M ] T [ ]

L LT
LT ]S

—1plL® Nl i i .
—20 -15 -10 —5 ] 5 10 15 20

0.5

]
— &

Slika 64: Osnovna ucestanost signala je 18Hz, a u¢estanost odabiranja
o, =27 140
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Zadatak 3.5.

Neka je dat signal

X(t) = cos(272t) + cos(2711t)

Izracunati Diskretnu Furijeovu Transformaciju za u€estanost odabiranja, uzeti
daje F,=100Hz

a) lIscrtati njegov spektar

b) Iscrtati samo levu polovinu spektra

c) Signalu x(i) dodati jednosmernu komponentu i ponoviti postupak

ReSenje:

a)

In [1]: import scipy as sp
¥matplctlib inline
import matplotlib.pyplot as plt

In [2]: | #Fs - Sampling frequency ; frekvencija odabiranja
Fa = 100
#obratiti paznju na 1 fasto koristimo tacku 2
t = sp.arange(0,2,1./Fs)
In [3]: | # Definisanje signala x
X = gp.cos{2¥sp.pi*t*2] 4+ sp.cos(2¥sp.pi*ll*t)
In [4]: | # Primena FFT - Brza Furijeova transformacija
X = ap.fft (x)
In [3]: | # Ereiranje frekvencijske ose.
F = sp.linzpace(0,F3, len{(X)+1)
F =F[:-1]
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plt.stem(F, sp.absolute (X))

In [&]:
Cut[&]: <Container cbject of 3 artistss
100 T T T T
a0k -
B0 1
| _
w0} 1
o
o 20 40 &0 g0 100
b)
In [%9]: W = len(X)
In [10]: | # Iscrievanje samo prvog delas spekira
plt.stem(F[0:N/2], sp.absolute (X[0:N/2]))
COut[10 <Container chiject cf 3 artists>
100 T T T T
a0
a0 |
4o}
20
o
10 20 30 40
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c)

In [11]: | # Definisanje signala koji ima DC komponentu
®x1l = 3+ sp.cos(Z2%sp.pi*t*l) <+ sp.cos(Z¥sp.pi¥ll*t)
In [12]: X1 = sp.fft(xl)
In [13]: | # Iscrtavanje spektra. Obratite paznju na vrednost za frekvencijsku vrednost 0 Hz.
plt.stem(F, sp.absclute(X1))
Out[13]: <Container cbject of 3 artists>
600 T T T T
500 -
400 -
300
2001
moT T T T
0
o 20 40 60 80 100
In [14]: | # Iscrtavanje korisnog dela spektra
# Praksa je da se duzina signala uzima uvek kao paran broj,
#a veoma cesto 1 kao stepen broja Z.
# Npr. duzina signala u nasem slucaju je 200.
#Bolje bi bilo da smo izabrali takav opseqg da je duzina signala Z256.
plt.stem(F[0:N/2], sp.absolute(X1[0:N/2]1})
COut[14]: <Container cbject of 3 artists>
600 T T T T
500+ 4
400 F 8
300 8
200 - 8
100 | T N 8
o
o 10 20 30 40 50
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Zadatak 3.6.

Nacrtati vremenski izgled impulsnog odziva kola zadrske nultog reda.
Za periodu odabiranja uzeti da je 0.25s (T), a vremenska osa t u rangu od 0 do
2s.

Zadatak 3.7.

Nacrtati slede¢e diskretne signale 1 izraCunati diskretnu Furijeovu
transformaciju:

Dirakov impuls

Hevisajdovu funkciju

Puls $irine 4, 8 i 12 odbiraka

Kosinusnu funkciju za 4 proizvoljne vrednosti frekvencijske ucestanosti
Za signale generisane pod 4. dodati i "konstantnu" vrednost (DC)
komponentu. Uporediti razlike sa signalima amplitudskih spektara
dobijenih u 4.

agrwnE

U svim slucajevima uzeti da je duzina signala N=32.

Zadatak 3.8. (nastavak):
Za crtanje Diskretne Furijeove transformacije koristiti naredbe:
import scipy as sp

sp.fft
sp.absolute-za iscrtavanje apsolutne vrednosti kompleksnog broja
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Zadatak 3.9.
Neka je dat signal

Alsin(2733t) + A2sin(2761t)

e Generisati odgovaraju¢u vremensku osu za ovaj signal u skladu sa
Teoremom odabiranja. DuZina vremenske ose neka bude 1024 (2048)
odbirak, s apocetkom u 0.

o Nacrtati amplitudski spektar signala, za vrednosti kombinacija Al i A2
iz skupa {0.5,3,7}. Npr. A1=3, a A2=7

e Posmatrati razlike u amplitudskom spektru signala.

e Generisati adekvatnu frekvencijsku osu.

Zadatak 3.10. (nastavak)
Za skiciranje frekvencijske amplitude, koristiti sledece naredbe:

import scipy as sp

@ = sp.linspace(0,2*sp.pi,1024)*F

f=sp.linspace(0,1,1024)*F,

Uraditi isti zadatak za primer kada F nije odabrana prema Teoremi odabiranja i
posmatrajte ponaSanje spektra. Da 1i se "pikovi" pojavljuju na istim
frekvencijama?
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4. Laplasova transformacija

Laplasova transformacija je metoda reSavanja linearnih diferencijalnih
jednacina. Postupak se sastoji od nekoliko koraka. U prvom koraku,
diferencijalna jednadina, odnosno funkcija, transformiSe se u algebarsku
jednacinu.Transformacija neke funkcije moze da se izvrSi tako $to se izvrsi
promena jedne promenljive u funkciji da bi se pojednostavilo reSenje problema.
Drugim re¢ima, ako postoji problem promenljive X, promenljiva x se zameni
drugim izrazom, npr. x =siny . Tako dobijena jednacina se resi, a u sledeCem

koraku resenje se transformiSe U trazeno reSenje originalne diferencijalne
jednacine. Uz pomo¢ Laplasove transformacije, velic¢ine koje su funkcije
vremena t, preslikavaju se u nove veli¢ine, koje su funkcije kompleksne
promenjive s=o+jw. Na taj nain, vremenskoj funkciji Xx(t) se pridruzuje
odgovaraju¢a funkcija X(s). Primenom Laplasove transformacije, realna oblast
se preslikava u matematicki izvedenu Laplasovu oblast, u kojoj odredjene
racunske operacije iz realnog podrucja poprimaju jednostavan oblik, pa zadatak
postaje prikladniji za istrazivanje i lakSe se dolazi do njegovog rjeSenja.
Laplasova transformacija vazi samo za kontinualne funkcije, dok za diskretne
funkcije vazi Z transformacija o kojoj ¢e biti re¢i u narednom poglavlju.

4.1. Definicija Laplasove teoreme

Neka je data funkcija x(t), definisana za pozitivne vrednosti parametra vremena
t. MnoZenjem funkcije x(t) sa € i integraljenjem s ugranicama od nula do
beskonacnosti, dobija se relacija za X(s)

X (s) = jx(t)e-sfdt
0

U literaturi, za Laplasovu transformaciju, koristi izraz

L(x(1)) = X(s)
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Oblast definisanosti funkcije X(s) je skup vrednosti seCza koje izraz

+00
Je’Stx(t)dt konvergira.
0

4.2. Inverzna Laplasova transformacija

Ukoliko se prine Inverzna Laplasova transformacija na signal X(s), dobija se
signal X(t). Postoje nekoliko na¢ina da se dobije inverzna Laplasova
transformacija

1. Formula za inverziju

Polaze¢i od ¢injenice da je Laplasova transformacija u sustini Furijeova
transformacija signala x(t)e™®, najlakse se dobija izraz za inverznu Laplas-ovu

transformaciju. Dakle, ako je analiticka relacija Furijeove transformacije data
izrazom:

X (s) = X (o + jw) = T[x(t)e“’" by

—00

Tada se sinteticka relacija moZe napisati na slede¢i nacin:
17 i

x(t)e ™ = — J.X(a+ joei®ds
2w i

Ako se leva i desna strana poslednje jednakosti pomnozi sa €, dobija se da je
inverzna Laplasova transformacija:

1 i
X0 === [X(o+ jok o
27 2
Koriste¢i smenu s=o+jw, ds=jd @ , dobija se konacni izraz za x(t):
o+ jw

x(t) = P I X (s)e'ds

o—jw
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Data relacija se naziva inverznom Laplas-ovom transformacijom, u literaturi
oznacena kao x(t) = £7(X(s)). Ova relacija nam omogucava da se originalan
signal u vremenskom domenu moZe rekonstruisati ukoliko nam je poznata
njegova Laplasova transformacija. ReSavanje ovog integrala Cesto moze biti
sloZen postupak, tako da se prihvata slede¢i manje kompleksan nacin.

Ukoliko signal X(s) postoji, tada se integral za racunanje inverzne Laplasove
transformacije, ratuna po pravoj o =const. koja mora pripadati oblasti
konvergencije funkcije X(s) gde o, < Re(s) < o, .

2. Korisc¢enje tabele za inverznu Laplas-ovu transformaciju
Za cCesto koriS¢ene signale, da ne bismo morali svaki put da koristimo

definicione integrale za izraCunavanje Laplasove transformacije, na osnovu
navedenih osobina, dobija se sledeca tabela.

Signal x(t) Laplasova Oblast konvergencije
transformacija X(s)

S(t) 1 Svako s

u(t) 1 Re(s)>0
s

-u(-t) 1 Re(s)<0
s

e tu(t) 1 Re(s)>-a
s+a

e tu(-t) 1 Re(s)<-a
s+a

te~u(t) 1 Re(s)>-a
(s+a)?

sin(wyt)u(t) @l Re(s)>0
s?+a?

cos(wgt)u(t) wl Re(s)>0
s?+w?

e ¥ sin(wgt)u(t) @l Re(s)>-a
(s+a)? +@f

e cos(w,t)u(t) w? Re(s)>-a
(s+a)’ +w¢

Tabela 1. Laplasova transformacija cesto koris¢enih signala

93



SIGNALI | SISTEMI

Na osnovu Tabele 1, interesantno je primetiti da odredjeni signali iako su
razli¢iti imaju iste Laplasove transformacije, a razlikuju se samo po oblasti
konvergencije. Takodje, moze se primetiti da za kauzalne signale ili ako postoji
neko t, takvo da je za t<t,, x(t)=0, tada njihova oblast konvergencije ima formu
Re(s) > const., dok za nekauzalne sisteme, oblast konvergencije ima formu
Re(s) < const.

Da bi se primenio ovaj nadin za izraCunavanje inverzne Laplasove
transformacije, potrebno je Laplasovu transformaciju podeliti na sabirke

X(8) = X1 (8)+ X5 (8)+...+ X,(S)

Gde su
X1(s), X,(s) ... X, (s) Laplasove transformacije ¢lanova x, (t), X, (t), ... X, (t).
Iz osobine linearnosti Laplasove transformacije vazi

X(t) = X, (1) + X5 (t) + ...+ X, (1)
Primer 1:
Dati su signali X(s), Zelimo da izratunamo inverznu Laplas-ovu transformaciju:

a) X(s) = i Re(s)>-1

Na osnovu Tabele 1
x(t) = e tu(t)
b) X(s) = ——, Re(s)<-1
s+1
Na osnovu tabele 1 dobija se da je

x(t) = —etu(-t)
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Zadatak 4.1.
Koriste¢i programski jezik Python, izracunati Laplace-ovu transformaciju
slede¢ih funkcija:
a) H(s)=
s?+1
2
b) H() =0
(s+1D(s+2)
ReSenje:
a)
In [4]: from sympy import *
In [5]:|init printing()
In [€]: =,t=symbcls('=,t')
In [7]: Laplace_functic:Ist (a**2+1)
In [9] inverse laplace transform(Laplace function,s,t)
out[8]1: cos (@ (1)
b)
In [10]: from sympy import *
In [11]: init printing()
In [12]: =,t=symbols("s,t")
In [14]: Laplace_function=2,‘ (s**Z43*ztl)
In [15] inverse laplace transform{Laplace function,s,t)
ousl151: 2 (e —1) &0
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Zadatak 4.2.

Koriste¢i programski jezik Python, ako je dat signal X(S), izraunati njegovu
inverznu Laplasovu transformaciju:

25+4
a) X(s)=———, Re(s)>-1
) X6) s?+4s5+3 ©)
2s+4
b) X(s) =—————, Re(s)<-3
) X6 s +4s5+3 ©)
2s+4

c) X(s)=——,-1<Re(s)<-3
) XG) s?2+4s5+3 ©)

4.2.1.  Stukturni blok dijagrami sistema

Kada je bilo reci o definiciji signala i sistema, bilo je rec¢i o strukturnim blok
dijagramima. Potreba za ovim blok dijagramima nastala je kako su sistemi
postajali slozeniji. Kao §to smo ve¢ pomenuli, najjednostavnije transformacije
su paralelna veza, redna (kaskadna) veza i veza sa povratnom spregom.

1. Redna veza dva sistema je ostvarena ukoliko je izlaz prvog od njih
istovremeno ulaz drugog sistema. Ova veza se ekevivalentno
predstavlja jednim sistemom ¢ija je funkcija prenosa jednaka proizvodu
pojedinih funkcija prenosa H(s) = H,(s)-H,(s) . Redna veza sistema
je predstavljena na slici 60.

— HO H() s

Slika 65: Redna (kaskadna) veza sistema

2. Dva sistema su u paralelnoj vezi ukoliko imaju zajednicki ulaz a njihovi
izlazi se sabiraju u cilju formiranja zajednickog odziva

H(s) = Hy(s) + Hz(s)
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Paralelna veza sistema predstavljena je na slici 66.

N B - A5

—

xir)

Hy(s)

Slika 66: Paralelna veza sistema

3. U praksi, Cesto se Koriste sistemi sa povratnom spregom kakva je
prikazana na slici 67. Ova vrsta sistema Kkoristi izmerenu vrednost

izlaznog signala i povratnu spregu da bi taj signal bio uporeden sa
zeljenom vrednos§cu izlaznog signala.

Funkeciju prenosa dobijamo na sledec¢i nacin:
Y(s) =HyX(8)—Hy(s)H2 (s)Y (s)

Uzimajuéi u obzir da je funkcija prenosa predstavljena kao H(s) = Y(s)

—~  dobija
X(s)
se daje

ekvivalentna funkcija prenosa sistema sa povratnom spregom data je
izrazom

H(S) — Hl(S)
1+H(s)H,(s)

Na ovaj nacin, kori§¢enjem izraza za ekvivalentne funkcije prenosa, mogu se
reSavati mnogi slozeni sistemi.

97



SIGNALI | SISTEMI

H, (s)

W

H,(s)

Slika 67: Sistem sa povratnom spregom
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Zadatak 4.3.

Na slici 68 prikazan je sistem ¢iji su ulaz i izlaz x(t) i y(t), respektivno.
Koriste¢i programski jezik Python, izraCunati ekvivalentni sistem prenosa H(s)
ako je:

1

Hy(s)

(s-2)*

1 1
S 7

1
"2 Hy(s) ==~ H3(5)=S—2,H4(5)=

Resenje:

Ovaj sistem se u dva koraka svodi na sistem sa slike 68, ¢ija je ekvivalentna
funkcija prenosa

() - FLOH2()H5(s)
L+ H3(9)H4 (5)

x(1) (&)

D

H\(s) fs— Hy(5) Hy(s)

H-;(S)

Slika 68: Slozeni sistem sa povratnom spregom
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In

In

In

In

In

In

In

In

[193]:

[154]:

[195]:

[1%9&]:

[158]:

[199]:

[200]

[201]:

[202]:

from sympy import ¥

init printing{)

g, t=symbols ("=s,t"')

H1=1/ (s**2+3*%=+2)

HZ2=1/s

H3=1/3%*2

H4=1/ (s**2-4*z+4)

He=H1*H2+H3/ (1+H3*H4)

inverse laplace transform(He,s,t)
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5. z Transformacija

U predhodnom poglavlju, upoznali smo se sa Laplasovom
transformacijom koja sluzi za resavanje diferencijalnih jednacina u vremenski
kontinualnim sistemima, dok u ovom poglavlju upoznaéemo se sa z
transformacijom koja sluzi za pretvaranje diferencnih jednacina u algebarske
jednacine. Njihov znaéaj je u tome S$to pojednostavljuju analizu vremenski
diskretnih sistema i za z transformaciju vaze iste osobine koje vaze i za
Laplasovu.

5.1. z Transformacija

5.1.1. Definicija z transformacije

Ukoliko je dat diskretni signal x[n], tada je njegova z transformacija X(z), (u
literaturi poznata kao Z(x[n]) = X(z) ) data izrazom:

X(2) = io:x[n]z‘n ,

nN=—o0
Generalno govoreci, promenljiva z je kompleksan broj, predstavljen oblikom

z=rel”
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5.1.2.

Oblast konvergencije z transformacije

Kao i kod Laplasove transformacije, tako i kod z transformacije, skup vrednosti
kompleksne promenljive z za koju funkcija Z(x[n]) = X (z) konvergira, naziva se

oblast konvergencije.
Oblast konvergencije ima sledece osobine:

a)
b)

c)

d)

Oblast konvergencije, ne sadrzi ni jedan pol.

Ako je x[n] konacan niz, tj. van nekog konaénog intervala vazi da je
X[n]=0 i ako njegova Z transformacija X(z) konvergira za neku vrednost
z, tada je oblast konvergencije celokupna z ravan, osim za vrednosti
2=0i z=00.

Ako je niz x[n] ograni¢en sa desne strane, tj. X[n]=0 za n<x i ako z
transformacija X(z) konvergira za neku vrednost z, tada oblast
konvergencije ima oblik

|2| > Fax ili 00> |2 > 1, gde je 1, najveca amplituda medju polovima
transformacije X(z). Dakle, oblast konvergencije je unutra$njost
kruznice |z =, U Z ravni sa mogué¢im izuzetkom z=oo.

Ako je niz x[n] ogranicen sa leve strane, tj. X[n]=0 za n>-wi ako z
transformacija X(z) konvergira za neku vrednost z, tada oblast
konvergencije ima oblik

|z < Fax ili 0<z| < 1y, 9de je r,;,najmanja amplituda medju polovima
transformacije X(z). Dakle, oblast konvergencije je unutra$njost
kruznice |z| = ry;, U Z ravni, sa moguéim izuzetkom z =0.

Ako je niz x[n] ogranicen sa leve i desne strane i ako z transformacija
X(z) konvergira za neku vrednost z, tada oblast konvergencije ima oblik
n<lzZ<r,,gdesu n i r, amplitude od dva pola transformacije X(z), a z

ravan ne sadrzi ni jedan od ovih polova.

Kao i kod Laplasove i kod z -transformacije, da ne bismo svaki put ponovo
izracunavali sumu, koristimo tabelu sa transformacionim parovima (Tabela 2).
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1-2az * cosw, +a’z 2

Signal x[n] Z transformacija X(z) Oblast konvergencije

S[n] 1 Svako z

ufn] 1 l1>1
1-z7"

a"u[n] 1 |z| >
1-az™

na"u[n] az! lz| > al
(1-azt)?

—a"u[-n-1] 1 2| <|a]
1-az™

—na"u[-n-1] azt |z| <|a]
(1-azt)?

(cosawpnuln] 1-z7 cosa, l7>1
1-2zcosm, +272

(sin wgnjuln] 27t sin o, |z|>1
1-2z 1 coswy +2 77

(a" coswyn)u[n] 1-az ' cosm, 2| >
1-2az * cosw, +a’z 2

(a" coswyn)u[n] az "t sin w, 2| >a

Tabela 2. z transformacija ¢esto koris¢enih signala

5.2. Inverzna z transformacija

Ukoliko je poznat impulsni odziv kauzalnog sistema z transformacija X(z), tada
je sekvenca x[n]=Z7(X(z)), tj. Njegova inverzna z transformacija data

izrazom:

x[n]= iifx (2)z"dz , gde je C kontura u smeru kazaljke na satu.
C
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5.2.1. Model nula i polova

Kao i u slu¢aju inverzne Laplasove transformacije, i z transformacija se moze
predstaviti pomoc¢u modela nula i polova

X(Z) k (Z Zl) (Z m)
(z-p)-@-pp)

Uzimajuci u obzir da je m<n i da su svi polovi prosti, moze se napisati

n

X(z C C C C C c
) _C, & , C , , G :—°+Z:—k

z Z I-p ZI-P Z=Pn 2 k:lz_pk’
Gde je
CO=X(Z)|Z i
o=@-p) 22
=py

Tada se dobija izraz

z z
X(z)=Co+¢; +C, +o4C, —co+z:ck
Z—p; Z—p, - Z= Pk
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5.2.2. Stukturni blok dijagrami sistema

Kada je bilo reci o definiciji signala i sistema, bilo je reci o strukturnim blok
dijagramima. Potreba za ovim blok dijagramima, nastala je kako su sistemi
postajali sloZeniji. Kao $to smo ve¢ pomenuli, najjednostavnije transformacije
su paralelna veza, redna (kaskadna) veza i veza sa povratnom spregom za koje
vaze sledece osobine

1. Redna veza dva sistema je ostvarena ukoliko je izlaz prvog od njih
istovremeno ulaz u drugi sistem. Ova veza se ekevivalentno predstavlja
jednim sistemom c¢ija je funkcija prenosa jednaka proizvodu pojedinih
funkcija prenosa H(z)=H,(z)-H,(z). Redna veza sistema je
predstavljena na slici 69.

[
—a| Hy(2) Hy(2) 7
4] | o]

Slika 69: Redna (kaskadna) veza sistema

2. Dva sistema su u paralelnoj vezi ukoliko imaju zajednicki ulaz a njihovi
izlazi se sabiraju u cilju formiranja zajedni¢kog odziva

H(z) =Hy(2) + H,(2)

Paralelna veza sistema predstavljena je na slici 70.

s H,(2) —‘

E— H,(z)

Slika 70: Paralelna veza sistema
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3. U praksi, Cesto se koriste sistemi sa povratnom spregom kakva je
prikazana na slici 71. Ova vrsta sistema, koristi izmerenu vrednost
izlaznog signala i povratnu spregu, da bi taj signal bio uporeden sa
zeljenom vrednoséu izlaznog signala. Ekvivalentna fuinkcija prenosa
sistema sa povratnom spregom data je izrazom

H(Z) — Hl(Z)
1+H:1(2)H2(2)

H,(z)

H,y(2)

Slika 71: Sistem sa povratnom spregom

Na ovaj nacin, koriS¢enjem izraza za ekvivalentne funkcije prenosa, mogu se
reSavati mnogi slozeni sistemi.
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Zadatak 5.1.

Funkcija z ravi uzima brojilac i imenilac prenosne funkcije i crta polove i nule
kompleksne z ravni

-1 -N
by +bz7 +...+byz
N

H(z) = =] -
ag+az  +..+tayz

Koeficijenti a; i b; (i=1,...N) ée se smestati u vektore a=[ay,a;,....ay | i
b=[by,b;,....b\ ]

Nacrtati z ravan za sledecu prenosnu funkciju

7zt +%Z_2
H(z) = 1 3
1+-71-2772
4 4

In [11]: import numpy as np
import matpleotlikb.pyplot as plt
from matplctlib import patches
from matplotlib.figqure import Figure
from matplotlik import rcParams

In [12]: #crtanje kompleksne raw
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In [ 1: def zplane{k,a, filename=None} :

# get a figure/plot
ax = plt.subplcot{111)

# create the wunit circle

uc = patches.Circle( (0,0}, radius=l, fill=False,
color='black', l1ls='dashed')

ax.add patch (uc)

coefficients are less than 1, normalize the coeficients
np.max (b} > 1:

kn = np.max(b)

b = bffleoat (kn)

# The
if

else:
kn =1

if np.max(a} > 1:
kd = np.max{a)
a = afflecat (kd)}
else:
kd = 1

Get the poles and zeros
= mp.roctsz(a)
= mp.roots (b}
kn/float (kd)

N o

# Plot the =zeros and set marker properties

tl = plt.plot{z.real, =z.imag, "go', ms=10)

plt.setp({ tl, markersize=10.0, markeredgewidth=1.0,
markeredgecolor="k', markerfacecclocr="g')

# Plot the poles and set marker properties
tZ2 = plt.plot{p.real, p.imag, "rx', ms=10)
plt.setp({ t2, markersize=12.0, markeredgewidth=3.0,

markeradgecolor="r', markerfacecclor="r')
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spines['left'] .set_position('center’}
spines['bottom"] .set position('center')
spines['right"].set wvisible (False)
-spines['top'] .set_wvisible (False}

set the ticks

= 1.5; plt.axis('scaled"}; plt.axis([-r, r, -r, r])}

cks = [-1, -.53, .53, 1]; plt.xticks({ticks); plt.yticks(ticks}
filename i= None:
plt.show()

=e:

plt.zavefig(filenams)

return z, p,

In [1&]: b = np.array ([0, 1, 1/2])

In [17]: & = np.arravi([l, 1/4., -3/4.1)

In [18]: =zplaneib,a)

out[l8]: {array([-0.3]1), array([-1. , 0.73]))
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6. Filtriranje signala

Funkcija prenosa digitalnog filtra je data u obliku

CY(2)  by+bz T+ +byz
B M

H(z)

X(2) ag+azt+.rayz

U proslom poglavlju smo videli kako se wuz pomoc¢ softverskog paketa
izracunavaju koeficijenti a i b.

Izlaz iz sistema se tada u inverznom obliku moze predstaviti pomocu jednakosti
M N
yin]=-> a,yln—k]+ > b xn—K]
k=L k=0

Kako bismo ilustrovali ideju z transformacije, u ovom poglavlju ¢emo opisati
jednostavnu i posebno korisnu vrstu filtera pod nazivom Batervortov filtar.
Filtri ove vrste imaju definisana dva parametra, grani¢nu frekvenciju i reda
filtra. Frekvencijski odziv ovih filtara je monotona funkcija, a ostrina prelaza iz
propusnog u nepropusni opseg diktira red filtra. Frekvencijski odziv filtra je dat
izrazom

1

HGo) =————
O = ot o™

Gde o, predstavlja grani¢nu ucestanost, a N predstavlja red filtra

Za Butervortovog filtar, kontinualan u vremenu, polovi asocirani sa kvadratom
vrednosti frekvencijskog odziva su podjednako rasporedeni pod uglom na krugu
u s-ravni, polupre¢nika jednakom kriti¢ne frekvencije. Kada je data grani¢na
frekvencija i red filtra, polovi koji karakterisu funkcionisanje sistema se lako
dobijaju. Kada su dati polovi, diferencijalna jednacina koja karakterise filter je
jednoznacéno odredjena.
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Zadatak 6.1.

Nacrtati karakteristiku Batervortovog filtra 4. reda, Kkoriste¢i funkciju
signal.butter().

scipy.signal.butter

scipy.signal.butter(n, Wh, btype=low', analog=False, output=ha) [source]
Butterworth digital and analog filter design

Design an Nth order digital or analog Butterworth filter and return the filter coefficients in (B.A) or (Z.P.K) form.

Parameters: N :int
The order of the filter.
Wn : array_like
A scalar or length-2 sequence giving the critical frequencies. For a Butterworth filter. this is the point at
which the gain drops to 1/sqrt(2) that of the passband (the *-3 dB point”). For digital filters, Wh is
normalized from 0 to 1, where 1 is the Nyquist frequency, pi radians/sample. (Wh is thus in half-cycles /
sample.) For analog filters, Wh is an angular frequency (e.g. rad/s).
btype : {lowpass’, ‘highpass’, ‘bandpass’, ‘bandstop], optional
The type of filter. Default is ‘lowpass’.
analog : bool, optional
When True. return an analog filter, otherwise a digital filter is returned
output : {ba’, ‘zpk'}, optional
Type of output: numerator/denominator ('ba’) or pole-zero (‘zpk'). Default is ‘ba’
Returns: b, a . ndarray, ndarray
Mumerator (b) and denominator (s} polynomials of the IIR filter. Only retumed if output="ba".
z, p. k : ndarray. ndarray. float
Zeros, poles, and system gain of the IIR filter transfer function. Only returned if cutput="zpk".

Slika 72: Funkcija butter()

In [3]: | import scipy as sp
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import signal

In [3]:|b, a = signal.butter(4, 100, "low', analog=True)
w, h = signal.freqgs(b, a)
plt.plot(w, 20 * sp.legll{abs(h)}}
plt.xscale('lcg')
plt.title('0Odziv Batervortovog filtra')
plt.xlabel ('Frekvencija [radians / second]')
plt.ylabel {'BEmplituda [dB]"')
plt.margins (0, 0.1}
plt.grid(which="beoth', axis='both')
plt.axvline (100, color='k'} # cutoff freguency
plt.show()
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Amplituda [dB]

In [1]:

In [2]:

In [B]:

In [11]:

In [23]:

In [30]:

In [31]:
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Odziv Batervortovog filtra

0 T
_zﬂ 4
_4[| 4
—a0 -
_Eﬂ 4
10! 107 10°

Slika 73: Karakteristika Batervortovog filtra 4. Reda

import scipy as sp

import numpy as np

from scipy import signal

import matplotlib.pyplot as plt

Fs = 100
t = np.arange(0,2,1./Fs )

X = sp.cos{2*np.pi*t*3} + 0.5*sp.cos(2*np.pi*t*7) + sp.cos(2*np.pi*t*l3)

plt.plot (t,x)
plt.show()
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In [32]:

In [33]:

In [&5]:

0.0 I1I5 ]_ICI ILIS
X = gp.fft(x)
N=len (X}

f=np.linspace (0, FsfZ, len(X)/2+1)
f=f[:-1]
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In [&E]: | plt.stem(f, X[0:N/Z2])
Out[&&]: <Container cbject of 3 artists>

120 T T T T

W00 e [ ] 1

a0+ 4

B0 4

In [10%]: b, a = signal.butter(3, 0.1)

Im [123]: w,

o
|

= gignal.freqz (b, a, 100}

In [124]: wl w/sp.pi * Fs/f2

In [1253]: plt.plot{wl, abs(h})
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Out[125]: [«=matpletlik.lines.Line2D at 0xl44963c8>]

12

10

08

06

D4l

0z

0.0 - - -
0 10 20 30 40 50

Nacrtana amplitudska karakteristika nam govori koliko ce biti pojacanje ili
slabljenje signala na datoj frekvenciji. Vidi se da za niske frekvencije,
odokativno od 0 do 4Hz, pojacanje iznosi 1. Takodje, vidimo da u opsegu od
4Hz do 10Hz postoji prelazni period. Frekvencije u ovom opsegu ¢e biti
oslabljene, ali ne i sasvim potisnute. Vidimo da su frekvencije ve¢e od 20Hz
znacajno potisnute. U praksi se koristi amplitudska karakteristika iscrtana u
logaritamskoj razmeri.
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In [12&]: ¥ = signal.lfilter{k, a, =}

In [127]: |plt.plot(t, =, t, ¥)

Out[127]: [<matpletlik.lines.LineZD at 0x14655f60>,
<matplotlik.lines.LineZD at 0x146a5140>]

3
0.0 05 10 15 20
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In [128]: ¥ = =p.£fft(y)

In [12%]: f£f=np.linspace (0, F=/2, len(¥)/2+1)
f=f[:-1]
plt.stem(f, abs(Y[0:H/2]}))

out[l2%]: «Cocntainer cbkject of 3 artists>

&

20+ 1

lﬂ-m 1
0

U ovom delu vidimo da je propusten samo prvi kosinusni signal na frekvenciji
3Hz. Druga dva signala su relativno izfiltrirana, ali spektar izlaznog signala
prikazuje da su ove frekvencijske komponente prisutne. Jedna od strategija da
se poboljsa amplitudska frekvencijska karakteristika u nasem primeru je da se
poveca red filtra. On ¢e doprineti da amplitudska karakteristika brze opada, pa
je tako prelazni interval manji. Napomena je da u praksi ovaj red filtra ne treba
previse povecavati, jer moze prouzrokovati nestabilnost filtra

In [122]: b, a2 = signal.butter(3, 0.07)

Druga strategija je pomeranje grani¢ne frekvencije (engl. "cut-off frequency")
na nize vrednosti. U ovom slucaju izabrana normalizovana vrednost od 0.07
odgovara frekvenciji od 3.5Hz. prethodna vrednost (0.1) je odgovarala
frekvenciji od 5Hz. U praksi je potrebno razlikovati delove spektra koji ¢ine
koristan signal. Sa druge strane, ¢esto se desava da se u nekim delovima spektra
pored propushika niskih opsega (low-pass filter), mogu se isprojektovati i
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band-bass i high-pass filtri. Kao prvi korak za nas primer, mogu se definisati
granicne frekvencije, kao aritmeticke sredine 2 frekvencije.

#(3+7)/2=5 ==>5/50=0.1

# (7+13) /2= 10 == > 10/50 = 0.2

b1, al gignal.butter(4, [0.1, 0.2], btype="bandpass"')

wl, hl = signal.freqz(bkl, al, 100}

wl = w/sp.pi * Fs/Z

plt.plot{wl, sp.absclute (hl))
[<matplotlik.lines.Line2D at Oxl14bSe=f2B8>]

10

0.8 [
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04|

02

0.0
]

10 20 30 40 50
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In [134]: |yl = signal.lfilter(bl, al, =x)

In [135]: |plt.plot(t, ¥1, t, x)

Out[135]: [<matplotlilky.lines.LineZD at Ox14f7ZcHE>,
<matplotlik.lines.LineZD at 0xl4f7Zebi>]

0.0 05 10 15 20

In [13e]: plt.plot{t, ¥l)
Cut[136]: [«matpleotlik.lines.Line2D at 0xl15314d4d3c83]

06 T T T

0.4

0z

00 05 10 15 20
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Dobijeni signal podseca na signal koji se sastoji samo od kosinusnog signala na
7 Hz. Medjutim, moguce je zapaziti da je sada njegova amplituda promenjena i
da vise nije konstantna 0.5 (pogledati kako je signal y[n]. definisan). Da bismo
se u ovo uverili mozemo ponovo nacrtati spektar izlaznog signala y;.

In [141]: ¥1 = sp.fft(yl)
plt.stem({wl, abs{(¥Y1[0:8M/2])))
Cut[141]: <«Container ckbject of 3 artists>

50 T T T T

20} R

10

Vidimo da frekvencija na 13 Hz nije u potpunosti izfiltrirana i da se nalazi u
izlaznom signalu. Stoga, mozemo pokusati da napravimo filtar koji ima uzi
propusni opseg i nesto strmiju amplitudsku karakteristiku u prelaznom opsegu

In [174]: b2, aZ gignal.butter(&, [0.1l, 0.1¢], btype="bandpass"')

In [1753]: w2, hZ signal.freqz(b2, a2, 100}

Ovde mozemo i da objasnimo vrednost parametra 100. Njime definisemo broj
tacaka u kojima zelimo da izracunamo vrednosti amplitudske karakteristike.
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plt.plot {wl, aks{h2))
Cut[175]: [«matpletlik.lines.LineZD at 0x179%3dal=]

12 T T T T

10

08

06

0.4

02

0.0 - - -
0 10 20 30 40
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In [17&]: w2 = signal.lfilter(bZ, a2, x)

In [177]: plt.plotit, ¥2)

Cut[177]: [«<matplotlibk.lines.LineZD at J0xl7b%ce68>]

0.6 T T T

nal |

02 8

0.0 0.5 10 15 20

Da bismo ispitali ponasanje signala posle tzv. Tranzicionog
perioda, kalkulacije smo izvrsili za relativno duzi vremenski interval od 10
sekundi. Sada primecujemo da je amplituda izlaznog signala relativno konstanta
u intervalu posle 2 sekunde.
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Out[188]: [<matplotlib.lines.Line2D at 0x152725c0>]

0.6 - T T T

04|

02}

0.0

In [184]: tl1 long

Cut[184]: array([], dtype=floaté4)
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Zadatak 6.2.

Generisati signal x(t) =sin(270.75t) +0.5sin(271.5t) + n(t), gde n(t) predstavlja

Beli Gausov Sum i propustiti kroz Butervortov filtar. Signal nacrtati pre i nakon
propustanja signala kroz Filtar Propusnik Niskih Ucestanosti. Koristiti naredbu
Ifilter().

scipy.signal.lfilter (b, a, x, axis=-1, zi=None)
Filter data along one-dimension with an IIR or FIR filter.

Filter a data sequence, x, using a digital filter. This works for many fundamental data types (including Object
type). The filter is a direct form II transposed implementation of the standard difference equation (see Notes).

Parameters b : array_like

The numerator coefficient vector in a 1-D sequence.

a : array_like
The denominator coefficient vector in a 1-D sequence. If a[0] is not 1,
then both a and b are normalized by a [0].

X : array_like
An N-dimensional input array.

axis : int, optional
The axis of the input data array along which to apply the linear filter. The
filter is applied to each subarray along this axis. Default is -1.

zi : array_like, optional
Initial conditions for the filter delays. It is a vector (or array of vectors for

an N-dimensional input) of length max (1len(a), len(b)) - 1.1Ifzi
is None or is not given then initial rest is assumed. See 1 £iltic for more
information.

Slika 74: Naredba Ifilter()

ReSenje:

In [4]: import numpy as np
from scipy import signal

In [3]: import matplotlik.pyplot as plt
In [B]: | t=np.linspace({-1,1,201)
In [13]: | x~np.sin{2*np.pi*0.75%t)+0.5*np.sin{2%*np.pi*l.5%t) #signal

In [14]: | plt.plet{t,x)
plt.show()
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Slika 75: Signal x(t) = sin(270.75t) +0.5sin(271.5t)

In [153]:  n=0.25*%np.random.randn(len(t})

In [16]:  plt.plet(t,n)
plt.show()

048
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-04 4

-100 -075 —050 -0.25 000 025 050 075 100

Slika 76: Signal n(t)-Beli Gausov Sum
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In [17]: =n==x+n

In [18]:
plt.plet (t, xn)
plt.sheow()

-100 -075 —0.50 —0.25 D00 025 D050 075 100

Slika 77:Signal x(t) =sin(270.75t) +0.5sin(271.5t) + n(t)

154

10 4

0.5 4

0.0 4

-1.0

-100 —0.75 -050 -0.25 000 025 050 075 100

Slika 78: Signal x(t) = sin(270.75t) + 0.5sin(271.5t) + n(t)
nakon prolaska kroz Batervortov filtar
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Zadatak 6.3.
Neka je dat signal

X(t) = cos(272t) + cos(2711t) + cos(2722t)

Izracunati Diskretnu Furijeovu Transformaciju za u¢estanost odabiranja, uzeti
da je F,=100Hz
a) Nacrtati signal x(t)

b) Iscrtati levu polovinu spektra

c) Konstruisati filtar propusnik niskih ucestanosti (Batervortov filtar) koji
¢e propustiti signal na 2Hz

d) [Izfiltrirati signal x(t) datim filtrom i iscrtati dobijeni izlazni signal

ReSenje:

a)

In [1]:  import scipy as sp
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import signal
$matplotlib inline

In [2]: Fs = 100
t = sp.arange(0,2,1/Fs)
® = sp.cos{2%*sp.pi*t*2} + sp.cos(2*sp.pi*t*ll) + sp.cos{2¥*sp.pi*t*22)
plt.plot{t,x, "'xr")

Cut[2]: [<matplotlib.lines.LineiZD at 0x81023d0>]
3 T T
21 i
1
0
—1} i
-2 b i
-3 ! L I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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In [3]: X = sp.fft({x)
F = sp.linspace(0,Fs,len(x)+1)
F =F[:-1]
N = len(X)
plt.stem(F[0:N/2], sp.absolute(X[0:N/2]), 'r')
Out[3]: <Container cbject of 3 artists>
120 T T T T
100~ o [ ] [ ] 1
80 .
60 - 8
40 | -
20+ —
0
[} 10 20 30 40 50
In [15]: | from scipy import signal
In [27]: |b,a = sigmal.butter(4, 0.1}
# vrednost f0 odgovara formuli fo = FO / (Fs/2).
# dakle ukolike zelimeo de postavimo granicu filtra na 5Hz, ——> §Hz / 50 Hz = 0.1

In [28B]: w,h = signal.freqz(b,a)
plt.plot {w, sp.absolute(h))

Vidimo da je amplitudska karakteri

ika izracunata od nula do sp

Y

Mozeme skalirati x—osu tako da bude u sprezi sa frekvencijom odabiranjz

h

normalized = w / sp.pi

ff = f_normalized * (Fa/2)

129



SIGNALI | SISTEMI

d)

In [Z£9]:

Out[29]:

In [30]:

In [31]:

plt.plot (££f, sp.absolute (h))

[«matplotlib.line=s.Line2D at O0xlbT7b5400>]
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plt.
plt.
plt.

al

iltriranje signala x.

signal.lfilter(b,a,x)

subplot (211)
plet (t,x)
subpleot (212)
plot(t,y)

[<matplotlik.lines.LineZD at 0x1balf518>]
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Zvucni signal

U ovom odeljku bi¢e razmatran zvuk kao primer signala.

Zvuk je mehanicka oscilacija Cestica nekog elasticnog medijuma koje se kroz
njega najéesce prostiru kao talas i koje (uglavnom) ¢ovek ¢uje. Covekov organ
sluha moze da registruje oscilacije u frekvencijskom opsegu od 16 Hz do
20.000 Hz ako one imaju dovoljni intenzitet.

Zvuk se prostire kroz medijume u sva tri agregatna stanja. Zvuk ne moze da se
prostire u bezvadu$nom prostoru. Pod zvukom se podrazumevaju i oscilacije
izvan napred navedenog frekvencijskog opsega: infrazvuk ispod 16 Hz
i ultrazvuk iznad 20.000 Hz.

Zvuk se u vazduhu prostire kao longitudinalni talas brzinom od ¢ = 344 m/s
natemperaturiod 20°C  pri  normalnim  atmosferskim  uslovima.
Oblast fizike koja proucava zvuk zove se akustika. Obrada signala zvuka
obuhvata sintezu, transformaciju i analizu. Iste metode mogu se primeniti na
bilo koji drugi signal (elektri¢ni, mehani¢ke vibracije, slike, audio-video fajlovi.
Mehanicke oscilacije zvuka se predstavljaju kao periodi¢ne:

Parametri zvuénog signala:

— amplituda (pmax) je maksimalna vrednost pritiska vazdusnog talasa. Odreduje
intenzitet (jainu) zvuka, izraZava se u decibelima (dB)

— frekvencija (uCestanost) je broj oscilacija zvu¢nog signala u jednoj sekundi i
izrazava se U hercima (Hz), jedna puna oscilacija signala naziva se perioda (T
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p

Pmax

Kvalitet zvuénog signala zavisi od njegove cistoce. Cist zvuk, odnosno prost
zvuk, ima samo jednu ucestanost oscilovanja i on je idealnog kvaliteta. To je
tzv. ton.

Stepen Cistoce se smanjuje dodavanjem signala visih frekvencija (to su umnosci
najnize frekvencije koja se naziva osnovna frekvencija. Sve ostale frekvencije
se nazivaju (visi) harmonici). Tako dobijen zvuk naziva se slozen zvuk. (primer
je akord — istovremeno zvuéanje 3 ili vise tona na nekom instrumentu — gitara,
klavir).

Postoje 1 Sumovi, a to su zvukovi koji se sastoje od velikog broja frekvencija, ali

ne postoji, tj. ne moze se izdvojiti, osnovna frekvencija, niti postoje visi
harmonici. Primer Suma su rad motora, eksplozije, Skripanje, grebanje...
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Slika 79: Boccherini’s String Quintet No. 5 in E, 3rd movement (Talas
predstavlja periodi¢an signal ¢iji oblik nije sinusoida)

Spektralna dekompozicija je nastala iz ideje da svaki signal moze da se
predstavi kao skup sinusoida razli¢itih frekvencija.

Da bi se izvrSila spektralna dekompozicija signala, potrebna je primena
Diskretne Furijeove Transformacije.

Na Slici 75 je prikazan spektar segmenta zvuka violine. Na y osi je
predstavljena snaga amplitude svake frekvencijske komponente. Najniza
frekvencijska komponenta se naziva osnovna komponenta (440Hz). Ova
komponenta je najjace amplitude i zove se dominantna frekvencija.
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Slika 80: Spektar segmenta zvuka violine
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Zadatak 7.1.
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1. Ucitavanje, ¢itanje parametara, ispisivanje audio fajla

Downloadovati zvucni fajl sa stranice https://www.freesound.org/, is¢itati
ucestanost odabiranja, odabrati odredjeni segment datog fajla i ispisati kao novi

audio fajl.

Resenje:

In [10]:

In [11]:

In [15]:

In [1l&]:

from scipy.io.wavfile import read

(fa,x)=read('C:/Users/mmarjanovic/Desk
fa

44100

=

array([ a 5, 10 -3288

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(x)
plt.show()

, -3206,

op/predavanja2016-2

017/8enzo:

-3042], dtype=intlé)
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Slika 81: Zvu¢ni signal u vremenskom domenu
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In [22]: | y=x[44100:45100]

In [23]): # radfunanje maksimalne vrednosti

In [24]: np.max(y)

out[24]: 16615

In [25]:  # Zelimo da zapisujemc audic fajl

In [2&]: from scipy.io.wavfile import write

In [27]: write('test.wav', fs,y)

In [28]: |1ls #traZenje direktorijuma gde se nalazi fajl
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Zadatak 7.2.

Koristec¢i programski jezik Python, ucitati odredjeni audio signal, proveriti da li
je mono ili stereo. Zatim, nacrtati mono signal u vremenskom domenu,
izraCunati i nacrtati njegov spektar:

In [40]:  import scipy as sp
from scipy.io.wavfile import read

In [41]:  (fs,x)=read('367538_ laspaziale short-circuit.wav')

In [42]: =x=.dtype # proveravamc tip audic fajla jer 24 bitni audic fajl nije _podrfenl
#funkcijom read

Out[42]: dtype({'intle'}

In [43]: | # ove znadi da vrednosti mogu biti mapirane u rangu 2715 do (2°15)-1

In [44]: |x = x f (2.%*15) #kako bismo normalizovali vrednosti da budu u rangu -1 do 1

In [45]: x=.shape #audic fajl ima dva kanala i 2198691 obiraka

out[453]: (2198691, 2)

In [46]: | 2198691 [ fs #radunamae u sekundama koliko je trajanje fajla

out[46]: 45.8060625

In [47]: | sl = x[:,0] #radimo samo sa jednim kanalom (monc, a ne sterec signal
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In [9]: | #crtanje signala u vremenskom domenu

t = sp.arange (0,2158651,1)
t [/ fs
=t * 1000 #vremenska skala w mili sekundama

o o
I

In [10]: | plt.pleot{t, sl, color="k'"}

Cut[10]: [<matplotlib.lines.LineZD at 0xlc3375d0belx]

In [11]: plt.show()
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In [13]: | #crtanje spektra (uzimamo samo prvih 100 odbiraka signala radi brieg izradunavanja)

X=sp.fft (sl)
X=X[0:100]

In [14]: | F=sp.linspace (0, fs, len{X)+1)
In [15]: | F=F[:-1]

In [16]: | plt.stem(F,sp.absolute (X))

out[16]: «<Container object of 3 artists>

I .“"I‘“—

0 10000 20000 0000 40000

In [17]: | plt.show()
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Zadatak 7.3.

Koristec¢i programski jezik Python, nacrtati spektrogram signala iz drugog
zadatka

Resenje:

In [19]: from scipy import signal
f, t, Sxx = sigmal.spectrogram{sl, £fs)
plt.pcelormesh(t, £, Sxx)
plt.ylabel {'Frekvencija [Hz]')
plt.xlabel ('Vreme [s5]')
plt.show()
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Zadatak 7.4.

Koriste¢i programski jezik Python, ucitati dva audio fajla, izraCunati njihovu
konvoluciju i ispisati u tre¢i audio fajl. Sva tri signala odslusati pazljivo i
napisati svoja zapazanja:

In [1]: import scipy as sp
from scipy.io.waviile import read
import matplotlib.pyplot as plt

In [2]: (f2,x)=read('367538_ laspaziale_ short-circuit.wav'}
(£21,y)=read('367669_ bobv2_ wind-chimes—01.wav')

C:\Users\mmarjanovic\Anaconda3\lib\site-packages\scipy\ic\wavfile.py:267: WavFileWarning: Chunk (non-data) not unders
tood, skipping it.
WavFileWarning)

In [3]: x.dbype # prov
#funkcijom rea

avemo tip audio fajla jer 24 bitni audio fajl nije pod

dtype ('intl6')

In [4]: y.dtype

out[4]: dtype('float32’)

In [5]: # ovo znadi da vrednosti mogu biti mapirane u rangu 2°15 do (2*15)-1

In [6]: x = x / (2.%*15) #kako bismo normalizovali inosti da budn u rangu -1 do 1

In [7]:  y=y/(2.%*31)

In [B]: | x.shape #audic fajl ima dva kanalas i 2198681 obiraka

(2198691, 2)

In [9]: y.shape

out[9]: (1051061,)

In [10]1: # iz ovoga zak ujemo da je y signal mono

Tn [11]: sl = x[:,0] #radimo samo sa jednim kanalom (mono, a ne stersc signal)kako bi i prvi signal bio mono
In [12]: from scipy import signal
In [13]:  # kekeo bi vreme izradunavanja bilo krade, uzimamo prvih 1000 odbiraka vakog signala

In [14]: y=y[0:1000]
Tn [15]: s1=s1[0:1000]

Tn [16]: convolution=signal.convolve(y,sl)
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In [16]: econvelution=sigmal.convelve (y,sl)
In [17]: plt.stem{convoluticon)
out[17]: <«<Container cbiject of 3 artists>

In [18]: | plt.show()

le—14

T T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
In [20]: | from scipy.io.wavfile import write

In [23]:  write{'audioconveluticn.wav',fsl,convolution)
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