UNIVERZITET SINGIDUNUM
DEPARTMAN ZA POSLEDIPLOMSKE STUDIJE | MBUNARODNU SARADNJU

(&

MASTER STUDIJE
Studijski program: POSLOVNA EKONOMIJA

MASTER RAD

Optimizacija portfolija hartija od vrednosti na Beogradskoj berzi na osnovu teorije
Harija Markovica

Mentor: doc. dr Lidija Barjaktarovié¢ Student: Tomo Simovi¢
Broj indeksa:402132/2011

Beograd, jun 2012.



Sadrzaj

UVO e 4
1. Pojam optimizacionog modela u st&tj ekonomskoj analizi................. 6
2. Linearno programiranje.........c.cccuuueieeeeueeeeeeiiieeeeeeieeeeeeannseeeeensnneas 7..
2.1 Primarni Problem. ... ... 9
2.2 SIMPIEKS MELOM. ... .ttt nne e e e e eeeeeeeeeees 10
2.3 DUAINT PrODIEIML .. ettt memmne e e e e e e e e e e eeeeeees 13
3. RAZMENE ...t e e s 15
3.1 POJAM FAZIMEINE ...ttt e ee e e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e et e e e e e e e et aeaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaans 15
3.2 Razmena i Paretova efikasna alokacija ............coeeveviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeeeee e 16
4. Meduzavisnost i dobicCi 0d trgoVINe ...........coceeeeeeeeeeiiiiee e 18
4.1 Primer trgoVving dVa PrOiZBECEA .......uuuuuruerientieiiii s s e sessnesessnenennnes 18
4.2 Teorija komparativnin prednosti ..o 19
5. Primena linearnog programiranja u teoriji kongpianih prednositi........ 21
5.1 Primer trgoving dve ZeMIJe... ..o 21
5.2 GraniCa efiKaSNOSTI........cooiiii e e 22
5.3 Dual primera miInarodne trgoViNe ..........coooiiiiiiiiiii e 24

6. Finansijska trziSta i Beogradska berza ..o .25

6.1 FiNansijSko trZiSte U Srhiji ........ooi oo 25
B.2 BEIZA ..o e 25
6.3 BeOgradska DEIZa ...... . 26
7. Moderna portfolio analiza-Markovicev model .....coeeeeeeiiineiiinnn .27
7.1 OSNOVNA IAEJA ..ot 27
7.2 CG¢ekivani prinos i standardna devijacija portfolya. -.........ccoooeeeiieiiiiiniieneen, 28.
7.3 Korisnost i Krive iNndiferenNtnOSE ........ccceeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieiieeeeenee e 30
7.4 Teorema 0 efikasnom SKUPU ......oooii i 31
7.5 Selekcija optimalnog portfolija ... 33
8. Efikasni skup na Beogradskoj Derzi.......ceeveiiiiiiiiiiiiiieeiiceiiiinn 34
8.1 Izbor hartija od vrednosti i perioda POSMABAN].............eveerreveeeeririeieieneees s 34
8.2 Izr&unavanje efikasnog SKUPQA .........ccooiiiiiieiiiiiiiieiiiie e mneees 36
ZAKIJUCAK ...evee e emmmme e aaaees 41



(12T =L (0 =
[ 1[0 o It RO PRPRPRPPPPPRPRRIN
PIIOG 2 ettt s ettt sttt bt nennnenrnnnes



Uvod

U ekonomskoj nauci se sv&eXe koriste matematke metode u reSavanju
ekonomskih problema i objasnjavanju ekonomskih ymoj&Ekonomska teorija se moze
videti kao teorija optimalnog odiivanja prilikom alokacije ogratenih resursa. Veliku
poma prilikom reSavanja ovih problema mogu da pruze emattke metode i
inzenjerska reSenja iz radglih oblasti. Naravno, uz upotrebuctmara i prilagdenih
programa.

Cilj ovoga rada je da testira i pokaze primenuiostnpog algoritma (i EXCEL-
modela) za izr&unavanje koordinata ¢aka na granici efikasnosti u skupu méigu
portfolija, u modelu Markovica. U radu su istrazamslovi pod kojima je model i
algoritam mogte efikasno primeniti. Ti se uslovi odnose na izhartija od vrednosti
koje mogu da se uklfe u portfolio, kao i na izbor perioda posmatranmgnvenskih serija
dnevnih prinosa pojedinih vrsta hartija od vredindstje se koriste kao inputi u modelu.

Pokazée se da se predlozeni algoritam (i EXCEL-model) enptakténo koristiti
za utvdivanje strukture optimalnog portfolija investitorppd uslovom da je poznat
prihvatljiv nivo rizika (investitora), meren starrdaom devijacijom portfolija.

Istrazivanje metoda za izn@navanje optimalne strukture portfolija posebno je
interesantno u periodima &b finansijskin lomova, powv@nih rizika i znaajnih
fluktuacija cena hartija od vrednosti na berzi.

Velika ekonomska kriza je izvrSila snazan uticafinansijsko trzite Srbije. DoSlo
je do problema likvidnosti, odlivanja kapitala, negocnosti vr&anja kredita,
nesigurnosti i nepoverenja izthe wesnika na trzistu. Sve je to uslovilo pad vrednosti
akcija i smanjenje obima trgovanja.

Sa razvojem trzisSnih uslova u nasoj privredi, fisiggka sredstva mogu se uloziti
u vei broj oblasti. Jedna od omogh je finansijsko trziSte, a joS uzi deo bi bila
finansijska berza. Problem naSeg istrazivanja dimpgénost ulaganja na finansijskom
trziStu Srbije, posebno na Beogradskoj berzi.

Predmet ovog rada je primena metode Harija MadeoyHarry Markowitz) pri
odrefivanju portfolija ulagéa na Beogradskoj berzi, i tte se videti kako individualni
investitori i finansijski fondovi mogu investirati.

DrusStveni cilj je pokazati mogmosti i n&in ulaganja primenjiv za investitore,
koji mogu biti individualni, ali i fondovi, na Beogdskoj berzi. Investitori treba da na
osnovu spremnosti na rizik i na osnovtiekivanih prinosa, uloze svoja sredstva u
finansijske instrumente.

Metode kojete se primeniti u nawmo istrazivékom radu su:
» Osnovne metode analize i sinteze, kao i ¢éabni postupci dedukcije i indukcije,
* Metod nelinearne optimizacije (matent&timodel)
» Statisttki metodi prikupljanja, selekcije i obrade vremehslserija dnevnih
prinosa hartija od vrednosti na Beogradskoj berzi.

U radu se poslo od generalne hipoteze da je tepgiz odgovarajie modifikacije,
prilagoditi model Markovica naSim uslovima, bez iohzna to Sto je trziSte relativno
plitko, a istorija modernog funkcionisanja Beogteslberze relativno kratka.



Ispitace se i posebna hipoteza da proSirenje izabranquadkartija od vrednosti, koje
¢ine potencijalni portfolio, ne ute zn&ajno na strukturu optimalnog portfolija
investitora (trziSni portfolio).

U prvom poglavlju rada be objasnjeni osnovni pojmovi optimizacije .

U drugomcée biti predstavljene teorijske osnove metode linegiprogramiranja .

U sledéem ¢e biti prikazana teorija razmene.

Cetvrto poglavlje ¢ée dati Kklasini pristup teoriji komparativnih prednosti,
zasnovan na pojmu oportunitetnog troska.

Posle njegé&e biti prikazana primena metoda linearnog progranj@ u primeru
koji potvrduje teoriju komparativnih prednosti. & objasnjen i pojam ,granice
efikasnosti”, i dat primer dualnog problemaduearodne trgovine.

U Sestom delu rada da objasnjeni osnovni pojmovi o finansijskim trzidé i dat
kratak prikaz Beogradske berze.

U sedmomée biti objaSnjena moderna portfolio analiza, zasmavna principima
Markovica.

U sledéem ¢e se primeniti njegova teorija i préwmi na osnovu podataka sa
Beogradske berze.

Na krajuée biti dati i zakljgci.



1. Pojam optimizacionog modela u stktj ekonomskoj analizi

Optimizacioni model u statkoj ekonomskoj analizi se moze prikazati na primeru
izbora potroS&. U tom modelu, maksimizira se korist potk@sdj. njegova funkcija
korisnosti koja zavisi od n promenljivih,

max = f(q,0,,....q,).
uz zadati budZet potroSasa, koji ogtana njegove mogdimosti za potrosnju,

Z pa =Y,
i=1
i uslov nenegativnosti,, q,,...,q, = O

gde sug, koli¢ine proizvoda ili uslugap, je njihova cena & je budzet.

Korisnost, direktno, zavisi od kélne dobara koje potro&ama. Potros& osea
razlicito zadovoljsto za raalite skupove dobara koje moze da poseduje. Posdtojosi
sa razltitim kolicinama dobara ali potro§anoze da osa, kao da ima istu korisnost,
kada ih poseduje. Tada za te skupove kazemo dalazema istoj krivoj indiferentnosti.
Ako se potroS&u povea budzet, on moze piiena visu krivu indiferentnosti. Korisnost
je teSko odrediti precizno, tako da se pre mozegthw odnosu izméu skupova dobara.
Za potroSéa, kakav je odnos korisnosti, kada ga pottgEeseduje jedan skup, u odnosu,
kada bi posedovao neki drugi skup.

Ovaj problem se moze resti poéooLangranzeove funkcije,

L=U-A(3 R4 -Y)

gde je A Lagranzeov multiplikator. Funkcija ima maksimunoadu joj parcijalni izvodi
jednaki nuli,
oL

—=0, i=(@...,n
2 @...,n)
% = O
0/
Odatle sledi da je
ouU
—-Ap =0
aq P;
ou _
— = =Y =0
Yy le na
Ako uzmemo neketo i j-to dobro, iz prethodnih jednakosti dobijamo stede
v,

09 _ P _ P
ouU 4 4

Ona kaze da su marginalne korisnadb i j-to dobra proporcionalne njihovim
cenama , u optimalnom shiju tj. prilikom optimalnog ponaSanja potrédaTa jedn&na
kaZe da je, u optimalnoj situaciji, marginalna kaodst jedinice novca potrosene iria
dobro jednaka marginalnoj korisnosti jedinice noypcdroSeng-to dobro. U narednim



poglavljima prikazana je primena jo$ jednogcina optimizacije poméu metoda
linearnog programiranja.



2. Linearno programiranje

Privredne aktivhosti se, u napam broju sldajeva, odvijaju u uslovima
ograntenih resursa. Svako k@estvuje u toj aktivnosti Zeli da za sebelelalo najboljeg
moguweg ishoda, da na Sto bolji ¢, za sebe, iskoristi te ogréene resurse. To se
postize optimizacijom, gde se moZe iskoristiti ndeteasnovan na matemtbdm
modeliranju ekonomskih pojava. Jedan od takvih detge metod linearnog
programiranja.

Linearno programiranje je metodji razvoj pcinje malo pre péetka Il svetskog
rata. Kori€en je u vojne svrhe i to je uticalo na njegov kazvoj. Melutim , ¢itav niz
problema koji se odnose na optimizaciju ljudskittivalosti se moze reSavati ovim
metodom. To su:

e Planiranje proizvodnje. Osnovnha moginost njegove primene U
proizvodniji je odrdivanje optimalnog programa proizvodnje. U nameri da
maksimizira ukupan rezultat svoga poslovanja, @jinage&e izrazen
visinom ostvarenog profita, predéeeje zainteresovano iskoristi resurse
sa kojima raspolaZze na najbolji mégoacin.

e Planiranje investicija. | resursi odréeni za investiranje su, tafe,
ogranéeni. Metodom linearnog programiranja se moze otiregtimalani
nivo ulaganja u pojedine vrste hartija od vredno¥ada govorimo o
optimizaciji portfolija, Sto je problem koji se gaslja pred menadzere
investicionih fondova, banaka, osiguravé@judrustava ali i individualnih
investitora. Funkcija cilja modela linearnog pragmanja za optimizaciju
portfolija moZe izraZzavati zahtev za maksimizacijokupnog ¢ekivanog
prinosa na investirana sredstva, uz ogemirizik.

» Transportni problem. Zbog udaljenosti izniel proizvaiata i potroSaa,
nastaju troskovi prilikom transporta robe. Miningga ovih troSkova
moze izuzetno da Wk na rezultate poslovanja predéaeU tom sldaju
model linearnog programiranja moze da predstavifamizaciju ukupnih
troSkova prevoza, uz ispunjenje zahteva potrosnje.

» Optimalno rasporedivanje kadrova. U preduzéima se moZe postaviti
problem optimalnog rasporeda radnika za obavljaagicitih poslova.
Potrebno je napraviti takav raspored prilikom ofsayh poslova, da se
pritom ostvari maksimalna efikasnost u radu. Efikes se izraZava kroz
zahtev za minimizaciju ukupnih vremena rada, trgakamaksimizaciju
profita.



2.1 Primarni problem

Problem lineanog programiranja mozZe biti maksimjaadli minimizacija
odreiene funkcije, tj. nalazenje optimalne vrednosteéime funkcije, pod uslovima koji
su predstavljeni sistemom nejedima. Mi ¢emo prilikom predstavljanja modela za
reSavanje problema, koji nazivamo primarni problergovoriti 0 problemu
maksimiziranja te funkcije. Osnovi elementi modetearnog programiranja su:

» funkcija cilja
e sistem ogrartenja
* uslov nenegativnosti

Zadatak problema maksimuma se moze predstavitedasnatin:

(max)z=c¢x + X, +...+ CX,
aX tapk .. ta X <h
By + 8%+ 8, X, <D,
am1X1+a~m2X2 +"'+ampxp < bm
Xy XpyeesX, 20

Funkcija cilja je predstavljena prvom jedireom. Ona izrazava osnovi cilj zbog
koga se formuliSe i reSava odgovatajumodel linearnog programiranja. U nasSem
primeru to moze biti maksimizacija profita predéaeRadi ostvarenja cilja postqgj
aktivnosti, koje su predstavljene svojim nivoimagmenljivim x, x,,...,X, (proizvodnja

odredenih dobara, izvoz robd)ji su pojedingni efekti izrazeni parametrimg,c,,...,C, -

Sistem ogrardenja pokazuje kako se ogrémmna sredstva koriste. Njihov iznos
izrazen je slobodnim ¢lanovima b,b,,....b,. Kori&enje raspolozZivin resursa
predstavljeno je parametrimg (i=1,...,m; j=1,...,p), pri cemu koeficijenta;, pokazuje
koris¢enjei-tog resursa pri jedithom ostvrarivanjy-te delatnosti.

Uslovi nenegativnosti su neophodan deo modela rimoen programiranja. Oni
imaju i metodoloski i ekonomski z&a. Matematitka postavka modela zahteva da
promenjive X, X,,...,X, budu nenegativne. Vélne o kojima mi govorimo su stvarne,
prirodne i kao takve, po svojoj sustini, ne mogu iegativne.

Svi elementi u modelu senx,Xx,,...,x, su unapred poznati i predstavljaju

parametre modela.

U cilju dolaska do reSenja potrebno je transfoatnisistem nejedriana u sistem
jedn&ina. Uvode se dodatne promenjive, koje thkdéreba da budu nenegativne. Te se
promenjive dodaju svakoj levoj strani iz sistemaao@enja i jednake su razlici vrednosti
desne i leve strane nejediree. Takodje, te dodatne promenljive se morajdi mau
funkciji cilja, s tim sto su parametri uz njih jegka nuli. Sistem ogratenja, tada dobija
sledéi oblik:

a:|.1X1+atl.2x2 +"'+a1pxp +Xp+1 :b.l.



a'le:I. +am2x2 +"'+ampxp + Xp+m = bm
Xy XopeenXpom =20

1p+m

Te nove promenljive, sem metodoloskog (radi prasiaareSenja), imaju i
ekonomski zné&aj. Vrednosti pokazuju iznos neiskaghih resursa u reSenju. Dakle,
vrenosti tih promenjivin pokazuju koliko resursataps neiskori&eno kada imamo
optimalno reSenje tj. kada smo maksimizirali fufkailja. Ako uzmemo da je+m=n,
problem se moze prikazati na slédestin:

n
(max) =Y ¢ X
=1

iqjxj =b (=1,...,m)

X, 20 JE1,...,n)
kao i u matdinom obliku
(max} = cx
Ax=Db
Xx=0

gde je c vektor vrsta koeficijenata funkcije citjgog reda, x vektor kolona promenijivih
n-tog reda, A matrica koeficijenataredsn, @) i b vektor kolona kolona slobodnifanova
sistema ogratenjam-tog reda.

2.2 Simpleks metod

Simpleks metod je opsti algoritam koji se moze Hdri pri reSavanju bilo kog
problema linearnog programiranja. Pamoove metode, se nizom koraka dolazi do
optimalnog reSenja. U svakom koraku se se dujur vrednosti promenijivih koje
odgovaraju ekstremnimdkama skupa mogih reSenja i proverava njihova optimalnost.
Za potrebe ovog metoda, model (prethodni ) se igkazzom matrica:

funkcija cilja
Xl
X2

maxz:[cl c, - cmm]

sistem ogrardienja
a; a, - a, 1.0 - 0| x b,
B 8y v 8, 01 - 0] X b,

8y @p 0 8, 00 1 Xprm | | P

1C



Xpy Xgeees X o 2 0

Pojedine kolone matrice A predstavljaju vektorenaldsti A, (j=1,..., n=p+m)

a, 0 CY
/\ - a?1 ’ /\p+m - ? ’ /\ - a?l
A 1 By

Tada mozemo Kkoristiti i sledievid zapisa

ptm
(max) z= ) ¢ X,
=1

J
x; 20 (=1,...ptm)

Postupak pénje odrelivanjem p@&etnog bazinog reSenja. Ono se odtge na
nain da se prvo pretpostavi da su sve realne promenjgdnake nuli, a dodatne
promenljive jednake slobodnittanovima sistema ograi@nja

X, =0 za j=1,.,p

X, =b za i=1,...m
Funkcija cilja, za ovo p&tno reSenje, je jednaka nuli. Vektorsku bazu mows
koje se utwiuje paetno bazino reSenjecine vektori koeficijenata uz dodatne
promenljive, dok su vektori koeficijenata uz reapremenljive nebazhi. Da bi se doSlo
do optimalnog reSenja potrebno je menjati vektorddaru. Dancigovi kriterijumi
odreiuju kriterijume za promenu vektorske baze.
Za pretpostavljeno bazio reSenje mozemo napisati, za vektore &ag bazu
p+m
2. A% =b,
i=p+1
a za nebazne vektore
P
Z Ax; =0
i=1
a funkcija cilja
p+m

2= 3,6% =0

i=p+1
Svaki od nebaznih vektora se moze izraziti linearnom kombinacijeektora

baze, tj.

p+m
A = Z X; A

i=p+1
gde sux; , za p@etno reSenje;; =g, a U sledém koracima se izkunavaju po

promeni baze. Za svaki neb&zi vektor se moze odrediti vrednastako da je

11



p+tm

;= ) %G

i=p+1
i sluZi za ispitivanje optimalnosti reSenja.
| simpleks kriterjum za izmenu vektorske baze kai® je uklj@uvanje
nebazénog vektora u bazu moge kod onog vektora (I-tog) koji zadovoljava uslov

G—4 :ma><(Cj‘Zj)>0
i

Ukoliko su za neko od reSenja, ove razlike za ssteamtne vektore negativne,
takvo reSenje predstavlja optimalno reSenje proalemaksimuma. Drugim &ma, nije
ispunjen uslov da se bilo koji preostali nelazvektor ukljwi u bazu.

Da bi neki vektor bio ukljen u bazu, drugi mora biti iskljgn jer postojim
linearno nezavisnih vektora problema. Il simplek#ekijum govori o isklj&ivanju
vektora iz baze. On kaze da je potrebno iskijwektor A, za koji je vazi

p:i:minﬁ, zax, > 0
{ il

Prethodni izraz predsatlja Il Dantzigov simplekgekijum.On kaze da se posle
odralivanja vektora A, koji ulazi u bazu, vektorA, , koji izlazi iz baze, od@je na
osnovu ovog kotinika. Izlazi vektor za koga je kohik minimalan.

Posle smene vektora u bazi, taraava se novo poboljSano reSenje. To je rdiegu
na dva néina:

1) na osnovu vrednostpp koju se izrgunava na osnovu drugog simpleks
kriterijuma, tako da su promenljive:

* novouvedena promenljiva, tj. ona koja odgovaramektd koji je uveden

u bazux = p

» ostale promenjive koje su i pre bile bam x =x — px,
2) posle oddevanja vektora nove baze, vrednosti ldaf promenljivin se mogu
odrediti iz
X, =a'b
Gde jex, vektor kolona baznih promenljivih, ag™ inverzna matrica bazne matrice.
Po odrdivanju vrednosti za novo reSenje, atlie se vrednost funkcije cilja na
p+m
osnovu z; = z %C, kao i vrednost funkcijez, za nebazine vektore na osnovu
i=p+1
p+m
z, = z %G . Za odrdivanje z; potrebno je znati koeficijente linearne kombinaoyj .
i=p+1
Mozemo ih smestiti u vektor kolony i izratunati iz izraza
X =a A
Posle odréenog broja iteracija dolazi se do optimalnog regen;

12



2.3 Dualni problem

Za svaki primarni problem linearnog programiranjastpji njegov dualni
problem, koji je, takde, problem linearnog programiranja. lztuegprimarnog i dualnog
problema postoji inverzan odnos u pogledu osnowzaigeva. Ako se kod jednog trazi
maksimizacija funkcije cilja, kod drugog se traznmizacija. Dualni problem se uvodi
u razmatranje i reSavanje jer on moze da img&ana analittke i metodoloSke prednosti.
Analiticke, jer se njegovim reSavanje dolazi do nekirtamah saznanja.

Nekada je primarni problem tezak za reSavanje aveagem dualnog se brze i
lakse dolazi do reSenja. Tu mogu da budu metodel&skisti jer pruza alternativni tia
dolaska do reSenja. Dualni problem linearnog pnogienja se formira na sleéienain:

1.Ukoliko se primarnom problemu trazi maksimizadijakcije cilja, u dualnom

je minimizacija, i obrnuto.

2.Smer znakova nejednakosti se menja, tako da Isugeotnog smera od

primarnog problema

3.Transponuje se matrica koeficijenata sistemaraggaja primarnog problema.

Ako u primarnom problemu postajn nejednéina sap promenijivih, u dualnom

¢e biti p nejednéina sam promenljivih

4.Koeficijenti uz promenjive u funkciji cilja duabg problema jednaki su

slobodnimélanovima sistema ograi@nja primarnog problema

5.Slobodni ¢lanovi sistema nejedtima dualnog problema jednaki su

koficijentima iz funkcije cilja

6.Kao i u primarnom problemu, promenljive u dualnpnoblemu moraju biti

nenegativne.
Na osnovu ovih pravila i u prethodnim delovima desfanog primarnog

problema, dualni problem se predstavlja u stedeobliku:
(min)v=Dhy, +bx, +..+b.x,
allyl + a'21y2 Tt amlym 2 Cl
a12y1 + a22yZ Tt a'mZym 2 C2

a,Y; + a,,Y, +..+ Ao Ym = Cp

Yis Yors ¥y 20
Ili u sledeem obliku

(min)v= er: by,
ia\j y,<c, (=1,...p)
y, 20 =1,....m)

U primarnom problemu smo uveli dodatne promenljig, ,....,.X,., . Na sltan

nain se to moze uraditi i u dualnom problemu. Tada dadatne promenljive
YosanYmep - U tom slaju je jednak broj promenjivih primarnog i dualnpgblema.

Moze se uspostaviti veza izthe promenljivih primarnog i dualnog problema, taka d
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svakoj dodatnoj promenljivoj primarnog problema odara jedna glavna promenljiva
dualnog problema, i svakoj glavnoj promenljivojparnog problema odgovara jedna
dodatna promenljiva dualnog problema. Ove veze pdrgzumevaju numeiku
jednakost ali imaju veliki zri@j, jer reSavanjem jednog problema, tj. @dranjem
optimalnog reSenja, dobija se i optimalno reSefgenn dualnog problema. Ako znamo
reSenje primarnog problema, reSenje dualnog prabksmmoze dobiti na dvadnaa:

a) Optimalne vrednosti glavnih promenljive dualnegenjay, (i=1,..., m) se
odreluju kao negativha vrednost razlike prvog simplek#tejuma, za dodatne
promenljive optimalnog reSenja primarnog problema

yi = _(Cp+i - Zp+i

b) Na osnovu optimalnog reSenja primarnog problematimalne vrednosti
glavnih promenjivih dualnog problemga (i=1,..., m) odréuju se iz relacije

y=ca™

gde jey=(y,,..., ¥,,) a C vektor vrsta koeficijenata iy funkcije cilja.

Posto dualni problem dualnog problema predstavijengrni problem, zadaci
linearnog problema se mogu reSavati preko odgawssajdualnog problema. Ova
¢injenica secesto koristi kada je reSavanje primarnog probleramlikovano zbog
velikog broja promenljivih.

Kao Sto je réeno pored metodoloSkih prednosti koje moze da prneBavanje
dualnog problema pruza i neka anaké objadnjenja. Neka je(x optimalno reenje
primarnog problema, & optimalno reSenje odgovaragg dualnog problema. MoZe se
pokazati y da je

y* :%;), gde jeAb pove&anje resursd (i=1,...m), Az pove&anje funkcije
cilja izazvano promenom vektota (tj. resursab) a y, * optimalna vrednost dualne
promenljive y,. Ova relacija pokazuje da je optimalna vrednostimi promenljivey,
pokazuje marginalnu vrednost funkcije cilja primagrproblema u odnosu na resuys
Dakle, optimalna vrednost dualne promenljiye (y, *) pokazuje za koliko jedinicée

se promeniti funkcija cilja primarnog problema, liko se resursa za jedinicu. Dualne
promenljive predstavljaju cene u senci kéeidih resursa.
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3.Razmena

Da bi potrosa zadovoljili svoje potrebe moraju da vrSe razmddwvom delu
razmatra se problem tzdiste razmene i objaSnjava pojam Paretove efikalekagije.

3.1 Pojam razmene

Razmena se doga na konkurentskom trzustu sa dva powaSa dva
dobra(proizvoda). Na konkurentskom trziStu, svakizvodac i svaki potroS& uzimaju
cenu kao datu. JoS jedna pretpostavka je da pétrim8aju fiksna raspoloZiva getna
sredstva.

Neka su ta dva potro&a ozngena kako potorgaA i B, a dva dobra kao 1 i 2.

PotroSaka korpa osobe A j&X, =(x;,X3), pri ¢emu x;, predstavlja potrosnju osobe A
dobra 1, axZ je potroSnja osobe A dobra 2. Analogna pottkdakorpa osobe B je
Xg =(x,%X2). Par , X, i X, naziva se alokacija. Alokacija je izvodljiva a®
potroSnja svakog dobra jednaka njegovajgtooj koliini.

X+ =+

Xa+ Xg = @, + ah

Ovako definisana alokaciju, koja je izvodljiva, naz se alokacija pmtno
raspolozivih sredstavd;,ar) i (ad,af) . Potrosai paginju sa tom alokacijom, a posle
razmene, zavrsavaju sa koénam alokacijom. Sredstvo koje pomaze, prilikom prik
razmene, naziva se EdZzvortova kutija. Ona pomaZeedgraftki prikaze postupak
razmene. Ona predstavlja, kao dva koordinatnansest&oji su jedan naspram drugog.

Na osama jednog ozéena su péetne koltine dobara potroga A, a na drugoj potro&a
B.

DOBRO 2 Xg af Osoba B
XA Xa
w
23 o
Osoba A X}x a;k DOBRO 1
Slika 1.
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Na osama je ukupna keéina dobara. Na svakoj osi je predstavljeno po jedno
dobro. Kolkine koje imaju potro%aA i potroS& B se dopunjuju, tako da je na jednoj osi,
ukupna koléina jednog dobra, koja postoji u ovoj zamisSljenkpromiji. Ako se krene
od donjeg, levog ugla, po horizontalnoj osi, dolseido kokiine dobra 1, koje poseduje
potros& A, u kon&noj alokaciji. Ostatak, do kraja te ose predstakffcinu dobra 1,
koje ima potros& B, u takale, kon&noj alokaciji. U kutiji su nacrtane krive
indiferentnosti potroda, s tim, Sto se za potr@saA crtaju, kao da je koordinatni
pocetak u domnjem levom uglu, a za potisd, koordinatni péetak je u gornjem
desnom uglu. Crtanje krivih, za potrédaA kree od donjeg levog ugla, i kako se ide
navise, kréemo se ka alokacijama koje viSe preferira osobZa\potros&a B, crtanje
krece od gornjeg desnog, i kako sedamo nanize, idemo u oblast alokacija, koje viSe
preferira osoba B. Edzvortova kutija daje mégust da se predstave maégukorpe
potroSnje za oba potra&at). izvodljive alokacije, kao i preferencije opatroSg&a. Time
se dobija potpuni opis potrebnih ekonomskicapaih osobina potroga.

3.2 Razmena i Paretova efikasna alokacija

Patetna raspoloZiva dobra su data &kidV i razmena krée iz te téke. Takale,
kroz tatku W prolaze krive indiferentnosti potr@®aA i B. Podrdje, na kojem je osoba
A u boljem polozaju nego Sto je sacptim sredstvima, se nalazi iznad njene krive
indiferentnosti koja prolazi kroz dku W. Podrgje u kojem je osoba B u boljem
poloZaju, od péetnog polozZaja, se nalazi ispod krive indiferentinksja prolazi kroz
tacku W. Podrdje, u kojem su obe osobe u boljem polozaju, u odmaspdéetni polozaj,
je u preseku ova dva podja. To podrdje izgleda kao projekcija giva na ravan. Jedna
od alokacija u kojem i se obe osobe nalazile uebolpoloZaju, je u tki M, jer svaka
alokacija u ovom podtiju je bolja od poetne alokacije. Da bi se naSlo pafjeugde su
obe osobe u boljem polozaju i odka M, potrebno je nacrtati krive indiferentnostjeo
prolaze kroz tu &ku. Potom je, opet, potrebno odrediti jedndkta u ovom novom
podruju, i opet krive indiferentnosti. Ponavlj@uaj postupak, doslo bi se do pozicije, u
kojoj nijedna strana ne bi viSe bila zainteresovameazmenu.

Na slici 2. prikazana je t&a X, u kojoj je razmena zavrSena.
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DOBRO 2 Osoba B

aretova efikasna
alokacija

X

® W
Pocetna raspolozjva
sredstva

Osoba A DOBRO 1

Slika 2.

U ovoj taki, skup t&aka iznad krive indiferentnosti potr@saA se ne s@& sa
skupom téaka iznad krive indiferentnosti potr@®aB. Od te té&ke ne postoji razmena, u
kojoj bi se obe osobe bolje d@s¢e. Ovakva alokacija se naziva Paretova efikasna
alokacija. To je beoma bitan pojam u ekonomiji. &leltokacija je Paretova efikasna
alokacija ako:

1. ne postoji n&in da svi @esnici u razmeni poboljSaju polozaj, ili

2. ne postoji n&n da neki pojedinac poboljSa polozaj a da priteekirugi ne

pogorsa svoj.

Geometrijski prikaz Paretove efikasne alokacije dj@ krive indiferentnosti
ucesnika u razmeni moraju biti tangentne. To je jagaoako nisu tangentne, onda se
ukrstaju, i postoji oblast u kojoj bi se mogadcirzolji polozaj za obe strane. Odatle sledi
da postoji mnogo Paretovih efikasnih alokacija.tihs, za svaku krivu indiferentnosti
postoji jedna. Skup svih Paretovih efikasnih algleaa Edzvortovoj kutiji se naziva
Paretov skup ili ugovorna kriva. U tigmom sl&aju, ugovorna kriva se kie od
koordinatnog péetka osobe A, prekodke X, do koordinatnog petka osobe B. Paretov
skup opisuje sve mogea ishode razmene, koji donose prednost za obeestuanliko se
krene iz bilo koje t&e u kutiji. Paretov skup ne zavisi od katie pa&etnih dobara , sem
Sto odréuje dimenzije kutije.
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4. Meduzavisnost i dobici od trgovine

U ovom delu prikazana je trgovina izdwedva @esnika i objaSnjena teorija
komparativnih prednosti.

4.1 Primer trgovine dva proizieta

Od trgovine, svi &esnici koji u njoj é@estvuju, imaju dobitke. To se moze
pokazati na primeru jedne jednostavne privredeojrivredi postoje dva dobra, meso i
krompir, i dva @esnika, stéar i zemljoradnik. Kada se s@r bavi samo proizvodnjom
mesa a zemljoradnik proizvodnjom krompira, dobit twgovine je najdiglednija.
Trgovina pruza mogunost stéaru da u zamenu za meso dobije krompir i tako afboga
svoju trpezu. Zemljoradnik, za svoj krompir dolieeso, i na taj nan i on dolazi bolji
polozZaj. Mefutim, situacija nije najjasnija, kada i 8@ moZze, pored mesa da proizvodi
krompir, i zemljoradnik uz krompir proizvodi mes@dko staiar nije vestiji od
zemljoradnika u proizvodnji krompira, i zemljorallid st@ara u proizvodnji mesa, opet
bi oni imali koristi od trgovine. St@ar bi menjao meso za krompir a zemljoradnik
obrnuto. Postavlja se pitanje, Sta se deSava,egjealan tesnik, ove zamisljene privrede,
bolji od drugog u proizvodnji oba dobra, ako jecstobolji i u proizvodnji mesa i u
proizvodnji krompira. Odgovor na ovo pitanje nigkl Potrebno je da se prvo razmotre
proizvodne mogénosti oba proizvdaca. Neka je zemljoradnik u stanju da za 15 minuta
proizvede jedan kilogram krompira a za 60 minutagtieam mesa. Star je produktivniji
u proizvodnji oba dobra, i u stanju je da za 10utarproizvede kilogram krompira i za
20 minuta kilogram mesa. Neka je njihov radni dajet8 sati i mogu da biraju kojoée
proizvodnjom da se bave. Na slikama 3. i 4. sugzdke njihove proizvodne moguosti
a kosa linija, na obe slike, predstavlja granicizyamdnih mogénosti. Ako zemljoradnik
proizvodi samo meso, tad moze da stvori 8 kilogram@sa, a ako se bavi samo
krompirom, dostize proizvodnju od 32 kilograma mesa

|-

32 krompir

16 17

Slika 3.
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Ako proizvodi samo meso, star mozZe, za jedan dan, da stvori 24 kilograma
mesa, a ako proizvodi samo krompir, stvara 48 kdow krompira.

meso

24

13
12

»

24 27 48 krompir

Slika 4.
Ako ne sarduju, onda granice njihovih proizvodnih magwsti predstavljaju i
granice njihovih potrotrog&ih moguenosti. Da bi se proverilo, da li razmenom mogu da
dodu u bolji polozaj, potrebno je znati njihove ukdisajihove preferencije.

4.2 Teorija komparativnih prednosti

Pretpostavimo da su oni izabraléka A i B. St&ar proizvodi i troSi 12 kilograma
mesa i 24 kilograma krompira. Zemljoradnik proizvodroSi 4 kilograma mesa i 16
kilograma krompira. Jedna od magu alokacija , u kojoj bi se i star i zemljoradnik
nasli u boljem poloZaju, je da zemljoradnik sve jevereme utoSi na prozvodnju
krompira. Tada bi on proizvodio 32 kilograma kromapha dan. Ako bi star 6 sati
proizvodio meso a 2 sata krompir, imao bi 18 kisoga mesa i 12 kilograma krompira.
Ako oni wdu u trgovinu, i stéar razmeni 5 kilograma mesa za 15 kilograma krompir
obojica ¢e biti u boljem poloZaju. Star ¢e imati 13 kilograma mesa i 27 kilograma
krompira, Sto je za 1 kilogram mesa i 3 kilogramrankpira viSe nego pre razmene.
Zemljoradnikée imati 5 kilograma mesa i 17 kilograma krompirgilbgram mesa i 1
kilogram krompira viSe nego na ¢&iku. Na slikama 3. i 4.je predstavljenékama A’ i
B'. Pored razmene desio se joS jedan veoma&apma dogdaj, zemljoradnik se
specijalizirao u proizvodnji jednog dobra. On prxmdi samo krompir. Trgovina i
specijalizacija ih, obojicu, dovode u bolji poloz&vaj dogdaj se opisuje pojmom
komparativnih prednosti.

Kada je neka drzava, preddeeli poredinac bolji od drugih u proizvodnji nekog
dobra ili usluge, kaze se da ima apsolutnu predibgtrethodnom primeru, star ima
apsolutnu prednost i u proizvodnji mesa i u prodnjo krompira. Njemu je za jedan

18



kilogram mesa potrebno 20 minuta a zemljoradnikunr@uta. U proizvodnju jednog
kilograma krompira ulaZze 10 minuta a zemljoradrbk Merenom kollinom inputa, ovde
je to vreme, st&ar ima manje troSkove proizvodnje od zemljoradnikaa meso i za
krompir.

Medutim, o troSku se sem na osnovu inputa moze raatigha osnovu
oportunitetnih troSkova. Oportunitetni troSak nekeari je onoc¢eka se odéemo da
bismo dobili tu stvar. St@r i zemljoradnik raspodeju vreme na proizvodnju krompira i
mesa. Vreme provedeno u proizvodnji mesa im smanpreme raspolozivo za
proizvodnju krompira. Oni se, u stvari, kee duz granice njihovih proizvodnih
moguenosti, naravno, ako sve vreme koriste za rad béwlde. Odréu se jedinica
jednog dobra da bi proizveli jedinicu drugog dol@ortunitetni troSak stara za jedan
kilogram mesa je 2 kilograma krompira, ili drdge, njegov oportunitetni troSak
kilograma krompira je pola kilograma mesa. Za zemaljnika, oportunitetni troSak
kilograma mesa je 4 kilograma krompira, i oportetmt troSak kilograma krompira je
cetvrtina kilograma mesa.

Kada se opisuje oportunitetni troSak dva proda¢a koristi se pojam
komparativne prednosti. Proizd& koji se prilikom proizvodnje jednog dobra agdi
manje drugih dobara, ima maniji oportunitetni troak njega se kaze da komparativnu
prednost u toj proizvodnji. U ovom shju zemljoradnik ima komparativnu prednost u
proizvodnji krompira a st@r u proizvodnji mesa. lako s@r ima apsolutnu prednost u
proizvodnji oba dobra, samo u proizvodn;ji jedno@ ikomparativnu prednost.

Kada se svaka osoba specijalizuje u proizvodnjralabkojem ima komparativnu
prednost, ukupna proizvodnja raste i svakoj oseliglje. Da bi se to ostvarilo , potrebna
je i trgovina, koja je korisna jer omogava ljudima da se specijalizuju za aktivnosti u
kojima imaju komparativnu prednost.
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5. Primena linearnog programiranja u teoriji kongpianih prednosti

Linearno programiranje se moZze iskoristiti za arikeorije komparativnih
prednosti. U ovom delu se koristi na primeru dvealpe Mogue je i izr&unati ukupnu
optimalnu proizvodnju tih zemalja. Prikazan je atiprimera méunarodne trgovine.

5.1 Primer trgovine dve zemlje

Pretpostavimo da postoje dve zemlje (A i B), kajeipzode hranu i odel (1 i 2).
Prva moZe da svoje resurse prebacuje iz proizvgedjgog proizvoda u drugi, tako da
jednu jedinicu hrane moZe da zameni sa dve jedimig®e. Druga je u stanju da jednu
jedinicu hrane pretvori u jednu jedinice ¢de Prema klagnoj teoriji mefunarodne
trgovine obe zemlj€e imati Kkoristi ukoliko razmenjuju proizvode, prdgovarajéem
odnosu cena. Prva zemlja bi se, skoro uvek, spieoyala u proizvodnji od&e a druga
hrane. Razmenée se obavljati ukoliko prva zemlja za jedinicu ledreba da da iznde
jedne i dve jedinice ode. Obe zemlj€e imati koristi od trgovine i svetska proizvodnja
¢e biti optimalna.

Mi ¢emo do ovih zakljgaka d@i metodom linearnog programiranja.
Pretpostavimo da prva zemlja ima linearnu proizvokirvu, prikazano na slici 5.,

XZ

A
s G
O
i
o
<
=
e
@]
>
N
S
S
~

S >
- X
: .2
Proizvodnja hrane
Slika 5.

i moze da vrSi razmenu sa drugom, pri odnosu cemaehi odée p,/ p, (hrana
/od&ta) izmelu 1 i 2 . Realni nacionalni proizvod prve zemljrazen u proizvodu 2,
moze da se napiSe u obliku

z=Piy+
P, nT
lli ako je p1/p2=1.5 kao Z =15x +X,
Na$ problem je da maksimiziramo njen nacionalnizwmad imaj.i u vidu krivu
proizvodnih mogtinosti. Postavka problema metodom linearnog progeamna bi bila da
se nde maksimum prethodne jedfi@e pod uslovom

2x, +X%,<C,
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I da su x,X, nenegativne vrednosti ( Sto je i logo jer predstavljaju broj
proizvoda koji nikad ne moZe biti manji od nule)akéimalne proizvodne mo@uosti su
date jedn&inom, i maksimalna moga proizvodnja odee, kada se proizvody, hrane, je
data sax, =C, —2x,, ali smo je modifikovana u nejediiau da bi bio zadovoljen model
linearnog programiranjaC, je broj koji predstavlja proizvodnju oéle kada ne postoji
proizvodnja hrane. Zadatak se moze reSiti i gkafinumeriki.

Numeriki se lako dolazi do reSenja. Maksimalni nacionglr@izvod je kada je
x, =0, x,=C, i tada je upravo maX{=C,. Dakle, drzava A treba da se specijalizira u
proizvodnji odée.

Maksimizirajmo sada nacionalni proizvod druge zemlPostavka modela
linearnog programiranja je slede

max(Z') = 15x; + X,

XS + X4 = C2

C, predstavlja proizvodnju jednog proizvoda kadar@izvodnja drugog jednaka
nuli. X, i X, predstavljaju proizvodnju proizvoda 1 i 2.U ovolac¢sju je to svejedno jer

se jedna jedinica hrane menja za jednu jedinicéedReSenje kaze da prva zemlja ima
maksimalni nacionalni proizvod kada proizvodi samanu i tada je m&x') = 15C, .

Ovim je dokazano da bi zaista obe zemlje imaleiskond specijalizacije
proizvodnje. Prva zemlja bi proizvodila @dea druga hranu.

5.2 Granica efikasnosti

Neka postoje dve zemlje sa istim proizvodnim mimgstima kao u prethodnom
poglavlju. Zadatak nam je da odredimo kolika jeimptna svetska proizvodnja.
Pretpostavimo da znamo kolika je proizvodnja hranebe zemlje. Tada je potrebno
odrediti kolika je optimalna svetska proizvodnjaeésl Neka je, kao i u prethodnom delu,
proizvodnja zemlje A data sa, (hrana) i x, (ode€a) i nekaC, predstavlja resurse

raspolozive za proizvodnju. Zemlja B, talep ima proizvodnju hrane ozfenu sax,, i
proizvodnju odée datu sax,,. Ukupni resursi raspoloZzivi za proizvodnju €. Za obe

zemlje proizvodne krive su linearne funkcije. Ukumsvetsku koliinu proizvedene hrane
ozna&avamo saX,; a odée sa X,. Ovaj problem predstavlja tin problem linearnog

programiranja i to problem maksimuma. Dakle, trage maksimalni X,,
XZ = XlZ + X22 prl
Xl = Xll + X21
2Xll + X12 < Cl
X21 + X22 < CZ
i X110 X1p) Xo15 Xop 2 0

Sistem se moZze preurediti i druga jetina zameniti nejedg&gom, ali na na&n

da ne utie na rezultat, da bi se dobio model linearnog Enmgranja.
maxX, = X, + X,,
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2Xll + X12 = C1

X21 + X22 < C2

—X; "X, <0

Xll’ X12’ X21’ X22 2 o .

Kada bi se znali numeki podaci, brzo i jednostavno bi se doslo do regebj
opStem sltaju za razliite X, se dobijaju raztiti X,. Svetska kriva proizvodnih

mogunosti ARB takodje se naziva i ,, granica efikasnosti” se epikazati na sledej
Slici 6..

XZ
A
A
C, +C,
Q
%3 R
o Cl
.cts
=5
o)
o
>
N
o
L
[
B
> X,
CZ C2 +&

Proizvodnja hrane 2

Slika 6.

Ova kriva prikazuje koliki je mogia maksimalna svetska proizvodnja éelea
datu svetsku proizvodnju hrane, i obrnuto. U delwek AR, nagib je -1 i predstavlja
odnos moggih proizvodnji hrane i od@ u drugoj zemlji.U drugom delu krive RB, nagib
je -2 i predstavlja odnos proizvodnji hrane i éel@ prvoj zemlji. R& je 0 maksimalnim
mogli proizvodnjama., mada se proizvodnja mozéi téo gde izmeéu krive ARB i
koordinatnih osa, ali tada ne bi bila maksimaln@izmodnja. Kritcna ta&ka je R, nazvana
Rikardo ta&ka, i u toj t&ki, prema teoriji komparativnih vrednosti treba sk nalazi
svetska proizvodnja. U toj &k prva zemlja se specijalizovala u proizvodnjieéel a
druga u proizvodnji hrane.

Marginalni troSak, prelaska sa proizvodnje jednaidprd na drugo, dat je, u

“ , oX . : . oo
opStem sltaju odnosom—ax2 , apsolutnom vrednod nagiba krive. U &ki R je,
1
strogo govoré nedefinisan, ali se moze usvoijiti da je, u ragporarginalnih troskova sa
leve i desne strane tetke.
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5.3 Dual primera m&narodne trgovine

Posmatrajmo opet zemlje iz prethodna dva poglaNgka su date cene hrane.
Jedinica hrane vredp, a jedinica odé& p,, pri¢cemu je p,<p,<2p,. Za svaku zemlju
se definiSu jedinice resursa dovoljne za proizvodegdinice odée. Tada, sa jednom
jedinicom resursa zemlje A moze da se proizveda painice hrane ili jedna jedinica
ode’e. Sa jednom jedinicom resursa zemlje B moZe gaaevede jednu jedinicu hrane
ili jednu jedinicu odée. Za razliku od ranije, kod primarnog problemalasae govorimo
0 proizvodima nego o jedinicama resursa. Neka sj jpdinaca resursa prve zemlje,
odrelene za proizvodnju hrane i age x,, i X,, respektivno. Ukupan broj jedinica
resursa druge zemlje sy,, i X,,. Broj jedinica resursa u zemljama @ i Q,. U
primarnom problemu maksimizira se vrednost proinjedautputa). Funkcija cilja glasi

1

max(z) = pl(E Xip F %51) + P, (%, + Xp0)

Ograntenja su data sa

Xll + X12 = Ql

X21 + X22 = QZ
Naravno, potpuno je jasno da promenljive imaju gatignu vrednost.

Sada se moze formulisati dualni problem. PoStoimagmnom problemu postoje
dve nejednéne ograntenja, dualni problem ima dve promenljive i y,. Funkcija cilja
koja treba da se minimizira je

mirfv) =Q,y; +Q,Y,

Dualni problem imacetiri ograntenja, jer je primarni im&etiri promenljive.

Sistem ogrartienja glasi

y =t
1250

Y12 P,

Y2 P

Y.2 P,

Promenjive treda da budu nenegatiened tog zahteva, stroZiji su zahtevi iz
sistema ogratienja. Postavlja se pitanje, Sta predstavljaju projme u ovom dualnom
problemu. 1z sistema ograeinja je jasno da su, ftki, cene jer se porede sa cenama
p,. Y, je cena resursa prve zemlje jer se mnozQsdvidi se iz funkcije cilja duala).
Slicno tome, iy, predstavlja cenu resursa druge zemljge ukupna vrednost resursa.

Interpretacija jednana sistema ograéénja problema duala je, da one kazu da resursi
treba da imaju dovoljno visoku vrednost, bez obdaadi se koriste za proizvodnju hrane
ili odece. Vrednost resursa treba da bude barem jednaélaos® proizvoda.

ResSenje dualnog problema je trivijalno tigledno, y,=p,, ¥,=p. ¥, | VY,
predstavljaju vrednost resursa kada se najproliinigdkoriste.
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6. Finansijska trziSta i Beogradska berza

U ovom delu dat je prikaz stanja finansijskog t&i§ Srbiji i Beogradske berze.
6.1 Finansijsko trziSte u Srbiji

Finansijska trzista su danas od néap@ zn&aja za funkcionisanje celokupne
svetske ekonomije. Finansijsko trZiste predstatrigmsmisioni mehanizam za transfer
sredstava privrednih subjekata koji imaju viSkomeima kojima ta sredstva nedostaju za
odreiene poslovne aktivnostiPrenos sredstava se moZze vrsiti kroz bankaisteins ili
emitovanjem hartija od vrednosti. UZa definicijadnsijskog trZista vezana je za trzista
hartija od vrednosti.

Da bi finansijska trzista funkcionisala postojeafisijski instrumenti. Oni mogu
biti duzniki i vliasnicki. Najpoznatiji, a i nama u ovom radu najinteréagn vlasniki
instrumenti su akcije. Kada govorimo o duémin, nagesce pomislimo na obaveznice.

NajSira podela finansijskih trzista je na na teigapitala i no¥ano trziste. TrziSte
kapitalacine duznéki finansijski instrumenti sa rokom dosf@eduzim od godine dana .
TrziSte novcatine duzntki finansijski instrumenti sa rokom dos@edo godine dana.
Instrumenti trziSta novca su: trezorski zapisioréqansakcije, miubankarske pozajmice,
komercijalni zapisi, certifikati o depozitu.

Instrumenti trzista kapitala su akcije | obavezni@kzavne, municipalne i
korporativne).

Posle 2000-te godina doslo je do &jaog razvoja finansijskog trzista u Srbiji.
Najznaajniji ucesnici su banke, gde najee weXe ima strani kapital. Veliki broj
dom&ih banaka je ugaSen a na njihovo mesto su doskelsmstranim kapitalom, ostale
su uglavnom privatizovane. Proces privatizacijerjeglio i intenzivirao trziSte akcija a
pojavile su se i obaveznice emitovane na osnove siavizne Stednje. Sektor osiguranja
je urelen i takae je belezio rast. Na Beogradskoj berzi bilo jeikeeluceSce stranih
ulaga&a. Meiutim, nagli i veliki rast finansijskog trziSta piekla je svetska kriza.
Dom&i ulaga&i nemaju potreban kapital a strani se poelaNa bankarskom trzistu za
sada nema velikih promena i situacija se trenutabilizovala, ali Beogradska berza je
dozivela veliki pad.

Usvojen je veliki broj zakona koji je omogja rad finansijskog trziSta Srbije.

6.2 Berza

Kada govorimo o finansijskim trzistima, ébo prvo pomislimo na berzu. Berza
je nekad bila fiztko mesto na kojem se trgovalo razthm robom (na pr. NjujorkSka
berza), a danas sa razvojem moderne tehnologijeviSt nije tako (NASDAQ). Na
berzama se trguje raghkim hartijama od vrednosti. Predmet analize u ov@du su
akcije i obaveznice. Rad berzi oduoge drzava zakonima i ostalom pravnom regulativom,

! Jeremic, Z.Finansijska trzistaUniverzitet Singidunum, Beograd, 2009
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I sama berza svojim statutom, organizacijom i istinakturom. Berza je mesto, gde se na
organizovan nan spajaju nalozi o prodaji i kupovini hartija odednosti. Da bi se
trgovalo hartijama od vrednosti, one moraju bgtifane tj. moraju zadovoljavati uslove
koje zahteva berza. Trgovinu obavljaju brokeriledi Brokeri trguju samo u ime i za
racun drugih , dok dileri to mogu da rade i u svojeeirbanasnje berze su trziSta na
kojem se trguje samo sa listiranim hartijama oddmosti a mogu imati delove koji su
manje formalizovani i gde su moguazni n&ini trgovanaja i sa nelistiranim hartijama.

6.3 Beogradska berza

Beogradska berza ima je osnovana 1894. godinesnavo Zakona o javnim
berzama donetog 1886. godine. Radila je sa prekidna vreme 1 i Il svetskog rata, da bi
bila ugaSena 1953. godine. Berza povondimm sa radom 1989. godine kada su na
osnovu Zakona o trziStu novca i kapitala formirdne institucije-TrziSte novca i Trziste
kapitala. 1992. godine, TrziSte kapitala se preimeeru Beogradsku berzu, ali tek su
reforme posle 2000. godine oma@gea njen puni rad. Beogradska berza je zatvoreno
akcionarsko drustvo, ima dobru saradnju sa regmomaberzama &lan je viSe federacija
berza.

Zakon o trziStu hartija od vrednosti i drugih fisgskih instrumenata kaze
"Berza je pravno lice organizovano kao akcionardkaStvo koje, u skladu sa zakonom,
obavlja delatnost trgovine hartijama od vrednosiiugim finansijskim instrumentima na
berzanskom trzisStu, odnosno na berzanskom i vaabskom trziStu”. Berza obavlja
sledée poslove : listing (prijem hartija od vrednosti fating berze), trgovanje
(organizovano trgovanje hartijama od vrednosti kpmwezivanje ponude i traznje),
informisanje (informisanje javnosti o podacima &gaim za trgovinu hartijama od
vrednosti i objavljivanje kursnih lista hartija gdednosti).

Na Beogradskoj berzi hartije od vrednosti se masfiradti na Listingu A (Prime
market) i Listingu B (Standard market) u zavisnostiispunjenosti kriterijjuma za listing.
Na Listingu A se nalaze: Energoprojekt holding,eSpjotejin i Tigar. Obaveznice stare
devizne Stednje se nalaze na Prime marketu. NagiisB su: Alfa plam, Komercijalna
banka i Metalac. Ostale kompanije su na vanbermangkziStu. Ovako mali broj akcija
na berzanskom trziStu i njihova mala aktivhost ulgaza nerazvijenost finansijskog
trziSta u Srbiji. Ako se ispune uslovi dolazi i dflistiranja hartije od vrednosti.
Trgovanje moze biti organizovano na jedan od sidaaina: metod preovidujuce
cene, metod kontinuiranog trgovanja i metod minimaatena. Likvidnijim akcijama se
trguje metodom kontinuiranog trgovanja a manje itkim akcijama metodom
preovlaiujuce cene.

Na beogradskoj berzi se ¢tmaju dva indeksa: BELEX15 i BELEXIine.
BELEX15 s&injavaju 15 relativno likvidnih akcija koje se nalaze sve na berzanskom
trziStu. On je ponderisan trziSnom kapitalizacijgoja se nalazi u slobodnom prometu.
BELEXIine je ponderisan trziSnom kapitalizaciju swom sastavu ima 100 kompanija.
Posle prethodnog velikog rasta, Beogradska beraaggnkom svetske ekonomske krize
dozivela veliki pad vrednosti akcija i indeksa ivi&la 2008.godinu na najnizim
vrednostima. Razlog tome je i prodaja akcija odrsdrstranih investitora. Metim, od
proleta 2009. dolazi do stabilizacije i postepenog rasta.
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7. Moderna portfolio analiza-Markovicev model

Revoluciju u pristupu investiranja i sagledavaimgéa i ocekivanih prinosa
nainio je Hari Markovic. U ovom delu objaSnjeni sunosi pojmovi njegove teorije:
oc¢ekivani prinos, standardna devijacija, korisndsbrema o efikasnom skupu.

7.1 Osnovna ideja

Investitori treba da prilikom ulaganja odrede uekbprtije od vrednosti da uloze.
Cena hartija u budmosti nije sigurna, pa tako i vrednost portfoligike skup hartija od
vrednosti, nije smodie sa sigurna® predvideti. Potrebno je od ogromnog broja
moguwih pronai optimalni portfolio. Hari Markovic je u svontlanku ’Portfolio
selection’, obavljenom 1952. godine u 'The JouraalFinance’, postavio temelje za
Modernu teoriju portfolija.

Markovic polazi od pretpostavke da investitor indradenu kolEini novca, koju
hoce da ulozi, tj. kupi hartije od vrednosti, u¢etnom trenutku t=0 i da zadrzi do
trenutka prodaje t=1, kada ponovo moZe da invediirda potroSi. On Zeli da bude
nagraten za tu odloZzenu potroSnju ali ta nagrada nijeure@ jer ne mozemo sa
sigurnoScu znati vrednost portfolija. Zato govorimaxekivanom prinosu i to je prvi
bitan pojam Markoviceve teorije. Dakle, prinos rsjguran i postoji rizik, koji moze da
ugrozi prinos i zadovoljstvo investitora. Rizikdeugi bitan pojam.

Zelja svakog investitora je da maksimizirgekivanu dobiti i da minimizira rizik,
a oni si u veini slucajeva mdusobno suprostavljeni. Matim, to se moze posti
diversifikacijom, ulaganjem u viSe odabranih hartpd vrednosti, tj. formiranjem i
optimizacijom portfolija.

Prinos (precizno bi se reklo stopa prinosa alefjenin prinos ustaljen) portfolija
r,se definiSe relacijom

:Wl W, 2

'
p
W,

gde je W, (vrednost portfolija na petku perioda ulaganja) &V, ( vrednost

portfolija na kraju perioda ulaganja plus svi pdhé&oji je doneo portfolio od p@tnog
do krajnjeg trenutka). Investitor ne zna u trenutkO kojace biti vrednost,, stoga je

W, slwajna vrednost, a odatle sledi i da jg sluajna vrednost. Zato se uvodi u

posmatranje &ekivani prinosr_p. Markovic pretpostavlja da je ovu sajnu veltinu

opisuju, @ekivani (srednji) prinos i standardna devijacijatarfflardna devijacija
predstavlja meru rizika. On smatra da investitolukd o sastavu portfolija treba da
zasnuje na osnovucekivane vrednosti i standardne devijacije portéoliji naravno

sopstvene spremnosti na rizik.

2 Sharpe W., Gordon A., Bailey lhvestmentsPrentice Hall, 2009
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Vrednosti @ekivanih prinosa i standardne devijacije mozemaitd@bistorijskih
cena hartija od vrednosti koje ¢ggavaju portfolio. 1z istorijskin serija podataka
prinosu i standardnim devijacijama hartija od vresti, vrSi se optimizacija portfolija.

7.2 Q¢ekivani prinos i standardna devijacija portfolija

Postoji pravilo kaze da ne treba ’'stavljati svaajajistu korpu’, zato je i pre
nastanka moderne portfolio teorije vrSena divedadija portfolija. Diversifikacija je
n&ain da se smaniji rizik.

Pretpostavka je da se portfolio sastoji od N harod vrednosti. @kivana
vrednost portfolija jednaka je zbiru ponderisanifednosti hartija koje s@javaju
portfolio. Ponderi predstavljaju procentualndegte hartija u portfoliju. @ekivana

vrednost portfolijar_p je data izrazom

oW _
Fo =D X =X, X0, +o b X Ty,
i=1

gde je @ekivana vrednost prinosa i-te hartijer_jea njen ponder; .

Za izra&unavanje dekivanih prinosa koriste se istorijski podaci. Asmstoji M
prethodnih perioda, koje se posmatraju , i naravherednosti ostvarenih prinosa u tim
periodima, onda selekivani prinos pojedingih hartija odrduje na sleda nin:

— 1M
h=—)>r ,

i M ; ik
gde su istorijske vrednosti za i-tu hartiju date ka...r, ...r,, .

Za meru rizika portfolija koristi se standardne ignja. Standardna devijacija
portfolijac, data je izrazom:

N N %

g, :[szxja”} :
i=1 j=1

gde jeo; kovarijansa prinosa iznde hartijai i j, a x; i x; ponderi hartija od vrednosti.

Kovarijansa je apsolutna statiéta mera koja govori kako se kKte prinosi hartija od
vrednostil i j. Izra*unava se kao:

1 Y _ _
g :m;(rik - )(rjk _rj)

Zbir se deli sa M-1 zato da bi se dobila neprisiaascena kovarijanse, mada to,
ako postoji veliki broj uzoraka ne &# zn&ajno na rezultat.

Ako je kovarijansa pozitivna vrednost onda se gsima hartije kréu u istom
smeru, ako je jedna ostvarila dobre rezultate gaddruga. Ako je jedna ostvarila prinos
manji od @ekivanog, onda i i druga ostvaruje l0Siji prinokoAe kovarijansa bliska ili
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jednaka nuli onda, onda je veza izinadve hartije od vrednosti mala ili ne postoji. Ak
je negativna, jedna hartija je ostvarila dobre lterel a druga loSe.

Slicna kovarijansi je i statistka mera, korelacija. Veza izihe kovarijanse i
korelacije je data relacijom:

g, =po,0,

gde je p korelacioni koeficijent (korelacija) iznda hartijai i j. Njegove
vrednosti su izmdu -1 i +1, izméu savrSeno negativne i savrSeno pozitivne veze.jdko
korelacija pozitivna, prinosi hartija od vrednoste kréu u istom smeru, a ako je
negativna, jedna ima prinos bolji oe&ivanog a druga loSiji.

Ove relacije se mogu prikazati i métro jer to olakSava rad prilikom odiiganja
portfolija.

Neka je R matrica tipa 1*N, koja predstavljacekivane prinose hartija od
vrednosti i data je kao

Rz, Tt .ty |
Matrica ponder& je tipa 1*N i predstavlja procentualne vrednoste&a
pojedin&nih hartija u portfoliju

Korelaciona matric& je tipa N*N, i njeni elementi su kovarijanse izioe
pojedinih hartija

011 012 O1k O1N
012 Oy O24 2PN
C=
Ok1 Ok2 Okk Okn
LON1 ON2 O Nk ONN

Ocekivani prinos moze da se iZztama mnozenjem matrica kao

r,=R*X",
gde jeX" transponovana matrica X.

Standardna devijacija portfolija se moze &naati kao

o, =(x*crxT)
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7.3 Korisnost i krive indiferentnosti

Prilikom ulaganja investitor se rukovodi korishoskoje za njega ima ulaganje.
Korisnost je pojam koji se koristi da bi se kvaktialo relativno zadovoljstvo koje ljudi
ose&aju prilikom ekonomskih aktivnosti kao sto su p8ti@ ili investiranje. Svaka osoba
ima drugaiji oseaj korisnosti, ali pretpostavljamo da su ljudi @wlni i alociraju svoje
resurse tako da po§@vaju svoj os&j korisnosti. Markovicev pristup problemu sele&cij
portfolija se moze videti kao pokuSaj da se makamaiciekivana korisnost povezanu sa
investitorovim kon&nim blagostanjem.

Svaki investitor ima jedinstvenu funkciju korisnoSvaki dodatni dinar koji neko
primi predstavlja razito zadovoljstvo. R& je o marginalnoj korisnosti. Bogati
investitor, na svaki dodatni dinar prihoda , @senanje zadovoljstvo od siromasnog
investitora. Na slici 7. je prikazano kako izglddava korisnosti.

Korisnost

100000 105000 110000 Bogatstvo

Slika 7. Korisnost od blagostanja

Moze se primetiti da, Sto je & bogatstvo investitora, svaki naredni dodatnidina
donosi manje zadovoljstvo od prethodnog. Osoba pgageduje 100000 dinara i dobije
dodatnih 5000 dinara o&evetu korisnost od osobe koja poseduje 105000 dindodije
istu sumu. Na primer, osoba koja ima 1000 dinargubi 500, to mnogo teze prihvata
nego osoba koja ima 10000 dinara i tdazgubi 500. Investitor kome se viSe umanjuje
korisnost ima véu odbojnost prema riziku. To, naravnocatna smanjenje njegove zelje
da investira u rizinije portfolije.

Razlkite kombinacije ¢ekivanog prinosa i rizika mogu da proizvodu istpsh
korisnosti za investitora. Kriva indiferentnostiegstavlja skup kombinacija rizika i
oc¢ekivanog prinosa koje investitoru pruzaju istu kodgst. Investitor podjednako prihvata
kombinacije na jednoj krivoj. Krive indiferentnoggidnog investitora su date na slici 8. i
one se nikada ne seku.
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Slika 8. Krive indiferentnbstvestitora
7.4 Teorema o efikasnom skupu

Od skupa N hartija vrednosti mégge formirati beskon@n broj portfolija.Cak
I ako imamo samo dve hartije od vrednosti, tkkge mogde formirati beskonao
mnogo portfolija. Nemogie je proceniti sve portfolije a nama je potrebn@damo koje
da uzmemo u obzir. Teorema o efikasnom skupu kaze:

Investitor bira optimalni portfolio iz skupa portifa koji:
1. nudi maksimalnu &kivanu dobit za razlite vrednosti rizika, i
2. nudi minimalni rizik za razéite vrednosti ¢éekivane dobiti.
Skup portfolija koji zadovoljava ove uslove nazssefikasni skup ili efikasna granica.

Na slici 9. su prikazani svi moguportfoliji (skup moguih portfolija) i efikasni skup.
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Slika 9. Skup madgh portfolija

Mogui skup formiraju svi portfoliji i oni mogu biti ilina granici ili unutar
prikazane figure. Teke G, E, S, H i T predstavljaju mogiportfolije. Da bi se odredilo
koji je optimalni skup portfolija (efikasni skupaspoloziv za investitora, primenjuje se
teorema o efikasnom skupu na skup svih nédgportfolija.

Ako se pogleda slika moze se primdatiportfolio E nudi najmanji mogurizik
jer levo od te t&ke ne postoji ni jedna druga. Takodje, portfoliojéd portfolio sa
najveim rizikom jer desno od te ¢dke nema drugih. Zato skup portfolija koji nude
maksimalni dekivani prinos za razlite vredenosti rizika lezi na gornjoj granici
moguweg skupa izmedju taka E i H.

Ako se obrati paznja na drugi uslokimecuje se da portfolio S nudi najsie
mogLi ocekivani prinos jer iznad te dke ne postoji druga i portfolio G nudi najmanji
ocekivani prinos jer ispod tedke ne postoji nijedna druga. Zato skup portfolipgi kude
najmanji rizik za raztite mogue vrednosti dekivanog prinosa lezi na gornjoj granici
izmedu tataka G i S. Odavde se zakiyje da oba uslova iz teoreme o efikasnom skupu
zadovoljavaju portfoliji, na granici figure, izrde tataka E i S. Oni predstavljaju efikasan
skup ili efikasnu granicu. Ostali portfoliji su rag@sni i njih ne treba uzimati u
razmatranje prilikom odabira investitorovog optimaj portfolija. Za téke E i S ne
postoje druge kombinacije, koje bi imalecvecekivani prinos ( za isti dati rizik), ili
manji rizik za isti dati éekivani prinos. Na primer, zadeu T postoji portfolio koji ima
vedi o¢ekivani prinos (ako se pove vertikalna linija) i nalazi se izrda taaka E i S, |
pripada efikasnom skupu.
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7.5 Selekcija optimalnih portfolija

v

o
P

Slika 10. Odr#ivanje optimalnog portfolija

Posto je definisan efikasni skup, potrebno je adiredptimalni portfolio
investitora. To se radi tako Sto se na istu slikie ge odrden efikasni skup dodaju
investitorove krive indiferentnosti. Efikasni paiib ¢e se nalaziti na najvisoj krivoj
indiferencije, tj. onoj krivoj indiferencije kojaria najviSu korisnost. &gledno je da je to
kriva indiferencije, koja dodiruje efikasni skup tacki A. Ona pripada i krivoj
indiferentnostil, i efikasnoj granici. Investitor bi zeleo viSe gofio na krivoj I, ali

takav portfolio ne postoji. Investitor ne Zeli dame portfolio B zato Sto on ne pripada
efikasnom skupu.

Sa slike 10. se jasno vidi da Sto investitor iméuvedbojnost prema riziku to se
izbor njegovog optimalnog portfolija nalazi blizergoliju E. Sto je njegova odbojnost
prema riziku manja, to se njegov izbor optimalnogtplija viSe priblizava portfoliju S.

Efikasni skup, odnosno parovir(,0,) na efikasnoj granici i odgovardju
portfoliji, mogu se definisati reSavanjem zadat&aazltite vrednosti A,

max((r,-A) o) ,

N
uzuslov: ' x =1, x 20,

i=1
gde sux, uceka hartija od vrednosti u portfoliju.

_ NG N N 2
=Y. %r, |Jp:[22>§xja”}
i=1

i=1 j=1
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8. Efikasni skup na Beogradskoj berzi

U ovom delu primenjena je Markoviceva teorija na Beogradskoj berzi.
Izabrane su hartije od vrednosti i period posmgdraa dve grupe hartija od vrednosti.

8.1 Izbor hartija od vrednosti i perioda posmaiman;

Za Beogradsku berzu se mozéirga je relativno mlado i nerazvijeno trziste. U
trenutku njenog intenzivnog razvoja doSlo je dotske ali i domée ekonomske krize,
tako da je njen razvoj usporen. Na berzanskomttrzkao Sto smo videli u delu 6.3, ne
postoji vei broj listiranih hartija od vrednosti. Na vanbemngiom trziStu postoji \@ broj
hartija ali se njima relativno retko i malo trgujeko da je uzak skup hartija od vrednosti
koje dolaze u obzir da budu uzete u razmatranjiqm optimizacije portfolija. Ako se
nekom hartijom ne trguje, ztiada nije likvidna, ne moze se uzeti u razmatrapsto
trenutna cena ne pokazuje njenu stvarnu vredrog,nema u ponudi, pa se ni prakto
ne moze uvrstiti u portfolio. U prvom slaju nisu pozeljne hartije z8ju cenu ne postoji
verodostojnost (zato Sto se retko prém)ea u drugom je to praktio neizvodljivo jer ne
postoji ponuda. U obzir dolaze hartije sa kojimargeje. Melutim, i hartije kojima se
trguje ne odlikuju se velikom likvidnéa. Hartije koje dolaze u obzir su one sa
berzanskog trzista (Listing A i B) kao i akcije &@jne indeks Belex 15.

Prilikom analize poSlo se od dve grupe hartijawddnosti. Za obe grupe
izracunat je efikasni skup ig@&a hartija od vrednosti.U prvoj grupi nalaze se tijear
koje su na berzanskom trziStu. Berzansko trZigte hartije od vrednosti listirane na
Listingu A i Listingu B.

U prvoj grupi se nalaze:
* salistinga A
1. Energoprojekt holding a.d Beograd (ENHL)
2. Soja protejin a.d. Bej (SJPT)
3. Tigar a.d. Pirot (TIGR);

Obaveznice stare devizndrijee
A2011
A2012
A2013
A2014
A2015
A2016;

©Co~NO A

» salListinga B
10. Alfa plam a.d. Vranje (ALFA)
11.Komercijalna banka a.d. Beograd (KMBN)
12.Metalac a.d , Gornji Milanovac (MTLC).

Drugu analiziranu grupu hartija od vrednosine obaveznice stare devizne
Stednje i akcije iz indeksa Belex15..
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Drugu grupu ¢ine:

Obaveznice stare devizne Stednje:
A2011
A2012
A2013
A2014
A2015
A2016;

ook whE

Akcije:

7. Energoprojekt holding a.d. , Beograd (ENHL)

8. Soja protein a.d. ,Bej (SIPT)

9. Tigar a.d, Pirot (TIGR)

10. Alfa plam a.d. , Vranje (ALFA)

11.Komercijalna banka a.d. , Beograd (KMBN)

12.Metalac a.d. Gornji Milanovac (MTLC)

13. Agrobanka a.d. Beograd (AGBN)

14.AIK banka a.d. , NiS (AIKB)

15.Imlek a.d. , Beograd (IMLK)

16.Razvojna banka Vojvodine a.d. , Novi Sad (MTBN)

17.Privredna banka a.d. , Beograd (PRBN)

18.Messer Tehnogas a.d. , Beograd (TGAS)

19.Telefonija a.d. , Beograd (TLFN)

20.Univerzal banka a.d. , Beograd (UNBN)

21.Veterinarski zavod Subotica a.d. , Subotica (VZAS).

Zatim je odrden period posmatranja. Posle znatnog rasta cenja akcprol€a

2007. godine usledio je veliki pad, koji je trajao aprila 2009 godine. Od tada dolazi do
malog rasta u narednih par mesece ali potom dogmezréi, stagnacije. Neke akcije
miruju, druge padaju, tée rastu. Zbog toga je uzet period posmatranja,ngodana od
25.08.2010 do 23.08.2010 (250 radnih dana). Promesdnosti hartija je posmatrana na
dnevnom nivou.

Na slici 11. prikazane su istorijske vrednosti ikegeBelex15 (u dinarima).
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Slika 11. Vrednosti indeksa Belex15
8.2 Izra&unavanje koordinatadaka efikasnog skupa

Kao Sto se vidi na slici 10, svakom portfoliju , &a, X2, ... %)  odgovara par
(r,, o,) koji pripada skupu mogih portfolija u dvodimenzionalnom vektorskom
prostoru.Tacke, koje predstavljaju portfolija na granici efikasti su one t&ke koje leze
na krivoj ES. Za svaku tau, tj portfolio (r,, og,), koji lezi na ovoj krivoj, ne postoje
druge take u skupu mogiih portfolija koje bi imale, za zadatg, vece E odnosno za
zadator, manjec, .

Postavlja se zadatak da se &naaju koordinate taka (E, o,) nha granici
efikasnosti i njima odgovaraju portfoliji. Ovaj zadatak je reSen na tajc¢ma Sto su
izratunate koordinate desettka na granici efikasnosti. Spajanjem ovitate dobijena
je linija efikasnosti (u celini). ReSenje biti utoliko preciznije ukoliko se izéanaju
koordinate véeg broja t8aka, ali se, u naSem ghju, pokazalo da n = 10 zadovoljava

zahteve, posto kriva za odene téke, degeneriSe u pravu. Poznato je da je za
odrefivanje prave dovoljno znati koordinate samo dvenajetke.

Metod se sastoji od slegedva koraka:

1. Na osnovu vremenskih serija dnevnih prinosa izabrgmupe hartija od
vrednosti izrdunati su

vektor R=lr_1 Er_m] ocekivanih prihoda HoV

I kovarijaciona matrica
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2. Za deset vrednosti konstante A iz tabele 2. reSanzadaci nelinearne
optimizacije
max (,-A) o, =max R* X" —A)/(X*C*XT )

N
> ox =1

i=1
x =0.

Tabela 2 Vrednosti promenjive A

redni br. A
-5
0

0.01
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0.06

0.07

0.08

=

OO NOOOBWN

[y
o

Primetcemo da je nemoga prodaja na kratko, tj da je svaki ponder ima
nenegativnu vrednost.

Tako su dobijenadeSca pojedinih hartija od vrednosti u portfolijwjiksu dati u
prilozima. Na osnovu dobijenihcekivanih prinosa i standardnih devijacija formiran
grafik, koji predstavlja efikasnu granicu.

U tabeli 3 su prikazane izmanati parovi vrednosti akivanog prinosa i
standardne devijacije prve grupe.
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Tabela 3 Parovidaekivani prinos i standardna devijacija portfolijy@ grupe

prinos stdev

0.0401% | 0.1725%
0.0458% | 0.1826%
0.0472% | 0.1886%
0.0495% | 0.2023%
0.0526% | 0.2291%
0.0600% | 0.3322%
0.0653% | 0.4477%
0.0714% | 0.7622%
0.0887% | 2.1580%
0.0887% | 2.1580%

Za prvu grupu efikasna granica je prikazana na Bc

0.10%

0.09%
0.08% - /
0.07%

0.06% ///

L 2

0.05%
0.04%
0.03%
0.02%
0.01%
0.00%

0.00% 0.50% 1.00%0 1.50% 2.00% 2.90%

ocekivani prin

standardna devijacija

Slika 12.
Efikasnaugica prve grupe
Struktura portfolija, odnosnate&a hartija od vrednosti u portfoliju izabranom na

osnovu prve grupe su data u Prilogu 1.
U narednoj tabeli su prikazane izuaati parovi vrednostid@kivanog prinosa i

standardne devijacije druge grupe grupe.

Tabela 4 Parovi@kivani prinos i standardna devijacija portfolijaige grupe

prinos stdev

0.0386% 0.1692%
0.0462% 0.1816%
0.0477% 0.1881%
0.0503% 0.2037%
0.0535% 0.2295%
0.0612% 0.3322%
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0.0675% 0.4607%
0.0767% 0.8440%
0.0923% 1.7300%
0.0930% 1.7929%

Za drugu grupu efikasna granica je prikazana ica K.

0.10%
0.09% +

J—

0.08%
0.07% ~
0.06% +
0.05% +
0.04% +
0.03% +
0.02% +
0.01% +

ocekivani prin

0.00%
0.00%

0.20%%

0.40% 0.600%6 0.80%

standardna devijacija

1.00% 1.20% 1.40% 1.60% 1.80%

2.00%

Slika 13.

Efikasgpianica druge grupe

Struktura portfolija, odnosnaze&a hartija od vrednosti u portfoliju izabranom na
osnovu druge grupe su data u Prilogu 2.
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Zaklju¢ak

U prvom delu rada prikazane su teorije linearnoggmmiranja, razmene i
komparativnih prednosti. Dat je i primer optimizaai ekonomiji, gde se trazi optimalno
ponasanje potroSasa. Za metod i model linearnogramiranja su date teorijske osnove,
sa posebnim naglaskom na problem maksimuma. Osmmaprog razmatran i dualni
model, a kao ni#n za reSavanje problema linearnog programiranjeapan je simpleks
metod. Pored toga, bilo je idieo teoriji razmene koj&ini osnovu ponasSanja potra@sa
Teorija komparativnih prednosti je objasSnjenja remavu razmatranja oportunitetnih
troSkova. To je klagan pristup teoriji komparativnih prednosti i ne t&afa korigenje
slozenijih matematkih modela.

Teorija komparativnih prednosti je dobila svojutywdu kori¥enjem metode
linearnog programiranja. Na primeru dve zamisljdngave (A i B), dokazano je da se
specijalizacijom proizvodnje i trgovinom izmhe tih zemalja maksimizira njihov
nacionalni proizvod. Trgovina i ndazavisnost su osnov za uzivanje u viSe dobara i
usluga. Princip komparativne prednosti se moze gmitni na ljude i na drzave. On je
osnov na za zastupanje slobodne trgovine dznugzava.

Za ove dve zamiSljene zemlje razmatrana je njihavkupna (svetska
proizvodnja). Na osnovu poznate proizvodnje jeduolopra u obe zemlje, metodom
linearnog programiranja se moze maksimizirati uleugmoizvodnja, i odatle odrediti
kolika je proizvodnja drugog dobra. Sve méglkombinacije proizvodnje, dva dobra, su
date na krivoj koja se naziva ,, granica efikasriosti

Za te zemlje postavljen je i primer dualnog prokdeinernog problema. ReSenje
dualnog problema kaze da bi se resursi najboljéstidorkada bi im cena resursa bila
jednaka ceni proizvoda.

U drugom delu radu prikazane su mégosti primene teorije Harija Markovica
na odreivanje optimalnog portfolija hartija od vrednost Beogradskoj berzi.

Primenjen je specifan (i originalan) metod iztanavanja koordinata daka na
granici efikasnosti, a take su izréunate strukture odgovargjh portfolija. Za ovaj
metod razvijen je poseban, pojednostavljen, modeteel-u.

Pokazano je da Markoviceva teorema, kao i prediabetod i model mogu biti
primenjeni u odréivanju strukture optimalnih portfolija.

MoZe se zakljtiti da je za korektnu (i konkretnu) primenu Markoswog modela
na ,mladim“ (i plitkim) trziStima, neophodno izaltraZzu grupu hartija od vrednosti, kao
I period posmatranja vremenskih serija njihovih wdnke prinosa, voda racuna o dva
uslova:

* Hartije od vrednosti moraju biti likvidne, tj. mguabiti predmetceste
(svakodnevne?) prodaje i kupovine na berzi;

e U modelu se ne smeju posmatrati zajedno (integrigariodi sa
dugor@nim tendencijama rasta i periodi sa dugoion tendencijama
pada cena hartija. U tom bi 8aju ,upros€avanje” odgovarajtih stopa
prinosa pogresno prikazalo stvarnu sliku stanj&pwarijaciona matrica
(C) sadrzala bi na glavnoj dijagonali neopravdansoke varijanse.
Kovarijanse (van glavne dijagonale kovarijacionetrina C) ne bi
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odraZavale na pravi Bim zavisnost izm@&u dnevnih prinosa hartija od
vrednosti.

Izracunavanje optimalnih struktura portfolija u izabrem{posmatranom) periodu
pokazalo je da se, proSirivanjem skupa hartija oetnosti, nisu zrijnije promenili
ocekivane vrednosti optimalnih portfolija i riziciaganja. Ovaj rezultat moze da ohrabri
investitore u uverenju da i na trzistima sa marjnojem hartija od vrednosti moze da se
primeni efikasna diversifikacija portfolija.

IzloZzeni metod (i model) optimizacije moze da sémpni i u uzrgunavanju
strukture optimalnog portfolija konkretnog investd, ako je poznat stav investitora
prema riziku. Mdutim, vazno je primetiti da iztanati rezultati pokazuju da je struktura
optimalnog portfolija izuzetno osetljiva na invéstov stav prema riziku. Tabele 1 i 2 u
Prilogu pokazuju da i male promene u nivou priljixed rizika (za investitora), kojéak
i ne dovode do ozbiljnijih promena ¢ekivanim prinosima, ziajno uttu na strukturu
optimalnog portfolija.

Moze se primetiti da je sveobuhvatna kriza ( i skati domaa ) uticala na
ocekivane prinose akcija, koji su za mnoge i negatiZato je u prvoj grupi (listirane
hartije od vrednosti), sem u obaveznice, néegwlagati joS u akcije Energoprojekt
holdinga i Alfa plama. U drugoj grupi im se prikije i AIK banka. Vrednosti mogith
portfolija su sléne za obe grupe, Sto se mozZe videti i uigemjem grafika. Jedina
razlika je Sto u drugoj grupi ulaskom AIK banke,j&kama najvéi ocekivani prinos,
pruzaju se bolje mogunosti za rizénije investitore.

Veoma vazan faktor prilikom odlivanja i izbora portfolija mora da bude i
vreme. Kada se pogleda period, koji ide posle ptsmag perioda, prinielje se da je
vrednost indeksa Belex15 rasla narednih godinu ,d8ta5.2011 do vrednosti od
825.08. Ako je investitor do tog trenutka, ili matasnije, napustio berzu, verovatno je
ostvario zaradu . Ako je duze vreme zadrzao pdotfeerovatno je na gubitku jer
28.05.2012 Belex indeks iznosi 449,63.

Najbolje bi prosli investitori sa srednjom osetjist na rizik. Cene obaveznica
Republike Srbije su porasle, a onechiile vecinski deo portfolija ulagéa sa srednjim
nivoom prihvatljivog rizika.

Ovaj rad predstavlja samo deo analize ulaganja mijhaod vrednosti na
Beogradskoj berzi. Da bi se donela kéima odluka, potrebno je uzeti u obzir i valutni
rizik. Dinar je zabelezio dugi niz pada vrednostodnosu na sve valute. Potrebno je
dakle uporediti pad njegove vrednosti n&qiku i na kraju perioda posmatranja koji smo
odredili. Srpska privreda sasvim sigurno tone wesga, Sto¢e poj&ati loSa situacija u
zemljama sa kojima najviSe trgujemo, tako da nemgleda da se ulaganjem na
Beogradsku berzu, u ovom trenutku, moze ostvaifiip
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Prilog 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

prinos stdev A2011 | A2012| A2013] A2014 A2015 A201p HEN SJIPT TIGR | ALFA KMBN| MTLC

0.0401%| 0.17259 15.30¢9 25.74% 39.45% 11.17% 3.84%.179%3 0.63%| 0.009 0.919 0.00p0  0.29% 0.00%

0.0458%| 0.18269 10.32¢ 114706 46.52% 14.67% 6.13%.33% 1.55% 0.009 0.009 0.02% 0.00% 0.00%

0.0472%| 0.18869 8.919 6.86p0 48.2%% 15.90% 7.03% 299 1.74%| 0.009 0.009 0.03% 0.00% 0.0p%
0.0495%| 0.20239 6.129 0.00p0 50.24% 17.99% 8.73% 79%4 2.08%| 0.009 0.009 0.05%0 0.00% 0.00%
0.0526%| 0.22919 0.009 0.00pp  43.73% 20.23% 12.35%.7620 2.76%| 0.009 0.009 0.17% 0.00% 0.00%
0.0600%| 0.33229 0.009 3.90p0 24.69% 23.50% 41.835% 45% 0.00%| 0.009 1.119 0.00p% 0.00% 0.00%
0.0653%| 0.44779 0.009 0.00%% 0.00% 0.00% 27.72% 5986 10.35%| 0.009 0.009 22800 0.00% 0.00%
0.0714%| 0.76229 0.009 0.00%% 0.00% 0.00% 0.00% 6b.63 27.41%| 0.00% 0.00% 6.96 0.00% 0.00%

0.

0.

(=D N=hl =) H=h i K= ) K- N K=

o

(=)

0.0887%| 2.15809 0.009 0.00p0 0.00% 0.00% 0.00% 00989.10%| 0.00% 0.00% 10.90 0.00% 0.00%
0.0899% 2.31% 0.009 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% D0%00.00%| 0.00% 0.00% 0.00¢ 0.00% 0.00%

O oo oo oo |ov oo

(=)




Prilog 2

5%

A%

2%

0%

0%

0%

0%

0%

0%

0%

1 2 3 4 5 6
prinos | stdev A2011] A2012 A2013 A2014 A2015 A2016
0.0386%| 0.1692% 15.07% 26.39% 38.09% 11.18%  3.20%.83%2
0.0462%| 0.1816% 9.66% 12.5206 45.03% 14.94% 6.39% 5798
0.0477%| 0.1881% 8.13% 8.150 46.84% 16.07% 7.29% 42
0.0503%| 0.2037% 5.18% 0.000 49.62% 18.48% 8.99% 9293
0.0535%| 0.2295% 0.00% 0.0006 42.56% 20.65% 12.29%.14%9
0.0612%| 0.3322% 0.00% 0.000% 3.13% 25.37% 23.01% 4337
0.0675%| 0.4607% 0.00% 0.00% 0.00% 0.0p% 26.90% 6981
0.0767%| 0.8440% 0.00% 0.000% 0.00% 0.0p% 0.00% 56.11
0.0923%| 1.7300% 0.00% 0.00% 0.00% 0.0p% 0.00%  0.p0%
0.0930%| 1.7929% 0.00% 0.00% 0.00% 0.0p% 0.00%  0.p0%
0.0934%| 1.8696% 0.00% 0.00% 0.00% 0.0p% 0.00%  0.p0%
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
ENHL | SIPT | TIGR| ALFA| KMBN| MTLC| AGBN | AIKB |[IMLK |MTBN |PRBN | TGAS | TLFN | UNBN | VZAS
0.07%/| 0.00% 0.679% 0.00% 0.00p6 0.0099.00%| 0.35% 0.00%| 0.81%4 0.47% 0.02% 0.0006 0.00% 0.8
0.77%/| 0.00% 0.009% 0.00% 0.00p6 0.0099.00%| 1.55% 0.00%| 0.00% 0.00% 0.33% 0.0006 0.00% 0.2
0.89%| 0.00% 0.009% 0.00% 0.0006 0.0099.00%| 1.84% 0.00%| 0.00% 0.00% 0.36% 0.0006 0.00% 0.0
1.04%| 0.00% 0.00% 0.00% 0.00p6 0.0099.00%| 2.319% 0.10%| 0.00% 0.00% 0.36% 0.0006 0.00% 0.0
1.26%| 0.00% 0.00% 0.01% 0.00p6 0.0099.00%| 3.329 0.36%| 0.00% 0.00% 0.40% 0.006 0.00% 0.0
257%| 0.00% 0.009% 0.74% 0.00p6 0.0099.00%| 5.75% 0.94%| 0.00%4 0.00% 1.05% 0.0006 0.00% 0.0
5.10%| 0.00% 0.009% 1.629% 0.00p6 0.0099.00%| 11.019% 1.13%| 0.00%4 0.00% 1.08% 0.00% 0.00% 0.0
10.28%| 0.00% 0.00% 4.54% 0.000% 0.0099.00%| 32.99% 2.07%| 0.00%4 0.00% 0.00% 0.00%6 0.00% 0.0
19.10%| 0.00% 0.00% 2.96% 0.00% 0.0099.00%| 77.94% 0.00%| 0.00%d 0.00% 0.00% 0.0006 0.00% 0.0
12.10%| 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.0099.00%| 87.90% 0.00%| 0.00%d 0.00% 0.00% 0.0006 0.00% 0.0
0.00%| 0.00% 0.009% 0.00% 0.00p6 0.0099.00%| 100.009 0.00%| 0.00% 0.00% 0.00% 0.0006 0.00% 0.0

0%
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