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Uvod

1.UVvOD

Glavni zadatak modelovanja je da osvetli osnovne osobine realnog procesa koji se
posmatra i da ih prevede na neki apstraktan jezik, pri ¢emu je uobicajeno da Se u tu
svrhu koristi jezik matematike. Na taj nac¢in, modelovanje predstavlja integralni deo
nauke i tehnike , koji obuhvata sve oblasti ljudske aktivnosti, pocevsi od filozofije i
teologije, pa preko psihologije, sociologije, ekonomije, ekologije, sti¢i ¢e do nauke i
tehnike. Sam pojam modelovanja povezan je direktno sa pojmom procesa ili sistema,
pri ¢emu se pod sistemom u najopstijem smislu podrazumeva izolovani deo realnosti
koji je od interesa. U navedenom kontekstu sistem predstavlja subjektivni pojam i
definisan je usvojenim granicama koje obuhvataju samo one osobine realnog procesa
koje su od interesa za datu primenu. Ostale osobine realnog procesa koje nisu
obuhvacéene izabranim ograni¢enjima odreduju okolinu sistema. Na taj nacin, izbor
navedenih granica predstavlja najvazniji korak u modelovanju, posto suviSe uske, kao
i suvise Siroke granice, mogu rezultovati u prakti¢no neprimenljive modele sa aspekta
analize realnih pojava. U prvom slucaju ovakav rezultat bi¢e posledica Cinjenice da se
bitne osobine realnog procesa ne nalaze unutar usvojenih granica, dok ¢e u drugom
sluéaju bitne osobine realnog procesa, iako su obuhvacene izabranim granicama, biti
zamaskirane nevaznim detaljima. Takode je ocigledno da postoji veliki broj modela
kojima se moze opisati jedna ista realna pojava, zavisno od aspekta njenog
posmatranja.

lako ne postoji generalna teorija modeliranja, u literaturi se mogu uociti dva
pristupa sintezi modela sistema.

Prvi od njih je deduktivni pristup, koji polazi od opstih saznanja o fizici realnog
procesa i poznavanja idealizovanih fizickih zakona kojima je aproksimativno opisano
ponaSanje posmatranog sistema. Na taj nacin se dolazi do kvalitativnog modela, kod
koga su na osnovu poznatih fizickih zakona definisane matematicke relacije izmedu
relevantnih fizickih varijabli, ali u opStem slucaju nisu poznate i numericke vrednosti
odredenog broja parametara koji figuriSu u ovim jednac¢inama. Za takav model se kaze
da je poznat sa ta¢noS¢u do nepoznatog vektora parametara i obicno se u engleskoj
literaturi naziva “ gray box“ model, a odgovaraju¢i prevod na srpskom jeziku je
model sive kutije. Ponekad je ipak na osnovu fizickih gabarita realnog procesa
moguce odrediti i numericke vrednosti ovakvih parametara i takav model se u
engleskoj literaturi naziva “ white box* model, Sto se moze prevesti na srpski jezik
kao model bele kutije. Na primer, tipican primer “ white box“ modela predstavljaju
ekektri¢na kola i sistemi.

Drugi pristup je induktivni i polazi od predpostavke da se ne raspolaze sa
adekvatnom apriornom informacijom o realnom procesu na osnovu koje bi se izabrali
odgovaraju¢i idealizovani fizicki zakoni u cilju matematickog prikaza relevantnih
osobina posmatranog procesa. Stoga se ovaj korak dopunjuje apriornim usvajanjem
strukture modela , koja obi¢no predstavlja linearan vremenski kontinualan ili
diskretan vremenski neporomenljiv sistem, koji je matematicki opisan linearnom
diferencijalnom ili diferencnom jednacinom sa fiksnim parametrima. PoSto konacan
broj parametara u ovakvoj strukturi nema nikakvo fizicko tumacenje, ovakav model
naziva se *“ black box“ model, Sto se na srpski jezik moze prevesti sa modelom crne
kutije, pri ¢emu je i ovakav model kvalitativan i poznat sa ta¢noSu do nepoznatih
parametara. Vazan korak u ovakvom pristupu predstavlja estimacija parametara na
osnovu raspolozivih realnih merenja na posmatranom sistemu, a ovaj zadatk se u
literaturi naziva parametarska identifikacija. Ovakav pristup je vrlo popularan u
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tehnickim naukama, s obzirom da linearni kontinualni i diskretni modeli navedenog
tipa vrlo dobro aproksimiraju ponasanje tipi¢nih tehnoloskih procesa oko neke
izabrane radne tacke. Problem odredivanja radne tacke obicno se svodi na reSavanje
nelinearnih algebarskih jednac¢ina kojima je matematicki opisano ponaSanje
tehnoloskog procesa u nominalnom rezimu rada.

U svetlosti reCenog, metode parametarske identifikacije za usvojene
reprezentacije modela sistema razlicite fizicke prirode, koje su date u obliku linearnih
vremenski nepromenljivih digitalnih sistema sa kona¢nim impulsnim odzivom ( Finite
Impulse Response ili skraceno FIR ) ili beskona¢nim impulsnim odzivom ( Infinite
Impulse Response ili skraceno IIR ), predstavljaju izuzetno vazan alat u nauci i
tehnologiji. Ovako dobijeni modeli nasli su Siroku primenu u raznorodnim zadacima
analize tehnoloskih procesa, njihove simulacije, kao i projektovanja sistema za obradu
i prenos signala i upravljanje tehnoloSkim i industrijskim procesima. Modeli
navedenog tipa popularni su i u racunarskim telekomunikacijama, za prikazivanje
redova cekanja poruka i podataka, kao i u ekonomiji u oblasti ekonometrije i
finansijske matematike.

Kao generalni pristup za sintezu algoritama parametarske identifikacije u
usvojenoj FIR ili IR strukturi modela obi¢no se koristi metod greSke predikcije, koja
predstavlja razliku izmedu stvarne izmerene vrednosti izlaza realnog sistema i
predikcije ove vrednosti na bazi samog modela. Zadatak parametarske identifikacije
tada se postavlja kao problem optimizacije bez ograni¢avanja kriterijumske funkcije,
koja predstavlja ocekivanu vrednost neke nelinearne funkcije greSke predikcije, kao
slucajne veli¢ine. Postavljeni optimizacioni problem, u opstem slucaju, ne moze se
resiti analiti¢ki, u zatvorenoj formi, te je neophodno da se koriste alati numericke
matematike, a kao optimizaciona tehnika pogodno je da se koriste rekurzivne
procedure tipa stohastickog gradijenta. Posebno, ako je transformacija greSke
predikcije linearna funkcija, ovakvi rekurzivni stohasti¢ki algoritmi parametarske
estimacije svode se na rekurzivni metod najmanjih kvadrata. Kao generalizacija
ovakvog pristupa, u optimizacioni kriterijum se moze ukljuciti i raspoloziva apriorna
informacija o statistickim karakteristikama greSke predikcije, posmatrane kao
stohasticka promenljiva, u formi klase raspodela kojoj pripada i realna funkcija
raspodele verovatnoCe razmatrane slucajne varijable. U robusnoj statistici ovakva
informacija je koriS¢ena za odredivanje nelinearne transformaciji greSke predikcije u
odnosu na najnepovoljniju raspodelu u okviru pretpostavljene klase, koja nosi
minimalnu informaciju o estimiranim parametrima, u smislu minimalne FiSerove
koli¢ine informacije, odnosno maksimizacije Kramer-Raove donje mede. Ovakav
pristup, u sustini, predstavlja generalizaciju Huberovog koncepta mini-maksne
robusne estimacije u zadacima estimacije skalarnog parametra lokacije nepoznate
funkcije raspodele verovatnoce slucajne varijable, koji se zasniva na minimizaciji
asimptotske varijanse greSke estimacije za najnepovoljniju raspodelu u okviru
predpostavljene klase raspodela kojoj i stvarna raspodela greske pripada.

U radu je ovakav pristup primenjen na usvojenu klasu FIR i IIR linearnih
digitalnih vremenski invarijantnih modela sistema. S obzirom da je tako odredeni
kriterijum, u opstem slucaju, nelinearna funkcija greSke predikcije, kao sredstvo za
vise kora¢nu numeri¢ku minimizaciju ovog kriterijuma koris¢en je Gauss- Newtonov
rekurzivni stohasticki metod. Ovakvim postupkom je izbegnuta proizvoljnost i
subjektivnost pri izboru algoritma parametarske identifikacije, a takode su
formalizovane i heuristicke intervencije koje su uobicajene pri statistiCkoj analizi
mernih podatka. Posebni znacaj u navedenom pristupu ima teorijska analiza
konvergencije, konzistentnosti i asimptotske brzine konvergencije procena parametara
ka njihovim optimalnim vrednostima, koje odgovaraju minimumu usvojenog
kriterijuma. Na bazi analize konvergencije dolazi se do egzaktnih teorijskih uslova
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pod kojima ¢e procene parametara, koje se generiSu odabranim rekurzivnim
stohastickim algoritmom, konvergirati. Za razliku od postupaka simulacije, koji ne
omogucava ekstenziju dobijenih rezultata na nove slucajeve koji nisu obuhvacéeni
simulacijom, ovakav analiticki rezultat ima univerzalnu vrednost i od korisnika se
zahteva samo da proveri da li su izvedeni teorijski uslovi za konvergenciju algoritma
parametarske identifikacije ispunjeni u razmatranom slucaju.

Za analizu konvergencije uobicajeno se u literaruri koriste slede¢a dva pristupa:

1. Metod obi¢nih diferencijalnih jednacina (Ordinary Differential Equations ili
skraceno ODE ), koji se sastoji u pridruzivanju rekurzivnom stohastickom
algoritmu odgovarajuce obi¢ne diferencijalne jednacine i primeni direktne metode
Ljapunova za analizu stabilnosti reSenja ove jednacine.

2. Metod zasnovan na primeni teorije maringala, koji se zasniva na analizi
stohasticke funkcije Ljapunova, koja predstavlja odgovarajucu funkciju slucajne
greSke estimacije parametara modela sistema, uz primenu osnovnih rezultata o
konvergenciji maringala, kao specifi¢nih stohasti¢kih signala. Analiza asimptotske
brzine konvergencije algoritma moze se zasnivati na primeni centralne grani¢ne
teoreme na relevantne stohasticke sekvence koje obrazuje maringal. Tako izvedeni
analiti¢ki rezultat za asimptotsku totalnu varijansu greske estimacije omogucéava
optimalan izbor matrice pojacanja u rekurzivhom stohastickom algoritmu
parametarske estimacije, u smislu maksimalno moguce asimptotske brzine
konvergencije procena parametara ka njihovim optimalnim vrednostima, koje
odgovaraju minimumu usvojenog kriterijuma.

Sa prakticnog stanovista, a u skladu sa centralnom granicnom teoremom
matematicke statistike, posebno vaznu klasu raspodela slu¢ajnih poremecaja u sistemu
predstavlja kontaminirana normalna klasa raspodela. Ovakva klasa okarakterisana je
sa indeksom kontaminacije i varijansama kako nominalnog normalnog ¢lana tako i
kontaminiraju¢eg ¢lana, ¢ak i kada je ovaj ¢lan raspodeljen po normalnom zakonu
raspodele verovatnoce. PoSto stepen kontaminacije i varijansa kontaminirajuceg ¢lana
kod aditivnog Suma u modelu sistema nikada nisu ta¢no poznate, a adekvatna procena
ovih statistickih parametara je neophodna za definisanje nelinearne kriterijumske
funkcije greSke predikcije, u radu je predlozena i modifikacija algoritma parametarske
estimacije koja se zasniva na jednovremenoj estimaciji nepoznatih statistickih
parametara Suma merenja sa postupkom estimacije nepoznatih parametara u
usvojenoj strukturi modela razmatranog sistema, Sto reziultuje u novu klasu
adaptivnih rekurzivnih stohastickih algoritama parametarske identifikacije. Estmacija
nepoznatih statistiCkih parametara slucajnih poremecaja u sistemu zasnovana je na
metodologiji QQ-krive, Sto predstavlja novi pristup u zadacima parametarske
identifikacije.

PosSto teoriska analiza osobine predlozenih algoritama parameratske
identifikacije ima asimptotski karakter, odnosno u vaznosti je na uzorku velike
duzine, pri ¢emu teoriska razmatranja ne ukazuju koliko velika duzina mernog uzorka
treba stvarno da bude, analiza performansi algoritama na uzorku kona¢ne duzine i u
uslovima bliskim realnosti ispitivana je putem racunarske simulacije. Posebna paznja
je posvecena prakticnim aspektima, kao $to su planiranje eksperimenta u smislu
selekcije ulaznih i izlaznih signala, izbora test pobudnih signala, izbora periode
diskretnih merenja, analize mogucih tehnika prefiltriranja merenja, izbora reda
usvojene FIR ili IIR strukture, procene kvaliteta estimacije parametara na bazi
korelacione analize ulazno-izlaznih mernih podataka i reziduala merenja ili greske
predikcuje, kao i evaluacija dobijenog matematickog modela IIR ili FIR sistema na
osnovu statisticke analize greske predikcije ili reziduala merenja.
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Rad je formalno podeljen na uvod, Sest poglavlja, zaklucak i literaturu.

U prvom poglavlju dati su opsti aspekti matematickog modeliranja, sa
posebnim osvrtoma na modeliranje linearnih diskretnih vremenski invarijantnih
dinamickih sistema razlicite fizicke prirode.

U drugom polavlju detaljno su razmatrane neparametarske i parametarske
reprezentacije ovakvih tipova sistema.

U tre¢em poglavlju opisani su osnovni rekurzivni algoritmi za estimaciju
nepoznatih parametara u usvojenoj strukturi modela sistema tipa stohastickog
gradijenta, kao Sto su algoritam dinamicke stohasticke aproksimacije i Njutn-
Rafsonov ili Gaus-Njutnov algoritam.

U detvrtom poglavlju data je konvergencija predlozenih algoritama, na bazi
teorije martingala i metodologije analize stabilnosti reSenja obic¢nih diferencijalnih
jednacina. U istom poglavlju analizirane su i prakticne osobine predlozenih
algoritama na uzorku kona¢ne duzine i u uslovima bliskim realnosti pute Monte Karlo
simulacije.

U petom poglavlju razmatrana je optimalna parametraska identifikacija na
zadatoj klasi raspodela slu¢ajnih poremecaja u sistemu.

U Sestom poglavlju izvedena je nova klasa adaptivnih rekurzivnih algoritama
parametarske estimacije na bazi jednovremene estimacije statistickih parametara Suma
merenja, primenom metodologije QQ krive, i estmacije parametara modela sistema,
na bazi rekurzivnih stohastickih procedura razmatranih u prethodnim poglavljima.
osobine predloZzenog algoritma ispitivane su eksperimentalno putem Monte Karlo
simulacije na raCunaru opste namene.

U zaklucku su navedeni osnovni doprinosi rada i ukazano je na moguée pravce
daljih istrazivanja.

Literatura sadrzi osnovne reference koje su koris¢ene prilikom istrazivanja i
pisanja samog teksta.
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2. MODELIRANJE SISTEMA

2.1. DEFINICIJA 1 OSNOVNI ZADACI
MODELIRANJA SISTEMA

Modeliranje je postupak dobijanja matematickog opisa neke pojave koja se
odvija u realnom svetu, kao $to su na primer fizicki, hemijski ili elektrotehnicki
procesi. Sa jedne strane, ovaj opis mora biti relativno jednostavan, a sa druge strane i
dovoljno tacan, da bi odgovorio svojoj nameni koja je definisana od strane kreatora
modela [7]. Primena modeliranja nije ograni¢ena samo na tehnicke procese (fizicke,
hemijske, mehanicke, elektricke, itd.), ve¢ se ono koristi u razli¢itim oblastima, kao
Sto su ekonomija, biologija, sociologija, itd. Postoji praktino neogranien broj
modela koji opisuju razli¢ite aspekte jedne realne pojave. TipiCan primer su
elektricne komponente, kao Sto je otpornik, koji moze da se proucava sa razlicitih
stanovi$ta: a) kao elektricni element kojim je definisana linearna algebarska zavisnost
izmedu napona na njegovim krajevima i struje kroz otpornik;b) kao termicki element
¢ija se temperatura menja po zakonu koji je dat u formi linearne diferencijalne
jednacine;c) kao translatorno mehanicko telo, odredene mase na koga deluje sila
gravitacije ;d) kao rotaciono mehanic¢ko telo, odgovaraju¢eg momenta inercije, kod
koga je veza izmedu obrtnog momenta i ugaonog ubrzanja data sa algebarskom
relacijom [7]. Svi ti razli¢iti pogledi na realnu pojavu rezultuju u razli¢ite modele, kao
Sto je Sematski prikazano na sledecoj slici.

Model 1

Model 2

Model 3

Slika 2.1. Razlic¢iti pogledi na realnu pojavu rezultuju u njene razli¢ite modele

Sustina postupka modeliranja je da se izaberu samo one osobine posmatranog procesa
koje predstavljaju potrebne i dovoljne karakteristike da se proces opiSe dovoljno tacno
sa stanoviSta namene modela. U svetlosti navedenog, zadatak modeliranja je da
osvetli glavne osobine i fenomene realnog procesa i da ih prevede na neki apstraktan
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jezik, kao Sto je jezik matematike [7,87]. Na taj nacin, modeliranje predstavlja
integralan deo nauke i tehnologije, koji obuhvata skoro sve oblasti ljudskog delovanja,

pocevsi od filozofije i teologije, pa preko sociologije, psihologije, ekologije i
ekonomije, doseze konac¢no i do same tehnike (gradevine, hemije, fizike, masinstva,
elektrotehnike, itd.).

Pojam modeliranja je neraskidivo povezan sa pojmom procesa ili sistema. U
navedenom kontekstu, sistem je skup stavki ili osobina koje predstavljaju zaokruzeni
deo nekog realnog fenomena koji se proucava. Pri tome, sistem je subjektivan pojam
sa ogranicenjima koja ukljucuju one osobine koje su najvaznije sa stanovista
modelara, a iskljucuje osobine od manjeg znacaja za opis posmatranog realnog
procesa. Na taj nacin, model predstavlja sredstvo za opisivanje najbitnijih
karakteristika sistema koji se proucava. Uz navedeno, model mora posedovati prikaz
objekata unutar sistema, tzv. komponenti sistema, kao i prikaz aktivnosti pod kojima
¢e ti objekti medusobno delovati. Dakle, model reflektuje razumevanje realnog
procesa, njegovih komponenti i njihove interakcije od strane samog modelara
[7,29,43,87].

Vaznu stavku prilikom formiranja modela predstavlja izbor ogranicenja
kojima je podvrgnut sistem. Ova ogranic¢enja odreduju koji ¢e deo realnog procesa biti
proglasen za sistem koji se proucava. Delovi realnog procesa koji nisu pridruzeni
sistemu, kao izolovanom delu realnosti, nazivaju se okolinom sistema. Ukoliko su
granice sistema suviSe Siroke moze se dogoditi da je takav model sistema prakti¢no
nemoguce analizirati, poSto su mnoge vazne osobine prekrivene nevaznim detaljima.
Sa druge strane, ukoliko su izabrane granice sistema suviSe uske, sve relevantne
karakteristike realnog procesa nece biti obuhvacene njegovim modelom, Sto ce
rezultovati u neadekvatnu analizu sistema na bazi takvog modela. Zahtevana ta¢nost
prilikom modeliranja povezana je i sa namenom modela. Generalno, postoje dva
nac¢ina primene modela sistema. Prvi od njih sastoji se u izvodenju eksperimenta u
otvorenoj povratnoj sprezi. Kod ovakvog pristupa model se koristi za predvidanje
buducih vrednosti relevantnih promenljivih u sistemu [23,29,30,43]. Na primer,
model se moze Koristiti za izradu vremenske prognoze ili za predvidanje buducih
vrednosti nekih ekonomskih pokazatelja, kao Sto su nezaposlenost, profitna stopa i sl.
Zadatak predikcije zahteva adekvatan opis odgovaraju¢in zakona kojima su
podvrgnute relevantne promenljive u modelu, tako da male greSke modeliranja mogu
prouzrokovati velike greSke u rezultatu analize koja je izvrSena na bazi takvog
netacnog modela. Drugi pristup sastoji se u primeni modela u zatvorenoj povratnoj
sprezi i ovakav pristup se obi¢no Koristi za projektovanje sistema upravljanja. Ukoliko
je model deo sistema upravljanja u zatvorenoj povratnoj sprezi, takav sistem ce
redukovati dejstvo poremecaja, koji dolazi iz spoljaSnje sredine, kao i same greske
modeliranja. Na taj nacin, manje tacan model moze se Koristiti u ovoj drugoj primeni.
Drugim rec¢ima, zahtevana tacnost modeliranja zavisi od nacina primene samog
modela, odnosno da li se Koristi u eksperimentu u otvorenoj povratnoj sprezi ili u
okviru povratne petlje kod sistema upravljanja [16,24,80,93].
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2.2. PRISTUPI IZGRADNJI MODELA SISTEMA

Postoji viSe nacina da se izgradi model sistema, od kojih su najznacajniji
sledeci pristupi [7]:

1. Deduktivni pristup (polazi od opsteg ka posebnom).
2. Induktivni pristup (polazi od posebnog ka opStem).

3. Bond graf (dijagram veza komponenti sistema).

2.2.1 Deduktivni pristup: Ovaj pristup pretpostavlja primenu opstih
iskustava koja su stecena prilikom modeliranja razli¢itih specifi¢nih procesa. Pristup
koristi i prethodno znanje o razmatranom procesu, koje se zasniva na poznavanju
fizickih zakona koji definiSu matematicke relacije izmedu relevantnih varijabli u
idealizovanom modelu procesa sa idealizovanim fizickim komponentama. Na primer,
u idealizovanim fizickim komponentama telo odgovarajuce mase se tretira kao
tackasto, uz zanemarivanje njegovih dimenzija, protoci su laminarni, koncentracije su
homogeno raspodeljene u rezervoaru, meSavine su idealne i sl. Fizicki zakoni se
obi¢no izrazavaju u obliku algebarskih i/ili diferencijalnih jednacina [87].

U opstem slucaju, algebarske relacije definiSu ponaSanje procesa u ustaljenom
(ravnoteznom) stanju ili tzv. staticko ponaSanje procesa. Staticki modeli se koriste da
se odredi radna tacka ili ravnotezno stanje procesa, na osnovu koje se dobija uvid u
nominalne vrednosti relevantnih promenljivih, kao Sto su, na primer, pritisak, protok,
temperatura ili profit. U industriji se staticki modeli nazivaju “flow sheets” [7,87].

Dinamicko ponaSanje procesa opisuje se diferencijalnim jednacinama
[24,80,87,91]. Ove jednacine su zasnovane na osnovnim fizickim zakonima, kao Sto
su zakon o odrzanju energije, mase, momenta i sl. Apriorno (prethodno) znanje moze
da se koristi i da se blize odredi struktura modela sistema, posto pored relacije koja
povezuje ulazne i izlazne varijable sistema i sama struktura modela predstavlja stavku
od interesa. Na primer, ako je na osnovu prethodnog znanja ustanovljeno da sistem
ima dve vremenske konstante, tada ¢e to znanje biti iskoris¢eno da se iz svih mogucih
struktura modela drugog reda izabere ona kojoj odgovaraju dve realne vremenske
konstante, odnosno dva realna pola, umesto da se za model usvoji opsta funkcija
prenosa drugog reda koja moze imati i konjugovano kompleksne polove. Navedeni
pristupi obi¢cno dovode do kvalitativnog modela, u kome postoji odredeni broj
parametara ¢ije vrednosti nisu poznate. Ponekada je, medutim, moguce da se procene
adekvatno i vrednosti parametara u ovakvom modelu, obi¢no Kkoriste¢i prethodno
znanje o fizickim dimenzijama procesa.

2.2.2 Induktivni pristup: U opstem sluc¢aju se ne raspolaze sa dovoljno
apriornog znanja da bi se parametri u usvojenoj strukturi modela procenili adekvatno.
U takvim situacijama koriste se tehnike parametarske identifikacije sistema, koje
koriste merenja ulaza i izlaza sistema da bi estimirale (procenile) vrednosti parametara
u modelu [23,24,30,43,63,64,68]. Postupak identifikacije zasniva se i na nekim
dodatnim pretpostavkama, kao Sto su, na primer, klasa linearnih modela, selekcija
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ulazno/izlaznih varijabli, red modela i sl. Sam postupak pribavljanja informacija o
sistemu naziva se indukcija. U navedenom slucaju postavlja se prirodno i pitanje
izbora kriterijuma za poredenje razli¢itin modela u uslovima kada su merenja na
procesu prisutna.

2.2.3 “Beli, sivi i crni” modeli: Ponekad je moguce da se model sistema
izvede samo na osnovu deduktivnog pristupa, koriste¢i odgovarajuce idealizovane
fizicke zakone i procenjene vrednosti parametara, na bazi fizickih gabarita
razmatranog procesa [7,24,80,87,91]. Takav model naziva se “beli” model, ” ili na
engleskom jeziku “white-box” model. Primer takvih modela su elektricna i
elektronska kola, a osnovni fizicki zakoni koji se koriste prilikom modeliranja su
Kirhofovi zakoni.U nekim sluc¢ajevima ne postoji adekvatno apriorno znanje o
realnom procesu, te model mora da se postavi na osnovu raspolozive merne
informacije o ulazu i izlazu sistema, ne posedujuci adekvatnu informaciju o internoj
strukturi i internim relacijama u sistemu [29,30,43,63,64,68,90]. Tako izveden model
naziva se “crni model” ili na engleskom jeziku “black-box” model. Izmedu ova dva
grani¢na slucaja nalazi se model u formi sive kutije ili na engleskom jeziku*“gray-box”
model, koji je u sebe ukljuc¢io svu moguéu raspolozivu apriornu informaciju o
realnom procesu, $to je rezultovalo u primeni odgovaraju¢ih idealizovanih fizickih
zakona u kojima ¢e se pojaviti odredeni broj nepoznatih parametara. Pri tome, ovakva
informacija zavisi uglavnom od polja primene modela i obi¢no je veca u slucaju
naucno-tehnickih procesa, nego u slucaju drustvenih procesa. Tipi¢ne vrste modela u
razli¢itim oblastima date su na sledecoj slici [7].

white box model

elektrotehnologija BELO ektricna kola

mehanika mehanicki uredaji

hemija NIJANSE hemijski reaktor

ekologija SIVOG hidrologija (vodeni tokovi)
psihologija biomedicina (dinamika ljudskog tela)
ekonomija CRNO ekonometrija (ekonomski modeli)

black box model

Slika2.2. Tipovi modela u razli¢itim oblastima: beli (white-box), sivi (gray-box) i crni
(black-box) modeli

U opStem slucaju, izgradnja adekvatnog kvantitativnog modela sastoji se iz nekoliko
faza: modeliranja, parametarske identifikacije, simulacije i validacije modela. Koraci
(faze) u izgradnji modela prikazani su na narednoj slici.
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Prethodno (apriorno) znanje — Modelovanje: rezilnost
4—.
-odredivanje granica sistema sistem
-odredivanje idealizovanog modela 7
-izbor prirodnih zakona idealizovani
sis&em
-postavljanje matematickih relacija ~ matematicke
relacije
v . . . * 4+—
-dodavanje uzro¢no-posledicnih akauzalan model
veza (osobine kauzalnosti) katzalan model
- - - - 4—.
—> Estimacija parametara: kvantitativan
model
procene vrednosti L ‘ |
Simulacija: odziv

prihvatljiv nijei

Merenja — Validacija: prihvatljiv
kraj Ld

Slika2.3. Interaktivni postupak za dobijanje adekvatnog modela sistema

U bilo kojoj fazi opisanog postupka moguce je da se vrati jedan ili viSe koraka
unazad, ukoliko rezultat ne zadovoljava postavljene zahteve. Poslednji korak
validacije modela vrsi se iskljucivo na osnovu realnih merenja na sistemu. Kao Sto je
prikazano na slici 2.3, izgradnja kvantitativnog modela zahteva i uvodenje uzro¢no-
posledicne relacije (osobine kauzalnosti). Naime, same matematicke relacije definiSu
medusobno uticaj nekoliko varijabli u sistemu. Na primer, Omov zakon definiSe vezu
izmedu napona i struje na otpornik i moze se izraziti u obliku u=Ri, ili i=u/R.
Obe relacije su sa matematickog i fizickog stanovista iste, ali se razlikuju sa
stanoviSta uzroka i posledice, odnosno selekcije ulazne i izlazne varijable. Prva
relacija tvrdi da ¢e struja i (ulaz) prouzrokovati na krajevima otpornika napon u
(izlaz), dok druga relacija tvrdi da ¢e napon u (ulaz) rezultovati u struji i (izlaz) kroz
otpornik. Selekcija ulazno-izlaznih varijabli naziva se postupkom uvodenja
kauzalnosti (uzro¢no-posledi¢nih veza) u model. Kauzalnost nije fizicki pojam i
uvedena je veStackim putem da bi se omogucila odgovarajuca istrazivanja i izveo
postupak simulacije [7,24,57,74,92]. Gotovo svi simulacioni paketi rade sa kauzalnim
modelima. Kauzalni modeli koriste obi¢ne diferencijalne jednacine (engleski ordinary
differential equations, ili skraceno ODE) kao matematicke relacije, dok akauzalni
modeli, koji iskazuju samo relacije izmedu varijabli bez uvodenja uzro¢no-
posledi¢nih veza (odnosno proglasavanje ulazno-izlazninh promenljivih) koriste
diferencijalno-algebarske jednacine (engleski Differential Algebraic Equations ili
skraceno DAE). Neki noviji simulacioni programi koriste akauzalne modele [7].

Takode, u cilju vizuelizacije veza koje postoje izmedu varijabli u modelu
koristi se graficka reprezentacija modela. Postoji viSe ovakvih prikaza, od kojih su
neki zavisni od samog realnog procesa i njegovih komponenti, dok su drugi opsti i
imaju univerzalnu primenu. Navedeni pristupi, polaze¢i od posebnog ka
univerzalnom, prikazani su na sledec¢oj Semi [7].
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e Crtezi (autorova impresija o sistemu)

e Kola (vezana su za specificnu primenu i zahtevaju standardni prikaz
komponenti sistema)

o Dijagrami: imaju opsti karakter i mogu biti dvojaki:

a) Konsekutivni (sa redosledom izvodenja; primer su dijagram toka ili
flow chart u programiranju ili PERT plan u organizacionim
naukama)

b) Simultani (sa jednovremenim izvodenjem) koji mogu biti:
b1) kauzalni (primer su blok dijagrami i bond grafovi)
b2) akauzalni (primer su bond grafovi)

Dijagrami nisu vezani za specificnu aplikaciju i predstavljaju prilicno
apstraktan nacin prikazivanja dinamike sistema. Za prikaz tehnickih sistema koriste se
simultani dijagrami i to obi¢no blok dijagrami. Kod blok dijagrama jednovremeno se
uvode relacije izmedu varijabli i definiSu uzro¢no-posledicne veze izmedu njih
(osobine kauzalnosti) [16,24,48,80]. Za razliku od blok dijagrama, bond graf
dozvoljava dvokora¢nu proceduru, gde se u prvom koraku definiSu samo veze izmedu
varijabli, pa se tek u drugom koraku naknadno uvode uzroc¢no-posledicne veze
izmedu varijabli [7].

2.2.4 Klasifikacija modela sistema: Generalno se razlikuju tri razlicita
tipa modela koji se mogu Koristiti za opisivanje dinami¢kog ponaSanja realnog
procesa : [7,87]

1) Skalirani (proporcionalno umanjeni) model: predstavlja proporcionalno
umanjenu fizicku maketu realnog procesa, koja se koristi za ekonomicno ispitivanje
osobina realnog procesa (cena eksperimentisanja na ovakvom modelu je znacajno
niza nego na realnom procesu). Ovakav model se koristi kada ne postoji dovoljno
tacan matematicki model ili ukoliko izracunavanja u okviru postavljenog
matematickog modela traju neprihvatljivo dugo. Primeri ovakvog modela su
aerodinamicki tuneli, rezervoari za ispitivanje vodenih tokova i sl.

2) Matemati¢ki model: dinami¢ko ponaSanje sistema je u opStem slucaju
opisano skupom nelinearnih diferencijalnih jednacina, o ¢emu ¢ée kasnije biti viSe reci
i oni su dominantni u tehnici.

3) Opisni (verbalni) modeli:_koriste se kada su relacije koje opisuju
ponaSanje sistema suviSe kompleksne ili nedovoljno poznate da bi se prikazale u
matematickom obliku, i ako postoji izvesno znanje o kvalitativnim vezama izmedu tih
varijabli. Ovakvi modeli se obi¢no koriste u sociologiji i psihologiji.

Predmet ovog rada bi¢e samo matemati¢ki modeli. Matematicki modeli mogu
se dalje podeliti u sledece kategorije: 1) staticki; 2) dinamicki, koji mogu biti
kontinualni i diskretni. Moguc¢a Klasifikacija (tipovi) matematickih modela prikazani
su na sledecoj slici.
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Matematicki model
dinamicki staticki

diskretan kontinualan

N i

sa semplovanim sa diskretnim  sa raspodeljenim sa koncentrisanim sa dogadajima

podacima i vremenskim  parametrima; parametrima; vezanim za
(sampled data zavisnim parcijalna obi¢na varijable
model); dogadajima diferencijalna  diferencijalna stanja i
model je (discrete jednacina jednacina njihovu
diferencna event model zavisnost
jednacina with time-

dependent events)

Sika 2.4. Tipovi matematickih modela

Razli¢iti tipovi matematickog modela mogu da se kombinuju u okviru
slozenog modela realnog procesa, kao Sto je prikazano na sledecoj slici

dogadaj stanja

Kontinualan model

podaci l
™ Diskretni model

A

vremenski diskretan dogadaj

Sika 2.5. Primer slozenog modela u kome postoji interkonekcija izmedu kontinualnog
i diskretnog modela

Pojam dogadaj stanja je vezan za kontinualni model i nastaje kada kontinualna
varijabla stanja prede neki prag (na primer, kada struja i prode kroz nulu ili kada
pozicija x dostigne grani¢nu vrednost). Detekcija dogadaja stanja moze aktivirati neki
prekidac¢ u kontinualnom modelu ili startovati (trigerovati) neki vremenski mehanizam
(brojac) u diskretnom modelu. Sa druge strane, vremenski dogadaj se generiSe na
osnovu vremenskog procesa unutar modela sa diskretnim dogadajima, a moze
aktivirati prekidac ili proizvesti neku drugu aktivnost unutar kontinualnog modela.

2.2.4.1 Staticki matemati¢ki modeli opisuju nelinearnu algebarsku zavisnost
izmedu ulazne i izlazne varijable, kao Sto je prikazano na slici za skalarne varijable

u F(,ab) y=F(u,a,b)

— _—
Slika 2.6. Staticki modeli
11
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Ovakav model je linearan ukoliko postoji linearna zavisnost izmedu ulaza u i izlaza
y. Medutim, linearnost se moze definisati i u odnosu na odgovarajuée parametre

(a,b) koji opisuju preslikavanje F() izmedu ulaza i izlaza. Mogu¢i tipovi stati¢kih
modela prikazani su sledecom tabelom

y=F(u) y=F(ab) Primer
linearan linearan y=(a+bu
nelinearan linearan y =au+bu?
linearan nelinearan y=au/b
nelinearan nelinearan y=au/(bu+1)

Slika 2.7. Tipovi statickih modela

Kao Sto je prikazano, ovakav model moze biti linearan ili nelinearan i u
odnosu na ulaz i u odnosu na parametre, respektivno.

Realni procesi su generalno nelinearni, tako da adekvatan model procesa
obi¢no sadrzi nelinearnosti [91]. Sa druge strane, matematicki aparat je dobro
razraden za linearne modele[80]. Ovaj problem se moze prakti¢no razreSiti uvodenjem
pojma radne tacke. Naime, nelinearan model se u okolini izabrane radne tacke moze
linearizovati, ¢ime se dobija linearizovani model koji se dalje moze Koristiti za analizu
i projektovanje primenom teorije linearnin matematickih sistema. Naravno, tako
dobijeni rezultati ¢e vaziti samo u okolini razmatrane radne tacke, a svaka radna tacka
imace svoj linearizovani model, tako da se sa promenom radne tacke prelazi na njoj
odgovaraju¢i linearizovani model. Dakle, linearizovani model predstavlja model
sistema za male signale (predstavljaju odstupanja od radne tacke) i moze se koristiti
za lokalnu analizu stabilnosti sistema oko date radne tacke.

2.2.4.2 Dinamicki matematicki modeli: Kao Sto je prikazano na slici 2.4,
postoji vise dinamickih modela sistema koji opisuju ponasanje sistema i u prelaznom
rezimu, a ne samo u ravnoteznom ili ustaljenom stanju kao Sto je slucaj sa statickim
modelima. Prelazni rezim nastupa odmah nakon dovodenja pobude i traje sve do
ulaska sistema u ravnotezno stanje [16,24,48,91,93].

2.2.4.2.1 Kontinualni modeli sa distribuiranim parametrima: Fizicki
sistemi su kontinualni i opisuju se sa kontinualnim modelima sa distribuiranim ili
koncentrisanim parametrima. Model sa distribuiranim parametrima prikazan je u
formi paracijalne diferencijalne jednacine. Kod takvih modela i prostorne koordinate
(pozicija) x ivreme t predstavljaju nezavisne promenljive u modelu. Primer takvog
sistema je transfer toplote kroz zid. Na primer, za F(x,t): 0, odgovarajuca parcijalna

diferencijalna jednacina je F, (x,t)x+F,(x,t)=0, odakle sledi

F _F 2.1)
ot OX
Ako se zavisnost od pozicije x zanemari (model sa koncenctrisanim

parametrima, poSto su sve aktivnosti svedene samo na jednu poziciju), navedena
parcijalna diferencijalna jednacina svodi se na obi¢nu diferencijalnu jednacinu.
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Ovakva aproksimacija odgovara koncentrisanju razli¢itih materijala u zidu u jedan
homogen materijal sa idealnim karakteristikama (koncentrisana masa koja nema
debljinu i predstavlja homogenu povrSinu). Umesto jedne pozicije x, moze se
definisati i ve¢i broj pozicija x,, pri ¢emu se za svako x, dobija model sa

koncentrisanim parametrima (opisan obi¢nom diferencijalnom jednac¢inom) koji ne
zavisi od pozicije. Ovakav postupak selekcije konacnog broja celija ili podmodela
naziva se metod kona¢nih elemenata (engleski Finite Element Method ili skra¢eno
FEM). Svaka celija ima svoj sopstveni skup varijabli i obi¢nih diferencijalnih
jednacina, tako da dimenzija modela raste linearno sa brojem celija. Veci broj ¢éelija
rezultuje u tacniji model, ali je vreme izvrSavanja ovakvog modela znacajno vece.
Medutim, ovakvo uproscenje je znacajno, posto je numericko reSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednac¢ina kompleksno i vremenski zahtevno.

2.2.4.2.2 Kontinualni model sa koncentrisanim parametrima: Ovakav
model opisan je sa obi¢nim diferencijalnim jednac¢inama (ODE). Obic¢na
diferencijalna jednacina je formulisana kao eksplicitna diferencijalna jednacina, kod
koje je svaki izvod definisan sa desnom stranom jednacine, tj.

% —F(x(t)u(t)); ODE model (22)

Dakle, vrednost dx/dt moZe se za svako t izraCunati eksplicitno. Sa druge
strane, diferencijalno-algebarska jedna¢ina (DAE) je formulisana kao implicitna
diferencijalna jedna¢ina

F,(x(t),x(t)u(t))=0; DAE model (2.3)

ili kao singularna diferencijalna jednacina

e X - F,(xt)utt) (2.4)

gde je E singularna matrica (inverzija E™ ne postoji) tako da se poslednja relacija ne
moze napisati u formi ODE. Takode, prisustvo algebarske jednacine izmedu varijabli
za koje su definisani eksplicitno izvodi ¢ini takvu jednacinu implicitnom ili DAE
modelom. Na primer,

=Ry @9
S(x(t) y(1))=0 9

je DAE, posto dy/dt nije definisano eksplicitno. Diferenciranjem algebarske
jednacine dobija se

G, (x(0) Y1) 5+ 6, (XL} + G, () e ) = @)
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pa ukoliko Gy(-) nije singularna matrica moze se izvod dy/dt izraziti eksplicitno i

data jednacina se svodi na ODE, a za odgovaraju¢i DAE se kaze da ima indeks 1. Ako
je Gy(-) singularna matrica, DAE jednacine treba da se preurede i odgovarajuca

algebarska jednacina ponovo diferencira. Broj primenjenih diferenciranja definiSe
indeks DAE. Za razliku od ODE (predstavlja DAE sa indeksom 0), koje se relativno
lako reSavaju numericki, DAE jednacine unose dodatne numericke probleme.

2.2.4.2.3 Kontinualni modeli sa dogadajima stanja: su kontinualni modeli
koji mogu generisati neku diskretnu akciju u trenutku kada neka kontinualna varijabla
stanja prede neki definisani prag. Na primer, ako se u sistemu za grejanje kao grejno
telo (izvrSni organ) koristi gasni ventil koji ima samo dva polozaja (otvoreno i
zatvoreno). Takva regulacija se naziva on-off regulacija i ako se ventil ukljucuje kada
sobna temperatura padne ispod nekog nivoa, a iskljucuje kada sobna temperatura
prede neki drugi prag, takva on-off regulacija je u potpunosti odredena sa vrednoscu
sobne temperature koja se meri termostatom. Trenutak ukljucenja gasnog ventila
(njegovog prelaska iz jednog u drugo stanje) nije sinhronisan ni sa jednim drugim
procesom. Drugi primer su energetski konvertori, koji konvertuju veliku koli¢inu
energije iz nekog izvora, sa minimalnim gubicima, na elektri¢ni motor. Mali gubici se
postizu koris¢enjem prekidackih kola (elektronskih prekidaca), kao Sto su tiristori i
tranzistori sange. Ove poluprovodnicke komponente se mogu kontrolisati i racunar
(mikroprocesor) moze izracunati u kojim vremenskim trenucima tiristor treba da se
aktivira (upali). Ove tacke u vremenu zavise od vrednosti odgovaraju¢ih napona i
struja i tiristor se gasi (zakoci) kada struja ili napon padnu ispod odredene vrednosti.
Polozaj ovih tacaka na vremenskoj osi zavisi od stvarnih vrednosti signala u modelu.
Sa druge strane, diferencijalne jednacine sa konstantnim parametrima, koje opisuju
kontinualni model sa koncentrisanim parametrima, obi¢no se reSavaju numericki i
reSenje se dobija u odredenom broju ekvidistantnih diskretnih vremenskih trenutaka,
¢ije se rastojanje naziva integracioni interval. Problem moze nastati ukoliko se
prekidacki trenuci u modelu ne poklapaju sa trenucima u kojima se vrSi numericka
integracija. Ukoliko je period prekidanja u modelu znatno ve¢i od integracionog
intervala, ucinice se male greSke ukoliko se trenuci aktiviranja prekidacke logike
izjednace sa odgovaraju¢im trenucima integracije, odnosno ukoliko se trenuci
prekidanja podese prema trenucima numeric¢ke integracije. Ukoliko to nije slucaj,
neophodno je da se trenuci integracije podese prema trenucima aktiviranja prekidacke
logike. Prvi tip simulacije vrsi se automatski, ali postojeci simulacioni paketi ne vode
racuna o drugom tipu sinhronizacije i potrebno je uciniti dodatan napor kako bi se ove
sinhronizacije obezbedile.

2.2.4.2.4 Modeli diskretnih dogadaja: su diskretni modeli koji nemaju fiksan
period ponavljanja, tj. imaju aperiodi¢no odabiranje, a sve varijable zadrzavaju svoje
vrednosti izmedu dva dogadaja. U trenutku pojave diskretnog dogadaja varijable
mogu menjati svoje vrednosti. Dogadaj moze biti prouzrokovan nekim spoljasnjim
dogadajem, na primer dogadajem stanja, ili izazvan na osnovu neke vremenske tabele,
koja se javlja kao rezultat internih aktivnosti. Primeri ovakvih modela su redovi
¢ekanja (poruke na serveru, vozila na rampi, ljudi na Salterima, itd.). U ovakvim
modelima varijable predstavljaju vremenske procese, kao Sto je na primer trenutak
dospeca u red, a stanje varijable oznacava vremenski trenutak u kome varijabla
postaje aktivna, a ne predstavlja fizicku veli¢inu, Sto je slucaj kod dogadaja stanja.
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2.2.4.2.5 Modeli sa semplovanim podacima: su najrasprostranjeniji diskretni
modeli koji se primenjuju kada se racunar koristi kao sredstvo za kontrolu procesa
[18,85]. Racunar odabira (sempluje) podatke upotrebom A/D konvertora, a kontroliSe
proces na bazi upotrebe D/A konvertora. Semplovanje podataka se vrsi sa fiksnom
periodom odabiranja (semplovanja). Ovakav tip modela opisan je diferencnom
jednacinom, koja se lako reSava upotrebom odgovarajuceg programskog jezika i
racunara. Tipican oblik diferencne jednacine koja povezuje izlazni diskretni niz

{Y(i)}i ulazni diskretni niz {U(i)}je

gaiy(i)ibiu(i) (2.8)

i=1

gde su a, i=0,---,n; b,i=1---,m Koeficijenti ili parametri, koji obi¢no nemaju

fizicko tumacenje.

Ovakvi modeli su Siroko rasprostranjeni u prirodno-tehni¢kim naukama ali i u
drustvenim naukama, pre svega ekonometriji. Takode, sami kontinualni modeli kada
se primenjuju na racunarskoj masini, prevode se na odgovarajucu diskretnu formu i
reSavaju kao vremenski diskretni modeli, odnosno odgovarajuée diferencne jednacine.
Modeli navedenog tipa bi¢e detaljno razmatrani u drugom poglavlju. Ovi modeli
predstavljaju i osnovnu strukturu koja se koristi u zadacima parametarske
identifikacije i sintezi kvantitativnih modela procesa tipa crne kutije, Cemu je u celini i
posveéen ovaj rad. Zadatak parametarske identifikacije sastoji se u odredivanju
nepoznatih vrednosti parametara u (2.8) na optimalan nacin, u odredenom smislu, a na
bazi raspolozivih merenja ulazno-izlaznih diskretnih signala. Ovaj problem bice
detaljno razmatran u poglavljima 3-6.
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3.BLACK-BOX REPREZENTACIJE
MODELA SISTEMA

Kao Sto je navedeno u prethodnom poglavlju, jedan moguci pristup
modelovanju sistema zasniva se na poznavanju fizike samog procesa (sistema) koji se
modeluje. Naime, polazeci od fizickih zakona (Newton zakon, Kirchhoff-ovi zakoni,
zakoni 0 odrZanju energije, mase, momenta itd.) i pretpostake da su komponente
sistema idealne dolazi se do modela sistema, kojim je opisano ponaSanje sistema.
Ovakav pristup zahteva potpuno poznavanje fizickog procesa i stoga se ovako
izvedeni model naziva u anglosaksonskoj literaturi “white-box” model (ili
reprezentacija modela u vidu “bele kutije™).

lako je ovakav pristup prirodan, postoje izvesne situacije gde njegova primena
nije moguca:

1. Proces je suviSe kompleksan da bi mogao da se opiSe idealizovanim
fizickim zakonima ili se ne raspolaze sa adekvatnim znanjem o fizici procesa. U
takvoj situaciji moze se usvojiti opSta struktura modela u kojoj su nepoznate
numericke vrednosti odgovaraju¢ih parametara (kaze se da je model poznat sa
tacnoS¢u do nepoznatih vrednosti parametara u modelu), te se ove vrednosti moraju
naknadno proceniti (estimirati) na osnovu raspolozivih merenja ulazno-izlaznih
varijabli procesa, uz koris¢enje pogodne estimacione procedure (algoritma). Ovako
dobijeni model naziva se na engleskom jeziku “black-box” model, s obzirom da
apriorno znanje o fizici procesa nije uklju¢eno u postupak modeliranja.

2. Moguce je koristiti izvesne idealizovane fizicke zakone da bi se opisalo
ponasanje procesa, ali su pri tome numericke vrednosti odgovarajucih fizickih
parametara i dalje nepoznate (na primer, nisu poznate inercija ili koeficijent trenja u
mehanickom sistemu ili kapacitivnost u elektricnom sistemu). U ovakvoj situaciji
poznat je fizicki model procesa ali sa tacnoséu do nepoznatih numerickih vrednosti
odgovarajucih fizickih parametara, koje se moraju proraunati na neki drugi nacin.
Ovako dobijeni model predstavlja kombinaciju “white-box” modeliranja sa
postupkom estimacije parametara, te se naziva u anglosaksonskoj literaturi “gray-
box” model. U opstem slucaju, bilo kakva kombinacija “black-box” modeliranja sa
apriornim znanjem o fizici procesa naziva se “gray-box” modeliranje.

U ovom poglavlju bi¢e razmatrano “black-box” modeliranje. Kod ovakvog
pristupa ne postoji raspoloziva apriorna informacija o fizici procesa (ne postoje ili
nisu poznati idealizovani fizi¢ki zakoni koji se mogu ukljuciti u postupak modeliranja
sistema), te se izgradnja modela mora bazirati na raspolozivim merenjima ulaza i
izlaza procesa (sistema)[9,23,28-30,43,63,64,88-90].

Postupak “black-box” modeliranja sastoji se iz viSe koraka (aktivnosti), koji su
prikazani na sledecoj slici.

Kao Sto je navedeno u prethodnom poglavlju, prvi korak u postupku “black-
box” modeliranja predstavlja odredivanje granica kojima je definisan sistem, kao
izolovani i idealizovani deo nekog realnog (fizickog) procesa. Granice sistema
odreduju koje ¢e se osobine realnog procesa uzeti u obzir prilikom definisanja
sistema, kao i koje ¢e osobine realnog procesa biti zanemarene i pridruzene okolini
sistema.
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Drugi korak je planiranje i dizajn eksperimenta, u kome se donosi odluka koji
¢e signali da se mere i sa kojom ucestanos$¢u odabiranja, ukoliko se merenja vrse u
diskretnim trenucima vremena, kao i u kome se vrsi selekcija ulaznih (pobudnih)
signala.

Treci korak je akvizicija podataka, koji se sastoji u prikupljanju mernih
podataka o ulazu i izlazu sistema, koji su neophodni za proceduru identifikacije
(estimacije nepoznatih parametara u usvojenoj strukturi modela).

Cetvrti korak je izbor reprezentacije ili struktura modela sistema. Mogu se
koristiti razlicite reprezentacije (strukture) modela sistema, a izbor odgovarajuce
strukture zavisi od namene modela. U ovom poglavlju ¢e biti prikazane neke od
mogucih struktura “black-box” modela sistema.

Odredivanje granica

sistema
! v

Dizajn eksperimenta

<&

A

A V—I

y

Akvizicija podataka

|

Izbor reprezentacije |«

(strukture) modela

Izbor metode (algoritma)

identifikacije
[

.

A

Estimacija parametara

|

A

Simulacija

v

Validacija

Test validnosti

A 4

u redu

NE

[ ot |

Slika3.1: Koraci (aktivnosti) u “black-box™ modeliranju
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Peti korak je simulacija, koja ima za cilj da se izvrsi analiza ponaSanja sistema
u razli¢itim uslovima rada (predstavlja neki vid validacije modela u odnosu na test
podatke).

Sesti korak je validacija, koja ima za cilj da odgovori da li model dovoljno
tacno opisuje ponasanje realnog procesa, sa aspekta namene modela.

Najces¢e koriSéena reprezentacija (struktura) “black-box” modela je tzv.
linearan vremenski-invarijantan diskretan model (sistem) [16,24,48,49,85]. Ovakvi
modeli su tipi¢ni za ekonomiju i racunarske nauke, ali se primenjuju i u elektrotehnici,
a nastaju kao rezultat diskretizacije (semplovanja) odgovarajucih linearnih vremenski-
invarijantnih kontinualnih modela. PoSto se u postupku modeliranja ne koristi
apriorno znanje o fizickim osobinama procesa, kod ovakvih “black-box” modela ne
postoji direktna veza izmedu parametara u modelu i fizickih osobina samog procesa
koji se modeluje. Inace, reprezentacija sistema u vidu diskretnog sistema predstavlja
parametarski model u vremenskom podrucju. U opsStem slucaju reprezentacija modela
sistema moze biti parametarska (sa kona¢nim brojem parametara) ili neparametarska
(sa beskonacnim brojem parametara), dok sam model moze biti prikazan u
vremenskom, frekvencijskom i kompleksnom domenu.

3.1. NEPARAMETARSKE STRUKTURE BLACK-BOX
MODELA: IMPULSNI ODZIV | FUNKCIJA PRENOSA
LINEARNOG DISKRETNOG VREMENSKI
INVARIJANTNOG SISTEMA

Pod sistemom se podrazumeva skup relacija izmedu promenljivih i signala,
koji predstavlja pogodnu idealizaciju realnog fenomena (realna pojava se jos naziva i
proces ili postrojenje, a odgovarajuci termin na engleskom jeziku je “process” ili
“plant”). Prilikom izrade modela procesa neophodno je da se uvedu dodatne
pretpostavke o procesu, kao Sto su granice procesa (odnose se na karakteristike
procesa koje su ukljucene u sistem) i izbor ulazno-izlaznih varijabli i poremecaja.

Sistem je diskretan ukoliko su ulazno-izlazne promenljive sistema diskretni signali.
Diskretan signal je skup realnih brojeva, tzv. odbiraka, na primer {u(k)k =12,...,N},
koji mogu nastati semplovanjem vremenski kontinualnog singala u(t), u
ekvidistantnim trenucima odabiranja t, =kT,, gde je k celobrojna promenljiva
(indeks diskretnog trenutka), a T, je perioda odabiranja (semplovanja). Ovakav signal
je deterministicki ukoliko je vrednost odbirka u potpunosti poznata, na osnovu nekog
matematickog izraza ili tabelarnog prikaza. Dakle, buduce vrednosti deterministickog
signala mogu se predvideti na osnovu poznavanja njegovih karakteristika i prethodnih
vrednosti. Sa druge strane, egzaktna vrednost stohastickog signala se ne moze
predvideti, ve¢ se ta vrednost moze blize opisati na osnovu statistickih pokazatelja,
kao Sto su na primer srednja (ocekivana) vrednost i varijansa. Pored navedenog,
signali mogu biti merljivi i nemerljivi, a diskretan signal se meri samo u
ekvidistantnim  diskretnim trenucima vremena t =kT,, gde je T, perioda

semplovanja (diskretizacije, odabiranja ili uzorkovanja). Na taj nacin, kontinualni
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signal u(t), gde je nezavisno promenljiva t realna promenljiva (teR) koja
predstavlja vreme, a realna matematicka funkcija u(t) predstavlja signal,
reprezentovan je skupom (sekvencom) odbiraka {u(kTS),kzo, J_rl,J_rZ,...}, odnosno
ke Z gdeje Z skup celih brojeva, koji se naziva diskretnim signalom. Uobicajeno je
da se zbog jednostavnosti pisanja usvoji T, =1 , pa tada diskretan niz {u(k),k € Z}

oznacava diskretan signal. Diskretan sistem transformise (preslikava) ulazni diskretan
niz brojeva u izlazni diskretan niz brojeva. Osnovne osobine ovakvih sistema su
linearnost, vremenska-invarijantnost (stacionarnost), kauzalnost i stabilnost.

Sistem je linearan ukoliko linearna kombinacija diskretnih ulaznih signala
generiSe odziv (izlaz) koji predstavlja linearnu kombinaciju izlaza koji se dobijaju za

pojedinacne ulaze. Dakle, ako diskretan ulaz {ul(k)} generiSe na izlazu sistema
diskretan odziv {y,(k)}, a diskretan ulaz {u,(k)} ima za posledicu izlaz sistema
{ y,(k)}, tada ulaz u(k)=c,u, (k)+c,u,(k), gde su c, i c, realne konstante, generise
kao izlazni signal diskretnog sistema y(k) = c,y, (k)+c,y, (k).

Sistem je vremenski-invarijantan ukoliko se njegove osobine ne menjaju sa
vremenom. Dakle, ako diskretan ulaz {ul(k)} generise kao izlaz sistema diskretan

signala {y,(k)j, tada ¢e pomereni ulaz { u(k)}={u,(k-k,)}, Vk,k,eZ, dati na
izlazu sistema odziv { y(k)}={y,(k—k,)}. Ova osobina naziva se i invarijantnost u
odnosu na vremenski Sift (pomeraj).

Vazna osobina sistema, pored linearnosti i vremenske-invarijantnosti, je i
kauzalnost. Sistem je kauzalan (engleski “causal” ili “proper”) ukoliko izlaz u nekom
vremenskom trenutku zavisi samo od ulaza do tog trenutka vremena, ukljucujudi i
sam posmatrani vremenski trenutak, a ne i od vrednosti ulaza u budué¢im trenucima
vremena. Ukoliko se posmatrani vremenski trenutak iskljuci iz ove formulacije, kaze
se da je sistem striktno kauzalan (engleski “strictly causal”).

Takode, sistemi se mogu klasifikovati kao monovarijabilni, odnosno sistemi sa
jednim ulazom i jednim izlazom (oznacavaju se kao SISO sistemi, a skracenica potice
od engleskog termina “single input — single output”) i multivarijabilni, odnosno
sistemi sa viSe ulaza i izlaza (oznacavaju se kao MIMO, od engleskog termina “multi-
input multi-output™).

Najpoznatije reprezentacije “black box” modela predstavljaju impulsni odziv i
funkcija prenosa linearnog diskretnog vremenski invarijantnog sistema.

Impulsni odziv predstavlja neparametarsku reprezentaciju modela u
vremenskom domenu. Impulsni odziv linearnog vremenski-invarijantnog diskretnog
sistema (eng. “Linear Time-Invariant Discrete-Time System” ili skraceno LTI

vremenski diskretan sistem) je beskonacna sekvenca realnih brojeva g(k),k € Z , pri
cemu je g(k)= 0 za k <0 za kauzalne sisteme, koja se dobija kao odziv (izlaz)
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sistema na jediniéni diskretan impuls 5(k), koji je definisan sa §(k)=1 za k=0 i
5(k)=0 za k=0,keZ. Tada je izlaz (odziv) y(k) ovakvog modela sistema na
ulazni kauzalan diskretan signal u(k),keZ i k>0(u(k)=0 za k<0 na osnowu

osobine kauzalnosti) definisan diskretnom konvolucijom izmedu ulaza i impulsnog
odziva, tj.

y(k)=g Zg (Ou(k—2) Zg (Ou(k—2) (3.1)

Uoc¢imo da je u konvolucionoj sumi donja granica ¢ =0 (0sobina kauzalnosti)
kao i da izlaz y(k) zavisi samo od ulaza do trenutka k , uklju¢ujuéi i sam trenutak k
(u(k—¢)=0 za k—¢<0, tj. ¢>k, podto je kauzalan signal), tako da je sistem
kauzalan. Za striktno kauzalan sistem donja granica u konvolucionoj sumi je ¢ =1,
tako da ¢e izlaz u trenutku k, y(k), zavisiti samo od ulazne sekvence
{u(k =1),u(k = 2),..u(0)}, a ne i od samog u(k). Drugim recima, kod strikino
kauzalnog sistema je g(0)= 0. Sematski prikaz “black-box” reprezentacije modela u
vidu impulsnog odziva dat je na sledecoj slici

u(k) 29 (Ouk-r)

N g(¢) >

Slika 3.1 Karakterizacija linearnog, diskretnog, vremenski-invarijantnog, kauzalnog
modela sistema na osnovu impulsnog odziva.

Primetimo da se navedena konvoluciona suma koja definiSe odziv LTI
vremenski diskretnog sistema moze dokazati relativno jednostavno na sledeci nacin.
Ako sa L(-) ozna¢imo linearnu transformaciju koju sistem vri nad ulaznim signalom

da bi generisao odziv (izlazni) signal, tada je odziv y(k) na pobudu u(k) definisan sa

y(k)=L(uk)), Vkez (3.2)

Posebno, za impulsnu pobudu u(k )= §(k) dobija se impulsni odziv

g(k)=L(5(k)), VkeZ (3.3)

Sa druge strane, proizvoljna diskretna i kauzalna pobuda u(k) se predstavlja u vidu
konvolucije jediniéne impulsne sekvence §(k) i same pobudne sekvence u(k), tj.

00

K)=S sk -i)= Y u(k-i)(i) (3.4)

i=0 i=0

posto je S(k—i)=1za k—i=01i S(k—i)=0 za k—i=0. Tada je odziv sistema na
zadatu pobudu
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y@):upw»:L{ENUQ5oﬂ: u(k—-i)g (i) (35)

0
i=0 i=0

Sto predstavlja trazenu relaciju. Prilikom dobijanja poslednje relacije odbirci pobude
u(k—i) tretirani su kao poznate konstante koje se mogu izvu¢i van linearnog

operatora sistema, dok je sama linearna operacija nad impulsnom pobudom
rezultovala u impulsni odziv sisema.

Ako se definise operator prednjacenja q (engleski “forward shift” operator)

qu(k)=u(k +1) (3.6)

i operator kasnjenja g (engleski. “backward shift” operator)

qu(k)=u(k -1) (3.7)
konvoluciona suma se moze napisati kao

¥(19=Sa(0)a u(k)]=| Za()a” Ju( @)

=0 =0

DefiniSuci dalje funkciju prenosa sa

0

G(a)=2.9(¢)a” (3.9)

=0

konvoluciona suma se moze zapisati u polinomijalnoj formi

y(k)=G(qul(k) (3.10)

Poslednja relacija se moze Sematski prikazati na slede¢i na¢in

u(k) y(k)=G(au(k)

) G(a) >

Slika3.3: Karakterizacija linearnog, diskretnog, vremenski-invarijantnog kauzalnog
modela sistema na osnovu funkcije prenosa

Primetimo da se u teoriji sistema funkcija prenosa definiSe kao z-
transformacija impulsnog odziva g(¢),/ = 0.,2,...[16,24,85].

00

G(z)=>g(t)z" (3.11)

=0

gde je z kompleksna promenljiva. Kada se radi u vremenskom domenu sa
diferencnim jednac¢inama (diskretna konvolucija predstavlja vid diferencne jednacine)
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uobicajeno je da koristi operator pomeraja u vremenu ¢ umesto komplekse varijable

z . lako ovakva notacija moze da izazove malu zabunu, ona je pogodnija za koris¢enje
u vremenskom domenu i znatno olakSava analizu.

Pored ve¢ navedenih osobina (linearnost, vremenska-invarijantnost i
kauzalnost) vazno je uvesti i pojam stabilnosti [16,24,85,93]. lako postoji viSe tipova
stabilnosti, u ovom materijalu ¢emo koristiti samo pojam stabilnosti ograni¢en-ulaz
ogranicen-izlaz (engleski “bounded-input bounded-output” ili skraceno BIBO), koja
oznacava da ¢e ogranicen ulazni signal generisati na izlazu sistema takode ograni¢en
signal. Prilikom analize stabilnosti sistema uobiCajeno je da se koristi definicija
funkcije prenosa u kompleksnom z domenu i da se uvede pojam nula i polova
funkcije prenosa G(z). Nule sistema su vrednosti S, kompleksne varijable z za koje
je G(ﬁi)z 0, dok su polovi sistema vrednosti a, kompleksne varijable z za koje je
G(a;)=o (nule i polovi nazivaju se zajedni¢kim imenom kritine udestanosti).
Posebno, ukoliko je G(z) realna racionalna funkcija, tj. kolicnik dva polinoma
kompleksne varijable 'z sa fiksnim realnim parametrima, na primer
G(z)=B(z)/ A(z), tada su koreni (reSenja) jedna¢ine B(z)=0 nule sistema, dok su
koreni (reSenja) jednacine A(z) = 0 polovi sistema (nule polinoma u brojiocu funkcije
G(z) su nule sistema, dok su nule polinomi u imeniocu funkcije G(z) polovi
sistema).

Kada se analizira BIBO stabilnost sledeci iskazi su ekvivalentni:[16,24,48]

1. Sistem je BIBO stabilan.

00

2. Y lg(t) <

=0

3. limg(£)=0 i [g(¢)<oo
4. G(z) ima polove «;, koji svi leze unutar oblasti ogranicene jedini¢nim
krugom |z| =1, odnosno |er;| <1.

U engleskoj literaturi se koristi termin “monic” da oznaci funkciju prenosa

G(q) ¢iji je slobodan ¢lan g(O) =1, odnosno monic-funkcija prenosa

00

G(a)=>g(a"; 9(0)=1 (3.12)

=0

Navedeni iskazi lako se dokazuju nalazenjem apsolutne vrednosti leve i desne
strane relacije koja definiSe odziv sistema kao konvolucionu sumu pobude i
impulsnog odziva, tj.

ly (k)=

> g (k)

< /i)]g ()u(k-0) (3.13)
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pa ukoliko je pobuda ogranicena to je |u(k—£)|§ C, <o gde je C, nenegativna
konac¢na konstanta, dalje sledi

ly(k)<C,>|g(0) (3.14)
=0
pa da bi izlaz (odziv) bio konacan, odnosno
ly(k)<C, <o (3.15)
mora biti ispunjeno
Dla() <o (3.16)
=0

Sto predstavlja iskaz broj 2. Da bi impulsni odziv predstavljao apsolutno konvergentan
niz dalje mora da vazi g(¢/)—0 kada ¢/ — oo i |g(€)|<oo za V(e Z, Sto odgovara

iskazu broj 3. Sa druge strane, funkcija prenosa sistema u z -kompleksnom domenu
data je sa

00

G(z)=>g(0)z" (3.17)

=0

i ovaj izraz ¢e konvergirati u prstenu Rd|z|3c>o, gde je R, poluprecnik kruga sa
centrom u koordinatnom pocetku i koji prolazi kroz najudaljeniji pol funkcije prenosa

od koordinatnog pocetka. Posto je za z =1, G(¢)= Z g(¢), a na osnovu uslova BIBO
=0

stabilnosti G(£)<oo, to se najudaljeniji pol mora nalaziti unutar jedinicnog kruga
|z| =1 da bi sistem bio BIBO stabilan.

U zakljucku se moze navesti da impulsni odziv i funkcija prenosa
predstavljaju dve neparametarske reprezentacije (strukture) modela sistema u
vremenskom podrucju. Ovakva reprezentacija ima beskonacno parametara, posto
impulsni odziv {g(ﬁ)} ima beskona¢no odbiraka, odnosno njegovo trajanje je

beskona¢no, pa se ovakav odziv na engleskom jeziku naziva “Infinite Impulse
Response” 1 oznacava sa IIR [16,24,48,65,85]. Obe ove reprezentacije definiSu
relaciju izmedu ulaznog i izlaznog signala u vremenskom domenu. Ukoliko je ulazni
signal deterministicki i izlazni signal bife deterministicki. Medutim, navedena
reprezentacija nije mnogo realna i zahteva dodatnu nadogradnju na osnovu uvodenja
signala poremecaja. Naime, kod prethodne reprezentacije ulaz je deterministicki
signal, koji ¢e na izlazu sistema generisati takode deterministicki signal. Medutim, na
realne sisteme po pravilu deluju i poremecaji, koji su obicno stohasticke prirode i
nemerljivi, tako da su van kontrole dizajnera, iako deluju na kompletan odziv (izlaz)
sistema.
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3.2. SLUCAJNI POBUDNI SIGNALI: POREMECAJI U
SISTEMU

Signali poremecaja su po pravilu prisutni u realnom sistemu, pri ¢emu tacka u
kojoj deluju na sistem obi¢no nije poznata, a karakteristike im se takode menjaju sa
vremenom i uslovima rada. Uz navedeno, ovakvi signali su obi¢no i nemerljivi, te se
tretiraju kao stohasticki signali [41,49,69,71,81], koji se mogu svrstati u dve klase:

1. Sum merenja: poti¢e od senzora (mernog uredaja) kojim se meri neki
signal i koji nije idealan. Naime, svaki elektronski uredaj karakterisu temperaturno
zavisni Sum i drift, tako da ¢e se u postupku akvizicije podataka uvek pojaviti sluc¢ajne
greSke, koje su posledica ovih fenomena.

2. Neupravljivi (nekontrolabilni) ulazi: na realan sistem pored kontrolnih
(kontrolabilnih ili upravljivih) ulaza deluju i ulazi koji nisu kontrolabilni i
predstavljaju poremecaje procesa. Na pimer, pri navigaciji brodom kontrolabilni ulaz
je zadati pravac krme, ali ¢e na pravac broda uticati i vodene struje, koje su generalno
nepredvidive i predstavljaju sluc¢ajne poremecaje.

Kada se poremecaji ukljuce u reprezentaciju modela sistema, uobi¢ajeno je da
se razmatra njihovo ekvivalentno dejstvo na sam izlaz. Tako se dejstvo svih
poremecaja koji deluju na sistem svodi na jedan ekvivalentan stohasticki signal v(k),

......

ulaznim signalom u(k) i takav poremecaj v(k) naziva se aditivni um izlaza. Blok
Sema sistema sa aditivnim Sumom izlaza predstavljena je na sledecoj slici

l\/(k)
u(k) | 6(q) | Yak)Z# y(k)=y,(k)+v(k)

—»

+

Slika3.4: Sistem sa poremecajem svedenim na izlaz

Ovakav model je u mnogim situacijama realan, s obzirom da se i poremecaji
na ulazu mogu svesti na izlaz, posto ce takvi poremecaji propagirati kroz sistem i na
izlazu izazvati odgovaraju¢i odziv. Za opis poremecaja se Koriste statisticki i
stohasticki pokazatelji.

3.2.1 Statisti¢ke i stohasti¢ke karakteristié¢ne veli¢ine za
karakterizaciju poremeéaja

Poremecaji su slucajni (stohasticki) signali, tako da se njihove vrednosti ne
mogu predvideti, odnosno vrednosti signala su slucajne i ne mogu se egzaktno
odrediti ¢ak i kada su poznate prethodne vrednosti signala. Stoga se ovakvi signali
opisuju na osnovu odgovarajucih statistickih i stohastickih  pokazatelja
(karakteristicnih veli¢ina) [41,49,69,71,81].
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Statisticke karakteristike (pokazatelj) signala vezani su za distribuciju
(raspodelu) amplitude signala, kao slucajne veli¢ine, odnosno vode ra¢una o tome
koliko se cesto neka vrednost amplitude pojavljuje u sekvenci (vremenskoj seriji), ne
vodeci pri tome racuna u kome redosledu (vremenu) se ove vrednosti signala
pojavljuju. Dakle, statisticke karakteristike vezane su za prostornu raspodelu
amplitude signala (prostornu Kkorelaciju), ne vodec¢i racuna o korelaciji (zavisnosti)
amplituda u vremenu.

Stohasticke karakteristike (pokazatelji) signala vezane su za dinamiku signala,
odnosno promenu sluc¢ajne amplitude u vremenu i daju odgovor na pitanje da li
postoji korelacija (zavisnost) izmedu trenutne amplitude signala i amplitude signala u
nekom drugom trenutku. Dakle, stohasticke karakteristike (pokazatelji) vezani su za
vremensku korelaciju, odnosno opisuju dinamiku signala u vremenu ili raspodelu
frekvencija u frekvencijskom liku (spektru) signala.

Kao Sto je poznato iz teorije slu¢jnih procesa, stohasticki signal (slucajni
proces) sastoji se iz ansambla (familije) funkcija vremena, koje se nazivaju realizacije.
Medutim, u praksi se obi¢no raspolaze sa jednom realizacijom sluc¢ajnog signala,
dobijenom na osnovu merenja (na primer, ako je signal izmeren, Sum merenja
predstavlja samo jednu realizaciju slu¢ajnog signala). Stoga je vazno da se u praksi
koriste slucajni procesi koji su u potpunosti opisani sa samo jednom svojom
realizacijom, koja se naziva i vremenska serija (niz). Sa prakti¢cnog aspekta je takode
vazno da karakteristike procesa ne zavise od samog vremenskog trenutka u kome je
izvrSeno merenje amplitude signala. Stohasti¢ki procesi kod kojih osobine ne zavise
od apsolutne vrednosti vremena nazivaju se Siroko ili slabo stacionarni procesi
(engleski “weakly stationary”), dok stohasticki procesi ¢ije se osobine mogu sagledati
na osnovu samo jedne realizacije nazivaju se Siroko ili slabo ergodi¢ni (engleski
“weakly ergodic”) [41,49,69,71]. Prilikom modeliranja sistema obi¢no se
pretpostavlja da su poremecaji Siroko stacionarni ili Siroko ergodic¢ni slucajni procesi,
pri ¢emu Siroko ergodicni procesi jesu istovremeno i Sirokostacionarni, dok obrnuto
ne vazi.

3.2.1.1 Osnovne statisticke karakteristi¢ne veli¢ine i algoritmi za njihovu
procenu

Dva najvaznija statisticka pokazatelja su srednja vrednost (oc¢ekivana vrednost
ili matematicko ocekivanje) i varijansa.

Definicija srednje vrednosti: Srednja vrednost (engleski “mean value”) ili
necentrirani statisticki momenat prvog reda diskretnog slu¢ajnog signala {v(k)}
definisana je sa

m, =v = Ev(k)} = %EN: (3.18)

gde je E{} operator matematickog oc¢ekivanja, odnosno

E{x}= I x f(x)dx (3.19)
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U navedenom izrazu f(x) predstavlja funkciju gustine verovatnoc¢e (f.g.v.)
slutaja varijable x =v(k). Primetimo da kod Sirokostacionarnog slu¢ajnog niza
funkcije gustine verovatnoée f(x,k)=f(x) za Vk eZ, odnosno funkcija gustine

verovatnoc¢e ne zavisi od vremena, tako da srednja vrednost takode ne zavisi od
vremena, tj. predstavlja konstantu. Matematicko ocekivanje E{} je linearan operator,

$to zna¢i da za bilo koje dve slucajne promenljive v(k) i w(k) (predstavljaju odbirke
diskretnih sluc¢ajnih signala) i proizvoljne realne konstante c, i c, vaZi

E{c,v(k)+c,a(k)}=c,E{v(k)}+c,E{o(k)} = c,v+c 0 (3.20)

Definicija varijanse: Varijansa ili centrirani statisticki momenat drugog reda
diskretnog slucajnog procesa {v(k)} definisana je sa

ol = E{[v(k)—\_/}z}zLi&%i[v(k)—v}z (3.21)

k=1

Efu)-vF )= [V-vPt0)v;  Fk)=f) za vkez  (22)

U praksi se odgovaraju¢a matematicka ocekivanja, odnosno statisticki
pokazatelji moraju izracunati na osnovu uzorka konac¢ne duzine N (vremenske serije).
Procena srednje vrednosti na osnovu uzorka (jedne realizacije) signala {v(k)} kona¢ne
duzine N data je sa aritmetickom sredinom

V(N = nﬁv(N)zﬁzN:v(k) (3.23)

Ako se na dati izraz primeni operator matematickog ocekivanja, koji je
linearan operator, dobija se

£l ()= £ e v} - LI e - Smmm (20

Dobijeni rezultat pokazuje da je srednja vrednost procene, kao slucajne
velicine, jednaka samoj deterministickoj velic¢ini koja se procenjuje, te se takva
procena naziva nepomerenom (engleski unbiased estimate). Sa druge strane, varijansa
ove procene definisana je izrazom

s2,(N)=€E{m,(N)-m, '}

i E{%;N;V(k)_mv}z} - E{{%i[v(k)—mv]}z}
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Posto je na osnovu definicionog izraza za varijansu varijable v(k)

o =E{[v(k)-m,]*} (3.26)

i ako se pretpostavi da su centrirane slucajne varijable v(k)-m, i v(j)-m,
medusobno nekorelisane, tada je na osnovu definicije nekorelisanosti

E{vk)-m, Jv(j)-m, =0,  k=]j (3.27)
odakle sledi
&;V(N)=$kiaf = %2 (3.28)

Dakle, kada duzina uzorka N neograni¢eno raste (N —>oo) varijanse nepomerene
procene i, (N) teZiée nuli, j.

lim 62 (N)=lim—-=0 (3.29)

N—w Noowo N

i takva nepomerena procena je konzistentna.

Na sli¢an nacin procena varijanse na uzorku kona¢ne duzine

:%ZN:[ (NP =%Z{ —%Zv } (3.30)

k=1

je pomerena, Sto se moze dokazati ako se na poslednji izraz primeni linearni operator
matematickog ocekivanja E{-}, tj.

Z||—\
L=
<
;'N
%,_J
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—%iE“N ~1)v(k) ZV T}
~dE ﬂ(w “IMk)- Zv H

Posto je na osnovu pretpostavke o nekorelisanosti slu¢ajnog procesa {V(k)}

E{v(i)-m,)Yv(j)-m,)}=0 za VizjeZ (3.32)

a na osnovu definicionog izraza za varijansu ovog slu¢ajnog procesa

o2 =E{v(k)-m,)*} (3.33)

dalje sledi

N

ElG2(N))= %Z(N _1) ol +$ZZN;E{(VG)— m,

k=1 1=
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of =~ (N-1)+(N-1)|o? (3.34)

odnosno

E5z(N)j= Nt o (3.35)

Dakle, u opstem slucaju je E{57(N)}=o?, te je ovakva procena pomerena

(procena je nepomerena jedino za N — oo, tj.u asimptotskom slu¢aju). Dakle, da bi se
dobila nepomerena procena varijanse, usvojenu procenu je potrebno pomnoziti sa
faktorom N /(N —1), odnosno nepomerena procena varijanse na uzorku konaéne
duzine N ima oblik

6 (N)=—2 {v(k)—%Zv(i)} (3.36)

Ovakva procena zadovoljava uslov E{&VZ(N )}:o-f, a moze se pokazati da je ova

procena i konzistentna, odnosno da varijansa procene tezi nuli kada duzina uzorka N
neograniceno raste (N - oo). Zaista, varijansa procene definisana je izrazom

varo2(N)= E{[&f(N)—af]z} (3.37)
gde je o? tactna vrednost varijanse, koja se estimira, pa ako se pretpostavi radi

jednostavnosti pisanja da je srednja vrednost slu¢ajnog procesa v(k) jednaka nuli, tj.
m, = 0, tada je sama nepomerena procena varijanse

52 (N)=——3 v (k) (3.38)

pa varijansa procene postaje

var6?(N) = E{62(N)- o2 |- E{Livz(k)_aﬁ}
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“(N il)z kZ;jZN;E{VZ(k)"Z(j)}+ o il)z kZ;,E{V“(k)}—EIL_“ZlZ EV2(K)}+o! (3:39)

Imajuéi u vidu dobro poznat rezultat iz teorije gausovskih sluc¢ajnih varijabli koja
tvrdi da je za nekorelisane slucajne varijable V(i) i V(j) ispunjeno [49]

S [EWVOEN (D=0l 1% ]
EV(iNv2(j)= v 3.40
dalje se dobija (kod gausovski raspodeljene slucajne varijable parni momenat reda 2n
moZe se izraunati na osnovu varijanse o’ po formuli 1-3-(2n-1)o®, a u nasem
slucaju n=2)

20!

. 1 1
2(N) = N(N —1)o¢ N3 — =2 No? +6°

[N(N =20 + 3Naf]—%af +o!

:ﬁ[N203+2N63]—

2No? —(N -1)o?
N -1

—~

(N+2)No! of(N+1) (N+2No!-of(N?-1)

N-1r  (ND (e

4
_ o, (2N +1) 50 (341)
(N _1)2 [V

Dakle, posto varijansa nepomerene procene tezi nuli sa porastom duzine mernog
uzorka, ovakava nepomerena procena je i konzistentna.

3.2.2 Osnovne stohasticke karakteristi¢ne veli¢ine i algoritmi za
njihovu procenu

Dva vazna stohasticka pokazatelja sluCajnog procesa su autokovarijaciona i
autokorelaciona funkcija.

Definicija autokovarijacione funkcije: Autokovarijaciona funkcija
diskretnog Siroko stacionarnog sluc¢ajnog procesa {V(k)} definisana je izrazom

RV(T)= E{[v(k)—mv][v(k—r)—mv]}, tel’ (3.42)

gde je parametar = celobrojna promenljiva, koji se naziva i kasnjenje.
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Autokovarijaciona funkcija je simetri¢na funkcija parametra ¢

R,(-7)=R,(7) (3.43)

pri cemu je

R,(0)=0c? (3.44)

Ova funkcija takode zadovoljava uslov

R,(r)<R,(0) za Vvrez (3.45)

Definicija autokorelacione funkcije: Autokorelaciona funkcija diskretnog
Siroko-stacionarnog sluc¢ajnog procesa definisana je izrazom

X,()=EpkN (k-1)}, rez (3.46)

Sli¢no kao autokovarijaciona funkcija i ova funkcija je simetri¢na, tj.

X(~7)=X(r) (3.47)

Na osnovu kovarijacione funkcije Cesto se u literaturi definiSe i koeficijent
korelacije, koji u osnovi predstavlja normalizovanu kovarijacionu funkciju cije
vrednosti pripadaju intervalu (—1,+1)[49]

Edlvik Wik — 7
P )= B (248

Primetimo da se kovarijaciona funkcija svodi na koeficijent korelacije ukoliko
se koriste normalizovani (skalirani) i centrirani signali pri njenoj definiciji, odnosno

7= Y)=m, _ vik)=m, (3.49)

\

pri ¢emu se veli¢ina o, naziva standardnom devijacijom.

Posto je E{V(k)}=m, =0, tada je

Ry (z)=X;(r)=py(c) = EW (kN (k —7); = E (k)i (k — 7)) (3.50)

posto je

52 =Ef?(K)}=Efv(k)-m, F}=1 (3.51)
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Na osnovu definicionih izraza, veza izmedu autokovarijacione i autokorelacione
funkcije data je izrazom

Ry (z) = E{(v(k)-m, Jv(k =)-m, )}
= E{v(kv(k - 7)}— Efv(k)im, —m,E{v(k —7)j+m]

=X, (r)-m? —m?+m? =X, (r)-m? (3.52)

v

Dakle, ukoliko je srednja vrednost signala m, =0, tada se ove dve funkcije
poklapaju, tj. R,(r)= X, (r).

Sli¢no se mogu definisati i kros-kovariaciona i kros-korelaciona funkcija dva
diskretna $iroko-stacionarna slu¢ajna procesa {v(k)} i {w(k)} na osnovu izraza

R,, ()= E{v(Kk)-m, Jok -7)-m, ], Vrel (3.53)

X, ()= E{(k)o(k - 1)}, te’ (3.54)

Na slican na¢in kao u prethodno razmatranom slucaju, lako se pokazuje da je veza
izmedu ovih funkcija definisana izrazom

R, (r)=X,,()-mm, (3.55)

Uocava se da ukoliko jedan od posmatranih signala ima nultu srednju vrednost, ove
dve funkcije predstavljaju istu funkciju. Takode vaze relacije

Ro(-7)#R, (@) R,(-7)=R, () (356)

Xio(-7)# X, (0); X, (-7)=X,,(c) (357)

posto je za Siroko stacionarne slucajne procese ispunjeno

Ev(k)olk +i)i= Elo(k + o (k)i = Elo(k Mk)} = Blokv(k -7);  (3.58)

Slicno kao statistiCki pokazatelji i1 stohasticki pokazatelji se mogu proceniti
(estimirati) na osnovu uzorka signala kona¢ne duzine. Na primer, procene auto-
kovarijacione funkcije moze se generisati na osnovu izraza

R (r) == S [vlk) -, Tk —7)- i, ] mV:%iv(k); VreZz (359)

N k=1 k=1

dok je odgovarajuca procena auto-korelacione funkcije

)ZN(T)zﬁkZN;v(k)v(k—r); Vrez (3.60)
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Umesto ovakve procene moze se Koristiti i alternativni izraz koji usrednjava
sve moguce proizvode parova odbiraka koji se nalazi na rastojanju 7 € Z na sledeci
nacin
VOWM(le])+ v@N(e] +2)+ ...+ v(N —1=[x|M(N -1)

N

XAN(T):

%NZ_\l/(i)/(i +[]);  r=041+2,.. N -1 (3.61)

i=0

Primetimo da ¢e za veliko 7 postojati svega nekoliko proizvoda parova, dok za
7> N nece na raspolaganju ostati ni jedan par uzoraka Cije je rastojanje jednako
datom r , tako da je

X,(z)=0, =N (3.62)

Ovako estimirana auto-korelaciona funkcija ispunjava uslov parnosti, koji vazi i za
originalnu funkciju X (z)

Xy(-7)= X, (r) (3.63)

Moze se pokazati da je srednja vrednost ove procene [40,71]

EN(iV(i+[e[)} = [ ”J (c) (3.64)

N-1-|7|

E(X, (c) =+
N &

gde je X(r) stvarna autokorelaciona funkcija koja se estimira. Dakle, posto je
E{X,(r)}# X(r) definisana procena je u opstem slu¢aju pomerena. Medutim, ova
procena je asimptotski nepomerena, posto ||//N — 0 kada N — . Sli¢no kao kod

procene varijanse, da bi dobili nepomerenu procenu data procena se mora pomnoziti
sa faktorom N/(N —|r|), odnosno odgovarajuéu sumu treba podeliti sa (N —|r|)

umesto sa N . U primeni je ipak uobiCajeno da se koristi izraz za pomerenu procenu,
o Cemu ¢e vise biti re¢i u poglavlju posvecenom estimaciji spektra signala
(spektralnoj analizi).

Varijansa nepomerene procene definisana je izrazom
varX,, (0) = E[%, ) - ER @ [=E{R - x @)} @69)
gde je

S WM+ ) XC)] (356

odakle sledi
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1 N-1-|7| N-1-z|

var X (z)= E{[v(j)v(j +[r| - X (T))][V(I)V(I + |r|)— X (r)]} (3.67)

2
N j=0 i=0

Izracunavanje ovog izraza zahteva poznavanje ¢etvrtog momenta

ENCGW( + e VWG +[e])} = m; () (3.68)

Dakle, dalje izracunavanje zahteva dodatnu pretpostavku o cetvrtom momentu
razmatranog sluc¢ajnog procesa. Ako se uvede dodatna pretpostavka da je razmatrani
slucajni proces normalan (gausovski), moze se pokazati da je [49,71]

N-1-|7|

var k(o)< 2y {1—T;r}[xz(r)+X(r+r)X(r—r)] (3.69)

r=0

Posto u vecini slucajeva X(r) iSCezava sa porastom sumiranja r, izraz u

velikim (viticastim zagradama) tezice u ovakvim slucajevima nuli sa porastom
indeksa sumiranja. Sa druge strane, za veliko N gornja granica sume bice priblizno
o, a izraz u srednjim zagradama bice priblizno jednak 1 za one vrednosti r za koje
izraz u velikim zagradama nije blizak nuli. Na taj nacin, suma ce teziti ka konacnoj
vrednosti, koja je jednaka zbiru nenultih ¢lanova u velikoj zagradi. Dakle, za veliko

N jedina zavisnost procesa X (z) od duZine uzorka N bice preko faktora ispred

sume 1/ N, tako da je izvedeni izraz za varijansu procene srazmeran sa 1/ N, te ¢e
teziti nuli kada N neogranic¢eno raste, tj. ovakva procena je konzistentna. Drugim

recima, uslov N >> |r| obezbeduje odgovarajucu tacnost ovakve procene, kada je
priblizno ispunjen i uslov nepomerenosti.

Sli¢no se moze definisati i procena kros-korelacione funkcije

1 N—7- l
— Vla) r=01..,N-1
N <
A N_
X0 (c) = % V(iJoli +7) 7 =-1-2,..-N +1 (3.70)
i:‘r‘
0 |T|2 N

U ovakvom definicionom izrazu postoji samo po N odbiraka za svaki od razmatranih
Siroko-stacionarnih diskretnih slu¢ajnih procesa {v(k)} i {w(k)}. Analogno sa

procenom auto-korelacione funkcije, ova procena ¢e biti utoliko verodostojnija
ukoliko je duzina mernog uzorka N znatno vece od usvojenog kasSnjenja 7. U

opstem slu¢aju vazi X, (—T);t Xio (r) a srednja vrednost i varijansa procene mogu
se analizirati na identi¢an nacin kao u slu¢aju autokorelacione funkcije.
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3.2.3 Osnovne osobine slu¢ajnih pobudnih signala

Do sada uvedene definicije i izvrSene analize bazirale su se na pretpostavci o
osobini Siroke (slabe) stacionarnosti ili Siroke (slabe) ergodi¢nosti razmatranog
slu¢ajnog procesa. Na ovom mestu definisacemo neSto stroZije ove dve osobine
slu¢ajnog procesa [49,71].

Definicija Siroke (slabe) stacionarnosti: Diskretni slucajni proces {v(k)} je
Siroko (slabo) stacionaran ukoliko ispunjava sledeca tri zahteva:

1. Srednja snaga singala ogranicena je sa gornje strane konacnom veli¢inom
E{Vz(k)}< 0.

2. Srednja vrednost signala je vremenski-invarijanta m, (k)= E{v(k)}=m, =c
gde je ¢ realna konstanta.

3. Autokorelaciona funkcija slu¢ajnog procesa X, ()= E{v(kN(k —7)} zavisi

samo od kasnjenja 7, a ne i od apsolutne vrednosti vremenskih trenutaka k, k —z u
kojima se trazi srednja vrednost proizvoda odbiraka signala.

Primetimo da pretpostavke 1 i 2 oznac¢avaju i da je varijansa sluc¢ajnog procesa
ol = E{vz(k)}— m; konagna konstantna, tj. ne zavisi od vremenskog trenutka k iima
kona¢nu vrednost.

Slucajni proces je Siroko ergodican ukoliko ispunjava tri sledeca uslova:

1. Diskretan signal {v(k)} je Siroko stacionaran.

2. Srednja vrednost, odnosno usrednjavanje po ansamblu realizacija na osnovu
matematickog ocekivanja E{} jednaka je usrednjavanju odbiraka po vremenu
(aritmetickoj sredini vrednosti odbiraka)

m, = Efv(k)} = lim %ZN:v(k) (371)

3. Autokorelaciona funkcija dobijena usrednjavanjem po ansamblu realizacija
(primenom matematickog ocekivanja) jednaka je proceni autokorelacione funkcije
dobijene na osnovu usrednjavanja proizvoda odbiraka po vremenu

X, (r)=E(k (k- r)—llm Zv (iMi-[]); ez (372

|:—N

Vazan stohasticki pokazatelj predstavlja i kovarijaciona matrica, koja u
osnovi predstavlja generalizaciju pojma varijanse na slucaj vektorskih
(multiidmenzionalnih) slucajnih varijabli [63,64].
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Definicija kovarijacione matrice: Kovarijaciona matrica R (k) diskretnog

Siroko stacionarnog slucajnog signala {v(k)} definisano je kao matematicko

ocekivanje proizvoda vektora kolone, koji se sastoji od N prethodnih odbiraka
signala, i odgovarajuceg vektora vrste, tj.

T

v(k)—m, v(k)—m,

gotl| WD | D,

Vv

: : —E{ (kWL (K)}  (373)
v(k=N+1)—m, [ v(k=N +1)-m,

gde je m, = E{v(k)}, a v, (k) N -dimenzioni vektor kolona koji sadrZi teku¢i odbirak
signala i predhodne odbitke u okviru prozoru podataka.

Ova matrica je simetri¢cna, posto je (RVN (k))T =R} (k) kao posledica ¢injenice

daje Effv(k)-m, Jv(k —7)-m, ;= E{v(k -)-m, Ju(k)-m,]}.

Kovarijaciona matrica se moze izraziti preko kovarijacione funkcije R, (r) na
sledeci nacin

RO RO . RN-Y
v RED RO R(N-2) 070
RA-N) RE2-N)  R(0)

Diskretni beli Sum: Slucajni proces sa proizvoljnim korelacionim svojstvima
moZze se generisati propustanjem specificnog sluc¢ajnog procesa, tzv. ,,belog Suma“,
kroz linearan vremenski-invarijantan kauzalan diskretni sistem. Beli Sum je Siroko
stacionaran slucajni proces koji je opisan samo na osnovu prvog i drugog statistickog
momenta. Specijalan slucaj belog Suma je beli slucajni proces sa nultom srednjom
vrednoscu, koji je definisan sa [41,63,64,71,81]

m, =Efe(k)}=0 za VkeZz (3.75)

(3.76)

Xe(k,f)=Xe(k—f)zE{e(k)e(g)}z{o'ez za k=(leZ

0 za k=#/(kteZ

Ako se posmatra distribucija frekvencija u frekvencijskom liku (spektru)
ovakvog signala sve frekvencije bi¢e ravnopravno zastupljene, odnosno spektralna
gustina snage takvog signala bice ista na svim frekvencijama, slicno kao kod bele
svetlosti u optici.

Uvedena definicija niSta ne govori o zakonu raspodele verovatnoce slucajne
amplitude e(k) u diskretnom trenutku k. U praksi se obi¢no uvodi dodatna

pretpostavka da je e(k) normalno (gausovski) raspodeljen slu¢ajna varijabla i takav
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diskretan signal se zove beli gausovski (normalan) slucajni proces (beli gausovski
Sum). Normalna raspodela nulte srednje vrednosti m, =0 i varijanse o?, oznacava se

kao N(O,aez). Kao Sto je istaknuto u prethodnom poglavlju, autokorelaciona funkcija

belog Suma moze se proceniti na osnovu jedne realizacije slucajnog procesa, tj.
vremenske serije {e(k)k =01,...,N} kao

N-z|-1

>elieli+[z]); 7=02%L...=N (3.77)

~e 1
RN (T) = W
i=0

pri ¢emu je srednja vrednost ove procene

E{FE; (r)}z [1—%}& (r)~R,(r) za 7<<N (3.78)

gdeje R, (r) teorijska autokorelaciona funkcija belog Suma, dok je varijansa procene

varR, (r)z%N_Zl_: (1— TIJ\IF rj[Rez(r)Jr R,(z+r)R,(r —r)]

z_(1__jR2(0)z%Rj(O) za 7 << N (3.79)

Da bi se procenilo da li procene Iif,(l),li,i(z),... zaista odgovaraju

autokorelacionoj funkciji belog Suma potrebno je da ove vrednosti budu istog reda
velicine ili manje od empirijske standardne devijacije

JvarR: ()~ R,(0)/+/N/2 =52/4/N/2. U protivnom, zakljucuje se da vrednosti

Iif, (1), Iiﬁ, (2)...., znatno odstupaju od teorijske nulte vrednosti autokorelacione
funkcije R,(z)=0 za 7 =0, te takva procena autokorelacione funkcije ne poti¢e od
belog Suma.

Korelisani (obojeni) $um: Kao $to je prethodno istaknuto, poremecaj {v(k)}
se obi¢no generise propustanjem belog Suma {e(k)} kroz linearan sistem,[49,71,81] tj.

00

v(k)=>"h(t)e(k - ¢) (3.80)

i=0

ili ekvivalentno koristec¢i koncept funkcije prenosa

v(k)=H(a)e(k) (3.81)

gde je h(ﬁ) impulsni odziv linearnog diskretnog vremenski-invarijantnog kauzalnog
sistema na ¢iji se ulaz dovodi beli 3um a ¢iji je izlaz slu¢ajni poremeéaj v(k), a H(q)
je funkcija prenosa ovog sistema. Posto se poremeéaj {v(k )} dobija filtriranjem belog
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suma {e(k)}, on se naziva i obojeni (korelisani) sum, po analogiji sa obojenom
svetloscu.

3.2.4 Spektralna reprezentacija slucajnih signala

Siroko stacionaran slugajni proces kompletno je opisan u vremenskom
domenu statistickim i stohastickim pokazateljima, odnosno srednjom vrednoscéu
(statisticki  pokazatelj) i kovarijacionom funkcijom (stohasticki pokazatelj).
Ekvivalentan opis sistema u frekvencijskom domenu je spektar snage (eng. “power
spectrum”) slucajnog (stohastickog) signala. Spektar snage Siroko stacionarnog
slu¢ajnog signala (procesa) se definiSe kao Fourierova transformacija njegove
autokovarijacione funkcije i daje informacije o raspodeli energije signala na razlicitim
frekvencijama [49,64,71,81]. Pre same formalne definicije spektra, razmotrimo neke
dodatne cinjenice.

Kao Sto je prethodno istaknuto, kovarijaciona funkcija je definisana samo za
slucajne (stohasticke) signale. Da bi se u razmatranje uvela i kategorija
deterministickih signala, definiSe se operator generalisanog matematickog ocekivanja
[63,64]

E{}:%;N;E{.} (382)

U slucaju stohastickih signala generalisano matematicko ocekivanje Ej-
svodi na klasicno matematicko ocekivanje E{} poSto sumiranje nema efekta,
odnosno veli¢ine E{} se moze izvu¢i van sume, nakon ¢ega se dobija

%ZN: k)}ilelz E{s(k)}=m, = const. (3.83)

k=1 k=1

Sa druge strane, u slucaju deterministickih signala Kklasi¢an operator
matematickog ocekivanja nema efekta, posSto je matematicko ocekivanje
deterministickog signala jednako samom signalu, te se generalisano matematicko
ocekivanje svodi na aritmetic¢ki zbir odbiraka ovog signala, odnosno na vremensko
usrednjavanje

=m, = const. (3.84)

Mz
IR
U)

Uvodenjem operatora generalisanog matematickog ocekivanja i stohasticki i
deterministicki signali mogu se tretirati na isti nacin, odnosno iste definicije i osobine
mogu se primeniti na obe vrste signala. Na primer, pretpostavka o Sirokoj (slaboj)
stacionarnosti i ergodi¢nosti slucajnog signala moze se na slican nacin definisati i za
slucaj deterministic¢kih signala. Imajuc¢i ovo u vidu, dalje ¢emo pretpostaviti da su svi
razmatrani signali, bilo da su stohasticki ili deterministicki, kvazi-stacionarni u smislu
sledece definicije.
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Definicija osobine kvazi-stacionarnosti signala: Signal, bilo da je
deterministicki ili stohasti¢ki, naziva se kvazistacionarnim ukoliko su ispunjene
sledece tvrdnje:

1. Generalisano matematicko ocekivanje E{s(t)}=s(t) je ograniceno za svako
celobrojno t, tj. VteZ.

2. Kovarijaciona funkcija E{[s(t)-5(t)]s(r)-5(r)]}=R.(t,r) je ogranicena za
sve celobrojne vrednosti argumenata t i r,tj. Vt,reZ, pri ¢emu je

N
lim %Z R(tt-7)=R () 2z Whrez (3.85)
t=1

N—o0

Navedena definicija, u osnovi, podrazumeva da srednja vrednost i energija
signala imaju konacne vrednosti. Polazec¢i od jedinstvene definicije autokovarijacione
funkcije, za stohasticke i deterministicke signale, sada se na jedinstven nacin za obe
vrste signala moze definisati i njihov spektar snage, koji se ¢esto naziva i spektralna
gustina snage.

Definicija spektra snage signala: Spektar snage S, (a)) vremenski diskretnog
signala  {v(k)} je Fourierova transformacija njegove auto-kovarijacione funkcije
R,(z), odnosno

S,(0)= YR ("™ (386)

t=1

gde je auto-kovarijaciona funkcija definisana na osnovu generalisanog matemati¢kog
ocekivanja kao

N

R(0)=lm YR (tt-0);  R(tr)=EM)VEOM)VO)] @87

N—ow ey

pri ¢emu je \_/(t)zﬁ{v(t)}, a E{} oznaCava operator generalisanog matematickog
oc¢ekivanja, podrazumevajuci da navedena beskona¢na suma postoji.

Kros (medu) — spektar snage diskretnih signala {v(k)} i {w(k)}, S., ().
predstavlja Fourierovu transformaciju njihove kros-kovarijacione funkcije, RVW(T),
odnosno

Su(@)= SR, ()™ (3.88)
gde je kros-kovarijaciona funkcija definisana sa
N
R, (z)=lim 2 YR, (t.t-7) (3.89)
N—owo N oy
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pri emu je
R (t.1)=Ev®)—vO)w(r)-w(r);  s(t)=Els(t)} (3.90)
pretpostavljajuci egzistenciji navedene beskonacne sume.

Auto-spektar snage

S,(@)="> R,(r)cos(ewr) ZR sin(wr) (3.91)

je realna i parna funkcija (S,(~®)=S,(®)) realnog argumenta w, posto je R,(r)

parna funkcija pa je imaginarni deo navedenog izraza jednak nuli, dok je kros-spektar
shage va(a)) u opstem slucaju kompleksna funkcija realnog vremena @, pa se

njegov realni deo R, {va(a))} naziva kospektar (engleski “cospectrum”) a imaginarni
deo 1..{S,, (@)} kvadraturni spektar (eng. “quadrature spectrum”).

Posto je na osnovu definicije inverzne Fourierove transformacije[24,48]

R,(r)= = [S. (k™ do (3.92)
2z °.
zakljucuje se da je
R,(0)= - s, (0)}dw (3.93)
2r

pri cemu je R,(0)=0c?.

3.2.4.1 Spektar diskretnog belog Suma

Posmatrajmo diskretan beli slucajni proces {e(k)}, nulte srednje vrednosti

e(k)=0 i varijanse E{ez(k)}z o2. Kovarijaciona funkcija ovog signala data je sa

R, (’L’) = E{[e(t)e(t - ’L’)]} = O'eZA(T) (3.94)

gde je jedini¢ni Kroneckerov delta impuls A(r) definisan sa:

1, =0

Aﬁ):{a r#0irez (3.95)

Tada je spektar snage ovog signala definisan izrazom
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ZR k' =0 —r<w<r (3.96)

Spektar snage diskretnog belog Suma prikazan je na sledecoj slici
Sfa))

d

v

-7 V/a (0]

Slika3.5: Sepktar snage belog Suma

Primetimo da zbog periodi¢nosti kompleksne eksponencijalne funkcije

e " =cos(wr)—isin(wr) sa osnovnom periodom 27 i spektralna karakteristika
snage S,(w) predstavlja periodiénu matemati¢ku funkciju argumenta @ sa periodom
27, ali osnovni fizicki spektar snage diskretnog signala {e(k)} je ogranicen samo na
osnovni opseg ucestanosti (— n,+7r), koji se naziva i Niquistovo podrudje.

3.2.4.2 Transformacija spektra signala

Osnovni zadatak analize sistema sastoji se u odredivanju izlaznog signala
(odziva) na zadati ulazni signal (pobudu ili eksitaciju). Ovakva analiza se vrSi u
vremenskom domenu a njen ekvivalent u frekvencijskom domenu predstavlja zadatak
odredivanja spektra snage izlaznog signala za poznati spektar snage signala na ulazu
sistema.

Izlazni signal generalnog ,,black box*“ modela sistema na slici 3.4 gde je v (k)
dato sa (3.80) definisan je relacijama

y(k)=G(q)u(k)+ H(q)e(k) = > a(hu(k - +2h (elk - 1) (3.97)

=1

gde su y(k), u(k) i e(k) signali izlaza, ulaza i poreme¢aja, respektivno. Dakle, sistem
u sustini ima dve pobude, koristan ulazni signal u(k) i parazitnu eksitaciju e(k).

Pretpostavimo, dalje, da ovi pobudni signali imaju nulte srednje vrednosti i da su
nekorelisani medusobno, odnosno daje T=8=0, R,(r)=0 za VreZ.

Tada je auto-kovarijaciona funkcija izlaza

R,(r)=Efy(K)y(k - )}

/=1

ZE{ig(@u +2h()ek (}{Zg mu(k -7 - m+m2hm)ek - m)}}
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igz)uk Eng)uk r- m}+E{Zh£)ek Eth)ek - m)}

ig(()u(k 0)> h(me(k —7 — m}+ {ih()ek (mig(m)u(k—r—m)}

0
=1 m=0 =0 =]

=33 o(t)o(mE fulk~ (e~ ~m)} + 33 (e n(mE felk ~ el = ~m)}

+3-3 ol n(mE kOl e ~m)} + 3= (e )g mE el - hlk = -rm)

(3.98)

Prilikom izvodenja poslednjeg izrza iskoris¢ena je cinjenica da je E{} linearan
operator, koji moze da zameni redosled sa opercijom sumiranja, kao i da je model
procesa (sistema) G(q) striktno kauzalan, odnosno da je odbirak impulsnog odziva

g(O): 0. Imaju¢i dalje u vidu da je na osnovu pretpostavke o nekorelisanosti korisne
i parazitne pobude kros-korelacione funkcije ovih signala R, (r)=0,R,(r)=0
zaVt e Z , kona¢no se dobija

Ry(f)zii o(O)g(mR, (c+m=0)+> S h(Oh(mR, (z +m - 1) (3.99)

Spektar snage izlaznog signala definisan je izrazom
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0 0

+iz > h(¢)e**h(m)e™ R, (z +m— im0 (3.100)

(=0 m=0r7r=—o0

Uvodec¢i smenu j=7+m—/, pri ¢emu je j celobrojna promenljiva iz intervala
(—o0,00), kona¢no se moze pisati

-Solk T o(mE™ R + Sh(e S himk TR (e

=1 j=—0

(3.101)

odnosno

s,(m)=G(e")s(e™)s,(w)+H (e H ™ )5, () (3.102)

Posto je
Gle“)ele™)=G[")s*(e)= ‘G(ei‘"}2 (3.103)

gde simbol “*” oznacava konjugovano-kompleksnu vrednost odgovarajuceg
kompleksnog broja, a || “ oznacava apsolutnu vrednost odgovarajuceg kompleksnog

broja, takode se moze pisati

=[6le™)'s, (@) +|H(e") s, (@) (3.104)

Dakle, pod uslovom da su ulazni signal i signal poremecaja (parazitna pobuda)
medusobno nekorelisani, spektar snage izlaznog signala jednak je linearnoj
kombinaciji (tezinskoj sumi) spektara snaga korisne i parazitne pobude, pri ¢emu
koeficijenti linearne kombinacije (tezinski koeficijenti) definiSu pojacanja sistema po
snazi u odnosu na odgovaraju¢i pobudni signal, bilo da predstavlja korisnu ili
parazitnu pobudu.

Na slican nacin se moze izvesti kros-spektralna karakteristika snage izmedu
signala izlaza i signala ulaza. Naime, posto je kros-korelaciona funkcija ovih signala

R, (r)=E{y(ku(k -7)} (3.105)

gde je E{} operator generalisanog matematickog ocekivanja, a izlazni signal je
definisan sa

y(K)=G(qu(k)+ ig (k- 0) +ih ek—f)  (3.106)

dalje se moze pisati
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{Zg (k= Pk - r)}+ih(£)e(k—£)u(k—r)

ig fu(k - Ou(k -7 +§w fe(k — Ok - 7))

=S g(0R,(z - )+ S h()R

L=0) (3.107)
/=1 /=0

Imajuéi u vidu da su {e(k)} i {u(k)} medusobno nekorelisani vremenski diskretni
signali, to je R,,(r)=0 za Yz eZ, paje

)=S0l R 0= 30 R. )

(3.108)
posto je g(0)=0.
Dalje je kros-spektar ovih signala definisan sa
S,(0)= 2R, (™
= iig(f)Ru(T— Trogltogite iZg e "R (1 — ¢)e ) (3.109)
r=—00/=0 =0 7=

Uvodeéi smenu j =7 —/, celobrojna promenljiva j pripada skupu (—oo,), te se
moZze pisati

0)=2 9k YR (k"

(3.110)

odnosno

S,.(0)=G(e")s, ()

(3.111)

3.2.5 Opsta neparametarska reprezentacija black-box modela
sistema:strukturni blok dijagram

Na osnovu predhodne analize model sistema, koji obuhvata i kontrolni signal
u(k) i poremecaj v(k), prikazan je slede¢im blok dijagramom
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l e(k)

H(q)

u(k) = Yo (k) +>U+ y(k)

Slika3.6: Model sistema sa poremecajem cije je dejstvo svedeno na izlaz sistema.

Prikazani model je opsti “black-box” model i predstavlja neparametarsku
reprezentaciju u vremenskom domenu. lzlaz modela dat je relacijom

y(k)= ¥ (k)+v(k) = Glau(k)+ H(a)e(k) (3.112)

U ovakvom modelu obi¢no se podrazumevaju sledece tvrdnje:

1. Funkcija prenosa G(q) je striktno kauzalna, tj. g(#)=0 za /¢ <O0.

2. Funkcija prenosa H(q) je kauzalni monic-funkcija, tj. h(/é)z 0za/<0i
h(0)=1.

3. Razmatrani sistemi koji generiSu izlaz procesa ym(k) i ekvivalentni
poremecaj na izlazu v(k) su linearni i vremenski-invarijantni, a modelovani su
funkcijama prenosa G(q) i H(q), respektivno.

4. Svi slucajni procesu su generisani kao Siroko (slabo) ergodicni slucajni
procesi.

3.3. PARAMETARSKA REPREZENTACIJA BLACK-
BOX MODELA SISTEMA U VREMENSKOM DOMENU

Koris¢enje modela sistema, bilo da se radi o simulaciji sistema, u cilju analize
njegovih osobina, ili predikciji, u cilju predvidanja osobina sistema u budu¢nosti, ili
sintezi, odnosno projektovanju sistema koji ima unapred zadata svojstva, znatno je
jednostavnije ukoliko je broj parametara u modelu konacan, pri ¢emu je pozeljno da
se broj parametara Sto je moguce smanji. Sa tog aspekta parametarski modeli su
pozeljniji za rad u poredenju sa neparametarskim modelima.

Najcesce koris¢ene parametarske reprezentacije modela sistema su sledece
[11,28,49,63]:

1. Model sa kona¢nim impulsnim odzivom (eng. “Finite Impulse Response
Model”), koji se oznacava kao FIR model.
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3. Autoregresioni model sa spoljaSnjom pobudom (eng. ”Auto-Regressive
with eXogenous imput model”), koji se skra¢eno oznacava sa ARX.

3. Autoregresioni model sa pomi¢nim sredinama i spoljaSnjom pobudom (eng.
“Auto-regressive Moving Average with eXogenoius input model”), ili skraceno
ARMAX model.

4. Model greske jednacine (eng. “Output Error Model”) ili skraceno OE
model.

5. Box-Jenkins-ov model, koji se po inicijalima autora oznacava kao BJ.

Svi navedeni modeli predstavljaju specijalan slucaj sledece opSte forme
reprezentacije (strukture) modela u vremenskom podrucju:

A(q)y(k)=—=——5u(k)+—=——2e(k) (3.113)

gdesu A(q),B(q),C(q),.D(q) i E(q) polinomi po promenljivoj q, koja predstavlja
operator jedini¢nog prednjacenja, dok je q* operator jedini¢nog kaSnjenja, tj.

Alg)=1+a,q* +a,q° +...+ a, q" =1+Za:q‘i

i=1

B(a)=b,g*+b,q? +..+b, g™ = Zb:biq‘i

i=1

Ne

C(q)=1+c,q" +c,q? +..4+C 0 =1+ ¢q”

i=1

D(a)=1+d,q* +d,q 7% +...+d, q™ =1+Zd:diq‘i

i=1

E(a)=1+ f,g7+ f,g % +..+ f, q " =1+ fq” (3.114)
i=1

U navedenoj opstoj strukturi modela diskretni signali {y(k)}, {u(k)}i{e(k)}
predstavljaju izlaz, ulaz i poremecaj, respektivno. Dakle, struktura (reprezentacija)
modela je u potpunosti definisana izborom navedenih polinoma, odnosno njihovog
reda i brojnih vrednosti odgovaraju¢ih parametara. Drugim re¢ima, prikazana opsta
struktura (reprezentacija) modela je poznata sa tacnoS¢u do nepoznatih parametara u
navedenim polinomima koji definiSu ovu strukturu. Zavisno od namene modela,
ponekad je uobiCajeno da se izvesni od polinoma u opstoj strukturi modela fiksiraju
na jedinicu (predstavlja polinom nultog reda). Na primer, FIR i ARX strukture
rezultuju u linearne jednacine u odgovaraju¢im algoritmima za identifikaciju sistema,
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tj. estimaciji parametara modela na bazi merenja ulazno-izlaznih signala, Sto je vrlo
povoljno sa racunskog stanovista.

3.3.1 FIR model (model sa konaénim impulsnim odzivom

Kao Sto je prethodno navedeno, model sa beskona¢nim impulsnim odzivom
(eng. Infinite Impulse Response model) ili skraceno IR model definisan je sa
diferentnom (diferencnom) jednac¢inom

ig (Ou(k—1)+e(k) (3.115)

gde su g(¢) odbirci impulsnog odziva, a nizovi y(k),u(k)ie(k) predstavljaju izlaz,
ulaz i poremecaj, respektivno. Odgovarajuca funkcija prenosa sistema je

=l (3.116)

/=1

gde je q~* operator jedini¢nog kasnjenja. Ukoliko je G(q) stabilna funkcija prenosa
tada impulsni odziv is¢ezava sa vremenom, odnosno nakon zavrSetka prelaznog
rezima izlaz sistema (impulsni odziv) u ravnoteznom stanju bice jednak nuli (u
ravnoteznom stanju izlaz, tj. impulsni odziv g(k), sistema prati ulaz (impulsni signal

5(k), koji je jednak nuli za svaki diskretan trenutak k, sem za k =0). Dakle, za
stabilan sistem postoji pozitivna i konac¢na konstanta M, za koju je ispunjeno
9(/)=0za¢/>M; 0<M <o,

Drugim re¢ima, potrebno je uzeti u razmatranje samo prvih M odbiraka impulsnog
odziva, Sto rezultuje u FIR model

=i‘g(£)u(k —0)+e(k) (3.117)

Ovakav model predstavlja specijalan slucaj opste strukture u kojoj je
Ag)=C(q)=D(q)= F(q)=1 dok je red n, polinoma B(q) jednak M, tj. n, =M .
Dakle, FIR model se moZe prikazati i u obliku

y(k)=B(qu(k)+e(k) (3.118)
gde je

B(g)=2.ba" (3.119)

pri ¢emu parametri b, imaju znacenje odbiraka impulsnog odziva, tj.

47



Black-box reprezentacije modela sistema

b =9(); i=1.,M; g(0)=b,=0 (3.120)

Primetimo, takode, da su poremecaji u FIR modelu opisani belim stohasti¢kim
procesom, tj. predstavljaju beli Sum. Drugim reima, u modelu korelisanog
poremecaja ili obojenog Suma

v(k)=H(a)e(k), H(a)

1 (3.121)

gde je e(k) beli sum, funkcija prenosa H(q)=1.

3.3.2 ARX model (Auto-regresioni model sa spoljasnjim
ulazom)

Ovaj model predstavlja specijalni oblik opSte strukture u kojoj je
C(q)=D(q)=F(q)=1, pri ¢emu su A(q) i B(q) proizvoljni polinomi, t;.

A@)y(k) = B(au(k)+e(k) (3.122)

Posto Sum e(k) direktno ucestvuje u formulisanju ove jednacine, ovakav model se
zove 1 model greske jednacine (eng. Equation Error model ili skra¢eno EE model). U
navedenom EE modelu greske jednacine e(k) je slucajne prirode i modelovana je kao
beli sum. Clan A(q )y(k) predstavlja AR deo modela, koji iskazuje ¢injenicu da izlaz u
trenutku k, y(k), zavisi od prethodnih vrednosti izlaza, koje su definisane
polinomom A(q), dok signal u(k) predstavlja spoljadnji ulaz ili pobudu. Zaista,
polinomijalna jednac¢ina se moze prikazati u formi diferentne jednacine

{l+iaiq‘l}y(k)=i:biq‘lu(k)Jr e(k) (3.123)

odakle sledi

y(k)=-> aqy(k)+ > ba u(k)+e(k) (3.124)
i=1 i=1
ili imajuéi u vidu znacenje operatora ka$njenja q ',
y()==>ay(k—i)+ Y bu(k —i)+e(k) (3.125)
i=1 i=1

Uvodeci vektor kolonu ulazno-izlaznih podataka (regresioni vektor) [2,5]
XT(k-1)={-y(k-1)- y(k =2)..— y(k =n, u(i =2)u(i - 2)..u(k —n, )} (3.126)

i vektor kolonu parametara
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0" ={a,-a,.-a,bb,.b, | (3.127)

model se moze prikazati u formi linearne regresije[9,78]
y(k)=XT (k=10 +e(k) (3.128)

Alternativno se izlaz modela y(k) moze prikazati u polinomijalnom obliku

(k)= %u(kﬁﬁe(k) (3.129)
odnosno
y(k)=G(a(k)+H(a)e(k) (3.130)

gde su odgovarajuce funkcije prenosa

6(0)=89  h(g)--L (3.131)

Primetimo da je korelisani poremecaj na izlazu modela

v(k)= H(g)e(k) = @e(k) (3.132)

modelovan autoregresionim modelom

3.3.3 ARMAX model (Autoregresioni model pomiénih sredina
sa spoljasnjom pobudom

Ovaj model predstavlja specijalan slucaj opSte strukture u kojoj je
D(q)=F(q)=1, pri cemu su A(q),B(q)i C(q) proizvoljno izabrani polinomi, ;.

Alg)y(k)=B(gu(k)+C(q)e(k) (3.133)
ili ekvivalentno
y(k)=%u(k)+%e(k) (3.134)

odnosno

y(k)=Glap(k)+ H(a)e(k)= Glak)+v(k) = y, (k)+v(k) (3.135)

gde su odgovarajuce funkcije prenosa
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G(Q)=ﬁ; H(q)=ﬂ (3.136)

ARMAX model spada u klasu modela tipa greske jednacine (EE modeli), kod kojih je
greska jednadine modelovana procesom pomi¢nih sredina C(q)e(k) (eng. Moving
Average ili skra¢eno MA-proces). Dakle poremecaj

v(k)=H<q>e<k)=%e<k) (3.137)

je modelovan kao korelisani ili obojeni Sum koji je dobijen propustanjem belog Suma
e(k) kroz ARMA sistem (filtar), tj. generisan je ARMA-procesom

Alg (k)= C(q)e(k) (3.138)

gde prvi ¢lan A(q)\/(k) predstavlja AR deo a drugi ¢lan C(q)e(k) MA deo opisanog
ARMA-procesa. Poslednja relacija moze se napisati i u obliku diferentne jednacine

v(k)= _z av(k—1)+ i”z“lcie(k _1)+e(k) (3.139)

Poslednji izraz je dobijen tako $to su polinomi A(q) i C(q) zamenjeni

odgovarajuéim izrazima, uz tumacenje ¢ kao operatora jedini¢nog kasnjenja.

Na sli¢an nacin, izlaz procesa y,, (k) generisan je ARX modelom

ym<k>=e<q>u<k)=%u<k> (3.140)

odnosno polinomijalnom relacijom
Ala)yn(n)=B(au(k) (3.141)

odakle sledi diferentna jednacina za generisanje izlaza

ym<k)=—i”zalaiym<k—i)+_”z"lbiu<k—i) (3.142)

Primetimo na kraju da se kompletan izlaz

y(K)= y, (k) v(k) = G(q)ulk )+ H (k) = %uw%e(m (3.143)

moze prikazati u polinomijalnoj ARMAX formi
A()y(k) = B(au(k)+Cla)e(k) (3.144)
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kojoj odgovara diferencna jednacina

Ny

y(k)= —iai y(k - i)+i:biu(k —i)+> ce(k—i)+e(k) (3.145)

i=1

ili altenrativna jednacina linearne regresije
y(k)=XT(k-21)0 +e(k) (3.146)

gde je regresioni vektor
X" (k=1)={-y(k-1)..—y(k=n)u(k-1)..u(k=n,)e(k-1)..e(k-n,)} (3.147)
a vektor parametara

0" = {alaz...ana b,b,..b, ¢,C,...C,. } (3.148)

Problem nastaje Sto su u regresionom vektoru merljivi samo ulazno-izlazni podaci
{u(i), y(i)}, dok beli sum {e(i)} nije merljiv signal. Stoga je neophodno da se odbirci
belog Suma u regresionom vektoru zamene nekom njihovom procenom, o ¢emu ce
viSe biti reci u poglavlju posvecenom parametarskoj identifikaciji sistema.

3.3.4 OE model (Model greske izlaza)

Ovaj model predstavlja specijalan slucaj opSte strukture modela u kojoj je
A(q)=C(q)=D(q)=1,a B(q) i F(q) predstavljaju proizvoljne polinome. Dakle, ova
struktura ima formu

()= 2@ 1)+ () (3.149)

F(g

ili ako se uvede pomoc¢ni deterministicki signal

w(k)= Mu(k) (3.150)

F(a)o(k)=B(q)u(k) (3.151)

y(k)=olk)+elk) =y, (k) +e(k) (3.152)

Dobijeni izraz ukazuje na motiv da se ovakav model nazove model greske
izlaza, posto ¢lan e(k) u drugoj relaciji ima smisao greSke koja se superponira na
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izlaz w(k)=y, (k) odgovarajuéeg deterministickog sistema u cilju formiranja izlaza
y(k). OE model moZe se zapisati i u obliku

y(k)=G(au(k)+H(a)e(k) (3.153)
gde su odgovarajuce funkcije prenosa

G(q)=—); H(q)=1 (3.154)

Uocava se da funkcija prenosa procesa (sistema) G(q) i funkcija prenosa poremeéaja
H(q) nemaju zajednicke parametre, te se kaze da su model procesa i model
poremecaja nezavisno parametrizovani.

Polinomijalna relacija kojom je generisan izlaz (k)= y, (k) deterministickog
dela sistema

F(a)o(k)=B(q)u(k) (3.155)

moze se zapisati u formi diferencne jednacine

Ny

a)(k):—inZ; fio(k —i)+> bulk i) (3.156)

i=1

pa se kompletan izlaz moze prikazati kao

y(k)= (k) +e(k) == falk i)+ bulk —i)+e(k) (3.157)
i=1 i=1
Navedenoj diferencnoj jednacini odgovara jednacina linearne regresije
y(k)=XT(k-1)0 +e(k) (3.158)

gde je regresioni vektor
0" =1 f,— fp— f, By~ | (3.159)

N¢

Uocava se da se, za razliku od ARX modela koji je EE tipa, kod ovog OE modela u
regresionom vektoru pojavljuju zakasnjeni odbirci izlaza ® deterministickog dela
sistema, a ne kao kod EE modela zakaSnjeni odbirci kompletnog izlaza y. To

predstavlja osnovnu razliku izmedu OE i EE tipova modela.
3.3.5 BJ model (Box-Jenkinsov model)

Ovaj model predstavlja specijalan slucaj opste strukture modela u kojoj je
A(g) =1, tako da model ima oblik
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(k)= Egg;u(kﬁ gggg e(k) (3.160)
ili alternativno
y(k)=G(au(k)+ H(a)e(k) = G(aulk)+v(k) (3.161)

gde su odgovarajuce funkcije prenosa

G(q)=%, H(q)=%e(k) (3.162)

Uocava se da se poremecaj

C(a)
v(k)=H(qk(k)= ﬁe(k) (3.163)

dobija propustanjem belog $uma e(k) kroz odgovarajuu funkciju prenosa
H(q)=C(q)/D(q), odnosno da je generisan ARMA-procesom

D(q (k)= C(ae(k) (3.164)

gde ¢lan D(q)v(k) predstavlja AR-proces a &lan C(qle(k) opisuje MA-proces u

navedenom ARMA-procesu. Ovakva ARMA struktura moze se zapisati u obliku
diferentne jednacine

Ng Ne

v(k)==>dv(k -1)+ > ce(k —1)+e(k) (3.165)

i=1 i=1

Poslednji izraz je dobijen zamenom odgovarajuéih izraza za polinome D(q) i C(q) i
koriséenjem definicionog izraza za operator kasnjenja, tj. Q' X(k)z X(k - i).
Primetimo, takode, da funkcija prenosa procesa (sistema) G(q) i funkcija prenosa
aditivnog poremeéaja v(k) na izlazu sistema y(k) nemaju zajedni¢kih parametara,
tako da su ove funkcije prenosa nezavisno parametrizovane.

Uvodeci oznaku za izlaz deterministickog dela procesa

o(k)= ym(k)zG(q)u(k)z%u(k) (3.166)

ovaj izlaz se moze generisati na osnovu polinomijalne jednacine
F(a)o(k)=B(k)u(k) (3.167)

odnosno odgovarajuce diferentne jednacine
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a)(k):—z f, —a)(k—i)+Zbiu(k—i) (3.168)

Imajuci u vidu da je poremecaj generisan ARMA procesom

v(k)=—i“div(k—i)Jri‘cie(k—i)Jr e(k) (3.169)

Kompletan ulaz definisan je diferentnom jednacinom
y(k)=o(k)+v(k)

Ny

= —Zl: fio(k —i)+ bu(k - i)—inZdl:diV(k - i)+i}cie(k —i)+e(k) (3.170)

i=1

kojoj odgovara jednacina linearne regresije
y(k)=XT(k-1)0 +e(k) (3.171)

gde je regresioni vektor

X7 (k-1)= { ok =1)..— ok —=n, bk =1).u(k —n, )= v(k =1)..—v(k - n, Je(k ~1)..e(k —n, )}

(3.172)

a vektor parametara
0" = f..—f b.b

Ng

~d,..—d, ¢,..C, | (3.173)

My

Primetimo da je i ovo model OE tipa, poSto se u regresionom vektoru pojavljuju
zakasnjeni odbirci izlaza @ deterministickog dela sistema, a ne zakasnjeni odbirci
kompletnog ulaza y, Sto je slu¢aj sa modelima EE tipa. Takode, u regresionom

......

diferencne jednacine), izmereni ulaz u, dok se poremecaj v moze proceniti na
osnovu merenja izlaza 'y i izraCunatog deterministickog izlaza

(y(k)=o(k)+v(k)), pri ¢emu je beli Sum e nemerljivi signal, te se njegovi odbirci
moraju na neki nacin proceniti. O ovom problemu bice viSe rec¢i u poglavlju
posvec¢enom parametarskoj identifikaciji.

Postupak svodenja opste strukture (reprezentacije) modela na specifican oblik,
na osnovu pogodnog izbora odgovarajucih polinoma koji definiSu opstu strukturu
modela, definisan je u slede¢oj tabeli. U navedenoj tabeli oznaka “1” oznacava da je

odgovaraju¢i polinom fiksiran na jedinicu (polinom nultog reda ¢iji je slobodan ¢lan
jednak 1), dok simbol “x” oznac¢ava potpuno slobodan izbor odgovarajuéeg polinoma.
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olinom A B C D F
Struktura
OPSTA X X X X X
FIR 1 X 1 1 1
ARX X X 1 1 1
ARMAX X X X 1 1
OE 1 X 1 1 X
BJ 1 X X X X

Tabela3.1. Razlicite strukture (reprezentacije) modela procesa, na osnovu izbora
odgovarajucih polinoma u opStoj strukturi modela.

Osnovna razlika izmedu razli¢itih struktura nalazi se u nacinu na koji je
modelovan aditivni poremecaj (Sum) na izlazu sistema. Pri tome, AR i ARMAX
strukture pripadaju Klasi struktura tipa greSke jednacine, tzv. EE strukture, dok OE i
BJ strukture pripadaju Klasi struktura tipa greSke izlaza, tzv. OE strukture. Kod
struktura tipa EE model procesa (sistem) i model poremecaja (Suma) sadrze
zajednicke parametre, te se ne mogu nezavisno parametrizovati, dok kod strukture OE
tipa ova dva modela nemaju zajednickih parametara, te se mogu nezavisno
parametrizovati.
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4. PARAMETARSKA IDENTIFIKACIJA

Pod pojmom parametarske identifikacije podrazumeva se estimacija (procena)
konac¢nog broja nepoznatih parametara u unapred usvojenoj strukturi modela sistema.
Izrada modela sistema nikad nije sama po sebi cilj, ve¢ se uvek ima u vidu namena
dobijenog modela. Parametarski modeli se koriste za analizu procesa, njihovu
simulaciju i projektovanje kontrolera [6,10,21,37,38,59,61,88,89,95]. Zadatak analize
je da se predvidi ponaSanje procesa pod odredenim okolnostima i analiza se obi¢no
zasniva na racunarskoj simulaciji. Sa druge strane, zadatak sinteze je da se projektuje
kontroler, koji treba da obezbedi da se proces ponasa u skladu sa postavljenim
zahtevima. lzvrSenje bilo kog od ovih zadataka pretpostavlja postojanje adekvatnog
modela procesa koji je u stanju da uspeSno predvidi ponasanje procesa pod zadatim
uslovima rada. Sa ovakvog stanoviSta prirodan kriterijum za ocenu valjanosti modela
predstavlja sposobnost modela da predvida ponaSanje procesa pod zadatm
okolnostima. Ovakav verbalni kriterijum potrebno je prevesti na jezik matematike,
kako bi se definisao matematicki kriterijum ili mera kojom ¢e se numericki iskazati
kapacitet predikcije parametarskog modela. Jedan moguci pristup sastoji se u
izracunavanju buducih izlaza (odziva) procesa za zadate uslove rada (zadate pocetne
uslove, pobudne ulazne signale i poremecaje) i njihovo poredenje sa stvarnim
izmerenim izlazima procesa, koji su dobijeni pod istim okolnostima. Ukoliko su
greSke izmedu izmerenih izlaza i njihovih predikcija dovoljno male, takav model se
moze smatrati adekvatnim. Metode identifikacije koje se zasnivaju na ovakvom
principu nazivaju se metode greSke predikcije ( engleski Prediction Error Methods
ili skraceno PEMSs), posto je greSka predikcije, tj. razlika izmedu izmerene i
prediktovane vrednosti, usvojena za meru ili kriterijum valjanosti, odnosno Kkriterijum
za ocenu kvaliteta ponaSanje modela u odnosu na realan system [14,28,63,68,89]. Da
bismo formalizovali izloZeni koncept, uvedimo slede¢e oznake. Neka y(k) oznaava

izmereni izlaz procesa u diskretnom trenutku vremena t, =kT, keZ, gde je T

perioda odabiranja, odnosno vremenski interval izmedu dva sukcesivna ekvidistantna
diskretna merenja. Pretpostavimo, takode, da je celokupna proSlost sistema do
trenutka k poznata na osnovu raspolozive merne informacije y(i), i<k-1, te da
zelimo da predvidimo budué¢i izlaz sistema y(k +1) u trenutku k+1. Ovakva
predikcija naziva se jednokoracna predikcija izlaza unapred (engleski one-step ahead
prediction) i oznacava sa 9(k +14k). Ako se u trenutku k +1 izmeri izlaz i ovo

merenje oznaci sa y(k +1), tada je greSka predikcije (engleski prediction error)

vk +1k)= y(k +1)- §(k +1k) (4.1)

Na osnovu koncepta greSke predikcije, model sistema je dobar ukoliko je ova
greSka mala. Medutim, mala greSka predikcije u jednom trenutku ne implicira isto
tako malu vrednost u nekom narednom trenutku. Zato je bolje kao kriterijum Koristiti
sekvencu (niz) greSaka predikcija, a da bi se sprecilo da se efekti pozitivnih i
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negativnih greSaka potru. Uobicajeno je da se posmatra sekvenca kvadrata greSaka
predikcija. Prirodno da se kao empirijski kriterijum za ocenu valjanosti modela usvoji
aritmeticka ~ sredina  greSaka  predikcija na  posmatranom intervalu
k=12,...,N [28,63,68,89].

N

3y = 2o elkk-1)

= (4.2)

U skladu sa usvojenim kriterijumom, model ima dobar kapacitet predikcije
ukoliko je brojna vrednost kriterijuma J,, dovoljno mala pozitivna veli¢ina. Najbolji

model je onaj koji minimizira usvojeni kriterijum. Na taj nacin se zadatak
parametarske identifikacije moze postaviti kao optimizacioni problem.

Kao $to je istaknuto u prethodnom poglavlju, parametarski model se sastoji od
odgovarajuce strukture (na primer, ARX, ARMAX, itd.), skupa celobrojnih
promenljivih (oznacavaju redove odgovarajuc¢ih polinoma u usvojenoj strukturi,
eventualno vreme kasnjenja, itd.) i skupa realnih promenljivih (oznacavaju nepoznate
parametre u usvojenoj strukturi modela). Ako sve parametre skupimo u vektor

parametara 6, tada je optlmalan model u okviru usvojene strukture modela onaj ¢iji
vektor parametara 6 = 0 minimizira usvojeni kriterijum za ocenu valjanosti modela

N
)= iz 2(k|k -1,0) (4.3)
N &=
odnosno
6, =arg min J,,(6) (4.4)

Ovde je eksplicitno naznaceno da greSke predikcije, a samim tim i kriterijum
valjanosti, zavise od vrednosti parametara u usvojenoj strukturi modela, dok D,,
oznacava skup svih mogucih vektora parametara za usvojenu strukturu modela, tj.
usvojenu parametrizaciju modela (na primer, D,, moze biti skup svih vektora
parametara koji konstituiSu ARX model drugog reda). Metode greSke predikcije
(PEMSs) zasnivaju se na poslednje dve relacije. Blok Sema parametarske identifikacije
zasnovana na principu gresSke predikcije data je na narednoj slici.

u(k) y(k)

» sistem —

v

kriterijum

X A (klk-1.6
, péﬁim e (k| ) 3,(0)
p y(kk-1,6)

minimizacija

jNo)
=2

argminJ (6)

Slika 4.1: Blok Sema parametarske identifikacije na bazi greske predikcije
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Problemu procenjivanja nepoznatog vektora parametara u usvojenoj strukturi
modela sistema moze se pri¢i i sa generalnog stanovista minimizacije usrednjenog
indeksa performanse

J(0)=E{F[v(i,0)]} (4.53)

ili empirijskoj indeks performanse [63,68,72,84,89]

Ji(9)=71kzi;|=[v(k,9)] (4.5b)

gde je F() kriterijumska funkcija, funkcija gubitaka, cene ili rizika, a v(i,8) greska
jednacine ili rezidual, definisan kao razlika izlaza sistema i njegove optimalne
srednje-kvadratne predikcije 9(i,0)=E{y(i|i—1)}. Za dovoljno veliko i empirijski
kriterijum (indeks performanse) (4.5b) konvergirace na osnovu zakona velikih brojeva

teorijskom kriterijumu optimizacije (4.5a). Procena nepoznatog vektora parametara
dobija se iz uslova minimuma kriterijuma (4.5)

v,J(0)=E{V,F[v(i,0)]}=0 (4.6)

Ako se uvede oznaka w(z)=F'(z), uslov (4.6) moZe se napisati u obliku

v,3(0)=E{w[v(i,0)Vv,v(i,0)}=0. (4.7)

Ukoliko je F(-) parna funkcija, njen izvod w(-) je neparna funkcija i ukoliko
je raspodela poremecaja & (I) simetricna funkcija, a slucajne veli¢ine v(i,@) i Vv(i,@)
su nekorelisane, reSenje nelinearnog sistema jednacina (4.7) je 8=0", gde je 0
ta¢na vrednost nepoznatog vektora parametara 0 koji se procenjuje i koja odgovara
minimumu kriterijuma. Zaista, ako su slu¢ajne veli¢ine v(i,8) i Vv(i,0) statisticke
nekorelisane i E{y (&(i))} = 0 tada je

v,3(67)= E{x// Mi,e*)]w(i,e*)}: E{w(£(1))|E {v(v(i,e*))} -0. (4.8

Poslednji izraz jednak je nuli, posto je v(i,e*)= y(i)—y(i,e*)zf(i), s obzirom da
)7(i,0*)= E{y(i)|i —1} odreduje odziv deterministickog dela sistema koji se razlikuje
od stvarnog odziva sistema za aditivni sum merenja &(i), pri éemu je Efy(£(i))}=0
na osnovu usvojenih pretpostavki (slika 4.1). Ako je, uz to, F(-) konveksna funkcija
njen izvod je monotona funkcija i dobijeno resenje je jedinstveno.

Relacija (4.8) pokazuje da je uslov optimalnosti zadovoljen za proizvoljnu
parnu funkciju gubitaka F() u (4.5), odnosno da je optimalno resenje 0=06"
prakticno invarijantno na izbor kriterijumjske funkcije. Ovakav rezultat imao bi
presudnu ulogu u reSavanju problema identifikacije kada bi se optimalno reSenje
moglo naci direktno. Medutim, nelinearni sistem jednacina (4.7) generalno se ne
moze resiti analiti¢ki, ve¢ njegovo resavanje zahteva primenu metoda numericke
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analize [54,55,74,92]. Naime, na osnovu N sekvenci merenja ulaza i izlaza sistema
{ui),y(i)1<i<N} generide se po nekom algoritmu procena 6(N), koja kad N
neograni¢eno konvergira ka optimalnom reSenju. Ovakvi algoritmi nazivaju se
paketima (odgovarajuci engleski termin je batch ili off-line algoritmi). Alternativno,
kriterijum optimizacije moze se minimizirati iterativno kako evoluira vreme, tako da
se procena u i-tom trenutku (i) dobija kao funkcija prethodne procene 6(i—1) i

novo dobijene informacije o ulazu i izlazu sistema, u(i) i y(i), respektivno, t;.

o(i)= f (0 -1). y(i).u(i) (4.9)

Ovakvi algoritmi nazivaju se rekurzivnim ili algoritmima u realnom vremenu
(engleski - real-time ili on-line).

Na osnovu recenog, kljuéni korak u ovako formulisanom zadatku
identifikacije predstavlja izbor funkcije gubitaka F(-) u indeksu performanse (4.5).
Navedenom pitanju u literaturi je posveéeno dosta paznje [89]. Generalni zakljucak
svih takvih razmatranja bio bi da je izbor kriterijumske funkcije F() u velikoj meri

subjektivan i predstavlja kompromis izmedu teznje da se, s jedne strane, u kriterijum
Sto vise ugrade fizi¢ki uslovi rada i namene sistema, a s druge strane da dobijena
reSenja budu Sto jednostavnija analiticki. U inzenjerskoj praksi najcesce je koriS¢en
kvadratni kriterijum F(Z) = 7%, pre svega zbog upro$éavanja potrebnog matematickog
aparata. Naime, u slucaju kvadratnog kriterijuma sistem jednacina (4.7) moze da se
resi eksplicitno, ¢ime se dobija analiticki izraz koji definiSe nerekurzivni algoritam
najmanjih kvadrata (odgovarajuci engleski termin je Least Squares ili skra¢eno LS
algoritam) [28,63,68,89]. Ako se u tako dobijenoj relaciji matematicka ocekivanja
aproksimiraju odgovarajué¢im aritmetickim sredinama i primeni teorema o inverziji
matrica dolazi se do rekurzivne forme algoritma najmanjih kvadrata u realnom
vremenu [28,63,68,89]. O izvodenju ovih algoritama bice viSe re€i u nastavku ovog
poglavlja.

Ukoliko su poremeéaji  &(i) raspodeljeni po Gausu algoritam najmanjih
kvadrata je optimalan, u smislu minimalne varijanse greske estimacije [25,48,86]. Ta
Cinjenica, kao i ispunjenje uslova centralno-grani¢ne teoreme matematicke statistike u
velikom broju prakti¢nih situacija, uz ve¢ ranije navedene razloge vezane za
matemati¢ku jednostavnost i teoretsku invarijantnost optimalnog resenja (4.6) ili (4.7)
na izbor kriterijumske funkcije, predstavljali su jak motiv za Siroko koriS¢enje
algoritma najmanjih kvadrata u inzenjerskoj praksi. Konstatovano je, takode, da
algoritam najmanjih kvadrata daje zadovoljavajuée procene i u mnogobrojnim
situacijama kada raspodela poremecaja nije gasovska [4,14,63]. Medutim, u izvesnim
situacijama Kkarakterisanim malim brojem mernih podataka i pojavom sporadi¢nih
realizacija poremecaja velikog intenziteta (rezim “outlier”-a, “bad data” ili anomalnih
merenja)  kvalitet  procena  najmanjih  kvadrata je  nezadovoljavajuci
[4,12,27,33,34,42,66,75,76,94]. Relativna neosetljivost procena na poremecaje
navedenog tipa moze se posti¢i pogodnim izborom oblika kriterijumske funkcije.
Osnovna ideja sastoji se u zameni kvadratne funkcije gubitaka funkcijom F(z) koja
je za male vrednosti argumenta z bliska kvadratnoj, ali je za veée njegove vrednosti
njena vrednost manja od z°. Jedna moguénost je da se usvoji [ 4,10,76]
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ZZ
F(z)= 4.10
@) 1+az® (410)

Druge dve mogu¢nosti su [4,40,76]

Fz)=12  ; F(2)={ 2 : (4.11)

koje formalno odgovaraju r -podeSenoj sredini i Winzorijanskoj sredini, respektivno.
Uopste, postoji veliki broj razli¢itih mogucnosti, koje su razmatrane u literaturi, a
zasnovane su uglavnom na prakticnom iskustvu ili teoriji robusne estimacije
[4,9,40,76]. Na osnovu do sada izlozenog, kao i blok dijagrama na slici 4.1, problem
rekurzivne parametarske identifikacije moze se rasclaniti u tri klju¢na zadatka: 1)
izbor kriterijuma optimalnosti (4.5); 2) izbor algoritma za predikciju izlaza sistema
9(1,0) u (4.1); 3) izbor algoritma parametarske identifikacije (4.9).

U radu ¢e biti razmatrana optimalna predikcija izlaza u smislu minimuma
srednje-kvadratnog kriterijuma (engleski Mean Square Error ili skraéeno MSE
kriterijum). Dalje ¢e biti pokazano da se kriterijumska funkcija moze izabrati na
optimalan nacin, u odredenom smislu, zavisno od raspolozive apriorne informacije o
statistickim karakteristikama poremecaja u sistemu. Ukoliko je ova informacija zadata
u obliku klase funkcija raspodele verovatnoce poremecéaja kojoj pripada i njegova
stvarna, ali nepoznata, raspodela, bi¢e pokazano da se kriterijumska funkcija moze
izabrati na optimalan nacin, u smislu minimalno mogucée greske estimacije parametara
u zadatim uslovima stohastickog okruzenja. Predlozeni pristup zasniva se na analizi
konvergencije i brzine konvergencije procena parametara i primeni Kramer-Raove
teoreme. Kada se govori generalno o analizi konvergencije stohastickih rekurzivnih ili
rekurentnih procedura parametarske estimacije u literaturi su Siroko rasprostranjena
dva metodoloska pristupa. Prvi od njih zasniva se na pridruzivanju obicne
diferencijalne jednacine razmatranoj stohastickoj rekurzivnoj proceduri i primeni
teorije stabilnosti Ljapunova za analizu stabilnosti reSenja dobijene obicne
diferencijalne jednacine. Ovakav pristup skraceno se oznac¢ava sa ODE, na engleskom
jeziku, Ordinary Differential Equation [63 ]. Drugi pristup zasniva se na primeni
teorije martingala [32,62,70]. Ovakav pristup sastoji se u analizi stohasticke funkcije
Ljapunova, koja predstavlja pogodno odabranu kvadratnu formu slucajne greske
estimacije parametara i primene osnovnih rezultata o konvergenciji martingala na
relevantne slucajne sekvence koji zadovoljavaju definiciju martingala. U izvesnim
situacijama moguca je i kombinacija ova dva pristupa. Sa druge strane, Kramer-Raova
teorema omogucava komparaciju sa Kramer-Raovom donjom medom, koja definise
najve¢u mogucu tacnost procena nepoznatih parametara. Ako se komparacijom
ustanovi da je odgovarajuéi relevantni pokazatelj greske estimacije ve¢i od Kramer-
Raove donje mede, moguce je pod odredenim uslovima izvrsiti modifikaciju
razmatrane rekurzivne stohastic¢ke procedure u cilju postizanja maksimalno mogucée
preciznosti procene parametara pod navedenim uslovima rada, odnosno maksimalno
mogucée asimptotske brzine konvergencije procene parametara. Ovakav pristup
rezultuje u sintezu optimalnih rekurzivnih stohastickih procedura na unapred
specificiranoj klasi raspodela poremecaja, kojoj pripada i njegova stvarna, ali
nepoznata, funkcija raspodele verovatnocée. Kona¢no, kao rekurzivne stohasticke
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procedure parametarske estimacije bi¢e razmatrane klase algoritama tipa Newton-
Raphsonove stohastiCke procedure i njene aproksimacije koja se naziva Gaus-
Newtonova stohasticka procedura, kao i klasa algoritama tipa stohastickog gradijenta
ili stohasti¢ke aproksimacije [50,51,52].

4.1. MODELI PREDIKCIJE: OPTIMALNA SREDNJE -
KVADRATNA JEDNOKORACNA PREDIKCIJA

Izracunavanje greSke predikcije v(k|k—1) u (4.1) zahteva izracunavanje
jednokoracne predikcije izlaza unapred 9(k|k—1) i to prvo na primeru standardne

(generalne) strukture parametarskog modela, a dobijeni rezultat se lako moze
prilagoditi na slucajeve specificnih parametarskih struktura, kao Sto su FIR, ARX,
ARMAX, OE i BJ strukture, koje su opisane u trecem poglavlju.

4.1.1. Model predikcije za generalni parametarski model

Standardni (generalni) model razmatran je u prethodnom poglavlju i prikazan
je blok dijagramom na sledecoj slici. Prikazani model je generalan i moze biti i
parametarski i neparametarski, kao $to je pokazano u tre¢em poglavlju.

le(k)

u(k) + ¥y (k)

— > G(q)

Slika 4.2: Standardni (generalni) parametarski model sistema

Na prikazanoj slici u(k), y(k) i v(k) oznacavaju ulaz, izlaz i poremeéaj u
diskretnom trenutku k, dok je e(k) beli 3um nulte srednje vrednosti. Dalje se
pretpostavlja da se raspolaze sa ulazno-izlaznom sekvencom merenja {u(?), y(¢)},
¢=k-1k-2,.., kao i da su za momenat poznate funkcije prenosa (polinomi) G(q) i
H(q). Pod navedenim uslovima mogu se izracunati velicine

v(0)=y(0)-G(qu(s), r=k-Lk-2,.. (4.12)

te se ove veli¢ine mogu smatrati poznatim. Takode, ako je funkcija prenosa
(poIinom)G(q) striktno kauzalna, tada je njen slobodni ¢lan g, =0, pa je polinom

G(a)=>g,q" (4.13)

odakle sledi da
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e<q>u<k>=gg/q-fuw):ggﬂu(k—f) (4.14)

zavisi samo od ulaza u(i), i=k-1k-2,.., tako da je i ovaj ¢lan poznat. Polazeci
dalje od izraza za izlaz sistema (slika 2.2)
y(k)=G(aulk)+ H(a)e(k)=Glau(k)+v(k) (4.15)

jednokoracna predikcija izlaza moze se definisati sa
§(kjk 1) = G(qu(k)+ (k| -1) (4.16)

Dakle, reSenje postavljenog jednokoracnog prediktora zahteva da se izracuna
jednokoracna predikcija \7(k|k—1) nemerljivog Suma v(k). Da bi ovaj problem bio
reSiv funkcija prenosa (filter) ili polinoma Suma H(q) mora da zadovoljava sledeca
tri uslova:

1. H(q) je stabilna funkcija prenosa.
2. Inverzna funkcija prenosa H ™(q)=1/H(q) je stabilna.

3. H (q) je monik funkcija prenosa, odnosno h, =1 odakle sledi

00

H(g)=1+Y hgq” 4.17)

/=1

Na osnovu treceg uslova, korelisani (obojeni) aditivni Sum na izlazu sistema je

v(k) = H(q)e(k)=e(k)+ 3 h(t)e(k - ) (4.18)

=1

Sada se postavlja problem kako generisati predikciju v(k), ako su izracunate
prethodne vrednosti v(ﬁ), ¢<k-1. Najbolju (optimalnu srednje-kvadratnu)
predikciju prirodno predstavlja ocekivana (srednja) vrednost v(k), tj. uslovno
matematicko ocekivanje[25,41,48,60,77,86].

(K -1) = Elk)} = Efe(k)}+ E{z (el - z)} (4.19)

gde je E{} uslovno matematicko odekivanje, tj. E{v(k)}=E{ (k|k—1}. Posto je na
osnovu pretpostavke {e(k)} beli sum nulte srednje vrednosti, to je E{e(k)}=0, dok je
drugi sabirak deterministi¢ka veli¢ina, posto je v(¢), a samim time i e(¢), poznato za
¢ <k —1. Na taj nacin se dobija

\7(k|k—1)=/ih/e(k—£)=[H (a)-1]e(k) (4.20)
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Imajuci u vidu da je na osnovu slike 4.2

v(k)=H (a)e(k)=>e(k)=H"(aM(k)=v(k)/H(q) (4.21)
konacno se dobija trazeni izraz za predikciju poremecaja

i(kk —1)= H|_(|q($lv(k)= {1—%}\/(@ 4.22)

Da bi se izratunao prediktor V(k|k —1) neophodne su samo vrednosti v(¢), ¢ <k -1,
koje su generisane na osnovu relacije (4.12)

Zamenom prediktora poremecaja (Suma) (4.22) u izraz za predikciju izlaza
(4.16), kao i koris¢enjem (4.12), dobija se relacija

9kl ~1)=G(au(k)+ - H *(a)M(k)
=G(au(k)+ 1 H*(a)]y(k)- (4.23)

na osnovu koje sledi

9Kk —1)= H (@) (u(k)+ .- H(@)]y(k) (4.24)

ili u alternativnom obliku

H(@)9(kk ~1)= G(au(k)+[H(a)-ly(k) (4.25)

Zamenom izvedenog prediktora izlaza u definicioni izraz za greSku predikcije dalje se
dobija

e(klk—1)= y(k)- 9(k|k ~1)=-H *(a)G(a)u(k)+ H *(a)y(k) (4.262)

Primetimo da veli¢ine e(k|k—1) U (4.26) odgovara veli¢ini v(k|k—1) u relaciji (4.1).
Ovde je koris¢ena razliCita oznaka, da bi se rezidual jasno razlikovao od Suma
merenja. Takode, beli sum e(i) odgovara varijabli £(i) u (4.8).

Prilikom prethodnih izvodenja pretpostavljeno je da su funkcije prenosa G(q) i H (q)
poznate, Sto inaCe nije ispunjeno, posto je model poznat sa taénoScu do nepoznatih
parametara, koje treba estimirati na bazi raspolozivih merenja ulaza i izlaza. Dakle,
funkcije prenosa G(q) i H(g) nisu poznate, ali su parametrizovane sa nekim
vektorom parametara @, tako da je u sustini greSka predikcije funkcija ovog vektora
parametara, odnosno

e(klk ~1.6)=H(q.0)y(k)-G(a.0(K)] (4.26b)
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Varirajuci vektor parametara unutar skupa D,, moze se izracunati greska predikcije

& 1 rezultujuéa vrednost kriterijuma valjanosti modela (4.2) ili (4.5). lzvedeni
prediktor je primenljiv na bilo koji model koji ima standardnu (generalnu) strukturu
prikazanu gornjim blok dijagramom. Dobijeni prediktor moze se primeniti na
specifi¢ne parametrizovane modele, koji su razmatrani u prethodnom poglavlju, kao
§to su FIR, ARX i ARMAX strukture, a koje predstavljaju posebne slucajeve
razmatrane standardne (generalne) reprezentacije modela sistema.

4.1.1. Model predikcije za FIR reprezentaciju sistema

FIR struktura modela sistema predstavlja specijalan slucaj prethodno
razmatrane standardne (generalne) strukture, kada se usvoji

e<q,e)=s<q)=i”z"lbiq-u H(a,0)=1 (427)

tako da je vektor parametara u ovako parametrizovanom modelu

6=1{,b,.b, | . (4.28)

Ovakva struktura prikazana je blok dijagramom na narednoj slici 4.3

et
M e

Slika 4.3: FIR struktura modela sistema

Na taj nacin, izlazni signal moze se prikazati relacijom
y(k)=B(q)u(k)+e(k) (4.29)

gde je u(k) pobudni signal u k -tom diskretnom trenutku, a e(k) je aditivni $um na

izlazu sistema, koji predstavlja beli Sum nulte srednje vrednosti. Koriste¢i prethodno
dobijeni izraz za prediktor izlaza u sluc¢aju standardne reprezentacije modela sistema
(4.23) i uvrstavaju¢i izraze za funkcije prenosa u FIR strukturi G(q)=B(q),

H(q)=1 dobija se za prediktor izlaza FIR strukture

Ny

§(kjk -1,6)= B(q)u(k)=i“biq“u(k)=zl:biu(k ~i) (4.30)

Ako se merenja ulaza u(ﬁ), ¢ <k —1 sakupe u regresioni vektor

o' (k)={u(k-1)u(k-2),...u(k —n, )} (4.31)
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tada se prediktor izlaza moze zapisati u formi linearne regresije

Jkk-16)=p" (K)o =0"p(k) (432)

Naziv linearna regresija potice od Cinjenice da je relacija za predikciju izlaza linearna
funkcija nepoznatog vektora parametara 6.

4.1.2. Model predikcije za ARX reprezentacije modela sistema

ARX struktura predstavlja poseban oblik standardne strukture na slici 4.2 u
kojoj je usvojeno

G(q,9)=%, Ala)=1+ aq™, B(Q)=i‘,biq4, H@O)=—~  (439)

Alg)

Ovakva struktura predstavljena je slede¢im blok dijagramom na slici 4.4

Slika 4.4: ARX struktura modela sistema.
Parametri polinoma A(q) i B(q) definidu vektor parametara
0" =la, a,..a, b b,.b, | (4.34)

dok je izlaz sistema opisan polinomijalnom relacijom, odnosno odgovarju¢om
diferencnom jednacinom

A@)y(k)=B(a)u(k)+e(k) (4.35)

Koriste¢i izraz za prediktor standardne strukture (4.24), uz uvrStavanje izraza za
odgovaraju¢e  funkije prenosa u ARX strukturi  G(q,0)=B(q)/ A(q);
H(q,0)=1/ A(q), dobija se konadan izraz za prediktor izlaza

9(klk ~1,6)=B(qu(k)+[1- A(a)ly(k)

:i;biQ‘iU(k)—i)aiQ‘iy(k)
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:i”z"lbiu(k_i)_i”zzaiy(k_i) (4.36)

Uvodeci dalje regresioni vektor
" (kK)={-yk-1)-y(k=-2)..—y(k =nJu(k -2u(k -2).u(k—n,)}  (4.37)

izvedeni izraz za prediktor izlaza ARX strukture modela moze se napisati u formi
modela linearne regresije

J(kk -1.6)=6"p(k)=p" (k)o. (4.38)

4.1.3. Model predikcije za ARMAX reprezentaciju modela sistema

ARMAX reprezentacija modela sistema predstavlja specijalan slucaj
standardne strukture modela na slici 4.2 za specifican izbor funkcija prenosa u
standardnoj strukturi (reprezentaciji) modela

6(0.0)- 23 N®=iq¢2 /WWﬂ+im¢H

Alg)

H(q,@)z%, C(q)=1+2ciq‘i. (4.39)

ARMAX struktura modela prikazana je na sledecoj slici
lﬂ@

C(a)

A(q)

) | o ;@lvw
y(k) | Aa)

+

Slika 4.5: ARMAX struktura modela sistema

Na osnovu slike 4.5, izlazni signal kod ARMAX strukture opisan je relacijom
A@)y(k)=B(qu(k)+C(a)e(k) (4.40)

gde je u(k) pobudni (ulazni) signal a e(k) diskretan beli Sum nulte srednje vrednosti.

Parametri (koeficijenti) polinoma A, B, C definiSu vektor parametara & u ovako
usvojenoj parametrizaciji modela, odnosno

0" = {a1 a,..a, bb,.b, c cz...cnc} (4.41)
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Zamenom usvojenih izraza za funkcije prenosa G=B/A i H=C/A u ARMAX
strukturi, uz koris¢enje formule za prediktor izlaza opste strukture (4.24), dobija se
formula za prediktor izlaza ARMAX strukture

§(k|k 4,9):%4@{1-%}(@ (4.42)

MnoZenjem dobijenog izraza sa C(q) i dodavanjem ¢lana [L—C(q)]j(k|k —1,6) levoj i
desnoj strani poslednjeg izraza, kao i nultog ¢lana y(k)—y(k) desnoj strani izraza
(4.42), moze se pisati

C(a)9(klk ~1,0)+ L-C(a)]9(klk ~1.0)= B(au(k)+[C(a)- Al@)ly(k)
+1-c(@)y(kk-1.6)+ y(k)- y(k) (4.43)

odakle sledi izraz za prediktor izlaza ARMAX strukture
I{kfk—1.0)=B(a)u(k)+[1- Ada)ly(k)+ [C(a@)-1]y(k)- §lk)k -1,0)] (4.4)

Uvodeci definicioni izraz za gresku predikcije (4.1), odnosno
eklk -1,0)= y(k)- y(klk-1,6) (4.45)

dobija se konacan izraz za prediktor izlaza ARMAX modela

9(klk -1,6)=B(q)u(k)+ 1 Ala)y(k)+[C(a)-Le(kk -1.6)

= Zb:b/,q‘”u(k)—za:aiq‘i y(k)+2ch‘je(k|k ~1,6)
=1 = =1

= ib/u(k —E)—iai y(k - i)+icje(k —jk-j-10) (4.46)

Uvodeci dalje regresioni vektor

0" (k,0)={=y(k-1)..— y(k —n, u(k =2)..u(k —n, )e(k ~Uk 2,6 ..&(k - n.|[k =, —1,0)}
(4.47)

i imajuéi u vidu definicioni izraz za vektor parametara @ u razmatranoj ARMAX
strukturi (4.41), izraz za prediktor izlaza moZze se napisati u alternativnom obliku

J(klk-1,0)= " (k,0)0 =67 p(k,6) (4.48)

Primetimo da je u ovom slucaju, za razliku od FIR i ARX struktura, vektor regresije
@ funkcija vektora parametara @, posto greska predikcije ¢ predstavlja funkciju 6,
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tako da izvedeni izraz za prediktor izlaza ne predstavlja linearnu funkciju vektora
parametara. Stoga se poslednji izraz naziva model pseudo-linearne regresije, jer
formalno podseca na model linearne regresije kod koga regresioni vektor ¢ ne zavisi

od vektora parametara 6.

4.2. PARAMETARSKA IDENTIFIKACIJA SISTEMA:
ALGORITMI ESTIMACIJE PARAMETARA

Metode parametarske identifikacije koje ¢e se razmatrati u ovom poglavlju
pripadaju familiji metoda tipa greSke predikcije (PEM metode). Ove metode se
zasnivaju na minimizaciji kriterijumske funkcije (4.2), koju sacinjava suma kvadrata
greSaka predikcija na nekom intervalu vremena ili, u opstem slucaju, predstavlja
empirijski nelinearni indeks performanse (kriterijum kvaliteta ponaSanja) (4.5b).
ReSavanje postavljenog optimizacionog problema zahteva primenu odredenih
matematickih alata, a jedan uobicajen postupak je metod najmanjih kvadrata
(odgovarajuc¢i naziv na engleskom jeziku je Least Squares Method ili skraceno LS) u
slucaju srednje-kvadratnog kriterijuma (4.2), odnosno metode tipa stohastickog
Newton-Raphsonovog algoritma ili algoritma dinamicke stohasti¢ke aproksimacije u
slucaju generalnog nelinearnog indeksa performanse (4.5) [63,68,89]. Ove metode
bice opisane u nastavku, a bice takode pokazano kako se one mogu primeniti za
estimaciju parametara u specifi¢noj strukturi modela sistema. Ovakav zadatak cesto se
naziva i parametarska estimacija (engleski parameter estimation).

4.2.1 Linearni algoritmi estimacije parametara

Kao Sto je ve¢ istaknuto, metod najmanjih kvadrata predstavlja matematicki
postupak za reSavanje problema identifikacije (estimacije) parametara u usvojenoj
strukturi modela sistema, pri ¢emu je ovaj problem postavljen kao zadatak
optimizacije (minimizacije) odredene kvadratne kriterijumske funkcije (4.2). Naime,
problem parametarske identifikacije moze se formulisati na slede¢i nacin: za zadati
skup merenja ulaza i izlaza sistema {u(k), y(k)}, k=12,...,N i usvojenu strukturu

modela sistema, koja je poznata sa ta¢nos¢u do nepoznatog vektora parametara 6,
proceniti (estimirati) vektor 6 tako da izvedeni model aproksimira Sto je moguce
bolje realan sistem. Naravno, verbalni iskaz “Sto je moguce bolje” je subjektivne
prirode i neophodno je da se uvede matematicki kriterijum ili mera za ocenu kvaliteta
ponaSanja ili validnosti modela. Jednu moguc¢u takvu matematicku meru predstavlja
kriterijum koji se sastoji od sume kvadrata greSaka predikcija na posmatranom
intervalu posmatranja (4.2), odnosno

1
N

3,.(0)= ZN:gz(k|k—1,0) (4.49)

Tada je optimalna procena vektora parametara 6 =éN ona koja minimizira usvojeni
kriterijum i data je sa (4.4), odnosno

A

0, =argmin J,,(6) (4.50)
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Jednokoracna greska predikcije definisana je izrazom (4.1), tj.
e(klk-1,6)= y(k)- 9(kjk -1,6) (4.51)

gde je 9(k|k—1,0) jednokoragni prediktor izlaza sistema y(k) na bazi raspoloZive
informacije o sistemu, kroz merenja, do trenutka k —1 i za neki usvojeni vektor
parametara €. U prethodnom poglavlju je pokazano da se jednokoracni prediktor

izlaza sistema, zavisno od usvojene strukture modela, moze prikazati u formi
jednacine linearne regresije (FIR i ARX strukture)

J(kk ~1,6)=9" (k)0 =6"p(k) (4.52)

gde regresioni vektor ¢(k) ne zavisi od nepoznatog vektora parametara koji se
estimira, ili u formi jednac¢ine pseudolinearne regresije (ARMAX strukture)

§(klk-1,6)= ¢ (k,0)0 = 6" p(k,6) (4.53)

kada regresioni vektor go(k,e) predstavlja funkciju vektora parametara 6. U prvom
slu¢aju primena metoda najmanjih kvadrata za reSavanje postavljenog optimizacionog
problema rezultuje u linearan sistem jednacina (4.6) ili (4.7), gde je F() kvadratna
funkcija po nepoznatim elementima vektora parametara 6 i takav metod naziva se
linearan metod najmanjih kvadrata (engleski Linear Least Squares Method ili
skraceno LLS metod). U drugom slucaju, primena tehnike najmanjih kvadrata za
minimizaciju usvojenog Kriterijuma rezultuje u nelinearan sistem jednacina (4.6) ili
(4.7), gde je F() kvadratna funkcija po nepoznatim elementima vektora parametara
6, te je neophodno primeniti neku iterativnu numericku proceduru za reSavanje tako
dobijenog nelinearnog sistema algebarskih jednacina. U poslednjem slucaju postupak
najmanjih kvadrata se naziva pseudo-linearan metod najmanjih kvadrata (engleski
Pseudo-Linear Least Square Method ili skraceno PLLS metod).

4.2.1.1. Nerekurzivni linearan metod najmanjih kvadrata: LLS metod

Kao Sto je izvedeno u prethodnom poglavlju, jednokoracna predikcija izlaza za
FIR i ARX reprezentaciju (strukturu) modela sistema definisana je izrazom (4.52) koji
predstavlja linearnu funkciju vektora parametara 6, posto regresioni vektor (o(k) ne
zavisi od nepoznatog vektora parametara 6. Kao Sto je ranije pokazano u (4.31), za
FIR strukturu modela regresioni vektor sadrzi samo zakaSnjene (prethodne) ulazne
signale, odnosno

0" (k)={uk —Du(k —2).u(k —=n, )} (4.54)

dok za slucaj ARX strukture modela, koja predstavlja specificnu IIR strukturu, ovaj
vektor dodatno sadrzi i zakasnjene (prethodne) izlazne signale, kao Sto je prikazano u
(4.37), 1.

o (k)={-y(k=1)..— y(k =n, Ju(k =1)..u(k - n, )} (4.55)
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Na taj nacin, jednokoracna greska predikcije (4.51) postaje
elklk-16)=y(k)-9(kk-1,6)= y(k)-o" (K)o (4.56)

te se usvojeni kriterijum valjanosti modela (4.2) svodi na

3,(0)=1 3 [y(k)-o" ()] (457)

N

U tacki minimuma razmatranog kriterijuma 0 =éN gradijent kriterijumske funkcije
jednak je nuli, kao $to je naznaceno u (4.6), odnosno

:{aJN(0)53N(9).“5\]N(9)}T —0 (458)
00, 00, aep -0y

A

gr;ad I (HN )z V,Jdy (éN ):&]aN_;@)

0=0y

gde je p dimenzija vektora parametara 6 = {0102...0p}T, a 0 je pxl1 dimenzioni nula

vektor, ¢iji su svi elementi jednaki nuli. Primenom operatora parcijalnog
diferenciranja na zadati kriterijum dobija se

D) 2L y(0)-o' (0] |

20 00

L3yl o (p] ) (59

Prilikom dobijanja poslednjeg izraza uzeto je u obzir da izlaz sistema y(k) ne zavisi
od vektora parametara 0. Koristec¢i dalje pravila linearne algebre koja se odnose na

diferenciranje skalarnog proizvoda po vektoru [2,5]
T T
Nx_, 0 Xy (4.60)

OX OX

gdesu x i y vektori kolone odgovaraju¢ih dimenzija, a y" i x" oznacavaju vektore
vrste, kao i usvajajuci y = (k) i x =0, zakljucuje se da je

5[(!’;209] _ (k) (4.61)

70



Parametarska identifikacija

Zamenom izvedenog izraza u relaciju za gradijent kriterijumske funkcije (4.59), uz
izjednacavanje poslednjeg izraza sa nulom, konacno se dobija linearna vektorska
jednacina za izracunavanje vektora parametra 6

> [y(k)-¢" (k) lo(k)=0 (4.62)

N
k=1

odakle sledi da se procena najmanjih kvadrata HzéN dobija kao reSenje linearne

vektorske jednacine kojoj odgovara sistem linearnih jednacina po nepoznatim
elementima vektora 6, a koje se nazivaju i normalne jednacine (engleski Normal
equations) [63,68]

A A ES OV

k=1

odnosno

S 000 )] [ 53 ot (45)

pretpostavljajuc¢i da postoji inverzija navedene matrice. Ovaj uslov vezan je sa
pojmom perzistentne eksitacije, 0 cemu ¢e viSe reci biti kasnije.

U literaturi je uobicajeno da se LS procena prikaze u matri¢no-vektorskoj
notaciji. U tom cilju definiSimo Nxp matricu @ i Nx1 vektor Y kao

o' (1) y(@)
® = q’T:(z) Y= y(:2) (4.64)
o' (N) y(N)

tako da se usvojeni skalarni kriterijum J (0) moze prikazati u obliku

3u(0)=]Y —g6]" =(Y —¢0)" (¥ —g0) (4.65)

gde x| oznacava Euclidian-ovu normu vektora x . Dalje se moZze pisati

3,(0)=(YT—67¢" \¥ —g0)

=YY -0 (7Y )~ (YT g+ 6" (679)p (4.66)
odakle sledi potreban uslov za pronalazenje minimuma kriterijuma
T 4T T T 4T
grad J,,(0)= 2,(6)__06 07y)_olvop 90 (#'op =0 (4.67)
0 00 00 00 00
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Prva dva ¢lana u poslednjem izrazu dobijaju se koris¢enjem prethodno definisanih
pravila za diferenciranje skalarnog proizvoda vektora po vektoru (4.60), odnosno

00" ('Y ) — 4Ty 20" (v7¢) ~(7g) =g7Y (4.68)

00 00

kao i dodatnog pravila za diferenciranje skalarne kvadratne forme po vektoru [ 2,5]

ox'AX

2AX (4.69)

gde je x vektor kolona odgovarajucih dimenzija a A kvadratna i simetricna matrica
(A= AT), odakle se zakljucuje, usvajajuci x=0 i A=¢'¢,

0" (p"gh 2(¢"g)o (4.70)

00

Zamenom izvedenih izraza (4.68), (4.70) za parcijalne izvode u relaciju za
gradijent kriterijumske funkcije (4.67) dobija se linearna vektorska jednacina, tzv.

Normalna jednacina, za izracunavanje LS procene vektora parametara 6 = 6,

b7 ol, =47y (4.71)
odakle sledi

2) T LT _i T _li T
b, =¢ ¢I¢Y{N¢ 4 [Nw} (4.72)

pretpostavljajuci da odgovarajuc¢a inverzna matrica postoji. Kao sto je ve¢ istaknuto,
egzistencija ove matrice vezana je sa pojmom perzistentne eksitacije, o cemu ¢e biti
vise reci u nastavku.

Primetimo, takode, da je matrica ¢ija se inverzija trazi u stvari kovarijaciona
matrica regresionog p -dimenzionog vektora (o(k) (p=n,+n, kod ARX modela a

p =n, kod FIR modela), tako da se moze pisati

RP(N)= kZNl:(p(k)goT (k):%cDTcD (4.73)

le—‘

Posebno, za ARX strukturu modela vaZi (p=n, +n,)
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[ —y(k-1) ]
-ylk-2)

—y(k—-n,) [~ y(k =1)..— y(k = n u(k =1)..u(k —=n, )]

< u(k-1)
u(k —2)
| uk-n,) |
1 1 1 1 @ 1w
L3yk-)  ESykebk-d) . S Sykevken) o Sykethk-y) o -3 yk-tkn)
Forkabe)  TEvike2) Foeabbn) —TEyko2bkt) . Eyk-2hkn)
S Lsskenbicn TEibcabien) o SEvlen)  -LEikenbben . -Eykcadon)
fﬁgu@a)y(kfl) %gu(kil)y(k,z) ,ﬁgu@jl)y(k,na) ﬁjz]u:«kfl) %guwtmm)
- Sukene-) L Fukenlk-2) - Bubenlyen) Buk-nhik-) <3ulc-n)
I éW(O) éW(:L) éW(n'ﬂ\ _1) éyu(o) éy 1) éu nb _1)_
éW(:L éW(O) éW( a _2) éyu(_:l') éy (O) éu nb _2)
| &R0-0 R 3,0 R-n) R-n) . R.(n-n)
- - éYu (O) - éyu (_1) - éy (_ na +1) éuu (O) éuu (1) éuu (nb _1)
-R, () -R,(0) -R,(n,+2) RO R0 R, (n, ~2)
-R, (;1+nb) -R,(-2+n,) ~R,(-n,+n,) R (ﬁb—l) R,(n, -2) R.(0) |

je R,(r)=R,(~7), kao i
Rxx(_f)z Rxx(f)'
pxp dimenzione Kkorelacione matrice

Dakle, elementi

(p=n,+n,) regresionog vektora ¢(k) su procene auto-kovarijacionih i kros-

kovarijacionih funkcija ulaznog i izlaznog signala, odnosno
RO(N)={R,(N)}

1 N
yi-i —WZ 1<i,j<n,

“R,(j-n,-i)=-= S yk-ihk-J), 1<i,j<n,,
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Prilikom definisanja ove matrice iskoris¢ena je osobina kros-korelacione funkcije da
da je autokorelaciona funkcija parna, odnosno

p-dimenzionog

(4.75)

n,+1<j<p=n,+n,

(4.74)
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R N
Rij(N)zRuy(j—i+na)=—%2u(k—i)y(k—j), n+l<i<p, 1<ij<n,

k=1

N
> ulk- n,+1<i,j<p (4.76)

k=1

:;U
—_
=2
N—"
||
|
Z||—\

U navedenim izrazima simbol “A” oznacava procenu, a R, i R,  su autokorelacione

i kros-korelacione funkcije razmatranih signala x i y, respektivno. Kod FIR strukture
modela postoji samo blok sa procenama auto-korelacionih funkcija ulaznog signala,
tj. za FIR strukturu p=n, i

ZN:u(k—l) (k—j), 1<i,j<p=n, 4.77)

£, ()= olk)y(K)=4Y @79

moze se za ARX strukturu (reprezentaciju) modela napisati u razvijenom obliku

S yyk-D) | _

en| | waeea) | T
(V)= 23| ykn) b= L Syl |= -8, )| @79)
k=1 u(k—l) 1 k’\Tl Ryu(l)
Wéy(k)u(k—l) :
Luben) | | R,(n,) |
Néy(k)u(k_nb)

tako da su elementi ovog vektora

f,(N)=-R, (i =—%ZN: 1<i<n,
f(N)=R_(i-n ):%i ykuk-i), n,+1<i<p=n,+n, (4.80)

4.2.1.2. Nerekurzivni linearni metod tezinskih (ponderisanih) najmanjih
kvadrata: WLS metod

Ako se umesto kriterijuma najmanjih kvadrata kao optimizacioni kriterijum za
ocenu valjanosti modela usvoji slede¢a njegova modifikacija, koja se naziva
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kriterijum tezinskih (ponderisanih) najmanjih kvadrata (engleski Weighted Least
Squares ili skraceno WLS ili WLLS ako se radi o linearnom algoritmu)
[14,23,28,63,68]

3, (0)=]Y —g6];, =(Y —g0) W(Y —40) (4.81)

gde je W pozitivno-definitna (W > 0) i simetricna (W =W ) teZinska matrica, tada
je

3, (0)=YTWY —0"¢"WY —Y W¢0 + 0" W0 (4.82)

pa se iz uslova minimuma kriterijuma (4.82) dobija

orad 1,(6)- aJaNe(e) a0 (gs;wy)_ a(v;v(;w)e L o0 ((g;w¢)9 0 4.83)

Primenom navedenih pravila za diferenciranje skalara po vektoru (4.60) i (4.69) dalje
se dobija

(WY )~ (y"wg) +2(p"wel =0 (4.84)

odakle direktno sledi WLS procena tezinskih najmanjih kvadrata

by =[p"We | gTwy (4.85)

Za razmatranu ARX struktura modela matrice ¢ je dimenzije Nxp, p=n,+n,,

vektor Y je kolona vektor dimenzije Nx1, tako da je W matrica dimenzija NxN .
Posebno, ako se usvoji W =cl, gde je ¢ >0 a | jedini¢na matrica dimenzije NxN ,
WLS metod se svodi na orgininalni nerekurzivni LLS metod. Ako se usvoji

W= diag{pN‘l pClp p°} (4.86)

gde diag {} oznacava dijagonalnu matricu, to ¢e se za konstantu p <1 u proizvodu
WY , koji definiSe oteznjeni vektor merenja Y, vece tezine dodeljivati potonjim
merenjima y(N ), y(N —1),... u odnosu na poetna merenja y(1), y(2),..., odnosno

P y()
P 7y(2)
WY = : (4.87)
py(N -1)
p°y(N)

dok ¢e se za p >1 vece tezine dodeljivati pocetnim (prethodnim) merenjima. Takode,
ako se usvoji da je tezinska matrica W jednaka inverznoj matrici matrice kovarijanse
aditivnog uma na izlazu sistema e(i) u FIR i ARX strukturi modela
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w=R'=[Efe|]"; € =fe()e(2).e(N)} (4.88)

gde E{} oznacava matematicko ocekivanje, WLS algoritam se naziva algoritam
minimalne varijanse greSke estimacije (skraceno se oznacava sa MV), poSto se u
navedenom slucaju optimizacioni kriterijum svodi na totalnu varijansu greske
estimacije, kao sumu varijansi greSaka estimacije pojedinih parametara u vektoru
parametara koji se estimira [3,23,63,68].

4.2.1.3. Nerekurzivni pseudo-linearni metod najmanjih kvadrata: PLLS metod

Prilikom izvodenja linearnog metoda najmanjih kvadrata (LLS) ili linearnog
metoda ponderisanih (tezinskih) najmanjih kvadrata (WLLS) klju¢na pretpostavka je
bila da je regresioni vektor (o(k) u linearnom modelu predikcije 9(k|k—1,9):¢f (k)o
nezavisan od nepoznatog vektora parametara, Sto je podrazumevalo FIR ili ARX
reprezentaciju (strukturu) modela. Ukoliko ova pretpostavka nije ispunjena, ve¢ je i
regresioni vektor funkcija nepoznatog vektora parametara, go(k,e), Sto je slucaj kod

ARMAX reprezentacija modela, tada je model prediktora 9(k|k—1,0)=goT(k,0)0

nelinearna funkcija vektora parametara 6, te se ovakav prediktor naziva pseudo-
linearan prediktor. Kriterijum (4.2) koji se minimizira tada postaje

340 = L300 (.01] (459)

~

a minimizacijom ovog Kriterijuma dobija se procena 6, nepoznatog vektora
parametara 6
0 =0, =argminJ, (0); JN(éN)SJN(B) za veoD, | 0=6,. (490)

05Dy,

gde je D, skup svih mogucih vrednosti nepoznatog vektora parametara 6. ReSenje
ovako postavljenog optimizacionog problema, koji se naziva i pseudo-linearan
problem najmanjih kvadrata (skracenica PLLS), zahteva primenu iterativnih
nelinearnih numerickih algoritama [9,74]. Ovakav postupak je racunski slozen, a i
sama konvergencija procena parametara koje su generisane nelinearnim numeric¢kim
algoritmima ka stvarnom (tacnom) vektoru parametara nije u opStem slucaju
garantovana.

Za razliku od klasi¢nog zadatka optimizacije, gde je u opStem sluc¢aju poznata
samo kriterijumska funkcija, ovde je pored kriterijuma J, () poznat i izraz za njen

argument, odnosno gresku predikcije &(k,0), tj.

3,0)== 3 e(k0),  elk.0)=yK)-o" (k.00 @.91)

Sto ¢e omoguciti da se izvedu optimizacione (minimizacione) metode koje imaju
relativno dobra konvergenciona svojstva. Neke od najcesce koris¢enih metoda bice
razmatrane u nastavku teksta.
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Razvojem kriterijuma J,(9) oko neke tagke u prostoru parametara 6 =6,
dobija se

‘]N (0): ‘]N (00)+ gT (00)(0_00)"‘%(0_00 )T H (00)(0_00)"‘0(”0_00”) (4-92)

gde je

_ _23,(0,). _043,(0,) . olle-6,)
9(6,)=gradJ, (6,)= ggo’ H(@O)_#, MQOM—O (4.93)

pri ¢emu simbol |||| oznacava Euklidovu normu vektora. Ako se dalje pretpostavi da je

0, blisko minimumu 6* kriterijuma, tada je JN(QO)zO, te je potreban uslov
minimuma definisan relacijom
0

00) A ON0-0)] 1[5 gyngyo-g)-0 o

Koriste¢i prethodno definisana pravila za diferenciranje skalara po vektoru
(4.60) i (4.69), relacija (4.94) se svodi na

g(00)+%2H(00)(0—00)=0 (4.95)

odakle sledi
0=0,—H"(6,)3(6,) (4.96)

Ukoliko je J,(0) kvadratna funkcija ovako odredeno 6 odgovarae minimumu
kriterijumske funkcije 6* i algoritam ¢e u jednom koraku odrediti trazenu tacku
mimimuma 6*. U svakom drugom slucaju algoritam se moze primeniti u viSe koraka,
u cilju iterativnog pronalazenja minimuma kriterijuma 6*. Na taj nacin, ako je 6,
procena vektora parametara u i-tom koraku (i =0,1,2,...), tada je procena vektora
parametara u narednom koraku (iteraciji)

6.,=0-H7'0)g®); i=012..; 6,-pocetnaprocena  (4.97)

Ovakav iterativan postupak naziva se deterministicki Newton-ov ili Newton-
Raphsonov algoritam [7,63]. Algoritam moZe zahtevati nekoliko ili ¢ak relativno
mnogo iteracija da bi se odredio minimum 6* kriterijuma. Kao moguc¢i kriterijum za
zaustavljanje viSe kora¢ne procedure moze se koristiti jedan od sledecih uslova:

lo@.,)<e,  [36..)-30)<e, [0..-6<e (4.98)

gde je ¢ mala pozitivna konstanta.
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Ako je kriterijumska funkcija JN(Q) konveksna (konveksna kriterijumska

funkcija J zadovoljava Jensenovu nejednakost J(16, +(1-2)0,)< 3(6,)+(1-2)8,
za 0<A<1) tada je i unimodalna, tj. poseduje jedan ekstremum i algoritam ce
konvergirati ka tom jedinstvenom minimumu. Diferencijabilna funkcija J,(0) je
konveksna ukoliko je Hessian matrica drugih izvoda H(p)=6%3,(0)/26° pozitivno-
definitna (H >0). Medutim, unimodalna funkcija u opstem sluc¢aju ne mora biti i
konveksna. Ukoliko se ne moze dokazati ni konveksnost ni unimodalnost
kriterijumske funkcije, tada ona poseduje nekoliko minimuma, a minimum sa
najmanjom vrednoséu naziva se globalnim, dok se ostali minimumi nazivaju
lokalnim. U navedenom sluc¢aju ne postoji garancija da ¢e algoritam konvergirati ka
globalnom minimumu, odnosno kada algoritam dostigne tacku minimuma ne postoji
mogucnost da se ispita da li je dostignuti minimum zaista i globalni. Inace, generalno
je vrlo tesko da se dokaze bilo konveksnost bilo unimodalnost kriterijumske funkcije i
jedino u slucaju kriterijumske funkcije u formi sume kvadrata greSaka predikcije koje
su linearne funkcije vektora parametara (FIR i ARX reprezentacije modela) moze se
dokazati konveksnost kriterijuma J(6).

Primetimo, takode, da su vazne osobine vise koracne (iterativne) procedure
brzina konvergencije i robusnost. Brzina konvergencije odnosi se na sposobnost
algoritma da locira tacku ekstremuma u Sto je moguce kracem vremenskom intervalu,
odnosno za Sto je moguce manji broj koraka (iteracija), dok robusnost oznacava
sposobnost algoritma da odredi tacku minimuma za proizvoljan oblik kriterijumske
funkcije.

Brzina konvergencije algoritma odreduje se na osnovu faktora konvergencije
-0
o, 0"

*

(4.99)

i ukoliko je ﬁg(O,l) takav iterativni algoritam je linearno konvergentan. Iterativni
~ 6" . Posebno, za
=0 algoritam ¢e posedovati super brzu linearnu konvergenciju. Newtonov
iterativni metod poseduje kvadratnu konvergenciju, posto kod njega B* teZi ka

pozitivnoj konstanti. Inace, Newtonov algoritam ¢e konvergirati vrlo brzo u okolini
tacke minimuma, posto je tada izvrSena aproksimacija kriterijumske funkcije
odgovaraju¢om kvadratnom funkcijom (4.92) adekvatna. Takode, ukoliko nije
moguce da se Hessian izracuna egzaktno, ne moze se garantovati konvergencija ovog
algoritma, te se u takvim situacijama uvodi pozitivna skalarna veli¢ina s; kojom se

algoritmi za koje je f =0 konvergirace vrlo brzo, posto je tada 6

i+1

uti¢e na prirastaj vektora parametara, odnosno veli¢inu koraka algoritma, kako bi se
obezbedila njegova konvegencija [7,63,88,89]

0.,=0,-sH™0)9(6,), i=012.., 6,-dato (4.100)

Faktor s, moze biti fiksan ili promenljiv. Na primer, dok god je ispunjen uslov
J(6,.,)< 3(6,) moze se koristiti konstantan faktor s, >1 (na primer, s, =1.3), a kada
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dode do neadekvatnog koraka (otkaza algoritma) koji je okarakterisan uslovom
J(6,,)>3(6,) veli¢inu koraka treba smanjiti njegovim mnoZenjem sa nekom

konstantom manjom od 1 (na primer, 0.2), pa nastaviti proceduru uz testiranje
vrednosti kriterijumske funkcije.

Posebno, ukoliko se Hessian aproksimira sa jediniénom matricom, H =1,
tada se Newton algoritam svodi na gradijentni algoritam [7,63,88,89]

0.,=6-s90), i=0L2..,  6,-dato (4.101)

kod koga se priblizavanje procena minimumu kriterijumske funkcije 6* vrSi u anti-
gradijentnom smeru —g(@,), dok s, definise veli¢inu koraka u navedenom smeru.

Ovakav metod naziva se metod najbrzeg spusta (engleski steepest descent method)
[7,631].

Naravno, primena Newtonovog algoritma zahteva izracunavanje gradijenta i
Hessiana

[83(0)] [00,(6) 20.,(0) . 99,(0)]
b [29 e o s
g, g, g,
g(@):a‘;—g)z a;;f) - 925(9) H@O)=| o6, 20, 6, | (4.102)
20(0)| |9,0) ag,j(e) o9,(0)  ag,(0)
L 99, | o6, 06, 06, |

polazeci od izraza za kriteirjumsku funkciju

N
3,(0)=m > e k0);  elk)=y(K)-p" (0 (#103)
k=1
i diferenciranjem po elementu 6., i=12,..,p, vektora parametara 6. Da bi se

obezbedila konvergencija algoritma za proizvodnju pocetno pogadanje vektora
parametara koji se estimira, uobicajeno je da se Hessian aproksimira odgovaraju¢om
pozitivno-definitnom matricom i takav algoritam se naziva Gauss-Newtonov metod [
]. S obzirom da je ovaj rad primarno posvecen rekurzivnim algoritmima parametarske
identifikacije, ovom problemu nece biti posvecena dalja paznja.

4.2.1.4. Rekurzivni linearni metod najmanjih kvadrata

Osnovni nedostatak prethodno razmatranog nerekurzivnog metoda najmanjih
kvadrata je $to se sa poveéanjem merne populacije z" ={ui), y(i)i=1...,N} za jedno
merenje z(N +1)={u(N +1),y(N +1)} celokupni proracun mora da ponovi u cilju

~

generisanja nove procene parametara 6, pri ¢emu se povecavaju i racunarski

zahtevi vezani za potreban memorijski prostor i vreme izracunavanja. Stoga se
prikazani metod najmanjih kvadrata naziva i metod paketne obrade (engleski batch
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processing method) podataka ili nerekurzivni (engleski off-line) metod. Za razliku od
nerekurzivnih metoda, rekurzivne metode parametarske |dent|f|kacue generisu novu

procenu parametara 0N+1 na bazi prethodno izracunate procene 0 i novo dobijene

informacije kroz merenja z(N +1)={u(N +1),y(N +1)}, kao $to je naznageno u (4.9).

Rekurzivna varijanta metode najmanjih kvadrata obi¢no se izvodi iz nerekurzivnog
metoda koriste¢i alat matricne linearne algebra [2,5]. U tom cilju usvojimo
reprezentaciju modela u formi jednacine linearne regresije

yk)=p"(k)0+ek); k=12..,N (4.104)

gde je y(k) vektor izlaza u k -tom diskretnom trenutku, o(k) je regresioni vektor,
e(k) predstavlja beli 3um nulte srednje vrednosti na izlazu sistema, a @ je nepoznati

vektor parametara koji se estimira. Sistem od N relacija moze se napisati u matri¢no-
vektorskoj formi

Y(N)=¢(N)o+E(N) (4.105)

gde su odgovarajuci vektori i matrice definisani sa
y(1) o' (1) e(l)
Y(N)= y(:2) o g(N)= q’T:(z) . E(N)= e(:2) (4.106)
y(N) ¢'(N) e(N)

Linearni algoritam tezinskih najmanjih kvadrata (engleski Weighted Linear
Least Squares ili WLLS) minimizira kvadratni optimizacioni kriterijum

Me):%g (N,OW(N)s(N,0) —iNZNl:w (4.107)

gde je vektor greSaka predikcija ili reziduala merenja

e(N,0)=Y(N)-g(N)o (4.108)

a tezinska kriterijumska matrica je dijagonalna
W (N)=diag{w(1)w(2)..w(N )} (4.109)

Procena najmanjih kvadrata koji minimizira dati kriterijum je

=l NNV T (N (N )Y (N)

|

%ZN:W } {%ZN:W } (4.110)
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Na identi¢an nacin, procena najmanjih kvadrata zasnovana na (N +1) merenju ulaza i
izlaza sistema data je sa

Ona =07 (N +DW (N + (N +1)] 47 (N +IW (N +1)Y (N +1) (4.111)

pri cemu je
Y(N+1)= {y\((,\(li)l)}; (N +1)= LT%\INZ 1)}; E(N +1)= L(Ele'\i)l)} ;
W(N +1)={W5)N) W(NO+1)} (4.112)

Posebno, ako se izabere da su dijagonalni elementi tezinske matrice W (N)
dati u formi eksponencijalnih faktora [3,23,63,68]

w(i)=p"", i=12..,N (4.113)

gde je p pozitivna konstanta, tada je

W(N +1)={pWO(N) ﬂ (4.114)

Dalje se moze pisati

O TS AR Ry

{[¢T<N>¢<N+1>{ng | YM}

w(N +1) || y(N +1)

-1

=[#7 (N)W (N)$(N)+w(N +D)p(N +1)p" (N +1)] "

[W(N +2)p(N +2)y(N +1)+ 4™ (N W (N )Y (N)] (4.115)
ili ako su elementi tezinske matrice W(N) eksponencijalni faktori w(i)=p"*,
i=1..,N
Oy =[Ps" (N)W (N)$(N)+ (N +1)o" (N +1)] -
lp(N +1)y(N +1)+ pg" (N W (N )Y (N)] (4.116)

Usvajajuci dalje oznaku za matricu pojacanja algoritma
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P(N)=[p" (N W (N)(N)] (4.117)

moZze se pisati
6, =P(N)"(NW(N)Y(N) (4.118)
pri ¢emu je
Oya = P(N +DW(N +Lp(N +1)y(N +1)+¢" (NW (N )Y (N)] (4.119)

P*(N+1)=P"(N)+W(N +1)p(N +1)}p" (N +1) (4.120)

Na osnovu poslednje dve relacije se zakljucuje da je

P*(N)=P*(N+1)-w(N +1p(N +1)p" (N +1) (4.121)
$T(NW(N)Y (N)=P(N), (4.122)

odakle sledi
" (NW(N)Y(N)=P (N +1)9, —w(N +1)p(N +1)p" (N +1)d (4.123)

Zamenom izraza (4.123) u relaciju (4.119) dalje sledi

Oy = PN +1W(N +1)p(N +2)y(N +1)+ P (N +1)8, —w(N +Dp(N +1)p" (N +1)d, |
=0y +P(N +L)p(N +1w(N +1)y(N +1)— ¢ (N +1)d, | (4.124)

Na taj nacin, definitivni rekurzivni oblik linearnog metoda tezinskih najmanjih
kvadrata, koji se skra¢eno oznacava i sa RWLLS, dat je sa

Oy =0y +K(N+1)y(N +1)—p" (N+1), |; N =04..
K(N +1)=P(N +L)p(N +1)w(N +1)

P(N+1)=P*(N)+w(N +L)p(N +1)p" (N +1) (4.125)

Posebno, usvajajuci da je tezinska matrica W(N): I, gde je | jedinicna matrica,
zakljucuje se da je w(N +1)=1 a odgovarajuéi algoritam je rekurzivni linearni metod

najmanjih kvadrata, koji se oznacava sa RLLS. Takode, ukoliko se usvoji da je
tezinska matrica W(N) jednaka inverznoj kovarijacionoj matrici belog Suma nulte

srednje vrednosti {e(k)}, tada je W(N)=R,* =c,?I, gde je o vaijansa Suma, tako
da je w(N +1)=o-0‘2 , a odgovarajuci algoritam je rekurzivni linearni metod minimalne

varijanse greske, koji se skraceno oznacava sa RLMV. Kod algoritma sa
eksponencijalnim ponderisanjem merenja, gde su teZinski koeficijenti w(i)=p"~,
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i=1,...,N, u dobijenim izrazima treba matricu W(N) zameniti sa pW (N ) i usvojiti
w(N +1)=1. Naime, na osnovu (4.110), (4.116) i (4.117) se zakljucuje da je

P*(N+1)= pP(N)+ (N +1)p" (N +1) (4.126)
=p¢" (NW(N)G(N)+ (N +L)p" (N +1)

pri ¢emu je po osnovu (4.116)

By.a=P(N+Dfop” (NW(N)Y (N )+ o(N-+1)y(N +1) (4.127)

gde je procena najmanjih kvadrata na bazi mernog uzorka duzine N, odnosnou N -
tom diskretnom trenutku, definisana sa (4.117) i (4.118)

pT(NW(N)Y(N)=P(N)o, (4.128)

Analogno kao u prethodnom slucaju, zamenom (4.128) u (4.116), uz koris¢enje
(4.126), dobija se

O.s = P(N+L1)p(N +2)y(N +1)+ pP (N )4, |
= P(N +1)jp(N +1)y(N +1)+ [P *(N +1)- (N +1)p" (N +2),, |

=6y +P(N +1)p(N +1)y(N +1)— 9" (N +1)d, | (4.129)

Sto se i direktno dobija iz prethodno izvedenog izraza (4.124) usvajajuci W(N +1)=1.

Na taj nacin rekurzivna varijanta linearnog metoda najmanjih kvadrata sa
eksponencijalnim ponderisanjem observacije data je sa

Ova =0y +KIN+D)y(N +1)-p" (N +1), |  N=04..
K(N +1)=P(N +1)p(N +1)

P*(N+1)= pP(N)+ (N +1)p" (N +1) (4.130)

Primena algoritma zahteva odredivanje inverzne matrice prilikom odredivanja matrice
pojacanja algoritma, Sto se moze izbeci koriséenjem leme o inverziji matrica, na
osnovu koje se matri¢na relacija

Pl=P'+H'RH (4.131)

gdesu R i P, regularne matrice, moze napisati u alternativnom obliku [23,63,68,88 ]

P, =P —PRHT(HRHT +R)"HP,. (4.132)
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Usvajajuci u (4.125) da je
P, =P(N +1), P,=P(N), HT =o(N +1), H=9¢"(N+1),
R =w(N+1)

dobija se alternativan izraz za matricu pojacanja algoritma

P(N +1)=P(N)-P(N)p(N +D)fp" (N +1)P(N (N +1)+w (N +1)]*o" (N +1)P(N +1)
(4.133)

Primetimo da je ¢lan u srednjim zagradama skalarna veli¢ina u slucaju sistema sa
jednim ulazom i jednim izlazom (engleski single input-single output ili SISO sistemi),
tako da poslednja relacija ne zahteva inerziju matrice.

U slucaju rekurzivnog tezinskog linearnog algoritma najmanjih kvadrata sa
eksponencijalnim ponderisanjem observacija treba usvojiti u (4.130)

P,=P(N+1), P=p'P(N), H =¢p(N+1), H=¢' (N+1), R*=1

pa se na osnovu leme o inverziji matrice (4.131) i (4.132) moze pisati
P(N +1)= E{P(N)— P(N (N +1)p" (N +1)P(N)p(N +1)+ p] 0" (N +1)P(N)}
Jo,
(4.134)

Kao $Sto je ve¢ istaknuto, izborom faktora p <1, koji se u navedenom slucaju naziva i
faktor zaboravljanja (engleski forgetting factor) u algortimu za estimaciju parametara
manje tezine dodeljuju se prethodnim merenjima izlaza u odnosu na potonja merenja,
¢ime je u algoritam implicitno ugradena eksponencijalno opadaju¢a memorija [3,1,3].
Na taj nacin, izborom faktora zaboravljanja p <1, ali koji je blizak jedini¢noj
vrednosti, mogu se pratiti vremenski promenljivi parametri modela, ¢ija je dinamika
promene relativno spora. Medutim, pracenje naglin promena parametara, kao i
vremenski brzo promenljivih parametara, zahteva da se faktor p menja adaptivno u
svakom vremenskom koraku. Naime, u opStem slucaju, Sto je vrednost p vise
udaljena od 1 algoritam ¢e bolje pratiti brze promene parametara, ali ¢e loSije pratiti
konstantne i sporo promenljive parametre, dok ¢e obrnuto vrednost p bliska 1
omoguciti dobro pracenje konstantnih i sporo promenljivin parametara, uz loSije
pracenje relativno brzo promenljivin parametara modela. Na taj nacin, zavisno od
dinamike promene parametara treba podeSavati faktor p u svakom koraku rada
algoritma, ali ovakva razmatranja izlaze iz konteksta ovog rada. Takode, posto se za
vrednosti p bliske 1 moze pisati

p* =k = ghnll) 4 gklior) (4.135)
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pf=e"" 1 __1 (4.136)

1-p

zakljucuje se da je za p <1, pri cemu je p blisko 1, efektivna memorija algoritma
1 1

T= N ——

logp 1-p

(4.137)

Posto je za poslednje merenje k =N (u teZinskoj matrici W(N) element na
glavnoj dijagonali je pM™, k =1,..N), odnosno N -tom merenju se dodeljuje tezina
p° =1, izvedeni izraz pokazuje da ¢e se merenjima starijim od r(k>r) dodeliti

tezine manje od e ~0.36(k =7). Drugim re¢ima, ovako izabran teZinski faktor

odgovara eksponencijalno opadaju¢oj memoriji algoritma, pri ¢emu vremenska
konstanta 7 eksponencijalne krive odgovara priblizno efektivnoj duzini memorije
algoritma u usvojenim jedinicama vremena ili broju perioda diskretnih merenja. Na
taj nacin, izbor duzine memorije algoritma , kojim je odredena direktno vrednost
faktora zaboravljanja p, zavisi od oc¢ekivane dinamike promene parametara i treba je

tako usvojiti da parametri budu priblizno konstantni na intervalu duZine z. Na
nestacionarnim intervalima merenja, kojima odgovaraju brzo promenljivi parametri,
treba usvojiti malo 7, kome odgovara p<1, dok na stacionarnim intervalima

merenja, kojima odgovaraju priblizno konstantni parametri, treba usvojiti relativno
veliko 7 (teorijski 7 —> ), kome odgovara p~1 (teorijski p=1). U praksi se
ponekad usvaja da je faktor p vremenski promenljiv na intervalu kvazistacionarnosti

i da asimptotski eksponencijalno raste ka vrednosti 1 (kada k — o), odnosno u okviru
takvog intervala merenja moze se usvojiti [3,53,63]

pk)=p,pk-1)+@1-p,), k=12..K (4.138)

pri ¢emu je uobicajen izbor p, =0.99 i p(0)=0.95.

Za startovanje (N =0) bilo koje od predlozenih varijanti rekurzivnih
algoritama potrebno je usvojiti pocetne procene parametara éo i pocetnu vrednost
matrice pojacanja algoritma P(0) (ove vrednosti se nazivaju i pocetna pogadanja) i
ukoliko ne postoji nikakva apriorna informacija o o¢ekivanim vrednostima parametara
modela uobicajeno je da se usvoji [23,47,63,68]

~

0,=0, P0)=c’l, c?>>1. (4.139)

~

gde je 1| jedini¢na matrica. Takode, pocetno pogadanje 6, moze se generisati i

nerekurzivnim linearnim algoritmima najmanjih kvadrata na paketu merenja
odgovaraju¢e duzine. Uz navedeno, moze se pokazati da matrica P(N) predstavlja

ocenu matrice kovarijanse gresSke estimacije parametara u koraku N , tako da trag ove
matrice odreduje ukupnu srednju kvadratnu gresSku estimacije po svim parametrima u

datom koraku [23,63,68] Na taj nacin, ukoliko je poc¢etna procena éo tacnije odredena
faktor ¢? u izrazu za P(0) treba smanjiti i usvojiti c® ~1.
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Primetimo, na kraju, da kod FIR i ARX reprezentacije modela regresioni

vektor ¢(k) sadrzi samo zakasnjene ulazne (FIR) ili zakasnjene ulazne i izlazne
signale (ARX), odnosno

o (k)=1u(k=1).u(k—n,);

(4.140)

Paex (k)= = y(k=1). = y(k=n, Ju(k -1).u(k -n, )}

(4.141)

Uz navedeno, zbog osobine kauzalnosti svi signali bice jednaki nuli za negativne

indekse vremena, odnosno u(i)=y(i)=0 za i<0, pri ¢emu je zbog osobine striktne
kauzalnosti y(0)=0.

4.2.1.5. Pseudolinearni rekurzivni metod najmanjih kvadrata
U slucaju da usvojena reprezentacija modela odgovara jednacini pseudo-
linearne regresije (ARMAX struktura modela), tada je na osnovu (4.45) i (4.48)

y(k)=¢" (k,0)0 +e(k), k=12..,N (4.142)

te je za numericku minimizaciju srednje-kvadratnog optimizacionog kriterijuma u vise
koraka

1

2.,(0)= 5 ET(N,e)E(N,9)=i_ZN:gZ(i 6, (k)):

oN&=E . E(N,0)=Y(N)-¢(N,0)0

(4.143)

gde je 6 = éN (k) procena vektora parametara, na bazi mernog uzorka duzine N, u k -
tom koraku (iteraciji), pri cemu je uvedena vektorsko-matri¢na notacija

y(i) o' (16)
Y(N)=| ¢ |5 ¢4(N,9)= :

(4.144)
y(N) o' (N.0)

potrebno koristiti nerekurzivni deterministicki Newtonov, tj. Newton-Raphsonov
algoritam (4.97),

éN (k +1)= éN (k)_ H _1(éN (k))g (éN (k))

gde je gradijent kriterijuma dat sa

96, (k))=v,9,, (6, (K))= ZN:g(i,éN (k)W ,2(i.6, ()) (4.146)

i=1

(4.145)

pri ¢emu je greska predikcije
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£(i,6, ()= y()- 9.6, (k) = y()- 9" (.6, )y k), i=L..N (4.147)

V,i,8, (k)= -, 3.6, (k)= - (1.6, (k)) (4.148)

=3, 4(i,6, ()~ (N8, ()l (N6, (k) (4.149)

Pretpostavljaju¢i, dalje, da je procena éN(k) bliska minimumu 6* usvojenog
kriterijuma, moze se pretpostaviti da je

~

V3,46, (K))~0 (4.150)

odakle sledi

a(6, ()= 3, (6, (k)= —2(N. 6, ()l (N6, (k) (4.151)

Izvodenje rekurzivne verzije algoritma zahteva da se uvedu dodate aproksimacije.
Naime, ako se zanemari zavisnost regresionog vektora go(N,HN (k)) od 6, (k), to ¢e
rezultovati u aproksimaciju greske predikcije

£(N. 6, (k)= y(K)- 9(N.6, (k)= y(N)-o" (N,6, (K)B, (k) (4.152)
£(N, 8y (k))~ £(N) = y(N)=§(N) = y(N )= (N), (k) (4.153)

Na taj nacin, moze se pisati

w(N,6, (k)= v, 9(N,8, (k)= V, 9(N) = o(N) (4.154)

odakle sledi
96, ()= (N )e(N) (4.155)

Na sli¢an nacin se za Gauss-Newtonovu aproksimaciju Hessiana moze usvojiti
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H(6, (K)=v23, (6, (k))~ iZNl:Ve(i,éN (k)W e, 6, (k)

:ZN:W(i’éN (" 1.6, (k) (4.156)

odakle sledi

= V23,40, )+ w (N6, ()T (N6, (k) (4.157)

Dobijanje rekurzivne varijante ovog izraza zahteva odgovarajuc¢e aproksimacije.
Naime, pretpostavljaju¢i da su procene parametara blizu trazenog minimuma
kriterijuma, moze se dodatno usvojiti aproksimacija da su procene parametara
zasnovane na mernom skupu duzine N priblizno jednake procenama parametara
zasnovanim na mernoj populaciji duzine N —1, odakle sledi

0, (k)~0, (k) (4.158)

na osnovu cega se zakljucuje da je

~

V23,46, (k)= V23,4 (6, . (k) (4.159)

tako da se Hessijan matrica, na osnovu (4.154), (4.157) i (4.159), moze aproksimirati
sa izrazom

A

H (éN (k))= VZJN (éN (k))z VZJN—I(QN—I(k))+ §0(N)§DT(N)

=HG .()+ o(N )" (N) (4.160)

Usvajajuci dalje oznake
6(N)=0, (k) 6(N-1)=6,,.(k) H(6, (k)= P(N),

H(6y . (k))=P(N -1)

dolazi se do rekurzivne verzije viSe-koracne iterativne nerekurzivne Gauss-
Newtonove metode

O(N)=0(N-1)+P*(N)p(N)e(N), N=12,...
&(N)=y(N)-p" (N)A(N -2)

P(N)=P(N-1)+¢(N)p"(N) (4.161)
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ili uvodeci smenu
P*(N)=P(N) (4.162)

i koristeci lemu o inverziji matrice

6(N)=0(N-1)+K(N)e(N), N=12,..
K(N)=P(N)p(N)
&(N)=y(N)-" (N)A(N -2) (4.163)

P(N)=P(N-1)-P(N -Lp(N o (NJP(N ~2jp(N)+1] "o (N)P(N -1)

Izvedeni algoritam predstavlja pseudolinearni rekurzivni metod najmanjih
kvadrata (engleski Pseudo Linear Recursive Least Square, ili skraceno PLRLS).
[35,36,82]Slicno kao i rekurzivni linearni metod najmanjih kvadrata RLLS i ovaj
algoritam je izveden iz odgovaraju¢e nerekurzivne varijante na osnovu izvesnih
aproksimacija koje su uobicajene za takva izvodenja. Kao i kod RLLS algoritma,

startovanje algoritma zahteva da se usvoji pocetna pogadanja 6(0) i P(0), na

identican na¢in kao kod RLLS metode. Posebno, za ARMAX reprezentaciju modela,
linearna aproksimacija pseudo-linearnog regresionog vektora data je sa

@ (N)={=y(N-2)..—y(N=n, Ju(N =2).u(N —n, )e(N -2)..e(N —n,)} (4.164)

pri emu je zbog uslova kauzalnosti u(i)=y(i)=£(i)=0 za i<0, kao i zbog uslova
striktne kauzalnosti y(0)=¢(0)=0, dok vrednost u(0) moZe postojati. Sofisticiranije

varijante PLRLS algoritma mogu se naci u literaturi posvecenoj parametarskoj
identifikaciji [22,36,63,82,84].

4.2.2 Nelinearni algoritmi estimacije parametara

4.2.2.1 Rekurzivni stohasti¢ki Newton-Raphsonov algoritam parametarske
identifikacije

U cilju izvodenja nelinearne rekurzivne forme procedure koja minimizira
nelinearni usrednjeni indeks performanse, posmatrajmo, umesto kriterijuma
optimalnosti , empirijski kriterijum (indeks performanse) (4.5b), odnosno

3,(6)= i‘lkZi;F[v(k,é)]. (4.165)

Podrazumeva se da je izabrano dovoljno veliko i koje obezbeduje da J,(-)

konvergira, u skladu sa zakonom velikih brojeva, ka J(-) datom u (4.5a). Za resavanje
sistema nelinearnih jednacina koje se javljaju kao rezultat uslova optimalnosti
21,(0)126=0, gde 63(-)/60 oznaCava operator parcijalnog izvoda, moze se

primeniti Newton-Raphsonov metod. Slicno kao u prethodnom poglavlju,
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linearizujuéi Ji(Q) u okolini prethodne procene é(i—l) i primenjujuéi razvoj u
Taylorov red, dobija se

A

3,(0)= 3.} —1)]+W[e—é(i —1)]+%[9—é(i )

a3,ei-0), 4 N
T[6?—6v(|—1)]+o(“6>—6>(|—1)ﬂ j (4.166)
gde je
im 200 _ (4.167)
oy
a |{ oznatava Euklidsku normu. Zeljena vrednost é(l) dobija se reSavanjem
vektorske jednacine
a3,(6(i))1 00 =0 (4.168)

iz ¢ega se dobija, nakon diferenciranja relacije (4.168) i koris¢enja pravila (4.60) i
(4.69) za diferenciranje skalara po vektoru

~

6()- 61— 1)_{i 223,/ —1)]}_1{i o, [gg —1)]}+OQ‘é(i)_ i _1)”) (4.169)

00?

Pretpostavimo, dalje, da su zadovoljene sledece hipoteze:

H1. Procena 6(i) je u okolini procene A(i—1), $to prouzrokuje:
a) oljéi)- 6 -1f)=0

0%3,[60)] _ 03,6 -0)
00> 007

b) za i dovoljno veliko.
H2. Procena 6(i—1) je optimalna na koraku i-1, §to daje 43,|8(i-1)/06 =0.
Nadalje, iz (4.165) sledi

i,(6)=-1)3,.(0)+ £ i.6), (4.170)

Uzimajuéi ézé(i—l) i dva puta diferenciraju¢i (4.170), uz koris¢e nje hipoteze
H1(b), kao i ¢injenice da je zbog (4.32) ili (4.38) (podprimeri sa FIR ili IR strukture u
obliku ARX forme) av(i,0)/00=-Z(i), gde je oznaka (i) zamenjena sa Z(i),
dobija se
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~

iaz‘]ia%(j‘l) (-2 -égz(i‘l) ryb66-1)zm)z7 () (4171)

pri ¢emu je z//(-)z F() Pored toga, uzimajuci u obzir i hipotezu H2, dobija se iz
(4.170), nakon diferenciranja i zamene 6 sa 6(i—1),

0061 _ (il (0,66 -1)] (4172)

00

Uvodec¢i notaciju

R(i)=i i2 3890(2 -1 (4.173)

i koriste¢i (4.171) i (4.172), relacija (4.169) dobija formu
6()=6(-1)+RG) 2 (i .66 -1)} (4.174)
v(i,6)=y(i)-2" ()6 (4.175)

R()=R(i-1)+y pli,6G-1)z ()z" (). (4.176)

Veoma cesto je u upotrebi matrica pojaCanja F(i)zR‘l(i). Koris¢enjem leme o
inverziji matrica (4.131) i (4.132), iz (4.174) i (4.175) se dobija

6(1)=6G-2)+1()2( W i,6G-1)) (4.177)

v(i,6)=y(i)-z" ()6 (4.178)

- r(i 1) Ti=0202" Or(i-2y .66 -1)]
v 8 ) ey .

Relacije (4.176) - (4.179) definiSu rekurzivni nelinearni metod tipa Newton-
Raphsonove stohasticke procedure, gde je w(-) nelinearna transformaciona greska

predikcije (reziduala merenja), koja se u statisti¢koj literaturi naziva i funkcija uticaja
(engleski influence function) [33,39,40].

Posto funkcija l//'(-) u opStem slucaju nije merljiva u okolini tacke minimuma
kriterijuma 6*, kada je v(i,0)=v(i,0*)=£(i), gde je &(i) beli stohasticki proces
(&(i) odgovara e(i) u poglavlju 4.1), posmatracemo dalje nesto izmenjenu formu
algoritma parametarske identifikacije (4.176) - (4.179). U ovako modifikovanoj
proceduri drugi izvod empirijskog funkcionala (4.165) aproksimira se na sledeci
nacin. Naime, kriterijumska funkcija (funkcija gubitaka ili rizika), koja radi kao
generator stohasticke procedure, ima oblik usrednjenog indeksa performanse (4.5b),
odnosno
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3(0)=E{F(v(i,0))} (4.180)
gde je greska predikcije v(i,0)=y(i)-Z7(i)p . (Oznaka v(-) odgovara oznaci (i) u
poglavlju 4.1). Imajuci u vidu poslednju relaciju, dalje se dobija

D0) ey 1600 ety v1.0)0) (@.181)

00

223(0) _ E{W,(V(i’e))av(i,e) ov(i,0) }+ E{W(V(i’e»azv(i,e)}

067 00 00 067
~Efy'(v(1,0))2()27 ()} (4.182)

gde je w()=F'(). Prilikom izvodenja relacije (4.182) uzeto je u obzir da je
2*v(i,0)/26% =0. Ukoliko algoritam konvergira ka minimumu funkcionala (4.180),
za dovoljno veliko i je v(i,8)=&(i), gde je (i) beli diskretan slu¢ajni proces, te se
moze pisati

) ey (Nl (=i () a=Eb €0} @189

Na osnovu ove Ccinjenice i aproksimacije matematiCkog ocekivanja u (4.183)
aritmetiCkom sredinom, dalje se dobija

0°3(0) _ay .
gt = kz:l:z(k)z (k) (4.184)

odakle sledi, s obzirom da je 9°3(0)/90° ~3°J;(6)/96°, gde je J,(-) definisano
izrazom (4.5b), modifikovana relacija (4.177)

0%3,(0) [ .\0°3.,(0) N,
|W_(|—1)W+az(|)z (i) (4.185)

Ako se u relaciji (4.185) usvoji 6=60(i—1) i uvede smena (4.173), dalje sledi
modifikovana relacija (4.175)

R(i)=R(i-1)+az(i)Z" (i) (4.186)

koja se nakon uvodenja smene

r(i)=R™(i) (4.187)

i primene leme o inverziji matrice (4.131) i (4.132), svodi na oblik
r(i)=r"(i-1)+az(i)z" (i) (4.188a)
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odnosno

F(i)zl"(i—l)—r(i_l)z()z (irii-1) (4.188b)

2 +2 (i -D20)

Na taj nacin, modifikovani algoritam parametarske identifikacije dobija konacnu
formu

6()=6(-2)+ 1)z V(.66 -1) (4.189)

v(i,6-1))= y(i)-6" (i-1)z()=y(i)- 2" ()d(i-1) (4.190)

r(i):r(i_1)_F(i—1)Z(i)ZT(i)F(i—1) (4.191)

at+Z2"(I)r(i-1)z()

gde je vektor observacija, tj. ulazno-izlaznih merenja ZT(i)=¢' (i) definisan
relacijom (4.54) za FIR strukturu modela, odnosno relacijom (4.55) za IIR strukturu u
obliku ARX reprezentacije, respektivno, dok je vektor parametara dat sa relacijom
(4.28) za FIR, odnosno relacijom (4.34) za ARX strukturu modela, respektivno.

4.2.2.1 Rekurzivni nelinarni algoritam parametarske identifikacije tipa
stohastickog gradijenta

Tipican problem stohasticke aproksimacije moze se formulisati na sledeci
nacin. Neka je {e(i)} niz identi¢ki raspodeljenih slucajnih promenljivih. Neka je,
dalje, data funkcija Q(e(i ) ;(), te se trazi reSenje jednacine

E{Q(x.e(i))}= f(x)=0 (4.192)

gde E{} oznatava matemati¢ko ocekivanje u odnosu na slu¢ajne varijable e(i). U
opstem slucaju funkcija raspodele verovatnoce sluc¢ajnih varijabli e(i) nije poznata,
kao ni oblik funkcije Q(y.e), ali se vrednosti funkcije Q(y,e) mogu odrediti ili

izmeriti za svako izabrano y . Na taj nacin, u diskretnom vremenskom trenutku ¢iji je

indeks i korisnik bira vrednost x i dobija vrednost Q(y,e(i)). Primenjujuéi ovako

formulisani zadatak na razmatrni problem parametarske identifikacije, koji predstavlja
proceduru minimizacije kriterijumske funkcije (4.5a), odnosno

I0)=E{FMG@o):  vi.0)=y()-Z"() (4.193)
koja se svodi na resavanje sistema jednacina (4.6), tj.
V,3(0)= a\;_(:) =E{y(v(i.0))V,v(i.0) = Ely (v(i.0))z(i)}=0 (4.194)

gde je w(-)= F'(-), zakljuéuje se da je (4.193) specijalan slucaj (4.191) za koji je

z=0. €)=z () i Qx.et)=2z(W((.0))
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U razmatranom sluéaju e(i) je merljivo, a Q(y.e) je poznata funkcija
argumenata y i e, dok je funkcija raspodele verovatnoce vektorske slucajne veli¢ine
e(i) nepoznata.

Postavljeni problem se sada svodi na odredivanje niza vrednosti ;((i),
i=12,..., observacije odgovarajuée vrednosti Q(x(i)e(i)) i izvodenje zakljucka o
reSenju razmatrane jednacine (4.192). Trivijalno reSenje sastoji se u fiksiranju
vrednosti y , odredivanje velikog broja vrednosti Q(y,e(i)) za dato y , ¢ime se dobija

adekvatna procena funkcije f(y), kao i ponavljanju postupka za razli¢ite vrednosti
varijable y dok se ne odredi reSenje posmatrane jednacine. Medutim, mnogo je
efikasnije da se vrednost varijable y menja sa svakom novom observacijom, kako se
ne bi ulagao nepotreban napor da se tacno odredi funkcija f(;() i za one vrednosti
argumenta y koje su daleko od resenja posmatrane jedna¢ine (4.192), tj. f(y)=0.

Robins 1 Monro su predlozili slede¢i postupak za rekurzivno traZenje reSenja
jednacine kako vreme evoluira [63]

2()=7(-1)+r([)Q(z(i-1).e(i)) (4.195)

gde je {y(i)} sekvence pozitivnih skalarnih promenljivih koje konvergiraju ka nuli.
Konvergencijska svojstva ovog algoritma razmatrana su od strane Robbins-a i Monro-
a (1951), Bluma (1951) i Dvoretzky-a (1956) [63]. MoZe se pokazati da (i)

konvergira ka reSenju jednagine f(y)=0 pod izvesnim pretpostavkama, od kojih je
tipicna pretpostavka da je {e(i )} niz nezavisnih slu¢ajnih vektora. Primenjujuci ovaj
algoritam na razmatrani problem, dobija se algoritam parametarske identifikacije

6()=6(-1)+ )z (1.6 -1) (4.196)

Ovaj algoritam poznat je u literaturi kao metod stohasticke aproksimacije ili metod
stohastickog gradijenta [63 ]. U literaturi posvecenoj adaptivnoj obradi signala ovaj
algoritam se naziva i metod minimalne srednjekvadratne greSke, a skraceno se
oznacava sa LMS (po odgovaraju¢em anglosaksonskom terminu Least Mean-Square
Error) [38,48,94]). Niz brojeva {y(l)} naziva se i1 sekvenca pojacanja, a uobicajeni
izbori za ovu sekvencu su [ 3]

a) 7(i)=7y, (konstanta)
b) y(i) =y,/1 (opadajuca sekvenca)

¢) 7(i)=7,/|2(i)|" ; (normalizovana sekvenca)

i 4
d) y(i)= {Z"Z (l)"z} ; (normalizovana opadajuca sekvenca)
k=1
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Prednost normalizovane sekvence pojacanja je Sto je takav algoritam
invarijantan na skaliranje izlaznog signala y(i) i regresionog vektora Z(i). U slucaju
opadajuc¢e normalizovane sekvence pojaCanja algoritam parametarske identifikacije
ima oblik

A~

6()=6(-1)+r ()2 (.66 -1) (4.197)

A~

v(i,6(-1))= y(i)-2" ()8 -1) (4.198)
Z"(i)=[~u(i-1)..— y(i—n)u(i —2)..u(i —m)] (4.199)

r(i)=r(i—1)+[z()’ (4.200)

Karakteristicno za stohasticke rekurzivne procedure sa skalarnim faktorom
pojacanja, kao $to je algoritam (4.196) — (4.199) je njihova jednostavna racunarska
implementacija, ali i relativno mala brzina konvergencije. Zato je od izuzetne vaznosti
da se izvrsi sinteza takvih rekurentnih stohastickih procedura koje poseduju znatno
ve¢u brzinu konvergencije od algoritma stohastiCke aproksimacije (stohastickog
gradijenta). ReSenje se nalazi u uvodenju matricne sekvence pojacanja, Sto ce
rezultovati u algoritme tipa stohasticke Newton-Raphsonove procedure, ¢ija je jedna
varijanta ve¢ razmatrana u prethodnom poglavlju. Do ovakvih algoritama moze se
do¢i 1 pogodnom modifikacijom bazicnog algoritma stohastickog gradijenta. Da
bismo dosli do ovakvog rezultata, podsetimo se da je naS razmatrani problem
minimizacioni zadatak (4.4) i (4.5), odnosno

minJ(0) J(6)= E{F(0,e(i))} (4.201)

gde je 7 (i)=[y(i)z" (i)]. Ako je

_a(6)_
" f(6) (4.202)
i ako se gradijent
- F(0,6(1) = Q(0.¢(i) (4.209)

00

problem svodi na reSavanje jednacine oblika (4.192), odnosno

~3O)_1(6)-l0to.c)} =0 (4.200

gde je pretpostavljeno da se redosled operacija usrednjavanja (nalazenja
matematickog ocekivanja) i diferenciranja moze zameniti. Na taj nacin, algoritam
stohasticke aproksimacije moze se posmatrati kao algoritam minimizacije
kriterijumske funkcije (4.200), a podesavanje parametara vr$i se u pravcu izra¢unatog
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negativnog gradijenta kriterijuma funkcije F(6,e(i)). Na taj nagin, pravac
podesavanja procena parametara odgovarae u srednjem negativnom gradijentu
indeksa performanse 3(0) u (4.201). 1z navedenog razloga algoritam se naziva metod

stohastickog gradijenta [63]. Ovaj algoritam predstavlja stohasticku verziju
gradijentnog metoda najbrzeg spusta (odgovarajuci anglosaksonski termin je steepest
descent gradient method) koji se koristi za minimizaciju deterministi¢kih funkcija i
ima oblik (4.101), odnosno

0.,=0,-7v, M
oy

(4.205)
gde je y, pozitivan skalar, koji je odabran na pogodan nacin, a indeks i oznacava i-tu

iteraciju, a ne vremenski trenutak. Glavni nedostatak ovakvog metoda je da sporo
konvergira, pogotovo u blizini tatke minimuma, te Newton-Raphsonov algoritam
(4.96) umesto podeSavanja parametara u smeru negativnog gradijenta —oJ (0)/60

koristi mnogo efikasniji modifikovani pravac podesavanja parametara —H g, gde je
9=0J(0)/06 gradijentni vektor, a H =02J(0)/60* je Hessian (matrica drugih
izvoda). Newton-Raphsonova iterativna procedura ima oblik (4.96), odnosno

6 =0 {f’”@)r () (4.206)

00° 00

i konvergirace u jednom koraku ka minimumu kriterijuma J(6) ukoliko je to

kvadratna funkcija argumenta 6. Posto se u okolini tacke minimuma kriterijumska
funkcija moze aproksimirati dovoljno ta¢no kvadratnom funkcijom, ovaj algoritam
radi¢e vrlo efikasno u okolini minimuma kriterijuma. Daleko od tacke minimuma
algoritam moze da bude neefikasan ili ¢ak da divergira. Da bi se ovo izbeglo, Hessian
se uobiCajeno aproksimira nekom matricom koja ¢e garantovano biti pozitivno-
definitna. Sli¢no pobolj$anje moze se ocekivati i u slucaju algoritma stohasticke
aproksimacije. Pretpostavimo da se za svako 6 moze odrediti aproksimacija Hessiana

5"(0,ei), gde e' oznadava da ova aproksimacija moZe zavisiti od svih prethodnih
realizacija e' ={e((i).e(i—1)....,e(1))}. Tada stohasti¢ki Newton-Raphsonov algoritam

predstavlja prirodnu modifikaciju algoritma stohastickog gradijenta (4.194) i (4.195) i
ima oblik

0(i)= 0i 1)+ y (|70 -1)e' )| (A -1, (i) (4.207)

U naSem razmatranom problemu parametarske identifikacije gradijent je dat relacijom

2O)_ ety v(i0)200) (4208
dok je Hessian definisan izrazom
0%0) _ et 0)2 ()27 () (4.209)

06?
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Na osnovu poslednjeg izraza, Hessian se moze odrediti kao resenje jednacine

Ed'(v(i,0))2(i)2" (i)-R}=0 (4.210)

a za iterativno reSavanje ove jednacine moze se dalje koristiti algoritam stohasticke
aproksimacije (4.194-4.196).

Ako se u originalnom algoritmu stohastickog gradijenta (4.192) usvoji

7R, eli)=phdi-0)z7 0L Qlreli)-vbhai-D)6z76)-R

ovaj algoritam dobija oblik

A~

R()=R-1)+ 70y 06,66-2)2()z7()-R(i-1)] (4.211a)

odnosno

A

R(i)=[1—y ()R -1)+ (i) ((.66-1)z i)z (i) (4.211b)

Na taj nagin, nasu procenu Hessiana 8°J(0)/06% u trenutku i predstavlja matricu
R(i). Posebno za y(i)=1/i poslednja relacija odgovara izrazu (4.176), s obzirom da
je na osnowu (4.173) R(i)=iR(i). Koriste¢i dobijenu procenu gradijenta, nepoznati
vektor parametara u trenutku i moze se proceniti na osnovu stohasticCkog Newton-
Raphsonovog algoritma

6() =6 -1)+y()R )z i (.6 -1) (4.212)

Kao $to je ve¢ istaknuto, ovaj algoritam je detaljno razmatran u prethodnom poglavlju
(izrazi (4.174) — (4.176)) za opadajucu skalarnu sekvencu y(i) =1/i, kada uzima oblik

0(i)=6(i-1)+ ()2 iy (i, 6 -1)) (4.213)

gde je
r(i)=iR(i)=R() (4.214)

Matrica pojacanja algoritma definisana je rekurzivno izrazom (4.211), odnosno

R()=R(i-1)+y (,66-2)z()z" () (4.215)

A

r () =1 -1)+y' p(i.6(-D))z()z" () (@.216)

odakle se primenom leme o inverziji matrice (4.131) i (4.132) dobija
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o D02z (-1 (.66 -1))
CO) =) -2 .06 -1) (4217)

Algoritam (4.213), (4.217) identi¢an je rekurzivnoj stohastickoj proceduri (4.176) -
(4.179), koja je izvedena polaze¢i od metodologije izvodjenja Newton-Raphsonove
stohasticke metode. Slicno kao prilikom izvodjenja Newton-Raphsonove rekurzivne

stohasti¢ke procedure, u okolini tacke minimuma 6~ Kriterijuma J(B) u (4.200) moze
se pretpostaviti da je gredka predikcije ili rezidual merenja v(i,0)=v(i,6*)=&(i), gde
je §(i) beli diskretni slucajni proces nulte srednje vrednosti, tako da se Hessian
(4.208) moze aproksimirati izrazom

a;]T(f)z GERZMZT0);  a=EW (i) (4.218)

te se na osnovu (4.209) Hessian moze odrediti kao reSenje jednacine

E{az(i)z7(i)-R}=0 (4.219)

Kao i u slucaju relacije (4.209), za iterativno reSavanje jednacine (4.219) moze se
koristiti algoritam stohasticke aproksimacije (4.192). Ako se u ovom algoritmu usvoji

=R, e"()=plG-0E"()] Qlxel)=az()z"()-R

ovaj algoritam dobija oblik modifikovane jednacine (4.211)
R(i)=R(i-1)+y()ez()z (i)-R(i-1)] (4.220)
koja se moze napisati u ekvivalentnoj formi
R(i)=1-y()R(i-1)+(i)az ()" (i) (4.221a)
Uvodeci smenu (4.214), relacija (4.221) dobija oblik:

R(i)=R(i-1)+az(i)Z" (i) (4.221b)

odnosno nakon primene leme o inverziji matrice (4.131), (4.132)

A CD(i-1)z(i)z" (i)ri-1)
A e e W I 20 (4.222)

Algoritam dinamicke stohastiCke aproksimacije (4.213), (4.222) identiCan je
rekurzivnom stohastickom Newton-Raphsonovom algoritmu (4.188) — (4.190).
Prilikom izvodenja ovih algoritama pretpostavljeno je da je regresioni vektor Z(k),
odnosno ¢(i) u prethodnom poglavlju, nezavisan od nepoznatog vektora parametara
6 koji se estimira. Ovakva pretpostavka podrazumeva FIR reprezentaciju modela
sistema ili ARX strukturu modela, koja predstavlja specifi¢nu IIR reprezentaciju kod
koje je aditivni sum merenja (i), odnosno e(i) u prethodnom poglavlju, diskretan
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beli slucajni proces nulte srednje vrednosti. U slucaju da se usvoji ARMAX
reprezentacija modela sistema, ekvivalentni Sum izlaza v(i) u poglavlju 4.1 je
korelisani ili obojeni $um, koji se dobija propustanjem belog $uma e(i)=&(i) kroz
odgovarajuéi linearni filter C(q)/A(q) (videti sliku 4.5), dok regresioni vektor
o(i)=Z(i) u (4.53) postaje funkcije vektora parametara @, tj. ¢(i,8)=Z2(i,0). Sli¢no
kao u slucaju algoritma pseudolinearne regresije u poglavlju 4.2.1.5, ovaj vektor se
moze odrediti na osnovu jednacine (4.164), te se direktno mogu primeniti prethodno
izvedeni algoritmi za ARX strukturu modela. Medutim, brojne teorijski i
eksperimentalne analize su pokazale da ¢e modelovanje ARX strukturom podataka
koji nisu egzaktno generisani ARX procesom, ve¢ su generisani, na primer, ARMAX
procesom, rezultovati u nezadovoljavajuce procene parametara modela, odnosno tako
generisane procene bi¢e pomerene (engleski termin je “based”) [7,45]. Sa druge
strane, glavna prednost ARX strukture je da je PEM estimator, bilo da je zasnovan na
kvadratnom ili nelinearnom kriterijumu greske predikcije, relativno jednostavan, s
obzirom da regresioni vektor ne zavisi od nepoznatih parametara modela koji se
estimiraju. Stoga se postavlja prirodno pitanje kako poboljSati procene parametara
izvedene na bazi ARX reprezentacije modela, koji pretpostavlja da je ekvivalentni
aditivni Sum izlaza diskretan beli stohasticki proces, da bi se one efikasno mogle
primeniti i u slucaju kada su merni podaci egzaktno generisani ARMAX procesom,
kod koga je ekvivalentni Sum izlaza korelisani (obojeni) diskretan slucajni proces.
Odgovor se nalazi u filtriranju ulazno-izlaznih signala i greske predikcije, o ¢emu ¢e
vise reci biti u nastavku [7,45,46,63].

4.2.2.3 Filtriranje greske predikcije

Na osnovu jedna¢ine ARMAX modela (4.40) greska jednacine ili rezidual,
zasnovan na poznavanju procene @ nepoznatih koeficijenata polinoma A(-), B() i

C() definisan je izrazima (4.45) — (4.48). Ako se izraz za greSku predikcije izlaza
(4.46) zameni u (4.45) i uvede smena &(k|k —1,0)=v(k,0) dobija se sledeci izraz za
greSku predikcije (rezidual merenja)

C(a(i.0)= Aa)y(i)-B(a)u(i) (4.223)

Ako se, dalje, desna strana ovog izraza linearizuje oko prave vrednosti 6" vektora 0 i
primeni metod konac¢nih razlika (numericko diferenciranje) dobija se

c*(ap(i,6")+[c(a)-c (@)pi.6")+C (q)vi,0)-v(i.67)|=

= A(q)y(i)-B(q)ufi)- (4.224)

gde je v(i,07)= &(i). Na osnovu (4.223), relacija (4.224) moze se napisati u obliku

v(i.6)=A@)y (i)~ B(q)a"(i)-Cla)s "(i)+ () (4.225)

gdesu §7(i), (i) i (i) filtrirane vrednosti izlaza, ulaza i poremecaja respektivno,
dobijene propustanjem signala y(i), u(i) i &(i) kroz filtar 1/C*(z‘l)= D*(z‘l), tj.
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7(0)= CX((Z) _ D" (q)yi) (46.2262)
T (i) = C“f(‘g) _p*(q)uli) (4.226b)
Z(i)= Ci((‘g) _ D" (q)ei) (4.2260)

Veza izmedu koeficijenata polinoma C*(q) i D"(q) odreduje se na osnovu identiteta
D"(q)C"(q)=1, odakle se dobija

i
dj=->rc¢d, j=12..n, dy=1. (4.227)
k=1

Ako se, dalje, iskoriste definicioni izrazi za operator ka3njenja q~* i polinome A()

B(), C(), ti.

Ag?)=1+Yaa",  Bla)=Dba, C(q‘l)=1+zn:ciq'i (4.228)

gde je g x(i)= »(i —1), na osnovu (4.225) sledi

v(i,0)=y; i)~z (i)o (4.229)

gde je
0" ={a,..ab,..b.c,..c,} (4.230)

dok je
v (i) =" (0)-&" (i) + () (4.231)

27 ()=t 7 (-2 (=) T (1), T (i-0)E"(-1)..E (i-n)}, (4.232)

predstavlja vektor filtriranih vrednosti izlaza, ulaza i poremecaja, respektivno. Posto,
na osnovu jednacine modela (4.40), takode sledi

A (q)y " ()=B"(@)a"(i)+C (@) () (4.233)

gde simbol zvezdice oznacava taéne vrednosti parametara §=6", odnosno tacne
vrednosti koeficijenata polinoma A(-), B(-) i C(-), to dalje implicira

V()= i) +<00) 4239
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Na taj nacin, greska predikcije ili rezidual merenja (4.229) moZe se napisati i u obliku
v(i,0)=Z7 ()-6+6")+&(). (4.235)

Izrazi (4.229) — (4.231) ili (4.235) definiSu linearizovanu gresku predikcije ili
rezidual, koja predstavlja polaznu osnovu za sintezu rekurzivne stohasticke procedure
parametarske identifikacije. Njihovo odredivanje, medutim, zahteva poznavanje prave
vrednosti 8" nepoznatog vektora parametara. U praksi navedeni izrazi mogu se
odrediti samo priblizno, polazeéi od pretpostavke da su procene nepoznatog vektora
parametara bliske njihovoj pravnoj vrednosti, koja rezultuje u sledeci aproksimativni
izraz za jednacinu pseudo-opservacija

y,(i)=¥(i)-v(i)+v(i) (4.236)

gde se, na osnovu jednacina modela (4.30), greska preidkcije moze aproksimirati
izrazom

A

v(i)=y(i)-z"(i)(i-1) (4.237)

pri &emu je regresioni vektor Z(-) definisan relacijom (4.164), odnosno

Z2"(i)={-y(i-21),..-y(i—n)u(i-2),...,u(i—n)v(i-1)...,v(i—n)} (4.238)

Na isti nacin, vektor filtriranih signala definisan je aproksimativno izrazom

z1(i)={-¥(-12)...=y(-n),a(i-2)....0(i —n),v(i-2)....v(i—n)}. (4.239)

Filtrirane vrednosti (i), (i) i v(i) izlaza, ulaza i reziduala, respektivno, dobijene su
propustanjem signala y(i), u(i), v(i) kroz filtar %(q)z D'*(q), gde indeks (i—1)

oznacava procenu koeficijenata polinoma C() u (i —1)—V0m koraku (relacije (4.226)).
Nepoznati koeficijenti digitalnog filtra D(-) odreduju se u svkaom koraku iz relacija
(4.227), polazeci od poznatih koeficijenata polinoma C() Na taj nacin, linearizovana
greska jednacine ili rezidual priblizno je definisana izrazom

v(i,0)=y, ()21 [0 =27 ()6 -0)+&() (4.240)

Kao kriterijum-generator procedure parametarske identifikacije moze se, dalje,
usvojiti indeks performanse (4.5), a za njegovu rekurzivhu minimizaciju moze se
primeniti Newton-Raphsonova rekurzivna stohasti¢ke procedura, odnosno procedura
dinamicke stohasticke aproksimacije. Na taj nacin, rekurzivna stohasticka procedura
za estimaciju parametara ARMAX strukture modela sistema (IIR struktura sa
korelisanim ekvivalentnim aditivnim Sumom na izlazu sistema) dobija oblik algoritma
za identifikaciju parametara ARX strukture u kome se regresioni vektor zamenjuje sa
odgovarajué¢im regresionim vektorom filtriranih podataka. Polaze¢i od ove ¢injenice i
primenjujuéi izraze (4.213) i (4.222) ili (4.188) - (4.190), dalje se moze pisati
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0(i)=0(i-1)+T()Z, (ip (v(i)) (4.241)
v(i)=y(i)-27(i)o(i-1) (4.242)
27 (i)={-y(i-21)..—y(i-nu(i-2)..u(i-np(i-1).v(i-n)} (4.243)

Z1(i)={-¥i-2)..-yi-n)a(i-1)..0( -nW(i-2).v(-n)} (4.244)

(4.245)

Filtrirane vrednosti signala u relaciji (4.244) dobijaju se na osnovu relacije (4.226),
odnosno

2,()= g 20)= 06 20) (4.246)

gde je veza izmedu koeficijenta polinoma C(-) i D(-) u koraku (i—1) data sa (4.227),
odnosno

di =Y k=12..n;  djt=l (4.247)
j=1

Relacija (4.246) moze se napisati u slede¢oj formi koja je pogodna za numericko
izracunavanje filtriranih amplituda relevantnih signala

y(k)=y(k)+Y (k)d"™* (4.248)
YT (k)={y(k-1)..y(k—1+n)} (4.249)
dt={atdit di (4.250)
G(k)=u(k)+UT(k)d'"* (4.251)
UT(k)={u(k =1)..u(k =1+ n)} (4.252)
v(k)=v(k)+E"(n)d"™* (4.253)
E"(k)={(k-1).v(k-1+n)} (4.254)
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gde indeks k uzima vrednosti k =i—1,...,i—n, a brojac¢ iteracija i se inkrementira u
svakom koraku, tj. 1=1,2,....

Ukoliko algoritam konvergira i procene parametara se nalaze u blizini njihovih

taénih vrednosti @, odnosno u blizini minimuma kriterijuma za ocenu kvaliteta
ponaSanja (indeksa performanse), postupak filtracije signala (4.248) — (4.254) moze se
pojednostaviti, tako $to ¢e se u svakom koraku i usvojiti samo k =i—1, odnosno
izratunavaée se samo najsvezije filtrirani podaci ¥(i—1), U(i—1) i v(i—1), umesto
celih sekvenci opservacija ¥(k), (k) i v(k), k =i—1,....i—n.

Alternativa predlozenom pristupu je da se ARMAX proces aproksimira ARX
procesom, te da se primene algoritmi parametarske identifikacije izvedeni za ARX
proces (estimiraju se samo koeficijenti polinoma A(-) i B(-) a ne i polinoma C(-)),
bilo linearni ili nelinearni, ali nad filtriranim podacima. Opravdanje za ovakav pristup
nalazi se u Cinjenici da je kod SISO sistema (sistemi sa jednim ulazom i jednim
izlazom ili na engleskom Single Input-Single Output ili skra¢eno SISO) filtriranje
greSke predikcije ekvivalentno filtriranju samih ulazno-izlaznih podataka. Zaista,
posto je greSka predikcije za opStu strukturu modela definisana izrazom (4.26b),
odnosno

v(k,0)=H"(a.0)y(k)-G(a,0 (k)] (4.255)

to se propustanjem ovog signala kroz neki filtar F(q) dobija filtrirana greska
predikcije

v(k.0)=F(ap(k,0)=H™(a)[y(k)-G(a.0)(k) (4.256)

gde su filtrirani ulazno-izlazni signali
y(k)=Fayk);  T(k)=F(au(k) (4.257)

Ukoliko su observacije egzaktno generisane ARX modelom, tada filtracija ulazno-
izlaznih merenja nije potrebna, Sto se svodi na uslov

F(g)H *(a.6)=1 (4.258)

gde je 6 nepoznati vektor parametara koji se estimira. Takode, posto je za ARX
stukturu na osnovu (4.33)

H*(q.0)= A@,0)=1+> aq” (4.259)
i=1
gde koeficijenti a;, i=1,...,n predstavljaju elemente vektora 6, iz relacija (4.258) i
(4.259) se dobija
. i 1 1
Fla)=1+) fiq” = - (4.260)
i-1 A(q,é’—l) 1+zaiq-i
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Na taj nacin, veza izmedu parametara koeficijenata polinoma u (4.260) data je
relacijom (4.247), odnosno

k
f =—Zaj fe i k=12,..,n; f, =1 (4.261)
1

Sam algoritam parametarske identifikacije ima oblik rekurzivne stohasticke procedure
(4.241) — (4.254) i dat je relacijama

0(1)=0(i—21)+T()Z (i k(7 (i)) (4.262)

v(i)=y(i)-2"(i)9(i-1) (4.263)
27(i))={-y(i-1)..—y(i-nu(i-1).u(i—n)} (4.264)
07(i-1)={fa"..al b b/} (4.265)

k . n . .
R =->af3,  k=12..n, f7=1, F(q)=Db"q" (4.266)
i =

Z.(i)=F*q)z(i)={-y(-1)..-y(i-2a(i-1)..aG-r)} (4.267)

L(i-21)zZ, ()27 (i)r(i-1
()= ri-1)- U202 0= (4.268)
at+Z7()ri-21z,(i)
Relacija (4.267) moze se dalje napisati u formi relacija (4.248) — (4.252).
Za razliku od algoritma (4.242) — (4.254) gde je estimirani vektor parametara
0=1a4,.4,05,.5,66,.¢,] (4.269)

algoritmom (4.262) — (4.269) estimiraju se samo koeficijenti polinoma A(-) i B() u
ARMAX strukturi, isto kao u slucaju ARX strukture, a ne estimiraju se koeficijenti
polinoma $uma C(-), odnosno

A

0=1{aa,.ab.5 ] (4.270)

Medutim, posto polinom A() U (4.260) nije poznat, mogu¢ pristup sastoji se u tome
da se u prvom koraku proceni ovaj polinom, odnosno odredi pocetno pogadanje
vektora parametara 0() u (4.270), koriste¢i na primer nerekurzivni linearni metod

najmanjih kvadrata. Ovakav postupak moze da se primeni iterativno, u nekoliko
koraka, kako bi se dobio zadovoljavajuci kvalitet pocetne procene vektora parametara.
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Inicijalizacija algoritma takode zahteva i inicijalnu vrednost tezinske matrice F(-), a
uobicajeno je da se ova matrica izabere kao F(-)zcl , gde je | jedini¢na matrica
odgovarajuc¢ih dimenzija, a ¢ je pogodno odabrana pozitivna konstanta.

U narednom poglavlju bi¢e proucavana svojstva predloZenih algoritama kroz
teorijsku analizu njihove konvergencije, kao i na bazi simulacija na raCunaru opste
namene.
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5 ANALIZA REKURZIVNIH
STOHASTICKIH ALGORITMA
PARAMETARSKE IDENTIFIKACIJE:
KONVERGENCIJA | KONZISTENCIJA
PROCENA PARAMETARA | SIMULACIJA

U ovom poglavlju bi¢e analizirana konvergencija rekurzivnih stohastickih
algoritama parametarske estimacije koji su izvedeni u prethodnom poglavlju. Prvo ¢e
biti prikazani osnovni teorijski rezultati vezani za konvergenciju procena parametara
generisanih linearnim algoritmima .U nastavku ¢e biti dokazana konvergencija
nelinearnih rekurzivnih algoritama za estimaciju parametara linearnih diskretnih
vremenski invarijantnih stohasti¢kih sistema. Ova analiza zasnovana je na primeni
osnovnih teorijskih rezultata vezanih za konvergenciju specificnih diskretnih
stohastickih procesa koji se nazivaju martingale [32,62,70,83]. Takode, bi¢e prikazan
i alternativan metod za analizu konvergencije, koji se zasniva na pridruzivanju
odgovarajuc¢e obicne diferencijalne jednaCine razmatranoj rekurzivnoj stohastickoj
proceduri i primeni teorije stabilnosti reSenja diferencijalnih jednadina [63,93]. S
obzirom da teorijska anliza ima asimptotski karakter, Sto podrazumeva merni uzorak
neograni¢ene duzine, praktine osobine predlozenih algoritama na uzorku konacne,
¢ak i male, duzine bice analizirane putem racunarske simulacije, uz primenu Matlab
programskog paketa [54,57,65,74,92].

5.1 ANALIZA KONVERGENCIJE LINEARNOG
ALGORITMA NAJMANJIH KVADRATA

Pretpostavimo, kao u treCem poglavlju, da se realan sistem moze egzaktno
opisati linearnim diskretnim vremenski-invarijantnim modelom, koji je opisan
jednac¢inom linearne regresije

y(k) =" (k)gy +v, (k) (5.1)

gde je 6, tacan vektor parametara, y(k) izlazni signal u k -tom diskretnom trenutku,
v,(k) realizacija aditivnog $uma na izlazu u k -tom diskretnom trenutku, a @(k) je

regresioni vektor koji sadrzi zakasnjene izlaze i ulaze (ARX reprezentacija modela) ili
samo zakaSnjene ulazne signale (FIR struktura modela). Tada linearni metod

najmanjih kvadrata LLS daje sledecu procenu 6, nepoznatog vektora 6, na bazi
skupa ulazno-izlaznih podataka {u(k), y(k),k =1,...,N}={u(k), y(k)}, (poglavlje 4)
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i konzistencija procena parametara i simulacija

1)L
=[ﬁ¢@ 97y

gde je kovarijaciona matrica regresionog vektora dimenzije px1

. o' (1)
(N)= 2okl ()=t} o(N) i =479
= o' (N)
dok je vektor
) . yao)y
N = kN = elk)yK)

Na taj nacin, LLS procena éN vektora parametara 6, postaje

b, =[Re(N)]" 5 ZokyK)

odakle se, nakon zamene izraza za y(k), dobija

8y =[R?( ]112¢ (K)[0" (k)6 +vy (K)]
~Re ] B )+ R % £ otk
~[Re(] RN + RE (V)] Zok )

=0 [ ] kZN: k)vo

Z||—\

Zeljene osobine procene 6,, su sledece:

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

1) Daje éN blisko tacnom 6,, odnosno da éN konvergira nekom fiksnom vektoru.

2) Da éN konvergira ka tacnom vektoru parametara 6, Kada broj podataka N

neograniceno raste (N — «), odnosno da je procena 6,, konzistentna.

Primetimo prvo da ¢e ¢lan
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Re(N)) ZolkNa(k) (5.7)

-

1
N

u (5.6), koji definiSe greSku ili odstupanje procene éN od tacne vrednosti 6, i naziva
se pomeraj procene, biti mali ukoliko je v,(k) malo u poredenju sa ¢(k), tako da ée
pod navedenim uslovima éN biti blisko 6,.

Da bismo ispitali Sta se deSava sa procenom éN kada N neograniceno raste, tj.
asimptotske osobine procene, uobicajeno je da se vo(k) posmatra kao realizacija
Siroko (slabo) stacionarnog slucajnog procesa, a da se regresioni vektor o(k) pripise
ARX ili FIR strukturi modela. Ako se dalje pretpostavi da je pobudni signal u(k)

kvazi-stacionaran, tada ¢e s obzirom da je sistem vremenski-invarijantan i stabilan i
izlazni signal y(k) biti kvazi-stacionaran, tako da ¢e procene auto- i kros-

kovarijacionih funkcija, koje predstavljaju elemente kovarijacione matrice Rj(N),

konvergirati u odredenom smislu (sa verovatnocom 1), na osnovu zakona velikih
brojeva, sa porastom broja podataka N ka njihovim tacnim vrednostima, odnosno

R (r):%ZN:u(k)u(k—r)_) R ()= Efu(k)u(k—1)) (5.8)

R, 0) = 2k =r) > R, (1) Ely()ylk—r), 69)
R ()= 12yl k(=) > R, ()= Ely(ylk )} (5.10)

gde je E{} operator generalisanog matematickog ocekivanja. Na taj nacin, i sama
procena kovarijacione matrice regresionog vektora na bazi N izlazno-ulaznih
podataka R} (N) konvergirace (sa verovatno¢om 1) ka konstantnoj matrici R*, tj.

RHN)= 1Dl () R~ ol (1) (511)

N—o

Analogno se moze zakljuciti da ¢e i ¢lan koji definiSe pomeraj LLS procena u (5.6)
konvergirati ka fiksnom vektoru, tj.

3 0llhll)—> = Epl, ) 512)

N—o

Uzimajuc¢i u obzir poslednje dve relacije, dalje se zakljucuje da LLS procena éN
konvergira kada N — oo (asimptotski) ka fiksnoj vrednosti, odnosno
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0y —> 0, +(R*)*h* (5.13)

N—o

pretpostavljaju¢i da je R* regularna matrica. Poslednji uslov naziva se i uslov
perzistentne eksitacije, koji u sustini oznacava da je pobudni signal tako izabran da je
dovoljno sadrzajan ili bogat, u smislu da ¢e pobuditi sve relevantne modove sistema,
kako bi se identifikovali svi nepoznati parametri u modelu sistema [23,30,63,67].
Drugim re¢ima, takav signal mora da generise potpunu informaciju o ulazno-izlaznim
osobinama posmatranog sistema. Bogastvo pobude ogleda se u njenom
frekvencijskom liku, koji je opisan odgovaraju¢im spektrom snage signala
[35,41,42,66]. Pobudni signal poseduje osobinu perzistentne eksitacije reda n ukoliko
je njegov periodi¢ni spektar snage razli¢it od nule za najmanje n kruznih ucestanosti u

intervalu osnovne periode. Kovarijaciona matrica ovakvog signala R, koja je

definasana u drugom poglavlju, bi¢e regularna, a ovakav signal se ne moze kompletno
potisnuti nekim MA filtrom reda n-1. Dobijeni rezultat (5.13) ukazuje da ¢e procena

0, konvergirati ka 6,, tj. da ¢e biti konzistentna, pod slede¢im uslovima:

1) quf(N), odnosno R*, je regularna matrica, Sto ¢e biti ispunjeno ukoliko je pobudni
signal u(k) perzistentne eksitacije reda p (p je dimenzija vektora parametara koji se

procenjuje).

2) h*=E{p(k v, (k)}=0, $to ¢e biti ispunjeno u bilo kome od sledeéa dva slucaja:

2a) v,(k) je beli 3um nulte srednje vrednosti E{v,(k)}=0; u navedenom slucaju
realizacija u k -tom diskretnom trenutku ne zavisi od toga Sta se dogodilo do trenutka
(k—1), pri ¢emu regresioni vektor ¢ (k)={-y(k -1)...— y(k —n_)u(k =1)..u(k —n, )}
sadrzi samo ulazno-izlazne signale do trenutka (k-1), tako da se moZe pisati

Edp(k)vo (k) = Efo(k)}E fvo (k)}=0.
2b) Istovremeno su ispunjene sledece tri pretpostavke:

2b.1) pobudni signal u(k) je nezavisan od $uma v, (k);
2b.2) bar jedan od signala u(k) i v,(k) ima nultu srednju vrednost;

2b.3) n,=0, odnosno ¢(k) sadrzi samo odbirke pobude ufi),
k-1<i<k-n,, p=n,, Sto odgovara FIR strukturi modela.

Ukoliko je n, >0 a v, (k) nije beli sum, tada regresioni vektor o(k) sadri i
zakasnjene odbirka izlaza y(i), k-1<i<k-n,, pa posto y(i) sadrzi v,(i), koje je
korelisano sa v, (k), to ée u opstem slucaju vaZiti E{p(k)v,(k)}=0, odnosno 6,
nece asimptotski konvergirati (N - ) ka ,, te procena LLS nece biti asimptotski

106



Analiza rekurzivnih stohasti¢kih algoritma parametarske identifikacije: konvergencija
i konzistencija procena parametara i simulacija

konzistentna. Dakle, jedino u slucajevima (1), (2a) i (1), (2b) moze se ocekivati
asimptotski konzistentna LLS procena vektora parametara.

Uz navedeno, u slucajevima (1) i (2a) moze se takode dokazati da greSka
procene konvergira po raspodeli ka normalnoj (gausovskoj) raspodeli nulte srednje

vrednosti i matrice kovarijanse o2(R*)", gde je o varijansa belog suma v,(k),
odnosno [63,64]
IN(B, -6, )—s N(0.02(R*)?) (5.14)

N -

Na taj nacin, zadatak planiranja eksperimenta, odnosno selekcije pobudnog
signala, svodi se na zadatak da se R* ucini $to je moguce ve¢im pod zadatim realnim
ogranic¢enjima koja se postavljaju na sistem [29,30,43,67].

Teorija statistickog odlucivanja, kao i identifikacije sistema i estimacije
parametara, bavi se problemom izdvajanja informacije iz merenja (observacija), koja
sama po sebi mogu biti nepouzdana usled prisustva mernog Suma [25,35,60,73]. Stoga
se observacije posmatraju kao slucajne varijable. U navedenom kontekstu
pretpostavimo da su ulazno-izlazne observacije {u(i),y(i)i=1...N}={u(i) y(i)},

predstavljene multidimenzionom slu¢ajnom varijablom, odnosno sluc¢ajnim vektorom
2" ={z(1),...2(N)} 5 z(i)={u(i). y(i)}, i=1...N (5.15)

gije komponente z(i)={u(i),y(i)}, i=1..,N uzimaju vrednosti iz realnog skupa

brojeva R?M. Pretpostavimo, takode, da postoji zdruZena (zajednicka) funkcija
gustine verovatnoce slugajnih varijabli z(i), i=1,...,N

f(z,,25,...,2y;0)= fz(zN;Q) (5.16)

tako da je verovatnoca dogadanja {zNeA} da realizacija slucajnog vektora z" pripada

nekom skupu (podprostoru) A skupa (N -dimenzionog Euklidovog prostora) R*"
data sa

P(zNgA): jfz(zN;Q)dzN (5.17)

U navedenim relacijama 6 predstavlja p-dimenzioni vektor koji opisuje

osobine razmatranih slucajnih varijabli. Pretpostavljaju¢i da su izabrane slucajne
varijable kao komponente sluc¢ajnog vektora merljive, cilj merenja ovih varijabli je da
se estimira (proceni) vektor 6 na bazi raspolozive informacije koja je dostupna kroz
merenja. Ovaj zadatak se ostvaruje kroz estimator [63,64,88]

b, =6(z") (5.18)

koji na bazi izmerenih komponenti Nx1 vektora zM proracunava (procenjuje)
vrednost éN nepoznatog px1 vektora parametara @, odnosno predstavlja funkciju ili
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preslikavanje iz skupa realnih brojeva R?™ na skup realnih brojeva R”[61,79]. Na taj
nacin, ako je izmereni vektor z" oznacen sa z,, tada je rezultuju¢a procena 6, data
sa éN =éN (ZN) Ocigledno je da postoji vrlo veliki broj funkcija ili preslikavanja
navedenog tipa koje se mogu uzeti za estimacioni algoritam, pri ¢emu se kao prirodni

kriterijum za ocenu kvaliteta estimacije uzima matrica kovarijanse gresSke estimacije
[63,64,88]

P:E{é(zN)—eolé(zN)—eo]'}z Epor ) (5.19)
gde E{} oznatava matematicko ocekivanje, a
oy =0(z")-0, =6, -0, (5.20)

je vektor greSaka estimacija, cije komponente predstavljaju greSke estimacije
pojedinih komponenti vektora parametara €, ¢ija je tacna vrednost oznacena sa 6,.

Posto dijagonalni elementi matrice P predstavljaju varijanse greSaka estimacija
pojedinih komponenti vektora parametara, to je ukupna (totalna) greSka estimacije
definisana sa tragom matrice P (predstavlja sumu dijagonalnih elemenata ove
matrice)

TragP :TragE{éN N }: 000y; Oy =0y -6, (5.21)
Cramer-Raova teorema (nejednakost) odreduje donju granicu matrice P za

sve estimatore koji zadovoljavaju uslov nepomerenosti procene (eng. unbiased
estimates)

E, =6,  EP,}=0 (5.22)

i opisana je matematicki sa relacijom [60,63,64,88]

Pl -0,]6, -0 |-eb.07 > (523)

gde je Cramer-Raova donja meda

L= E{[dd—glog fz(zN ;9)}[;_9log fz(zN ;9)} }|990 :—E{dd?log fz(zN ;9)}|990 (5.24)

pretpostavljajuci da funkcija gustine verovatnoce fz(zN;eo) postoji za bilo koje 6,,

kao i da z“ uzima vrednosti iz nekog podskupa skupa realnih brojeva R*" ¢ije
granice ne zavise od 0. Posto je 6 vektor kolona dimenzije pxl, to je gradijent

(dd—gjlog fz(zN;Q) skalarne funkcije log fz(zN;e) pxLl dimenzioni vektor kolona, dok

2
je Hessian [d—leog fz(zN;Q) matrica dimenzije pxp.Matrica L naziva se Fisherova
déo
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informaciona matrica. PoSto odredivanje ove matrice zahteva tacnu vrednost 6,
nepoznatog vektora parametara €, to u praksi ova matrica obi¢no nije poznata.
Estimator koji dostize Cramer-Raovu donju medu L™ je optimalan estimator, u
smislu minimalno moguce ukupne (totalne) varijanse greSke estimacije. U petom
poglavlju bi¢e razmatran problem optimalnog izbora indeksa performanse u zadacima
parametarske identifikacije, koji se zasniva na primeni relacije (5.23)

Izrvedimo sada izraz za matricu P za razmatrani slu¢aj modela linearne
regresije (5.1), koji se moZze napisati u vektorsko-matricnom obliku

Y = ¢0, +V, (5.25)
gde je
y(1) o' (1) vo(2)
Y=| o 4= P |, V,=| (5.26)
y(N) o' (N) vo(N)

pri cemu je, kao Sto je ranije pokazano u (5.6), linearni estimator najmanjih kvadrata
LLS definisan sa

Oy =070 6TY =(676) " 87 (66, +V,) = (676) (4709, + (470) 47V,

odnosno

Oy =0,+079) 67V, (5.27)

gde je kovarijaciona matrica regresionog vektora ¢

RP(N)=¢"¢ (5.28)

Pretpostavljaju¢i dalje da je ispunjen uslov perzistentne eksitacije, odnosno da je R}

regularna matrica dok je V, slucajni vektor ¢ije su komponente v, (k), k=1...,N

realizacije belog Suma nulte srednje vrednosti koje su nekorelisane sa komponentama
regresionog vektora ¢(k), k=1...,N, koji sadrZi zaka3njene ulazno-izlazne signale

u(i), k—=1<i<k-n, i y(j), k=1< j<k-n,. Tada se moZe pisati
EG =00+ El076) 67V |00+ E{70) 6" [EN) (5.29)

ili posto je E{v,}=0
Ey =0, (5.30)
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odakle se zakljucuje da je LLS procene nepomerena (srednja vrednost procene
jednaka je tacnoj vrednosti vektora parametara). Dalje je greSka estimacije

Oy =6y =0, =(¢70) ™V, =(R2) 97V, (5.31)

pa je matrica kovarijanse greSke estimacije

Py =Efy — 00 |=E{679) "6 Tvove oo™ o) | (5.32)

Ukoliko su ispunjene pretpostavke (1) i (2) dalje se moze pisati, posto je regresioni
vektor nezavisan od Suma

PN/N—l = E{éN éNT v, }: (¢T¢)_1¢T E§/0V0T Iy }¢(¢T¢)_l (5-33)
gde je kovarijaciona matrica Suma
vo(2)
R, = E{Vovg }: Eql © [Vo(®)-vo(N)]
Vo(N)
EMO) B} o Efo@v(N)
| Ew@n)  EWR) . Efo@h(N) .34

EM(N WD) E(N@) .. EpEN)

Posto je v, (k) realizacija belog suma nulte srednje vrednosti, to je

EfoliNo(i)}=0, i=j; EM()=02,  Vi=12..,N (5.35)

gde je pretpostavljeno da sve realizacije belog Suma vo(i) imaju identi¢cnu funkciju
raspodele sa istom varijansom, tako da se moze pisati

R, =cily (5.36)
pri cemu je I jedini¢na matrica dimenzija NxN . Na taj nacin se dobija
Py =oiE{" o) = lREN)* (537)
Prethodno je takode napomenuto da asimptotski, kada N — oo,
_(1 N
REN)-E{ %S0kl ()}  R* (539

[\ e] N>

gde je R* konstantna matrica, tako da vazi
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P, > P=0cZ(R*" (5.39)

N—o

Rekurzivni linearni algoritam najmanjih kvadrata izveden je u treCem poglavlju
direktno iz nerekurzivnog linearnog algoritma najmanjih kvadrata, te poseduje ista
asimptotska svojstva kao poslednji algoritam, a izvrSena analiza odnosi se na oba

pomenuta algoritma.

52 ANALIZA KONVERGENCIJE PSEUDO-
LINEARNOG METODA NAJMANJIH
KVADRATA (PLLS):

Kao $to je istaknuto u treCem poglavlju, u opStem slu¢aju modela pseudo-
linearne regresije, kod koga i regresioni vektor (o(k) zavisi od nepoznatog vektora

parametara 6, tj. o(k)=g(k,8) kriterijum koji se minimizira

Yot (k,0) == [y(k)- " (k,0)0] (5.40)

1
N5 (=i

ne predstavlja konveksnu funkciju argumenta 6, te ne predstavlja ni unimodalnu
funkciju koja ima jedinstven minimum, tako da ¢e procena pseudo-linearne regresije
koja minimizira usvojeni kriterijum

A

0, =argminJ, (6) (5.41)

u najboljem slucaju konvergirati ka jednom od postoje¢ih lokalnih minimuma
kriterijuma. Moze se pokazati, na osnovu zakona velikih brojeva, da pod odredenim i
ne tako strogim uslovima kriterijum J,(6) konvergira u odredenom smislu (sa

verovatnocom 1) ka grani¢noj vrednosti Jw(e) kada broj podataka N — <0 [87,88]

3,(0)—3,(6)=lim %kZN;ez(k,H): Efe?(k,0)} (5.42)

N—o N—w®

Ako je D,, skup svih mogucih vrednosti vektora parametara 6, poslednja
relacija oznagava da supremum apsolutne vrednosti odstupanja J,(9) od J_(6)
(maksimum od svih odstupanja za 6¢D,,) konvergira (sa verovatno¢com 1) ka nuli,
odnosno

sup[J (0)-3..(0) —0 (5.43)

N—o
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Takode, ukoliko kriterijum J,,(8) asimptotski konvergira (N — «) ka J_ (@) tada ¢e

i argument éN koji minimizira JN(Q) konvergirati (sa verovatno¢om 1) ka vrednosti
6, koja minimizira grani¢nu vrednost Kkriterijuma Jw(e). Pri tome, vrednost 6, u
opstem slucaju nije jedinstvena, ve¢ pripada nekom skupu D_ definisanom sa

D, =argmin Jw(e)z{e

0eD,,,J.,(6)=min Jw(ﬂ)} (5.44)

1neDy

odnosno

0y —>D, (5.45)

N—w

Konvergencija u okviru skupa oznacava da infimum apsolutnog odstupanja éN od 0,

(minimum od svih mogucih odstupanja) konvergira asimptotski (kada N — o) ka
nultoj vrednosti [1,79], tj.

it oo,

—0 (5.46)

N—o

Imajuéi u vidu sve receno, za neki estimator 6, se kaze da je konvergentan ukoliko

procena 6, konvergira (sa verovatno¢om 1) u okviru skupa D_, odnosno da vazi

relacija (5.45), gde je D, skup koji kao elemente sadrZi sve minimume grani¢nog
kriterijuma J_,(6), kao $to je definisano u (5.42) i (5.44).

Ukoliko skup D, sadrzi samo jednu vrednost 6,

D, ={6,} (5.47)

tada je estimator éN i konzistentan.

Ocigledno je da je konzistentnu procenu parametara sistema moguce dobiti
jedino ukoliko usvojena parametrizacija, odnosno izabrani vektor parametara 0
egzaktno opisuje realan sistem, kada c¢e tacna vrednost vektora parametara 6,

pripadati skupu mogucih vrednosti vektora parametara D,,. Ukoliko stvarni vektor
parametara 6, pripada skupu D,,, tada ¢e funkcije prenosa G(q,éN) i H(q,éN) u

standardnoj reprezentaciji modela sistema na slici (2.6) konvergirati kadaN — o ka
njihovim stvarnim vrednostima G,(q) i H,(q), respektivno. Pitanje da li se stvarna

funkcija prenosa Go(q) i Hy(q), kojima je opisan realan sistem, mogu odrediti na

osnou planiranog eksperimenta naziva se problem identifijabilnosti. Ako realan sistem
ne pripada usvojenom skupu modela. D,, tada se moze govoriti 0 aproksimativnoj
(pribliznoj) identifikaciji, 0 cemu ¢e biti viSe reci u nastavku.
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5.2.1 Aproksimativna identifikacija

Kada se Kkoristi metod greSke predikcije (PEM) u (5.40), (5.41) za
parametarsku identifikaciju sistema, tada se vrednost 6, u (5.46) kojoj asimptotski

konvergira PEM procena éN kada N — oo naziva grani¢na vrednost i njoj odgovara
grani¢ni model. Analizirajmo u nastavku dobijeni grani¢ni model.

Grani¢na vrednost PEM kriterijuma J, () je data sa (5.42). Sekvenci
(vremenskoj seriji) greSke predikcije g(k,@), k=1,...,N odgovara u frekvencijskom
domenu spektar snage sg(w,e) koji je definisan kao diskretna Fourierova

transformacija auto-kovarijacione funkcije (ovaj rezultat je poznat kao Viner-
Hinc¢inova teorema) [35,48,71]

R,(r,0)=E{e(k,0)s(k —7,0)} (5.48)

pri ¢emu je srednja vrednost E {¢(k,0)}=0, odnosno

S,(@.0)=> R, (z,0)™ (5.49)
Auto-kovarijaciona funkcija se moze jedinstveno odrediti na osnovu spektra snage

primenom inverzne vremenski diskretne Fourierove transformacije

R (T,e)=% [5.(0,0)" do (5.50)

Posebno, za 7 =0 sledi

R,(0,0)= E{g(k,e)}zi ]ng(w,e)dw (5.51)

T

Imajuci u vidu da je na osnowvu (5.42)
J,(0)=Ele?(k,0)] (5.52a)

zakljucuje se da se grani¢cna vrednost PEM kriterijuma u (5.42) moze izraziti u
frekvencijskom domenu kao

Me):% ng(a),e)da) (5.52b)

Pretpostavimo dalje da je realni sistem opisan egzaktno (tacno) sa funkcijom prenosa
G,(q), tako da je izlaz sistema y(k) dat sa
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y(k)=Gq(a(k)+v, (k) (5.53)

gde je u(k) pobudni signal a v, (k) poremeéaj (Sum) nulte srednje vrednosti na izlazu,

koji se egzaktno moze modelovati propustanjem belog Suma nulte srednje vrednosti
e(k) kroz funkciju prenosa H,(q), tj.

Vo(k)=H,(a)e(k) (5.54)
Sa druge strane, estimirane (procenjene) funkcije prenosa realnog sistema i
aditivnog $uma su G(q,0) i H(q,8), respektivno, gde je @ procenjena vrednost

vektora parametara. Greske predikcije, kao procena belog Suma e(k), izvedena je u
trecem poglavlju i zadovoljava relaciju

&(k,0)=H(q,0)y(k)-G(q,0)u(k)] (5.55)

ili kada se zameni izraz za y(k) iz (5.53) u (5.55)
e(k,0)=H(a,0){G, (a)~G(a,6)u(k)+v, ()} = G, (0,0 )ulk)+ H. (a.0vy (k) (5.56)

gde je

_G,(9)-6(a,0).

¢.(a0) H(a,0)

(5.57)

pri cemu je v, (k) dato sa (5.54).

Pretpostavljaju¢i da su pobuda u(k) i Sum v,(k) nekorelisani kvazi-stacionarni

slucajni procesi i koriste¢i ranije izvedene izraze za transformaciju spektra u trecem
poglavlju, zakljucuje se da je spektar snage greske predikcije

S, (.6)=[G,[”.6) 5, ()+|H, (0] S, (@) (5.58)
gde je
Ge (eiw,elz _ ‘Go(elw)—-G(elj,QX (559)
‘H(e"",el
N2 1
H (") =————— 5.60
) T (5.60)

a vrednost kriterijuma (5.52) u frekvencijskom podrucju je specificirana sa
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1 7[6oe”)-6(”.0) s, ()+5, (@)
3,(0)= 27I_J; \H(eiw,ef do (5.61)

gde je spektar snage aditivnog Suma

5, (0)=[Ho(e” | S.(@)=|H,(e" )] o (5.62)

U navedenim izrazima o? oznacava varijansu belog Suma e(k) ¢ijim se filtriranjem u
(5.54) dobija sum v,(k), a S,(w) je spektar snage pobudnog signala. Tada je skup

D, kome pripada grani¢na vrednost PEM procene parametara definisan sa (5.44).

Dobijeni rezultat ukazuje na sledece zakljucke. Ukoliko je stvarni sistem
G,(q)=G(q,6,) u usvojenom skupu modela D,, tada se moZe posti¢i da model

konvergira ka stvarnom sistemu, odnosno da

Gy(q)-G(q,0) >0 za 06, (5.63)

gde je 6, pravi vektor parametara, tako da ¢e se minimum Kkriterijumske funkcije

dobiti ako model Suma konvergira ka stvarnom procesu kojim je generisan adtivini
sum, tj. ako

H(q,0)— H,(q)=H(q,6,) za 60—, (5.64)

kada se za minimum kriterijuma dobija
minJ, (0)=o’ (5.65)

0eDy, €
Tada skup D, sadrzi samo jednu grani¢nu vrednost 6, i PEM procena parametara 6
je konzistentna.

Medutim, ako sistem ne pripada usvojenom skupu modela D,,u (5.44) ne

moze se izvesti neki generalni teorijski rezultat, ali se intuitivno mogu definisati
sledec¢a dva slucaja:

1) Fiksni model Suma;
2) Generalni model Suma.

U fiksnom modelu Suma se usvaja
H(q,0)=H*(q) za Vv#eD, (5.66)

tako da je grani¢na vrednost PEM kriterijuma
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1 T [19) [12) * 1 T Svo(a))
Jw(e)zz_jﬂ\eo(e )-Gle”.0) Q (a))da)+§J:TH*(eiwr (5.67)
gde je
Q*(0)=—ul@) (5.68)
‘H*(e'“’}

tako da je skup D, kome pripada grani¢na vrednost PEM procene 6, odreden samo
minimumom prvog ¢lana u J_ (@) (drugi &lan ne zavisi od ), odnosno

D, =argmin ﬁeo(e‘w)—G(e‘w,efq*(w)dw (5.69)

Na taj nacin, za bilo koje 8*&D_ procena funkcije prenosa sistema G(ei‘",e*) je
optimalna u smislu minimuma srednje-kvadratnog kriterijuma greSke procene
Go(ei‘”)—G(ei‘”,O), pri ¢emu je kvadrat greSke procene ponderisan (otezinjen) u
frekvencijskom domenu sa faktorom Q*(a)) koji zavisi od spektra snage pobude
S,(@) i usvojenog fiksnog modela Suma H*(q). Posebno za OE reprezentaciju
modela (D,, je skup OE modela) fiksni model suma H *(q)=1, tako da je na osnovu
(5.68)

Q*(w)=5, (@) (5.70)

Na taj nacin, selekcijom pobudnog signala, odnosno izborom njegove spektralne
karakteristike, moze se uticati na rezultat estimacije i posebnu tezinu prilikom
minimizacije dati ovom frekvencijskom podrucju u kome se nalazi koristann pobudni
signal koji se prenosi i obraduje posmatranim sistemom (u tom podrucju ce biti
najbolje slaganje stvarne i estimirane funkcije prenosa).

U slucaju generalnog parametarskog modela sistema nije moguce egzaktno
teorijski okarakterisati grani¢cnu vrednost rezultujuce PEM procene. U literaturi
postoji teorijski rezultat koji se odnosi na BJ strukturu modela i pokazuje da je kod
ovakve strukture PEM procena 6 tako odredena da estimirani model spektra Suma

‘H(ei‘",é?)2 §to je moguée bolje aproksimira spektar S (w,0) greske predikcije

e(k,0)=y(k)—G(q,0)u(k). Medutim, ovakav rezultat nije u opstem slu¢aju moguce
izvesti za ostale parametarske reprezentacije, kao Sto su ARX i ARMAX. Kod
ovakvih struktura grani¢na vrednost 6* PEM procene odredena je u opStem slucaju
kao kompromis izmedu Sto bolje aproksimacije stvarnog sistema Go(ei‘”) procenjenim

modelom G(ei‘”,e), u smislu minimalno moguceg ponderisanog srednje-kvadratnog

kriterijuma greSke u frekvencijskom domenu, gde je tezinski faktor u frekvencijskom
domenu dat sa (5.68), odnosno
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Q(w,e*)=s_“¢)z (5.71)
‘H (e"",@*}

i Sto je moguce veceg priblizavanja (fitovanja) modela spektra Suma ‘H(ei‘",é?*l2
spektru S, (w,6*) greske predikcije (k,0*)=y(k)-G(q,0*)u(k).

5.2.2 Filtriranje greSaka predikcije

Prethodne analize su pokazale da ¢e modelovanje ARX strukturom podataka
koji nisu egzaktno generisani ARX procesom, ve¢ na primer ARMAX procesom,
rezultovati u pomerene PEM procene parametara. Medutim, glavna prednost ARX
strukture je da je PEM estimator linearan, tako da se procene parametara dobijaju u
jednom koraku, reSavanjem linearnog sistema jednacine po nepoznatim elementima
vektora parametara 6. Dakle, postavlja se pitanje kako poboljsati linearnu procenu
najmanjih kvadrata LLS, da bi se koristila zbog svoje racunske jednostavnosti i u
sluc¢ajevima kada podaci nisu egzaktno generisani modelom linearne regresije. Na
osnovu analize u prethodnom poglavlju zakljucuje se da je asimptotska (grani¢na)
vrednost 6, PEM procene u slucaju ARX strukture odredene kao

0., =argmin T{Go(ei“ )_%::z_’z%‘ o) (a),é?)Jr‘A(ei‘",6?128V0 (a))}da) (5.72)

gde je

Quee (@.0)=|AE" 0]'S, () (5.73)

Primetimo da je za ARX strukturu G=B/A i H=1/A. U opstem slucaju 1/ A(q)
odgovara funkciji prenosa nisko-frekvencijskog (NF) filtra, tako da inverzna funkcija
prenosa A(q) odgovara funkciji prenosa visoko-frekvencijskog (VF) filtra. To znaci
da ¢e se u otezinjenom srednje-kvadratnom kriterijumu greSke procene u
frekvencijskom domenu vecée tezine dodeliti visokim frekvencijama, Sto ¢e imati za
posledicu da ¢e PEM procene G(ei‘",e)z B(e“",@)/ A(ei‘",e) bolje aproksimirati
stvarnu funkciju prenosa Go(ei‘”) na viSim nego na nizim frekvencijama. Ovo
predstavlja nezeljeni efekat, posSto je u opStem slucaju podrucje niskih frekvencija od
veceg znacaja u mnogim primenama. Da bi se poboljSala PEM procena na nizim
frekvencijama, po cenu smanjenja ta¢nosti procene funkcije prenosa sistema na visim
frekvencijama, koriste se filtri. Postupak se sastoji u tome da se umesto greske
predikcije (k,@) koristi filtrirana greskapredikcije

e (k,0)=F(q)e(k,0) (5.74)
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gde je F(q) linearan, diskretan, vremenski-invarijantan inverzno-stabilan filtar

konacnog reda. Na osnovu rezultata o transformaciji spektra, spektar filtrirane greske
predikcije dat je sa

s, (0)=[F"” ) s, (@) (5.75)

gde je ranije navedeni izraz za spektar snage greske predikcije dat sa (5.58)-(5.60),
odnosno

i Gole)-Gle.0) 5, (@) +5,, (@)

S, (@) A (5.76)
|H (e"”,@l
Tada je granic¢na (asimptotska) vrednost PEM kriterijuma data sa (5.52), t.j.
3.0)=2 (s, (0)dw =~ ] Fle™]'s, (0)do (5.77)
22 " 27
Na taj nacin, za ARX model frekvencijska tezinska funkcija data je sa
Que (@) =[F(e™ | [Ale™.0) S, () (5.78)

Postoji vise nagina da se izabere filtar F(q). Posebno, ako se izabere kao u &etvrtom
poglavlju

|:(q)=m (5.79)

dosti¢ice se ARX strukturom kvalitet procene parametara kao kod OE reprezentacije
modela, t.j. fiksnog modela Suma u (5.70). Medutim, posto polinom A(q) nije poznat,
moguci pristup sastoji se da se u prvom koraku proceni ovaj polinom, pa da se tako
estimirani A-polinom Koristi kao filter u drugom koraku. Ovakav postupak moze se
koristiti iterativno, u nekoliko koraka, kako bi se dobio zadovoljavajuci kvalitet
procena.

Medutim, ideja da se filtrira greSka predikcije moze se Koristitit kod bilo koje
parametarske reprezentacije modela. lzborom filtra se dodeljuje veca tezina u
ponderisanom kriterijumu srednje-kvadratne greSke estimacije u frekvencijskom
domenu onim frekvencijama koje su od interesa, ¢ime se u ovom podrucju postize
bolja aproksimacija stvarne funkcije prenosa procesa. Ovo je posebno vazno ukoliko
nije moguce da se eksperiment redizajnira. Primetimo, takode, da je filtriranje greSke
predikcije sa filtrom F(q) ekvivalentno kod sistema sa jednim ulazom i jednim
izlazom filtriranju samih ulazno-izlaznih podataka, odnosno isti rezultat se dobija
kada se umesto podataka {u(k),y(k)}, koriste filtrirani podaci {u (k),ye(k)},. 0

¢emu je vec bilo reci u cetvrtom poglavlju.
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5.3 ANALIZA KONVERGENCIJE NELINEARNIH
REKURZIVNIH STOHASTICKIH ALGORITAMA
PARAMETARSKE IDENTIFIKACIJE

5.3.1 Analiza konvergencije nelinearnih rekurzivnih
stohastickih algoritama za estimaciju parametara u
dinamickim modelima sistema tipa linearne regresije (ARX i
FIR modelima) primenom teorije martingala

U ovom poglavlju razmatrana je klasa modela sistema Kkoji su opisani
diferencnom jednacinom sa fiksnim koeficijentima

y(i)=-2ay(i-k)+ Xbu(i-k)+ (i) (5.80)
gde suy(i)eR', u(i)eR', &(i)eR" izlaz sistema, merljivi pobudni signal ili ulaz i

nemerljivi stohasticki ulaz ili poremecaj, respektivno, dok sua,i=1,...n i b, j=1..,m
konstantni parametri u modelu. Dalje se pretpostavlja da je diskretan niz {g(l)}
stochasticki proces, koji generide rastu¢i niz sub-sigma algebri {F}, kao i da su
poznate konstante m i n (0<m<n). Takodje, funkcija gustine verovatnoce (fgv)
slu¢ajne varijable &£(i) nije u opstem slucaju poznata, ali je uobi¢ajeno da se na
osnovu izvesnog apriornog znanja o statistickim karakteristikama poremecaja definise
odredjena klasa funkcija kojoj ¢e i realna fgv poremecaja pripadati.
Ako se dalje uvede operator kasnjenja q*“y(i)=y(i—k), model (5.80) moze se
zapisati u polinomijalnom obliku

A(g™)y(i)=B(a™)u(i)+&(i), (5.81)

gde se polinomi

M=

A(g)=1+3aa" B(a*)=2ba”, (5.82)

=~
1l

1

nazivaju karakteristiénim i kontrolnim, respektivno. Model (5.80) mozZe se takodje
zapisati i u formi linearnr regresije

y(i)=Z"(I)o+&(i) (5.83)
gde je regresioni vektor

27 () =[Y (1 =) ey (=) u(i-2) (i ~m)] 5.8

dok je ©" =[a,---a b,---b,] vektor konstantnih parametra Cije vrednosti treba proceniti

na osnovu raspolozive merne sekvence ulaznih i izlaznih signala. U prethodnom
poglavlju je razmatrana klasa rekurzivnih stohastickih algoritama za estimaciju
nepoznatog vektora parametara
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6(1)=6(i-1)+r (i) (i)w (v(i,6(i-1))) (5.85)
gde je rezidual merenja ili is greska predikcije
v(i.0)=y(i)-0"Z (i) (5.86)

dok je tezinska matrica algoritma odredjena rekurzivnom relacijom
r(i)=r(i-1)-r(i-1)z(i
x[et+27 ()(i-1)Z ()] 2" ()T (i)

pri ¢emu je njena inicijalna vrednostI'(0)=pl, p>0. Koeficijent o predstavlja

(5.87)

slobodan parametar Cijim se izborom moze uticati na konvergencijska svojstva
algoritma. Takodje, pogodnim izborom ovog parametra moze se uspostaviti veza
izmedju nelinearne transformacije reziduala y/(.) i matrice pojadanja algoritma I'(.).
Naime, ako se izabere da je o jednak matematiCkom ocekivanju, u odnosu na fgv
poremecaja, prvog izvoda nelinearne transformacije reziduala, tj. a = E{;/'(v(i,é»},
tada se ovaj parametar moze posmatrati kao koeficijent statistiCke linearizacije
l//(v(i,é))z av(i,é), a algoritam (5.85)_(5.87) se svodi na robusni Kalmanov filtar,
odnosno rekurzivni robusni algoritam najmanjih kvadrata, koji je izveden u literaturi u
sasvim drugacijem kontekstu i na razli¢it nac¢in od predlozenog [45,84]. Sa druge
strane, ako se matemati¢ko ocekivanje u statistickoj linearizaciji aproksimira samo sa
jednom realizacijom, tj. aza(i)zz//'(v(i,é)), statisticka linearizacija se svodi na
klasi¢nu, dok se razmatrani algoritam parametarske estimacije svodi na varijantu
rekurzivnog robusnog algoritma najmanjih kvadrata koji je izveden u literaturi
polaze¢i od odgovaraju¢eg nerekurzivnog algoritma, uz uvodjenje pogodnih
aproksimacija koje su uobiCajene kod ovakvih izvodjenja [72,89]. Kona¢no, ako se
usvoji « =1 relacija (5.87) svodi se na diskretnu Rikatijevu jednacinu, a algoritam
identifikacije postaje jedna varijanta rekurzivnog robusnog algoritma najmanjih
kvadrata, koji se od osnovnog algoritma razlikuje samo po nelinearnoj transformaciji
reziduala.

Konvergencija razmatranog algoritma, pored faktora o u izrazu (5.87) za matricu
pojacanja T'(.) i nelinearnosti () u izrazu (5.85) za estimaciju parametara modela,
zavisi 1 od karakteristika deterministickog i slucajnog ulaza u reprezentaciji sistema
(5.81), kao i od osobina usvojenog modela sistema (5.81). Pogodan alat za analizu
konvergencije rekurzivnih stohastic¢kih algoritama razmatranog tipa predstavlja teorija
martingala [37,62,70]. Martingal je specifian stohasti¢ki proces koji ispunjava
sledece zahteve. Neka je sa (€, F,P)oznacen prostor verovatnoce, gde je Q siguran
dogadjaj, F polje dogadjaja a P verovatnoca, pri ¢emu je F cF, c---rasti¢i niz
sub- o -algebri generisanin sa F, dok je x(t) niz diskretnih slucajnih varijabli
definisanih na polju dogadjaja F . Tada je {x(t),F} martingal ako su ispunjeni uslovi

E{Ix(t)]}< skoro sigurno (s.s), odnosno sa verovatnotom 1 (s.v.l), i
E{x(t)/F_}=x(t-1) s.v.1. Takodje, ukoliko je E{x(t)/F_}<x(t-1) s.v.1tada je
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{x(t),F,} supermartingal. Osnovni rezultat vezan za konvergenciju martingala
formulisao je Neveu[78] i ovaj rezultat je prikazan u okviru sledece leme 1.
Lema 5.1: Neka je {z,}niz nenegativnih diskretnih slucajnih varijabli i {F}

odgovaraju¢i niz rastu¢ih sigma algebra , takvih da je z, e, . Pretpostavimo da su
ispunjeni zahtevi

E{z,/F.}<z,,+q,

i ian <o s.v.1. Tada diskretan niz {z,} konvergira s.v.]1 ka kona¢noj, nenegativnoj
n=1

slu¢ajnoj varijabli z* kada n — oo, t.j. limz, =z".s.v.1

n—o

Ovaj rezultat preformulisan je u literature u nekoliko alternativnih formi, koje
su pogodnije za primenu u odredjenim situacijama. Robbins i Siegmund [77]
predlozili su unificirani pristup za proucavanje veceg broja teorema o skoro sigurnoj
konvergenciji slucajnih procesa koji poseduju skoro uvek osobine supermartingala.
Ovaj rezultat prikazan je u okviru sledece leme.

Lema 5.2: Neka za svako n postoje nenegativne i F -merljive diskretne slucajne
varijable z ,p, & 1 ¢, takve da je
E{z,.,|F}<z,(1+8,)+& ¢,

Tada postoji kona¢na grani¢na vrednost limz,, tj. limz =z" S.v.1, pri ¢emu je

n—w

n+1

ispunjeno

ign <o s.v.1, naskupu {iﬂn <o, iﬁn <°°}-

Prilikom dokaza teorema o konvergenciji martingala Cesto se koriste i slede¢e osobine
realnih nizova, a ovaj rezultat je poznat u literature kao Kronekerova lema. Ova lema
predstavlja specijalan slu¢aj Toplitzove leme i prikazana je u nastavku [44].

Lemma 5.3: Neka niz 3’ x_ konvergira, gde je {x.} niz realnih brojeva, i neka je {b,}

neopadajuéi niz realnih brojeva takav da je limb, = . Tada je u vaznosti

lim-L$hx =0

n—o brI k=1

Analiza konvergencije rekurzivne stohasticke procedure (5.85)-(5.87) moze se
zasnovati na osnovnim rezultatima teorije martingala pod uslovom da se pokaze da
greSka estimacije poseduje svojtvo martingala. Da bi se ovaj zahtev ispunio
neophodno je da se nametnu odredjena ograni¢enja na nelinearnu transformaciju
reziduala (), faktor konvergencije ¢, matricu pojadanja T'(), Kkarakteristike
deterministiCkog i stohastickog pobudnog signala u (5.81), kao i osobine samog
modela sistema (5.81). Jedan mogu¢i skup ovakvih ograni¢enja koja rezultuju u
zeljena svojstva greske estimacije kao slucajne veli¢ine predlozena su u nastavku.
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Al: Sve nule karakteristicnog polinoma A(q’l) leze unutar jedini¢nog kruga, sa

centrom u koordinatnom pocetku kompleksne ravni, a deterministicki diskretni
pobudni signal {u(i)} je ogranigen.

A2: Diskretni slu¢ajni pobuni signal ili poremeéaj {&(i)} predstavlja niz nezavisnih i

identicki raspodeljenih slu¢ajnih varijabli (odgovarajuc¢i engleski termin je: a sequence
of independent and identically distributed random variables ili skraceno i.i.d. ) koje
poseduju simetricnu funkciju raspodele verovatnoce P() i odgovarajucu funkciju

gustine verovatnoée (fgv), pri ¢emu su uslovna srednja vrednost i uslovna varijansa
date izrazima E{£(i)/F,}=0,E{& (i)|F,}=0c* <, dok sludajna veli¢ina v(i)—&(i)
ispunjava uslov v(i)—&(i)eF_,, gde je v(i) rezidual merenja u (5.86) a F_, je o -
algebra generesina sa slu¢ajnim veli¢inama &£(0),L ,&(i-1),Z(0),L ,Z(i-1).

A3: Nelinearna transformacija reziduala merenja w(-) je neparna i skoro svugde
neprekidna realna funkcija.

A4: Funkcija y () raste ne brze od linearne funkcije, odnosno apsolutna vrednost ove
funkcije  zadovoljava  uslov lw(z)|<k(1+|z]); ke(0,0) ili  alernativno
v (2) <K (1K, [2]): K € (00) k. [0,) .

A5: Koeficijent « in (5.87) je pozitivna i ograni¢ena realna veli¢ina, odnosno
ae(0,k"),k" <oo.

A6: Uslovno matematicko ocekivanje ¢,(z)= E{y/(—f(i)+z)|FH} zadovoljava uslov

Z(A(Z)Z%azz za svako z =0, gde je koeficijent o definisan u pretpostavci AS.

AT7a: Uslovni broj inverzne matrice I'*(i) matrice pojacanja u (5.87) je konacan,
odnosno A, {T"*(i)}/4,, {I"*(i)} <y zasvaki diskretni vremenski trenutak i kao i neko
y>0, gde su A, 1 4, minimalna i maksimalna pozitivna sopstvena vrednost
pozitivno definitne matrice T7(i).

A7b:  Regresioni vektor u modelu (5.83) zadovoljava uslov rasta
IZ(i)I’<Mlog’r(i-1),M >0,6 >0, gde je sa r(i) oznacen trag inverzne matrice
' *(i),0dnosno r(i)=Tr{r*(i)} gde Tr{} oznatava trag odgovarajuce matrice, a
simbol ||.|| predstavlja Euklidovu normu.

A8a : Matrica pojacanja algoritma u (5.87) zadovoljava uslove

lim 2, {7 (i)} =
bz ()
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za svaki indeks diskretnog vremena i > i, i neko & >0, gde je Z(.) regresioni vektor u
(5.84), | predstavlja jedinicnu matricu odgovarajué¢ih dimenzija, a imin(.) oznacava

minimalnu sopstvenu vrednost odgovarajue matrice, dok Tr oznacava trag
odgovarajuce matrice.

A8Db : Matrica pojacanja algoritma u (5.87) zadovoljava uslove
lim A, {T* (i)} =0 sv.1

i log“r (i)

zaneko k>1+6 ,gde je o definisano pretpostavkom A7b.

=0s.v.1

Pretpostavke Al i A2 su uobicajene u reprezentacijama sistema u formi ARX
modela (5.81), kao i u teorijskim analizama konvergencije rekurzivnih stohasti¢kih
algoritama za estimaciju parametara u ovakvim modelima, na bazi teorije martingala.
Pretpostvka Al oznaCava da je usvojeni model sistema stabilan u smislu da ce
ograniCeni deterministicki pobudni signal generisati ogranicen izlazni signal ili odziv
sistema ( ovakav vid stabilnosti se skra¢eno oznacava sa BIBO, a skracenica potice od
engleskog termina Bounded Input-Bounded Output). Pretpostavka A2 se odnosi na
stohasticki pobudni signal i oznacava da je ovaj signal diskretni beli stohasticki
proces, nulte srednje vrednosti i konac¢ne varijanse.

Pretpostavke A3 i A4 definiSu klasu nelinearnih funkcija u estimacionom
algoritmu (5.85) kojima se garantuje konvergencija procena parametara ka njihovim
tatnim vrednostima. Mnogobrojne nelinearnosti koje se srecu u literaturi posvecenoj
robusnoj estimaciji, kao Stosu Huberova, Hampelova Tukijeva i Endrujeva
nelinearnost, zadovoljavaju ove pretpostavke [33,39,40,75,76 ]. Pretpostavka A4
oznaCava da 1//() funkcija moze biti i neogranicena, Sto je slucaj sa linearnom
funkcijom, kada se estimacioni algoritam (5.84) svodi na rekurzivni algoritam
najmanjih kvadrata. Medjutim, sve navedene nelinearnosti u okviru robusne
estimacije su ograni¢ene i neprekidne realna funkcije iz prakti¢nih razloga [4,33,39,40
]. Naime, u robusnoj estimaciji osnovni cilj je da se eliminise uticaj retkih sporadi¢nih
realizacija poremecaja velikog intenziteta, koje su nesaglasne sa glavninom merne
populacije, a nazivaju se u engleskoj literaturi outlieri. Izborom ogranic¢ene y/()
funkcije obezbedjuje se da jedna nesaglasna opservacija nece imati znacajniji uticaj na
estimacionu proceduru, dok se istovremenim izborom i neprekidne () funkcije
obezbedjuje da grupisane nesaglasne opservacije ne¢e imati dominantan uticaj na
kvalitet estimacije. Sa druge strane, ukoliko je glavnina mernog uzorka raspodeljena
po Gausu, tada 1//() funkcija za uzorke male i srednje veli€ine treba da bude linearna,
posto na regularnim merenjima estimaciona procedura treba da se ponaSa kao linearni
algoritam najmanjih kvadrata. Polaze¢i od navedenih Cinjenica, Huber je predlozio
slede¢u nelinearnu transformaciju reziduala merenja sa zasi¢enjem [40]

w(z):min(é,%)sgn(z) (5.88)
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gde je o standardna devijacija poremeéaja &() u modelu sistema (5.81), a k je

podesljivi parametar koji treba da obezbedi efikasan rad estimacionog algoritma kako
u slucaju Cisto Gausovog poremecaja tako i u prisustvu outliera koji su generisani po
nekoj drugoj funkciji raspodele verovatnoce, koja je od interesa u konkretnoj primeni i
ima znatno vec¢u varijansu od nominalne normalne funkcije raspodele verovatnoée. S
obzirom da varijansa poremecaja obi¢no nije poznata u praksi, uobicajeno je da se ona
procenjuje na osnovu medijane apsolutne devijacije, poSto je medijana za razliku od
aritmetic¢ke sredine uzorka robusna procena [39,75,94],

d = median(y(i)— median(y(i)))/ 0.6745 (5.89)

Faktor 0.6745 je uvrSten posto je tada d blisko o, pod uslovom da uzorci poticu od
normalne raspodele i da je duzina uzorka dovoljno velika. Polaze¢i od ove cinjenice,
Huber je predlozio da se za k usvoji vrednost bliska 1.5, ¢ime se obezbedjuje efikasna
estimacija parametara i u slucaju ¢isto normalno raspodeljenog poremecaja kao i
uslovima postojanja malog procenta ( do 10%) outliera, t.j. impulsnog Suma.

Pretpostavka A5 se odnosi na vrednost parametra « u izrazu za matricu pojacanja
algoritma parametarske estimacije (5.87).

Pretpostavka A6 je nova i karakteristi¢na je za nelinearne rekurzivne estimatore tipa

weeo

pretpostavka bila zadovoljena neophodno je da uslovno matematicko ocekivanje
4(a) =1 v (u+a)-y (u-a)]dP(u)

bude monotono ne opadajuca realna funkcija realnog argumenta. U gornjem izrazu
P(.) predstavlja funkciju raspodele poremecaja u modelu (5.80). Imaju¢i u vidu
pretpostavke A2 i A3, ovaj zahtev ¢e biti ispunjen ako nelinearna y (-) funkcija i

funkcija raspodele verovatnoée P(.) poremecaja &(.) u modelu (5.80)-(5.84) imaju
zajednicku tacku rasta, Sto se svodi na zadovoljenje uslova

y(z+e)>w(z-¢), P(z+¢)>P(z—¢) zaneko zisvako ¢ >0,
na osnovu koga dalje sledi

ag,(a)>0 zaa=01i¢(0)=0.

Na taj nacin, pretpostavka A6 ce biti ispunjena ako je nelinearna y(-) funkcija

neparna, skoro svuda neprekidna, monotono rastu¢a i u segmentima neprekidno
diferencijabilna. Kao §to je ranije istaknuto, iz prakti¢nih razloga je pozeljno da ova
funkcija bude i ogranicena (k, =0 u A4).

Posebno ako je poremecaj raspodeljen po Gausovom zakonu raspodele verovatnoce,
okarakterisanom sa nultom srednjom vrednos$¢u i varijansom o?, a za nelinearnuu
transformaciju reziduala se usvoji funkcija verodostojnosti

v (z)=—[log p(z)]' =z/c* , p(z)=dP(z)/dz
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I USVOji a = E{y/'(g(i))} =o?, algoritam (5.85)-(5.87) se svodi na rekurzivni algoritam
najmanjih kvadrata. Dalje se dobija da je ¢,(z)=z/c*, $to znaci da je uslov A6
ag(a)>0 za a=0 i ¢(0)=0, ispunjen i da on vazi i za linearne parametarske
estimatore razmatranog tipa.

Pretpostavka A7a je prilicno stroga i odnosi se na uslovni broj inverzne

matrice pojacanja algoritma (5.87). Ovakav uslov moze da prouzrokuje odredjene
probleme prilikom implementacije algoritma, poSto se mogu pojaviti odredjene
potesko¢e numericke prirode, prouzrokovane relativno velikom vredno§¢u uslovnog
broja ove matrice. Stoga, prakti¢na realizacija algoritma moze zahtevati da se vrsi
neprekidna inspekcija navedenog uslovnog broja. Sa druge strane, intuitivno je jasno
da pobudni deterministicki signal mora posedovati odredjene karakteristike da bi
proces identifikacije parametara bio uspesan. Ocigledno je da pobudni signal koji je
sve vreme jednak nuli ne¢e moci da generise relevantne informacije o ulazno-izlaznim
osobinama razmatranog sistema, §to ¢e rezultovati u lo§ kvalitet estimacije parametara
u usvojenom modelu sistema. Kao Sto je istaknuto u prethodnom poglavlju, izbor
pobudnog signala je vezan se zahtevom perzistentne eksitacije, tako da pobudni signal
treba da bude dovoljno bogat, odnosno da poseduja zadovoljavaju¢e dinamicke
karakteristike, kako bi mogao da pobudi sve relevantne modove sistema i kako bi se
svi parametri odslikavali u izlaznom signalu, odnosno odzivu sistema. Uslov A8a
identijabilnost parametara u usvojenoj strukturi modela.
Navedene teSkoce mogu se prevazi¢i ukoliko se uslov perzistentne eksitacije
matematicki oslabi. Koriste¢i poznat rezultat iz literature, u kome je pokazano da
greska estimacije rekurzivnih algoritama tipa stohastickog gradijenta pod odredjenim
uslovima zadovoljava uslov [82 ]

-] (222 s im 2

A o W

pri cemu simbol |||| oznacava Euklidovu normu vektora, a A, je minimalna pozitivna
sopstvena vrednost matrice

Uslovi A7a i A8a zamenjeni su uslovima A7b i A8b, pri ¢emu uslov A7b nije
restriktivan, kao uslov A7a, posto je M proizvoljna pozitivna konstanta. Na taj nacin,
uslov A8b predstavlja oslabljenu verziju zahteva perzistentne eksitacije.

Rezultati lema 1, 2, 3 i 4 i navedene pretpostavke A1-A8 mogu se dalje primeniti u
cilju rigoroznog dokazivanja konvergencije rekurzivnog stohastickog algoritma (5.85)-
(5,87). Rezultati su sistematizovani u okviru sledece teoreme.

Teorema 5.1: Pretpostavimo da model sistema (5.80)-(5.84) i rekurzivni
stohasticki algoritam za estimaciju nepoznatih parametara modela (5.85)-(5.87)
ispunjavaju hipoteze A1-A6, A7ai A8a. Tada vektor procena parametara
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(:)(i)konvergira ka vektoru ta¢nih vrednosti parametara ® Koji Se estimiraju sa
verovatno¢om 1 (s.v.1), odnosno
P{Iimé(i)ze}zl.

Dokaz: Ako ozna¢imo gresku estimacije u i-tom diskretnom trenutku sa

©(i)=0(i)-© i uvedemo teZinsku sumu kvadrata pojedinih komponenti vektora

greSke u obliku kvadratne forme, koja se naziva i stohasticka funkcija Ljapunova,
V(i)=0"(i)I*(i)®(i), na osnovu (5.85) se dobija

V(i)=6(i-)r(i)6(i-1)+ 26" (i-1)Z i)y v(i.6(i-1)))
+27 (0()Z()w? (v(1.6(-1)))

Primenjujuc¢i dalje lemu o inverziji matrica, relacija (5.87) moze se zapisati u
alternativnom obliku

r(i)=r*(i-1)+az(i)z' (i) (5.91)

(5.90)

Dodaju¢i i oduzimajuci V (i—1) desnoj strani relacije (5.90) i koriste¢i (5.91), dalje se
moZze pisati

V(i)=V (i-2)+26" (i-2)Z (i) (v(1.6(i-1)))
+a (07 (i-1)z (i) +27 ()r i)z (i) (v(i.6(-1))

DefiniSimo uslovno matemati¢ko ocekivanje sluCajne varijable koja se dobija
propustanjem reziduala merenja (5.86) kroz kvadrat nelinearne transformacije

(5.92)

6,(67 (i-1)2(i))= E{y/z (~v(i.6(-0) F} (5.93)
gde se rezidual merenja moce zapisati i u alternativnom obliku
v(i,0(i-1))=-0" (i-1)Z(i)+£(i) (5.94)

Na taj nain, razmatrano matematicko ocekivanje je definisano u odnosu na f.g.v
sluajne varijable &(i). Na osnovu hipoteze A4 se zakljuduje da realna funkcija
realnog argumenta (5.93) zadovoljava uslov

.(6" (i-1)2 (i) <k, | 1+(6" (i-1)2 (i)’ | (5.95)
gde je k, kona¢na i pozitivna konstanta. Ako se relacija (5.92) podeli sa tragom
inverzne matrice pojacanja algoritma r(i-1)=Tr{I*(i-1)} i primeni operator

uslovnog matemati¢kog odekivanja E{./F_}, kao i hipoteze A2, A3 i relacije
(5.94)-(5.95), dobija se
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V() | v(i-1) 26"(i-1)z(i) 5 (1112 () %6 (i 12 (i
e[ A -926)-58 6020 o0

+k, (67 (i-2)Z(i)) z (ir)(ffil))z M), k, z (ir)(ffil))z (1)

Prilikom izvodjenja relacije (5.96) iskoris¢ena je Cinjenica da je r(i)>r(i—1), na

osnovu ¢ega se zakljuCuje da je u vaznosti V (i)/r(i)<V (i)/r(i—1). Takodje, imajuci
u vidu da je

Ao AT (1)} = 2o T (1)} 5 A {T (i)} = A {7 (1)} (5.97)
na osnovu hipoteze A7a sledi
e (T}
min {F(I)} (5_98)

Sa druge strane, poSto se moze pisati

r(i)=Tr{r (i)} =%

=t

24T (i)} (5.99)
gde je 4,{-} sopstvena vrednost matrice I'* (i), zakljuCuje se da je u vaznosti

Ao AT (i-1)} 2%. (5.100)

Dokazimo dalje da je regresioni vektor (5.84) ograni¢en, odnosno da vazi

5L_1p||Z(i)||2 <k, sv.1 (5.101)

gde je k, pozitivna, konacna konstanta. Dokaz zahteva da se ulazno-izlazna

reprezentacija modela sistema (5.80) transformiSe u ekvivalentan model u prostoru
stanja [6,24,48]. Kao Sto je dobro poznato u teoriji sistema, diferencna jednadina
(5.80) moze se predstaviti vektorskom diferencnom jednac¢inom prvog reda, koja se
naziva vektorskom jednaCinom stanja

X(i+1)=EX(i)+FU(i)+W (i) (5.102)
gde je vektor stanja
XT (i) =[y(i)y(i-1)-y(i-n-1)]
vektor upravljanja
U™ (i)=[u(i)u(i-1)---u(i-m+1)]
vektor poremecaja
W™ (i)=[£(i+1) 0--- 0]

a odgovaraju¢e matrice u modelu stanja definisane su izrazima .
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__a1 -a, —a, -+ —-a_ -—a
1 0 0 0 0 b, b, b,
0 1 0 0 0 00 0
E= _ F=
0 0 o0 0 0 0 0 0
0 0 O 1 0

Resenje vektorske jednacine stanja (5.102) dato je slede¢im izrazom [16,24,48,49]

X (i)=E'X (0)+ S E'FU (i— j+1)+% EW (i— j+1)
_ o 0 (5.103)
=E'X (O)+J§E""1[FU (3)+W(J)]

Na osnovu hipoteze Al se zaklju¢uje da je Euklidova norma |[E'||<4', gde je A<1 i
i>0, te se na osnovu (5.103) dobija

X (] =[EIx @)+ &

r=0

|Ei—r—1

LIl ()l w ()]

R (5.104)
<CA'+(C,+C, ;)/l““‘l <o
gdesu C, C, i C, neke pozitivne konstante. Prilikom izvodjenja (5.104) uzeto je u
obzir da je na osnovu hipoteza Al i A2 |F||U(r)|<C, i |W(r)|<C,. Medjutim, posto
je na osnovu (5.84) regresioni vektor Z (i) u (5.101) sastavljen od diskretnih merenja
izlaza y(-) iulaza u(-), relacija (5.101) je direktna posledica izraza (5.104).

Analizirajmo dalje trec¢i ¢lan u izrazu (5.96)

klkz((:)(i—l)z(i))z%=
1 : : s o (5105)
klkzéT(i—1)r*5(i—1)r5(i—1)z(i)ZT(i)ra(i_1)F7(i_1)@(i_1)M

r(i-1)
U tom cilju primeni¢emo dobro poznate rezultate iz matri¢ne analize, na osnovu kojih
se za kvadratnu matricu A i vektor kolonu b moze pisati [5,92]
oo 0] < [ AD] < |,

‘min ‘max

| 2| I0] < |07 Ab| <] 2

‘min ‘max | |

i (5.106)
b

gde su A, 1 A sopstvene vrednosti matrice A Koje imaju najmanju i najveéu
apsolutnu vrednost, respektivno, a kvadrat norme ||| =b'b. Na taj nain, ako se usvoji
b=T"*(i-1)0(i-1), A=T"*(i-1)z(i)z" (i)T"*(i-1)

na osnovu druge relacije u (5.106) se dobija
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& (i—1)T 2 (i—1) T (i-1)Z ()2 (i) (i~1) 2 (i~ 1)(i 1) <
/mm{ri(i_1)z(i)ZT(i)ri(i_1)}Hr‘3(i_1)c:>(i_1)
/mm{r
Tr{ I (i 1)Z(i)ZT(i)F2(i—1)}®T(i—1)F‘1(i—1)®(i—1)=
Tr{ I (i 1)Z(i)ZT(i)F2(i—1)}V(i—1)

Imajucéi u vidu poznat rezultat iz matri¢ne algebre
Tr{AB} =Tr{BA}

2

(i-1)<  (5.107)

N
—_~
|
[EEN
SN—"
N
—_~
SN—"
N
=
—_~
SN—"
)1
2
N
—~
|
[EEN
SN—"
(—
©]
~
—_~
|
[IEN
SN—"
)1
N
—~
|
[EEN
SN—"
)1
N
—~
|
[IEN
SN—"
ol

i usvajajuci
B=r"?(i-1), A=I"*(i-1)Z(i-1)Z"(i-1)
dalje se moze pisati

T (-2 )2 ()P (-2} =Tr R (-2 ()2 (7)) (5108

Iz matri¢ne analize je takodje poznato da se za kvadratnu matricu A i vektor kolonu b
moZze pisati
Tr{Abb"} =b"Ab
,pa se usvajajuéi
A=T(i-1), b=Z(i)
i primenjujuci (5.106), dobija iz (5.108)
Tr{T(i-2)Z ()27 (i)} < A, T(I-D}Z (i) (5.109)

Zamenom relacije (5.109) u izraz (5.107), uz primenu (5.98), dobija se
@wrﬂnﬁo—)r%u1)<> ()3<—nréo—n@o—ns
||z () 'V (i-1) <, Dz () 'Vv( (5.110)

- y/lmax Dz (i) v (
Na taj nacin, zamenom (5. 110) u (5 105), uz primenu relacija (5.99) i (5.100), dalje

sledi

JEOO20 ViDL,

(5.111)
gde je k,=ykk,(n+m). Polaze¢i od (5.111), relacija (5.96) moZe se alternativno

napisati
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E{wh}gva—l{“ks A <i>r<i>z<i>}

r(~i) r(i-1) r(i-1)
_%M@T (-12(i))-26' —1)Z(i)}+ (5.112)
o zwi)(r(i))zm
toor(i-1
Takodje, i relacija (5.87) se moze pisati u alternativnom obliku
r(i)=r(i-1)[1+az" ()T (i-1)z(i)] (5.113)
Uz navedeno, posto je
I AT (D)} = 25T (i) = 12 (i) (5.114)
zakljucuje se da je
ri(i) <2, {r@i)r<r(, (5.115)

gde je | jedini¢na matrica odgovarajuéih dimenzija. Na osnovu (5.91) (5.113) ( 5.115),
takodje, se dobija

ZT(i)l"(i)Z(i)< 27T (-DZ()a™ o\ v .
(-1 ez (Iri-vz() ZT(H)r(i)r(i-1)z(i (5.116)
Polaze¢i od poznatog rezultata iz matri¢ne analize [2,5]

a'b :bTa:Tr{abT},

i usvajajuci
a =2" (i) (i), b=T(i-1)Z(i),
na osnovu (5.91) sledi
Z7(Hr()r(i-1)z(i)=aTr{T(i)az (i) 2" ()T (i-1)} =
= Te{r(i)[T(I)-T* (i) T (i-1)} = [Tr{T (i-1)} - Tr {T(i)}]

Ako se sumira relacija (5.117) i primeni hipoteza A5, dobija se

(5.117)

2T ()r()z() _ .
EW_(X Tr{T'(0)} < (5.118)

Da bismo primenili leme o konvergenciji martingala uvedimo oznake
2, =V (i-1)/r(i-1);
B=kr*(i-1)Z2" () (i)Z(i);
& =kr*(i-1)Z7(i)r(i)z(i); (5.119)
So=2r(i-1)6" (i—l)Z(i){qﬁl(C:)T (i—l)Z(i))—%@T (i —1)Z(i)}

Na osnovu hipoteze A6 zakljucuje se da su su z_,8._,&, | ¢, nenegativne i F -
merljiveslucajne varijable. Takodje, na osnovu (5.118) sledi da je

S <o 2 <o (5.120)

Na taj nacin, A6 i (5.120) imaju za posledicu da (5.119) zadovoljava pretpostavke
leme 5.2, pa se rezultati ove leme mogu primeniti na (5.112), ¢ime se dobija
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limr?(i)V(i)=V" sv.1 (5.121)

i>o

- O (i-1)z(i) ¢.r(i-1)
E; T 2(:)T(i—1)Z(i)<OO sv.l (5.122)

gde je V™ konacna slucajna konstanta. Na osnovu A6 se takodje zakljucuje da postoji
realan broj p >1 takav da je

inf@" (i-1)Z(i)¢, (6" (i-1)Z(i))= p—(6" (i-1)Z (i) (5.123)

Na osnovu (5.122) i (5.123) sledi
(l—p)ai((:)T (i-1)z(i))

2 i r(i-1)

<o s.v.l (5.124)

odakle se zakljucuje da je

(67 (i-1)z(i))

Y - <o swv.l (5.125)
= r(i-1)
Polaze¢i od A7a, (5.100) and (5.106) takodje sledi
N A |e6)
V(i) | A (T OO0 | [O0) (5126)

r(i) (n+m)a, {C7(i)} (n+m)y
odakle se, kao direktna posledica (5.121), dobija
lim|&(i)] =

i—>w

o swvi (5.127)

gde je ® konacan i konstantan vektor. Sa druge strane, na osnovu (5.91) se zakljuéuje
daje

r(i)=Tr{r* (i)} =r(i-1)+aZ" (i)Z(i) (5.128)
niz neopadajucih realnih brojeva, t.j. r(i+1)>r(i), i r(i)=4,, {F’l(i)}, tako da se na
osnovu prvog dela hipoteze A8a zakljucuje da je limr(i)=co. Izvedeni zakljucak

pokazuje da su ispunjeni uslovi leme 5.3 i da se ona moze primeniti na (5.125), na
osnovu ¢ega se dobija

367 (k-1)Z (K)Z" (K)B (k1)
lim k=t ) =0 sv.l (5.129)

Uz navedeno, pretpostavka A8a implicira da se za dovoljno veliko i moze pisati
36" (k-1)Z(K)Z" (k)O(k-1) 207 Y Z(k)Z" (k)"
k=1 k=1
> ®*TeITr{ZI:Z(k)ZT(k)}®*:e
k=1
2 i 2
>z (v

Konac¢no, na osnovu (5.129) i (5.130) sledi
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o SJz (f
lim = ~=0 sv.1 (5.131)
r(0)+akZ:1:"Z (k)|

odakle se zaklju¢uje da je ® =0, ¢ime je dokaz teoreme zavrsen.

Pretpostavke pod kojima je izvedena teorema 5.1 imaju za posledicu da je
regresioni vektor (5.84) ograni¢en, $to je matematicki formulisano kroz relaciju
(5.101), koja se alternativno moze zapisati i u obliku

1
L'ﬂlﬁé[yz (k)+u?(k)]<oosv.1

gde su y(.) i u(.) merljivi izlaz i ulaz sistema, respektivno, kao i da asimptotska
autokovarijaciona matrica regresionog vektora

lim -+ 32 (k)Z" (k) =T >0 sv.1

N—oo N =}

gde simbol >0 oznacava pozitivno definitnu matricu. Primetimi, takodje, da teorema
vazi samo za stabilne sisteme, pri ¢emu je njen osnovni nedostatak, sa Stanovista
primene, ograni¢enost uslovnog broja inverzne matrice pojac¢anja algoritma, §to moze
dovesti do numeric¢kih poteskoca u situacijama kada ovaj parametar postane suvise
veliki. Uslovi_teoreme mogu se oslabiti, tako da se tako modifikovana teorema moze
primenjivati i za nestabilne sisteme, pri Cemu varijansa slu¢ajne pobude ili poremecaja
ne mora biti ¢ak ni konacna u slucaju da je nelinearna transformacija reziduala
ograniCena funkcija. Ovako modifikovana teorema prikazana je u nastavku.

Teorema 5.2: Posmatrajmo model sistema (5.80)-(5.84) i algoritam za
estimaciju nepoznatih parametara modela (5.85)-(5.87). Ukoliko model i algoritam
estimacije zadovoljavaju pretpostavke A2-A6, A7b i A8b, tada vektor procenjenih

parametara (:)(|) konvergira skoro sigurno (sa verovatnoc¢om 1 ili skraceno s.v.1) ka
vektoru ta¢nih parametara ® , 0dnosno
P{lim&(i)=6) =1 sv.1.

1>

Dokaz: Dokaz metodoloski sledi postupak koji je primenjen prilikom dokazivanja
teoreme 1. Naime, ako se sa ©(i)=©(i)-© oznaci greska estimacije i uvede
stohasticka funkcija Ljapunova V(i)=& (i)r(i)#(i), na osnovu (5.85) se dobija
(5.90), odnosno

V(i)=& (i-)r ()i -1)+28 (i-1)Z (i) (v(i.6(-D))+27 ()T (i) Z ()’ (v(i.6(-1)
(5.132)

Analogno sa dokazom teoreme 5.1, ako se desnoj strani relacije (5.132) doda i oduzme
V(i-1) i uvrsti izraz (5.91) za inverznu matricu pojacanja estimacione procedure,

dobija se (5.92), t.).
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V(i) =V (i-1)+ 28 (i-1)Z (i) (v(i,6(i-1)))+a(& (i-1)Z(i)) +2" ()T () Z ()" (v(1.6(i-1)))

(5.133)
Po analogiji sa teoremom 1, uvedimo funkciju
6,(& (i-1)2(i))= E{z//z(—v(i,@)(i —1)))‘ Fi_l} (5.134)
gde je rezidul merenja dat relacijom (5.94), odnosno
v(i,0(i-1))=-& (i-1)Z(i)+£(i). (5.135)

Funkcija ®,(.) postoji pod istim uslovima kao i funkcija ®,(.) u hipotezi AG.
Uzimajuéi, dalje, u obzir hipotezu A4, zakljucuje se da je

6,(& (i-1)2 (i) < k1[1+ (& (i—l)Z(i))z} (5.136)

gde su k,i k, pozitivna i nenegativna konac¢na konstanta, respektivno. Imajuci u vidu
da je za proizvoljan vector kolonu b u vaznosti Tr{bbT} =b"b, ako se na izraz (5.91)

primeni operacija traga matrice i usvoji b=2 (|) , dobija se
r(i)=r(i-1)+aZ" (i)Z(i) (5.137)

Sli¢no kao u teoremi 5.1, ako se sada (5,133) podel sa log* r(i), umesto sa r(i), primeni
opertor uslovnog matematicko ocekivanja {./ Fi_l} , kao i primene hipoteze A2, A3 i
uvrste relacije (5.134)-(5.136), moze se pisati

V(i) V(-1 2#(i-1)z(i) 07 (N Z 8 (17 (i
el ol 0 a(® (-02()-28 (-2)2()|

log"r (i log“r(i) log“r (i)

i (8 (-2 L2, 20N

log* r(i log“r (i

(5.138)
Po analogiji sa teoremom 5.1, analizirajmo dalje tre¢i ¢lan sa desne strane relacije
(5.138)

ik, (&(i-1 )ZZ (Hr()z( _

log“ r (i)
kK& (i1-1)r " (1)1 (i-1)Z (i) 2" (1)1 (i-1) T (i-1) (i -1 Iog (r()é()
(5.139)

U tom cilju primenimo izraz (5.106), odnosno

b|" b’ Ab |4, |[b]

bf <[ Ab] <[4,..|Ib] . |2

| min min
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uz izbor
b=T"?(i-1)&(i-1) ,A=T"*(i-1)Z(i)Z" (i)r"*(i-1)
na osnovu ¢ega sledi

& (i-1)1 (i
. {ri(i _1z(i)z' ()T

N
_—
|
[EEN
~
)1
N
—
|
[EEN
NP N
> N
i
=
N
T
=
)1
N |
N

Tr{ri(i 1)z ()2 ()i _1)}@? (i—1)r (i -1) 8(i-1) -
Tr{ I (i 1)z(i)ZT(i)r§(i_1)}v(i_1)

(5.140)
Takodje, posto je Tr{AB} =Tr{BA}, ako se usvoji
B=r"2(i-1) , A=I"*(i-1)Z(i)Z" (i)
dobija se
Tr{ %( 1)z(i)zT(i)ri(i—1)}=Tr{r(i—1)z(i)zT(i)} (5.141)

Sa druge strane, za proizvoljnu kvadratnu matricu A i proizvoljan vektor kolonu b
moZe se pisati Tr{Abb'}=b"Ab, te se izborom A=r(i-1) i b=2Z(i) i primenom
relacije (5.106) iz (5.141) takodje dobija

Tr{r(i-1)Z ()27 (i)} < A T (-1} 2 ()| (5.142)

Zamenom izraza (5.142) u relaciju (5,140), moze se pisati

& (-1 (i-1)r(i-1)Z ()2 (i)r2(i- ) 8(i-1) <4, (Fi-DHz () V (i-

(5.143)
dok se zamenom (5.143) u (5.139) dobija

(& (i-1z (i) _, iz < Y 0=D - :
L M2 Skt -}z ()P 2 ()r()20)
Mlog®r(i) V(i-1)_; ()2 (i) < V(i-1) log“r(i-1) zT(i)I'(i)Z(i)
Ao (T (i -1)} Iog“r(i)Z Hriz(=k log*r(i-1) A, {T*(i-1)}  log"r(i)
(5.144)

172

<kk,

gde je k,=kk,M 1 c=k-9>1. Imajuéi u vidu (5.144), relacija (5.138) moze se
zapisati u obliku
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E{ v (i) IE_1}< V(i—l)l)[1+k log" r (i-1) ZT(Ii)F(ri)Z(i)}

log r (i) " log*r(i- * e (T (i-1)

g
& (i-1)z (i) : g : ZT(i)r(i)z (i)
_2W{¢1(§’0(|—1)Z(|))—E§/{|—1)Z(|)}+kl 0 1 (1)
(5.145)
Uvedimo dalje oznake

z., =V (i-1)/log“r(i-1); B, =Kk, /l:?;:((ii—_ll))} Al (Il))gl:(rl()j (i);

' ()T (i) (i)
ST g ()
‘o =2&ﬁ|(0‘g‘k—?(iz)(){¢l(@ﬁ (i-1)2(i))- 28 (i—l)Z(i)} (5.146)

Da bismo dalje primenili lemu 5.2 o konvergenciji martingala potrebno je da
se dokaze da su z,,8.,,&, 1 ¢, nenegativne i F_ -merljive slucajne varijable, koje
ispunjavaju zahteve _z”lﬂi <o ] _z”lz; <. Polaze¢i od (5.137), zakljutuje se da je r(i)
niz neopadajucih reah;ih brojeve; tj. r(i)>r(i-1). Sa druge strane, uzimajuci u obzir
hipotezu A8 i ¢injenicu da je

n+m

r(i)=T { }:ZA,,{ r } mm{r-l(i)} (5.147)

gde su sa A, oznacene nenegativne sopstvene vrednosti pozitivno-semidefinitne
matrice I*(.), dok A _;, predstavlja minimalnu sopstvenu vrednost, zakljucuje se da je
limr (i) =, 0dnosno da je za dovoljno veliko iu vaznosti  r(i)>1 i logr(i)>0. Uz
navedeno, iz hipoteze A6 i ¢injenica da su kvadratne forme Vv (i)=%(i)r(i)8¢i) i
Z"(i)T(i)Z (i) nenegativne skalarne veli¢ine sledi da su z B ,&, | ¢, zaista
nenegativne i F_ - merljive slucajne varijable. Na taj nacin, jo$ ostaje da se pokaze da

su ispunjeni uslovi 3 B < ; Y& <o, 3to je ekvivalentno zahtevu
i=1 i=1

2 I;)g r-()f(i)«x: swv.l (5.148)

zaneko c¢>1. U cilju dokazivanja relacije (5.148), definiSimo sledecu matricu u blok

formi

AZ{AM Aiz}:{ail ZT(I)} (5.149)
Ao Ay
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te primenimo Schur-ovu formulu da bismo izrazili determinantu ove matrice preko
determinantni matrica koje predstavljaju njene blok-elemente [60,86]

det A=det A, det(A, - A, AA, ) =det A, det(A, - A,AA,)  (5.150)
Zamenom (5.149) u (5.150) dalje sledi

ot det(T(i)-az (i)Z" (i) =detT* (i) (a* - 2" ()T (i) Z (i) (5.151)
Takodje, zamenjujuci relaciju (5.91), odnosno njenu alternativnu formu
r(i-1)=r*(i)-az(i)z" (i) (5.152)
uizraz (5.151), dobija se
detI"* (i—1)=detT*(i)(1-aZ" (i)I'(i)Z (i)) (5.153)
odakle sledi
oz’ ()r(iz ()= (5154
Takodje, posto se moze pisati
detT (i) = [ [ 4 (T (i)} < Az {02 (i)} (5.155)
| i
r(i)=Tr{r*(i)} = S {T7(0)} 2 Ao (T (i)} (5.156)

i=1

na osnovu (5.155) i (5.156) se zakljucuje

log® (detl“1 (|))
(n+m)’

r(i)z[oletr-l(i)]ﬁ log®r(i)= (.157)

Na taj nacin, polazec¢i od hipoteze AS, relacije (5.154) i druge relacije u (5.157), dobija

se
(n+m)° & detI*(i)—detI" ™ (i-1)

15az' (Or()Z() 5

a s log°r (i) a & detl"‘l(i)logC (detl"‘l(i))

IN

(5.158)

Izvedeni izraz (5.158) moze se posmatrati kao vremenski diskretna aproksimacija
odgovaraju¢eg vremenski kontinualnog izraza, koji se dobija kada se u posmatranoj
relaciji suma zameni sa integralom, t.j.

. Sy A detI" (o)
5 detr (i) detr (11 D . at__ A
S det T (i) log® (det T (1)) gy, 109"t (c—1)log"* (detI (i, ))

lo

(5.159)

Ovde je iskoriS¢ena Cinjenica da je r(i)=Tr{r(i)} niz neopadajucih realnih
brojeva, koji na osnovu relacija (5.137), (5.147) i hipoteze A8 zadovoljava uslov
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limr(i)=o s.v.1, pri ¢emu i sekvenca detr(i) poseduje iste osobine ,na osnovu

relacije (5.157). Na taj nacin, polaze¢i od nekog indeksa i,, moze se pisati
detr*(i)>0 za >, | detlI'*(w)=0 s.v.1. Konacno, polaze¢i od (5.148), (5.158),
(5.519) i hipoteze AS, zakljuCuje se da su pretpostavke leme 2 zadovoljene, te se
rezultati ove leme mogu primeniti na izraz (5.146), na osnovu ¢ega se dobija da je
limz, = 2 s.v.1, gde je z° konaCna i nenegativna slucajna varijabla. Sa druge strane,
polaze¢i od definicionog izraza za z, u (5.146) i primanjujuci drugu relaciju u (5.146)
sa b=Zz(i),A=T"(i), dobija se

P T (i)} Pti)P
b log“r (i)

Uzimajuéi u obzir da z, konvergira ka kona¢noj varijabli, kao i hipotezu A8, iz

(5.160)

(5.160) se zakljucuje da je limPEi)P=0 s.v.1, Cime je dokaz zavrsen.

Uz navedeno, na osnovu (5.160) se takodje zakljucuje da je norma greske estimacije

P&{i)&o{%}z (5.161)

gde je lim % =0. Otigledno je da ovaj izraz zavisi od parametra a, posto r(i) u

[X|—>o0

(5.147) zavisi od «a. Na taj nacin, o« implicitno utice na brzinu konvergencije
algoritma i naziva se faktorom konvergencije, mada je izuzetno slozeno da se izvede
eksplicitni izraz za ovu zavisnost. Vise re¢i o brzini konvergencije bi¢e u petom
poglavlju, gde ¢e biti analizirana asimptotska varijansa totalne greSke estimacije.
Teorema 5.2 je opStija od teoreme 5.1, sa obzirom da za razliku od teoreme 5.1ne
ukljucuje hipotezu Al o stabilnosti sistema, tako da se teorema 5.2 mozZe primeniti
kako na stabilne tako i nestabilne linearne diskretne vremenski-invarijantne dinamicke
sisteme. Dalje uproscavanje postize se izborom klase ograni¢enih nelinearnih
transformacija u hipotezi A4. U navedenom slucaju hipoteza A7b moze se izostaviti,
tako da se zahtev za kona¢nom varijansom poremecaja u hipotezi A2 moze oslabiti,
tako da je u A2 varijansa o <o . Sada se teorema 5.2 moze preformulisati na sledeci
nacin.

Teorema 5.3: Posmatrajmo model sistema (5.80)-(5.84) i algoritam za
estimaciju nepoznatih parametara modela (5.85)-(5.87). Ukoliko model i algoritam
estimacije zadovoljavaju pretpostavke A2, pri ¢emu varijansa poremecaja u opstem
sluaju ne mora biti kona¢na, A3, A4 uz uslov da je nelinearna funkcija ogranic¢ena,

tj. konstanta konstanta k, =0, A5, A6 i A8b, tada vektor procenjenih parametara
(:)(i) konvergira skoro sigurno (sa verovatno¢om 1 ili skra¢eno s.v.1) ka vektoru
ta¢nih parametara ®, 0dnosno

P{lim&(i) =0} =1 sv.1.
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Dokaz: Dokaz je na pocetku identian dokazu teorema 5.1 i 5.2, tako da relacije
(5.132)-(5.135) ostaju u vaznosti. Naime, ako se sa @(i):@)(i)—@ ozna¢i greska
estimacije i uvede stohasti¢ka funkcija Ljapunova V(i)=& (i) (i)&(i), na osnovu
(5.85) se dobija (5.132), koju ¢emo ponovo zapisati zbog kompletnosti dokaza, t.].

V(i)=& (i-)r ()i -1)+ 28 (i-1)Z (i) (v(i.6(-D))+27 ()T (i)Z ()" (v(i.6(-1)
(5.162)

Analogno sa dokazom teoreme 1, ako se desnoj strani relacije (5.132) doda i oduzme
V(i-1) i uvrsti izraz (5.91) za inverznu matricu pojaCanja estimacione procedure,

dobija se (5.133), odnosno

V(i) =V (i-1)+ 28 (i-1)Z (i) (v (i,6(i-1)))+a(& (i-1)Z(i)) +2" ()T () Z (i) (v(1.6(i-1)))

(5.163)
Po analogiji sa teoremama 5.1 15.2 , uvedimo kao u (5.134) funkciju
6,(& (i-1)2(i))= E{y/z(—v(i,é)(i —1)))‘ Fi_l} (5.164)
gde je rezidul merenja dat relacijom (5.135), odnosno
v(i,0(i-1))=-& (i-1)Z(i)+£(i). (5.165)

Uzimaju¢i, dalje, u obzir hipotezu A4, uz dodatni uslov da je konstanta k, =0, dobija
se

$,(& (i-1)z(i)) <k, (5.166)
gde je k, pozitivna i kona¢na konstanta. Imaju¢i u vidu da je za proizvoljan vector
kolonu b u vaznosti Tr{bbT}:bTb, ako se na izraz (5.91) primeni operacija traga
matrice i usvoji b=Z(i), dobija se (5.137), t,j.

r(i)=r(i-1)+aZ" (i)Z(i) (5.167)

Sli¢no kao u teoremi 5.2, ako se sada (4,163) podeli sa log* r(i), gde je k>1 zbog A8b i

primeni opertor uslovnog matemati¢ko ocekivanja E {./ Fi_l} , kao i primene hipoteze
A2, A3 i uvrste relacije (5.164)-(5.166), moze se pisati

E{ V(D) |Fi_l}<v(i_l)—Zw(i_l)z(i){qjl(w(i—l)Z(i))—% (i—l)Z(i)}

log“r (i) ~log“r (i) log“r(i)

L Zrmz()
kl—logk W (5.168)

Uvedimo sada nenegativnu veli¢inu

S(i)=2kzi;0~T(k—l)Z(k){qbl(éT(k—l)Z(k))—%éT(k—l)Z(k)}+k220 (5.169)
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gde je k,neka konacna i pozitivna konstanta. Nejednakost u (5.169) je direktna
posledica hipoteze A6. Poslednja relacija moze se napisati i u alternativnom obliku

S(i)=5(i-1)+20" (i—l)Z(i){qSl(éT (-)z(0))-%0" (i_l)z(i)} (5.170)
Uz navedeno, uvedimo dodatno i veliine

R(i)=— W iy —r(i)e—l) (5.171)

log“r (i)’ log“r (i)
Na osnovu (5.170) i (5.171) dalje se moze pisati

TO = oeer gy {30702 (=120 4(07(-92())- 40" (-12(0)

log“r(i) log“r(i)
(5.172)

Ako se na relaciju (5.172) primeni operator uslovnog matematickog ocekivanja
E{./F_} dobijase

(TR~ R et )

(i1 (5.173)
+|O(gk—r2i)(){¢l(éT(i—1)Z(i))—%éT(i—l)Z(i)}
Zamenom (5.168) u (5.173), dalje sledi
E{T(i)/F,}< |\c/)g(kl ;(12)+ |§§:;(1i))+ 2 (IL)nggi()S(i) 17

Posto je na osnovu (5.167) r(i) neopadajuéi niz pozitivnih realnih brojeva, to je
logr(i)>logr(i—1), odakle se zakljucuje da je za k>1
1 1
< < -
log“r (i) log“r(i-1)

Zamenom (5.175) u (5.174), uz kori$¢enje definicionog izraza (5.171) za T(i), mozZe se
pisati

(5.175)

Vi(i-1 S(i-1 ZT(O)r(i)z (i
EIT()/Raf= log" (r( )1)+Iog"(r(i—)l)Jrkl (Io)gk(r(i)()
2 ()r(iz() oo
. i
:T(|—1)+le
Da bi se na ralaciju (5.176) primenila lema 1, potrebno je da se dokaze da je
i | (i)z(i)<oos.v.1 (5.177)

= Iog r(i)
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Relacija (5.177) dokazuje se na isti na¢in kao relacija (5.148) u okviru dokaza teoreme
5.2, a u sustini ova relacija je direktna posledica pretpostavki AS i A8b. Na taj nacin,
moze se direktno primeniti lema 1 na relaciju (5.176), na osnovu ¢ega se zakljucuje
limT (i)=T sv.1 (5.178)
pa na osnovu (5.172) dalje sledi

limR(i)=Rsv.1 (5.179)
gde su T i R konacne i nenegativne slucajne veli¢ine. Sa druge strane, za proizvoljnu
kvadratnu matricu A i proizvoljan vektor kolonu b moZe se pisati Tr{Abb"}=b"Ab, te

se izborom A=T"(i) i bzé(i) i primenom relacije (5.106) iz definicionog izraza
(5.171) takodje dobija

R (i) V(i) 6T(i)r(ié(

- log“r (i) log“r (i) 6.150)
T ()88 (1)) _ A (o '
log“ r (i) B log“r (i)

Na osnovu prve relacije u hipotezi A8b i Cinjenice da je A, {.}>0, posto je

I'*(.)>0, zakljucuje se iz (5.180) da mora biti ispunjeno

lim[o (i) =0 sv.1 (5.181)

i—>w
¢ime je dokaz teoreme zavrsen.

Primetimo da se teoreme 5.1-5.3 mogu primeniti i na FIR model sistema, koji
je po definiciji stabilan i poseduje sve polove u koordinatnom pocetku kompleksne
ravni. U tom smislu, iz pretpostavke Al treba iskljuciti uslov o stabilnosti
karakteristicnog polinoma A(.) (za FIR sisteme polinom A(.)=1). Na taj nalin, iz
dokaza teoreme 5.1 treba iskljuciti relacije (5.103)-(5.104), a relacija (5.101) je
direktna posledica ograni¢enosti pobude na osnovu hipoteze Al i slucajnog
poremecaja na osnovu A2, pri ¢emu je sada regresioni vektor dat sa

Z"(i)=[u(i-1),...u(i-m)] (5.182)

Dokaz i pretpostavke teorema 5.2 i 5.3 ostaju neizmenjeni, posto ove teoreme
ne zahtevaju pretpostavku Al, pri ¢emu je regresioni vektor umesto relacijom (5.84)
definisan izrazom (5.182). U naradnom poglavlju bi¢e pokazano da se izvedene
teoreme mogu generalizovati i primeniti i na sisteme sa korelisanim ili obojenim
slu¢ajnim poremecajem, odnosno i na ARMAX modele sistema.
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5.3.2 Analiza konvergencije nelinearnih rekurzivnih
stohastickih algoritama za estimaciju parametara u
dinamickim modelima sistema tipa nelinearne regresije
(ARMAX modelima) primenom teorije stabilnosti obi¢nih
diferencijalnih jednacina

U ovom poglavlju razmatrana je klasa modela sistema koji su opisani
diferencnom jednacinom sa fiksnim koeficijentima

y(i)=—§laky(i—k)+ébku(i—k)+k'2:1§(i—k)+§(i) (5.183)

gde suy(i)eR', u(i)eR', &(i)eR" izlaz sistema, merljivi pobudni signal ili ulaz i
nemerljivi stohastiCki ulaz ili poremecaj, respektivno, dok sua,,i=1,..,n, b, j=1..,m
i ¢,k=1...,] konstantni parametri u modelu. Dalje se pretpostavlja da je diskretan
niz {&(i)} stochasticki proces, koji generise rastuéi niz sub-sigma algebri {F}, kao i
da su poznate konstante m, n i |. Takodje, funkcija gustine verovatnoée (fgv) slucajne
varijable £(i) nije u opStem slucaju poznata, ali je uobicajeno da se na osnovu

izvesnog apriornog znanja o statistickim karakteristikama poremecaja definise
odredjena klasa funkcija kojoj ¢e i realna fgv poremecaja pripadati. O ovom problemu
bice viSe re¢i u petom poglavlju.

Ako se dalje uvede operator kasnjenja q*y(i)=y(i—k), model (5.181) moZe se
zapisati u polinomijalnom obliku

A(a™)y(i)=B(q*)u(i)+C(q*)&(i), (5.184)
gde se polinomi
Aa”) =1+§lak0rk, B(q‘1)=§lbkq'k, C(q‘1)=1+éckq‘k . (5.185)

nazivaju karakteristicnim polinomom, kontrolnim polinomom i polinomom
poremecaja, respektivno. Model (5.80) moze se takodje zapisati i u formi linearne
regresije

y(i)=2"(i,0)0+¢&(i) (5.186)

gde je pseudo-linearni regresioni vektor
Z"(i,0)=[-y(i-1),..—y(i-n),u(i-1),...u(i-m),v(i-16),...,v(i-1,6)]
(5.187)
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dok je ©" =[a--a,b---b,c,...c;] vektor konstantnih parametra cije vrednosti treba

proceniti na osnovu raspolozive merne sekvence ulaznih u(.) i izlaznih y(.) signala. U
prethodnom poglavlju je razmatrana klasa rekurzivnih stohastickih algoritama za
estimaciju nepoznatog vektora parametara u (5.186) u obliku

6(1)=0(i-1)+r(1)Z i)y (v(i.6(i-1))) (5.188)

gde je rezidual merenja ili is greska predikcije

v(i,6(i-1))=y(i)-6' (i-1)Z (i) (5.189)
pri ¢emu je

2" (i) =] =y (i=1) =y (i=n),u(i=2),.ou (i=m),v(i-16(-2)).....v (i-1,6(i-1-1)) |

(5.190)

pogodna rakurzivna aproksimacija pseudo-linearnog regresionog vektora u (5.187),
dok je tezinska matrica algoritma odredjena rekurzivnom relacijom

r(i)=r(i-1)-r(i-1)z(i)[a*+2" ()r(i-1)z(i)] 2" ()r(i) (5.191)

pri ¢emu je njena inicijalna VrednostF(O) =pl, p>0. Po analogiji sa odgovaraju¢im
algoritmima za estimaciju parametara u modelima linearne regresije, koji su
razmatrani u prethodnom odeljku, koeficijent o predstavlja slobodan parametar ¢ijim
se izborom moze uticati na konvergencijska svojstva algoritma. Takodje, pogodnim
izborom ovog parametra moze se uspostaviti veza izmedju nelinearne transformacije
reziduala 1//() i matrice pojacanja algoritma F(.), kao Sto je ve¢ diskutovano u
prethodnom poglavlju.

Konvergencija algoritam (5.188)-(5.191) za estimaciju nepoznatih parametara u
modelu pseudolinearne regresije (5.183)-(5.187) moze se dokazati sledeci
metodologiju analize konvergencije algoritma (5.85)-(5.87) za estimaciju parametara u
modelima linearne regresij (5.80)-(5.84). Ovakva analiza zahteva da se uvede sledece
dodatne pretpostavke.

H1: Sve nule polinoma poremecaja C(q'l) u ARMAX modelu (5.184), (5.185) leze
unutar jedinicnog kruga, sa centrom u koordinatnom pocetku kompleksne ravni.

H6: Postoji uslovno matematicko ocekivanje ¢1(z):E{y/(—§(i)+z)|E4} koje

_z
c(a”)
definisan u pretpostavci A5, a nelinearna 1//() funkcija zadovoljava pretpostavke A3 i
A5.

zadovoljava uslov {q&l[ ]—%az}o za svako z =0, gde je koeficijent o

Hipoteza H1 je uobicajena u analizi sistema sa korelisanim ili obojenim ekvivalentnim
aditivnim Sumom merenja na izlazu sistema, dok hipoteza H6 predstavlja pogodnu
modifikaciju ranije uvedene pretpostavke A6. Medjutim,obe pomenute hipoteze
ispunjene su pod istim uslovima. Naime, obe pomenute hipoteze A6 i H6 bice
zadovoljene ukoliko je uvedena funkcija
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¢.(a) = (u+a)-y(u-a)]dP(u)

monotona, neopadajuca realna funkcija realnog argumenta. Ukoliko su pretpostavke
A2 i A3 zadovoljene, ovaj zahtev ¢e biti ispunjen ako nelinearna  (-) funkcija i
funkcija raspodele verovatnoce P() poremecaja &(.) u modelima (5.80)-(5.84) i
(5.183)-(5.187) imaju zajednicku tacku rasta, Sto se svodi na zadovoljenje uslova

w(z+e)>w(z—¢), P(z+&)>P(z-¢) zaneko z i svako & >0, na osnovu koga dalje
sledi ag (a)>0 za a=0 i ¢(0)=0.

Na taj nadin, pretpostavke A6 i H6 ce biti ispunjena ako je nelinearna y (-) funkcija

neparna, skoro svuda neprekidna, monotono rastu¢a i u segmentima neprekidno
diferencijabilna.Kao $to je ranije istaknuto, iz prakti¢nih razloga je pozeljno da ova
funkcija bude i ograni¢ena (k, =0 u A4).

Posebno ako je poremeéaj raspodeljen po Gausovom zakonu verovatnoce,
okarakterisanom sa funkcijom raspodele verovatnoce P(.) koja ima nultu srednju
vrednost i varijansu o?, a za nelinearnuu transformaciju reziduala se usvoji funkcija
verodostojnosti

v (z)=—[log p(z)]l =z/c* , p(z)=dP(z)/dz

i usvoji a=Efy'(£(i))}=0", algoritam (5.183)-(5.187) se svodi na rekurzivni
algoritam najmanjih kvadrata. Dalje se dobija da je

o1 1
ag(a)=a {W—E:l

Sto znaci da je ulov A6 ag (a)>0 za a=0 i ¢(0)=0, ispunjen ukoliko je zadovoljen

uslov pozitivne realnosti
rel_ L Ll g
C(qt) 2

gde Re{.} oznagava realni deo odgovarajuéeg kompleksnog broja. Dobijeni uslov je

dobro poznat u literaturi posvecenoj konvergenciji linearnih rekurzivnih stohastickih
procedura za estimaciju parametara u modelima tipa pseudo-linearne regresije, te
hipoteza H6 predstavlja generalizaciju uslova pozitivne realnosti na nelinearne
rekurzivne stohastiCke procedure za estimaciju parametara u usvojenoj klasi modela
sistema [28,63].

Sada se mogu formulisati sledece teoreme, koje predstavljaju generalizaciju teorema
521i5.3.

Teorema 5.4: Posmatrajmo model sistema (5.183)-(5.187) i algoritam za
estimaciju nepoznatih parametara modela (5.188)-(5.191). Ukoliko model i algoritam
estimacije zadovoljavaju pretpostavke H1, A2-A5, H6, A7b i A8b, tada vektor
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procenjenih parametara (:)(i) konvergira skoro sigurno (sa verovatno¢om 1 ili
skraceno s.v.1) ka vektoru ta¢nih parametara ® , 0dnosno

i>w

P{lim&(i)=6) =1 sv.1.

Dokaz: Dozaz u potpunosti sledi postupak koji je izlozen prilikom dokazivanja
teoreme 5.2, sa tom razlikom Sto funkcije

¢l(éT (i —1)z(i)), @, (éT (i —1)z(i))
treba zameniti sa
# (07 (i-1)Z(i)/c(a™)). ¢,(6" (i-1)Z(i)/c(a™))
dok izraz (5.135) za rezidual merenja treba modifikovati na sledeci nagin

v(i,@)(i—l)):%+§(i)

Takodje , u relacijam (5.155)-(5.158) dimenziju vektora parametara (n+m) u ARX
modelu treba zameniti sa promenjenom dimenzijom vektora parametara (n+m+l) u
ARMAX modelu. Tada sve jednac¢ine u dokazu teoreme 5.2 ostaju nepromenjene.

Teorema 5.5: Posmatrajmo model sistema (5.183)-(5.187) i algoritam za
estimaciju nepoznatih parametara modela (5.188)-(5.191). Ukoliko model i algoritam
estimacije zadovoljavaju pretpostavke H1, A2, pri ¢emu varijansa poremecaja u
opStem slucaju ne mora biti kona¢na, A3, A4 uz uslov da je nelinearna funkcija

ogranifena, t.j. konstanta konstanta k, =0, A5, H6 i A8b, tada vektor procenjenih
parametara (:)(|) konvergira skoro sigurno (sa verovatno¢om 1 ili skraceno s.v.1) ka
vektoru ta¢nih parametara ® , 0dnosno

P{lim&(i)=0} =1 sv.1.

Dokaz: Uvazavajuci izmene koje su navedene u okviru dokaza teoreme 5,4, dokaz

teoreme 5.5 je identican dokazu teoreme 5.3.

Na slic¢an na¢in moze se definisati i pandan teoremi 5.1, ali je to ovde izostavljeno, s
obzirom da su teoreme 5.2 i 5.3 opstije od teoreme 5.1. Ostalo je joS na kraju ovog
poglavlja da analiziramo konvergenciju rekurzivnih stohastickih algoritama
parametarske estimacije zasnovanih na filtraciji podataka. Kao Sto je pokazano u
trecem poglavlju, opsta forma ovakvog algoritma definisana je relacijama

0(i)=0(i-1)+T(1)Z, (i)w (v (i) (5.192)
v(i)=y(i)-2"(i)6(i-1) (5.193)
Z"(i)={-y(i-1)...—y(i-n)u(i-1)..u(i-n)v(i-1)..v(i-n)}  (5.194)

(5.195)
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Filtrirane vrednosti sinala u (5.195) dobijaju se propuStanjem ovih signala kroz

inverzni C(.) polinom, odnosno

Z,(i)

1

:mz (i)=D"*(q™) (5.196)

U poslednjoj relaciji gornji indeks (i-1) oznac¢ava da je C(.) polinom definisan
relacijom (5.185), samo su nepoznati koeficijenti zamenjeni njihovim procenama u (i-
1)-vom koraku. Kao $to je pokazano u treCem poglavlju, veza izmedju koeficijenata
C(.) polinoma i D(.) polinoma data je sa

k
d=—> ¢ d; k=L-,n; d, =1 (5.197)
j=1
Relacije (5.196) i (5.197) prakti¢no se primenjuju na slede¢i nacin:
J(k)=y(K)+YT (K)d"YT (k) ={y(k-1)...y(k-1+n)kd" = {d, ..,
a(k)=u(k)+U" (k)d" YT (k):{u(k—l)...u(k—1+n)} (5.198)

v(k)=v(k)+E"(k)d'"HET (k)={v(k-1)...v(k-1+n)}

Tezinska ili matrica pojacanja algoritma data je izrazom

r(i)=r(i-1-r(i-92, ()] ()r(-y|a(i) +2] ()ri-1z, ()] 6199

gde je a(i)parametar koji uti¢e na konvergencijska svojstva algoritma. U tre¢em

poglavlju je pokazano da ovaj parametar omoguc¢ava i da se uspostavi vrlo vazna veza
izmedju nelinearne transformacije reziduala v (.) i matrice pojacanja I'(.), na bazi
tehnike linearizacije, Sto rezultuje u sledece mogucénosti za izbor ovog parametra:
a(i)=a= E{z//'(g(i))} ili a(i)=y'(v(i)) ili a(i)=a=1. Primetimo da poslednji
izbor rezultuje u modifikovanu verziju klasi¢nog algoritma generalisanih najmanjih
kvadrata, koja se od osnovnog algoritma razlikuje samo po uvodjenju nelinearne
transformacije reziduala u jednacinu za estimaciju parametara (5.192), uz dodatno
filtriranje podataka, dok je matrica pojacanja data sa Rikatijevom jednacinim (5.199)
za a(i)=a =1i ostaje neizmenjena.

Analiza konvergencije predlozenog algoritma (5.192)-(5.199) moze se, kao i
do sada, zasnivati na teoriji martingala. Medjutim, kod ovakve klase algoritama
pogodnije je da se primeni pristup zasnovan na teoriji klasi¢nih diferencijalnih
jednacina. U osnovi ovakvog prilaza nalazi se ideja da se rekurzivnoj stohastickoj
proceduri za estimaciju parametara pridruzi odgovaraju¢a obi¢na diferencijalna
jednacina, pa da se dalje za analizu stabilnosti njenog resenja koristi teorija stabilnosti
Ljapunova. Otuda se ovakav prisup oznacava u literaturi skra¢eno sa ODE (engleski
Ordinary Differential Equation Approach) [15,63,93 ]. Postupci za pridruzivanje
obi¢ne diferencijalne jednaCine odgovaraju¢im tipovima rekurzivnih stohastickih
estimacionih procedura dobro su razradjeni u literaturi [45,63 ]. Da bi se ovi rezultati
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primenili na razmatrani algoritam, neophodno je da se jednokoracni prediktor izlaza
sistema i njegov gradijent prikazu u pogodnoj formi u prostoru stanja. Da bismo to
postigli, takodje je potrebno da se osnovni algoritam (5.192)-(5.199) prikaze u nesto
drugacijoj formi, kao $to je prikazano u nastavku. Naime, koriste¢i lemu o inverziji
matrica, izraz (5.1999) se zapisati u obliku

r(i)=r(i-1)+a(i)z f(i)ZI(i) (5.200)
Uvodec¢i dalje smenu
r(i)=R(i) (5.201)
izraz (5.200) postaje
R(i)=R(i-1)+a(i)Z, (i)Z] (i) (5.202)
odnosno, usvajajuéi novu smenu
R(K)=-R(K) (5.203)
relacija (5.202) dobija oblik
iR(I)=(I-)R(i-1)+a(i)Z, (i)Z; (i) (5.204)
odakle se dobija
R(i) =R -1)+ La(i)Z, () 2T (i) (5.205)

ili u alternativnom obliku
R(i)= R(i—1)+$[a(i)zf (i)Zf (i)-R(i-1) ] (5.206)

Na taj nain, procena nepoznatog vektora parametara u ARMAX modelu sistema
(5.188)-(5.191) svodi se na

é(i):é(i—1)+%R‘1(i)Zf(i)z//(v(i)) (5.207)

gde je matrica pojacanja definisana relacijom 5.206), vektor filtriranih podataka
izrazima (5.198), a rezidual merenja relacijom (5.193). U treCem poglavlju je
pokazanoda je predikcija izlaza ARMAX modela definisana izrazom

9(i16) - B(q_l)u(i)+[1— A(q_l)}y(i)zzT(i,Q)e (5.208)

c(a”) C(a”)

gde su d =n+m+1 dimenzioni vektori parametara i pseudo-linearne regresije dati
slede¢im izrazima

6" ={a,L ,a,b,L b,c.L,c}

(5.209)
Z"(i,0)={-y(i-1),L ,.—y(i-n),u(i-1),L ,u(i-m),v(i-1,0),v(i-1,0)}
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pri ¢emu je greska predikcije
v(i,0)=y(i)—?(i/@)zy(i)—ZT(i,Q)Q (5.210)

Predikcija izlaza (5.208) moze se alternativno dobiti i filtriranjem ulazno-izlaznih

mernih podataka kroz kona¢no dimenzioni linearni filtar ¢iji je vektor stanja
o' (1,0)=2"(i,0)={-y(i-1),L ,—y(i-n),u(i-1),L ,u(i-m),v(i-1,0),v(i-1,0)}
(5.211)

pobudni signal je dvodimenzioni vektor kolona koji sadrzi teku¢a merenja izlaza i
ulaza zT(i)z{y(i)u(i)}, dok predikcija (5.208) predstavlja izlazni signal. Na taj

nacin se dobija za jadnacinu stanja

o(i+1,0)=F (0)p(i,0)+E(0)z(i) (5.212)

gde su odgovarajuc¢e matrice funkcije nepoznatog vektora parametara 6 dimenzije
d=n+m-+I date izrazima

[00 ... 00 00 --- 00 00 --- 00 | -1 0]

10 .- 00 00 --- 00 00 --- 00 0 0

o0 --- 10 00 --- 00 00 --- 00 0 0

o0 --- 00 00 --- 00 00 --- 00 01

o0 --- 00 10 --- 00 00 --- 00 0
F(0)=]|. L . . L E(9)=| .

o0 --- 00 00 --- 10 00 --- 00 0 0

-a.. —a, —-b .. -b, —¢ .. — 10

o0 --- 00 00 --- 00 10 --- 00

|00 --- 00 00 --- 00 00 --- 00 ] | 0 0]

(5.213)
dok je jednacina izlaza data relacijom (5.208), odnosno
9(i/0)=H(0)(o(i,0);H(0)=0T (5.214)

Slede¢i metodologiju izloZenu u literaturi [63], diferencirajmo izraze (5.212) i (5.214)
po vektoru parametara 6. Posto je F(6) matricaa 6 je vektor, to ¢e izvod F () po

Obiti veliCina sa tri indeksa, odnosno tenzor [2,5]. Ovako kompleksna notacija moze
se izbeéi uvodjenjem d xd matrice

M (H,go,z)z%[F(@)goJrE(e)z] (5.215)

¢ija i-ta kolona ima d vrsta i data je izrazom
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{%F(@)}DJ{%E(Q)}H=1,~--,d;d=n+m+| (5.216)
kao i 1xd vector vrstu
D(H,qo)z% H(0)e] (5.217)
¢ija i-ta kolona data je relacijom
{%H(@)}w;izlw,d;d=n+m+| (5.218)
Uz navedeno, uvedimo dodatno i d xd matricu
g(i,e)=;—0¢(i,9)={¢<1>(i,9).--¢<d>(i,9)};d =n+m+l (5.219)
¢ija je j-ta kolona sa d vrsta i ima oblik
go(j)(i,é?):w; j=Ll--,d=n+m+l (5.220)

J

Na taj nacin, izvod izraza (5.212) po & moze se pisati u obliku

$(i+1,0)=F(0)¢(i,0)+M(6,0(i,0),2(i)) (5.221)
Takodje, uvodeéi oznaku za d dimenzioni vektor kolonu
. d ...
,0)=—y/(i/0 5.222
1(.6)=459(1/6) (5222

jednacina (5.214) mozZe se napisati u slede¢em obliku, nakon diferenciranja
n" (i,0)=H(0)¢ (i,6)+D(0,9(i,0)) (5.223)

gde je vector H(.) definisan relacijom (5.214) a matrice C() i D(.) izrazima (5.219,
5.220) i (5.217, 5.218), respektivno. Uvodeéi prosireni vector stanja q(.) i proSireni
vector izlaza y (.)

O (i
. o 0" (1.0),,

: (1,0 _ i/0 _ .
R SRR Kt B

col & (i,0) , n(l
d?x1 +1)x dx1 _l(d+1)x d) [:
(et (e (0( )(I’e)dxl d2x1
(5.224)

gde col A oznacava vektor kolonu koji je formiran od matrice A tako Sto su njene
kolone , pocevsi od prve, poredjane jedna za drugom, relacije (5.212), (5.221), (5.214)
i (5.223) mogu se objediniti u okviru slede¢e dve vektorske jednacine, koje definisu
proSireni model u prostoru stanja
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q(i+1,0)=A(0)q(i,0)+B(0)z(i)

. . (5.225)
y(i,6)=C(0)q(i,0)
gdesu d(d+1)xd(d+1) matrica Ai d(d+1)x2 matrica B date izrazima
_F(B) ded ded |
E(6)
G, (0) F(6) - Oy :
A(0)=|G,(0) 04y - 0Oyy 1 B(0)=| 7 (5.226)
. . ': ' Ouz d(d+1)x2
Gy(0) 04y i F(0)

L Jd(d+1)xd(d+1)
pri cemu su matrice F i E definisane izrazima (5.213), dok O,
dimenzije mxn. Takodje, na osnovu (5.213) i (5.216) dobija se

d .
_E(0)=0; j=1--.d 5.227
%6, (0)=0; ] (5.227)

oznacava nula matricu

pa iz relacija (5.215) 1 (5.216) sledi

0,
M (0.2.0)-ZF@)p=| 7 |<[Myom,) (5220)
00 @ 144 axd
O(I—l)d
o
0| [00---000-0]7
: 00 ---0 00---0
M. = ?1 0 = bo.--o:oo:.--o 0=G, (0)g;i=1-,d=n+m+l (5.229)
0 00--- 0-10---0
: 100--0 00--0
O_

gde je o, () i-ta komponenta regresionog vektora u (5.212). Sa druge strane, na
osnowu izraza (5.221) sledi

colg (i+1,0) =F (0)cols (i,0)+colM = F(0)colS (i,0)+[M,---M;---M, ] (5.230)
gde su kolone matrice M definisane izrazom (5.229). Uzimaju¢i u obzir (5.212),

(5.219),(5.224) i (5.230) dobija se direktno izraz (5.226) za matrice A i B u
proSirenom modelu u prostoru stanja (5.225).

Na sli¢an nacin, na osnovu (5.214) i (5.218) dobija se

0 0 1
H(0)=—8" ={0---10---0 5.231
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pa iz (5.217) sledi
D(p,0)=0¢" (5.232)

Na taj nacin, imajuéi u vidu (5.219) i (5.232), relacija (5.223) moze se zapisati u
obliku
n=H(0)col +¢ (5.233)

pa na osnovu (2.208), (5.211), (5.222), (5.224) i (5.233) matrica C u jednacini izlaza u
proSirenom modelu u prostoru stanja (5.225) odredjena je kao

H(@) led led"' led
H (0) led led
C(0)=| lyg OuqH () 0y (5,234)

Primetimo da je matrica u (5.226) trougaona i da sadrzi matricu F u svakom
od (d+1) —og dijagonalnog blok elementa. Ovakva struktura matrice A ima za
posledicu da su sopstvene vrednosti matrice A identi¢ne sa sopstvenim vrednostima
matrice F u (5.213), samo ¢e stepen viSestrukosti sopstvenih vrednosti matrice A biti
veéi u poredjenju sa stepenom viSestrukosti odgovarajuc¢ih sopstvenih vrednosti
matrice F. Analizom matrice F pokazuje se da ona poseduje nultu sopstvenu vrednost
viSestrukosti m+n, dok preostalih | sopstvenih vrednosti predstavljaju nule polinoma
C(.). Na taj naci, skup

D, = {0 :sopstvenevrednosti F (0) lezeunutar jedinicnog kruga|z| <1} (5.235)

identican je skupu
D, = {9 ‘koreni jednaéineC(z'l) =0 lezeunutar jedinicnog kruga|z| < 1} (5.236)

Drugim recima, stabilnost proSirenog modela u prostoru stanja (5.224)-
(5.226), (5.234) uslovljena je stabilnos¢u linearnog prediktora (5.211)-(5.213), a ovaj
sistem ¢e biti stabilan pod uslovom da vektor parametara pripada skupu (5.235),
odnosno (5.236). Primetimo, takodje, da je odredjivanje predikcije izlaza i njenog
gradijenta na osnovu jednacine izlaza u proSirenom modelu u prostoru stanja (5.225)
ne efikasno u prakticnom smislu, s obzirom da su matrice koje definiSu ovaj model
retke, odnosno sadrze veliki broj elemenata ¢ija je vrednost jenaka nuli. S toga se ovaj
model koristi za teoretske analize, ali ne i za prakti¢nu implementaciju parametarskog

etimatora. OznaGimo, dalje, sa M(@) skup razmatranih modela, koji se dobija
variranjem vrednosti vektora parametara & u ARMAX reprezentaciji (5.183)-(5.187)
u okviru nekog podskupa D, e R, gde R’ oznacava d dimenzioni Euklidov prostor.
Posto je generisanje predikcije stabilno jedino ako 6 D,, to je prirodno da se
pretpostavi da je D, c D,. Medjutim, osnovnu potesko¢u u primeni prediktora

(5.225) u okviru rekurzivne procedure za estimaciju vektora parametara 6 predstavlja
¢injenica da algoritam (5.225) u opstem slucaju nije rekurzivan. Ovakav zaklju¢ak
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zasniva se na cinjenici da izraCunavanje vektora stanja q(i,@(i—l)) na osnovu

(5.225), gde je é(i —1) procena vektora parametara 6 u (i-1)-vom diskretnom
trenutku vremena, ne zahteva samo tekuca merenja ulaza i izlaza sistema z(i), vec
zahteva pamcenje i prethodnog skupa mernih podataka {Z (k).k< i} , Sve dok matrica

A(é(i —1)) ne postane nulpotentna, odnosno dok ne bude ispunjeno A" (é(i —1)) =0

za neko n. Ovaj problem moze se prevazici na sledec¢i nacin. Naime, reSenje vektorske
diferencne jednacine stanja (5.225) dato je sa [16,24,48]

q(i,0(i-1))= A'(6(i-1))a(0 ZA'“( -1))B(6(i-1))z(k) (5.237)

Ako je dalje zadovoljeno da é(i—l)e D,, tada ¢e A"(é(i—l))—)O sa porastom
indeksa k, te ¢e dominantni ¢lanovi u sumi (5.237) imati vrednost indeksa
k=i-1---,i—K. Sa druge strane, ako se za rekurzivnu estimaciju parametara u
usvojenom skupu modela primeni algoritam (5.206)-(5.210), skalarni factor 1/i u
algoritmu za estimaciju parametara (5.207) bi¢e mali broj za dovoljno veliku vrednost
indeksa vremena i, pa ¢e u navedenom slucaju biti vrlo male razlike izmedju procena
vektora parametara 6(i-1),---,0(i—K). Ove dve &injenice opravdavaju uvodjenje
sledeée aproksimacije izraza (5.237)

a(i,0(i-1))~q i{l_l[A( )}( (K))z(k) (5.238)

k=0 s=k+1

na osnovu koje se dobija pogodna rekurzivna aproksimacija izraza (5.225) u obliku
relacije

q(i+1)=A(0(i))a(i)+B(A(i))z(i) (5.239)

Izvedeni rezultat omogucava da se modifikuje i jednacina izlaza u prosirenom modelu
u prostoru stanja (5.225) na slede¢i nacin

o [I0G-D)| ()
7(1001-3)-= n(i16(i-1)) ~L(i)

U izvedenoj rekurzivnoj aproksimaciji (5.239), (5.240) linearnog prediktora u
prostoru stanja (5.225) matrice A(.) i B(.) definisane su relacijama (5.226), dok je
matrica C(.) definisana izrazom (5.234). Da bismo linearni predictor (5.239), (5.240)
primenili u okviru rekurzivne stohasticke procedure za estimaciju vektora parametara
(5.194), (5.196), (5.206)-(5.211) proSirimo vector stanja joS i sa teku¢im merenjima
ulaza i izlaza z(i), ¢ime se dobija modifikovani linearni prediktor u obliku jednacdine
stanja

}:C(é(i—l))q(i) (5.240)
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i+1
(0(I+ )dxl [q(iJrl)d(M)}
d(d+1)+2

x(i+1)=|col¢ (i+1),. =

- Z (i +1) X.
z (I +1)2><l (d?+d+2)a -
_ A(e(i))d(d+l)><d(d+l) B(Q(i))d(d+l)x2 x(i)+{od(d+l)xz:|z(i) (5.241)
0,a(a1) 0,., 2

= A (6(1))x(i)+B"(6(i))2(i)
gde su matrice A(.) i B(.) definisane relacijama (5.226) a novi vektor stanja dat je sa
Z (i)dxl

- (i) . :
X | _ q(l)d(d+1)><1 _ Co(p id><1 =|co dz(l) -7 | _ y(l)
( )_[ Z(i)le }(dmzﬂ)xl ) Ig( )dZX1 - ! do ¢ , ( )_{u(i):|2x1

z ( )le (d+d?+2pa z (i )le

(d+dz+2)><l
(5.242)
dok je jednacina novog izlaza, na osnovu (5.196) i (5.208)-(5.211)
[ ALt B (gt i
i), )| e {ng; ng;}
K(i)z Jpa | 2 q a x2 X(i) 2
Zf (I)dxl 1 (d+d +2)><1
Ci—l(q-l) lga dedz O
) (5.243)

U poslednjoj relaciji gornji indeks (i-1) oznacava da su A(.), B(.) i C(.) polinomi
definisani relacijom (5.185), samo su nepoznati koeficijenti zamenjeni njihovim
procenama é(i—l) u (i-1)-vom koraku. Kompletan algoritam za estimaciju
parametara ARMAX modela (5.185) definisan je relacijama (5.206), (5.207), dok se
vektor regresije Z(.), greSka predikcije v(.) i filtrirani vector regresije Z (.)
izraGunavaju na osnovu jednacina linearnog prediktora (5.241)-(5.243). Medjutim, kao
§to je veé istaknuto, neophodno je da se obezbedi da procena vektora parametara é(l)

ostane u okviru skupa  (5.235). Ovo se moze posti¢i uvodjenjem projekcionog
mehanizma u algoritam (5.207)

00)=| 8-+ 1R ()2, (v (v (1) (5.24)

gde je

» D)

n 0ecD
[0] = o (5.245)
Py nekod e Dﬂ 0¢ Dy

152



Analiza rekurzivnih stohasti¢kih algoritma parametarske identifikacije: konvergencija
i konzistencija procena parametara i simulacija

Kao Stoje pokazano uslov (5.245) svodi se na uslov da koreni jednacine
C' (z‘l) =0 zadovoljavaju pretpostavku (5.236), a za proveru ovog zahteva moze se

koristiti neki od testova stabilnosti iz teorije linearnih diskretnih sistema, ns primer
Dzurijev test [16]. Problem kontinuiranog pracenja stabilnosti inverznog filtra

Di(z'l)zllCi(z'l), gde je z kompleksni broj, moze se prevazi¢i usvajanjem
Ci‘l(q‘l)zl u (5. 196) i (5.243), kada se posmatrani algoritam svodi na rekurzivnu

stohasticku proceduru bez filtriranja podataka (5.188)-(5.191), ¢ija je konvergencija
analizirana prethodno primenom teorije martingala. Tada je pokazano da ovaj

algoritam konvergira pod pretpostavkom H6, koja se za slucal linearne 1//() funkcije

svodi na uslov striktne pozitivne realnosti polinoma C(.) u ARMAX modelu (5.185),
Sto je dobro poznat rezultat u literature za pseudo-linearne regresione metode [28,63].
Takodje, razmatrani algoritam sa filtracijom podataka predstavlja nelinearnu
ekstenziju u literature predlozenog rekurzivnog algoritma maksimalne verodostojnoti
tipa 2 [36,82].

Slede¢i metodologiju ODE pristupa [63], sada se moze formulisati slede¢a teorema
kojom se rekurzivnoj stohastickoj estimacionoj proceduri pridruzuje odgovarajuci
sistem obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina (ODE sistem).

Teorema 5.6: Posmatrajmo model sistema (5.185)-(5.187) koji je poznat sa tacnos$cu
do nepoznatog vektora parametara 6 i rekurzivni algoritam (5.192)-(5.199) za
estimaciju nepoznatog vektora parmetara, koji se moze napisati i u alternativnom
obliku (5.196), (5.197), (5.206)-(5.211), pri ¢emu se vektor regresije Z(.), greSka
predikcije v(.) i filtrirani vektor regresije Z () mogu izratunati i na osnovu

jednacina linearnog prediktora (5.241)-(5.243), odnosno

8(1)=0(i-1)+=R*()Z, (i) (v(i)) (5.246)

R(i) R(i—1)+%[a(i)zf(i)ZI(i)—R(i—l)] (5.247)

A(6(i B(6(i 0
X(i+1)= ( ( ))d(d+1)><d(d+1) ( ( ))d(d+1)><2 X(i)+ d(d+1)x2 Z(I)
0 02><2 |2><2 (5248)

2xd(d+1)
= A (0())x(i)+B"(6(i))2(i)

gde su matrice A(.) i B(.) definisane relacijama (5.226) a vektor stanja i vektor izlaza
dati su sa
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—y( 1)

;Z(i)= -5 ;coldtzj—g)= : _ ;z(i)={u(i)

(5.249)
Y PR Py L
|:V(I)l><l :IZ B (q ) C (q )1><2 X(i)
Z, (i
(I)dxl % Idxd Od P Od><2 5.250
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U poslednjoj relaciji gornji indeks (i-1) oznacava da su A(.), B(.) i C(.)
polinomi definisani relacijom (5.185), samo su nepoznati koeficijenti zamenjeni
njihovim procenama 0(i—1) u (i-1)-vom koraku. Pretpostavimo, takodje, da su

ispunjene sledece pretpostavke

P1: Skup razmatranih modela M (6)={6:0 e D, e R*} opisanih sa (5.185)-(5.187) je
takavda D, c D, gde je skup D, definisan sa (5.235) i (5.236), ¢ime je obezbedjeno
da se sve sopstvene vrednosti matrica A*(H) u (5.248) za svako 0 €D, c D, nalaze
unutar jedini¢nog kruga |z|<1 sa centrom u koordinatnom pocetku z-kompleksne
ravni.

P2: Generisanje ulazno-izlaznih signala sistema z(i) je takvo da poseduje asimptotski
stacionarnu srednju vrednost, tako da za svako 6eD, c D, postoje granicne
vrednosti

lim —Zz W (v(i)=f(0)

N—oo N

lim =3[ ()2, (1)2] (1)-R(i-1)]=F (R.6)

N—oo N Py
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1 R
,lecﬁ;[l+||z(|)”] <o
P3: Matrica pojacanja algoritma R(i) u (5.206) je simetricna i za svaki indeks
diskretnog vremena i zadovoljava uslov R(i)>6|, gde je | jedini¢na matrica
odgovarajuc¢ih dimenzija, a 6 >0 je neka pozitivna konstanta.

P4: Generisanje ulazno-izlaznih podataka je eksponencijalno stabilno, u smislu da su
potonji podaci z(k), k<i skoro sigurno nezavisni od tekucih podataka z(i), za k
dovoljno manje od i.

P5: Kriterijumska funkcija p(.) u indeksu performance J, (é) = i‘lzi:p(v(k,é)), &iji
k=1

se minimum odredjuje rekurzivno primenom predlozenog algoritma, je dva puta
diferencijabilna, odnosno postoje izvodi v (.)=p'(.) i yv'(.)=p"(.).

P6: lzvodi kriterijumske funkcije u P5 su glatke funkcije u smislu da zadovoljavaju
uslove

w (v(1.0)) < C(1+||V(_)||2);H%y/(v(i,e)) <c(t+ ()); <c(Llr )

v (v(10))

Tada se rekurzivnoj stohastiCkoj estimacionoj proceduri (5.246)-(5.250) moze
pridruziti slede¢i sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina (skra¢eno ODE)

dz—(;)= Rf (9);dz—(;)= F(R,0) (5.251)

gde su funkcije f(.) i F(.) definisane u hipotezi P2.

Dokaz: Predlozeni algoritam predstavlja specijalan slu¢aj opSteg rekurzivnog
algoritma tipa stohastickog gradijenta

X (1) =x"(i-2)+u(1)Q(i.X"(i-1),¢ (1))
¢ (i)=A(X (i-1))@" (i-1)+B(x"(i-1))e(i)

za koji je pretpostavljeno da ispunjava sledece zahteve [63]:

(5.252)

C1: Funkcija Q(i,x*,go*) je neprekidna, u LipSicovom smislu, po x" i ¢~ u bilo kojo
okolini (7,(5), gde je X € D,, pri ¢emu je D, podskup prostora parametara x a @
je proizvoljno, odnosno zadovoljava LipSicov uslov
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”Q(i’X1’§01)_Q(ivxzv§02)"5 K(Y,(E,O',U)[Hxl—X2||+||(p1—(p2||:|
za||x,~X|<oil|lp,—p|<v,gdeje o =c(X)>0 iv=0(p)>0.

C2: Matritne funkcije A(x") i B(X") su neprekidne, u Lipsicovom smislu, za

X eDg.

C3: Diskretan niz {e(i)} je takav da je ispunjeno

!LrL]kZi;ﬂ(i,k)Q(k,Y,go*(k,Y))z f (X),VX e Dy

gde je

*

o (i,X)=A(X)e (i-1,X)+B(X)e(i);0 (0,X)

dok su teZinski koeficijenti B(i,k) povezani sa tezinskim koeficijentima (i)na
sledeéi nacin

k

pi)=p() [T[1-#(i)]

j=i+l

C4: Zasvako X" e D, postoji neko C(X,4,c) takvo da je

limkzi;ﬂ(i,k)[lJru(k,/l,c)]K(Y,go*(k,Y),o(Y),u(k,/l,c))=

C(xAc)v(iAc)= c;w (k)

gde je K(.) LipSicova konstanta iz hipoteze C1, a A je mksimalna sopstvena vrednost
matrice matrice A(X).

C5: Niz teZinskih koeficijenata ispunjava uslove iy(i) =oo;lim u(i)=0.

i=1

Primetimo da hipoteze C1 i C2 obezbedjuju da su odgovarajuée funkcije od interesa
dovoljno glatke, tako da male promene u x i ¢ nece prouzrokovati velike promene u
procenama. Hipoteza C3 daje asimptotski usrednjeni pravac pretrazivanja algoritma u
X prostoru, dok je hipoteza C4 matematicki iskaz zahteva da se neée pojaviti velika
odstupanja od usrednjenog ponaSanja. Prvi uslov u hipotezi C5 predstavlja
matematicku formulaciju zahteva da procene mogu prelaziti proizvoljne distance, dok
druga ralacija u C5 obezbedjuje konvergenciju procena bez obzira na slucajne
fluktuacije u Q(.).Oznagimo, dalje, sa D zatvoreni podskup skupa D, i pretpostavimo
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da postoje kona¢na konstanta C < oo niz diskretnih vremenskih trenutaka {i, } , koji u
opStem sluCaju moze zavisiti od pojedinéne sekvence {e()} takvi da

X (i) <D,

(p*(ik)‘<C. Ako, uz navedeno, postoji i neka dva puta diferencijabilna

funkcija V (x") definisana na D, takva da je
V’(x*) f (x*)s 0,x e D,

u literature je dokazano da niz {x(l)} generisan relacijom (5.252) konvergira na

sledeéi nacin [63]

D, = {x* X" e Dy AV'(X*) f (x*)z O}
klaster tacki na granici skupa Dy

gde je f(.) srednji pravac pretrazivanja algoritma (5.252) u C3. Postojanje klaster tacke
na granici skupa D, podrazumeva da postoji vremenski podniz {ij}takav da procena

x*(ij ) u (5.252) teZi ka granici skupa D, kada indeks diskretnog vremena i — o . U

literature nije definisana posebna obicns diferencijalna jednacina, ali su kasnije autori,
imaju¢i u vidu da je srednji pravac pretrazivanja algoritma (5.252) u C3 dat sa f(.),
rekurzivnoj  stohastickoj estimacionoj proceduri (5.252) pridruzili obi¢nu
diferencijalnu jednacinu (ODE)

= f(x' (7)) (5.255)

koja ima ista asimptotska konvergencijska svojstva kao i rekurzivni stohasticki
algoritam (5.252) [ ]. Uvedimo, dalje, opsti rekurzivni stohasticki parametarski
estimator, sa generalnim pravcem pretrazivanja H(.) u prostoru parametara 6

R(i)=R(i-1)+ 7 ()M (iR (i-2) v (1)1 (7)) (5.256)
0(1)=0(i-1)+7 ()R ()h(i.0(i-1).v ()0 () (5.257)
Specijalni sludaj ovog algoritma predstavlja Njutn-Rafsonov algoritam
0(1)=0(i-1)-7 ()R (i) p(10(1-1).(160(i-1) (5.258)
;—Qp(i,é?,v(i,é?)): Py (1,6,v(1,6))=p, (1,6,v(1,6))n(i.0) (5.259)
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v(1.0)=y(i)-y(116); n(1.0) == (1.6) =~y (i10) (5.260)
R(i)=R(i-1)+
7 ()] oo (10(1-2),v (1,0(i-1))) +n (i,0.(1-1)) p,, (1,01 ~1),v (.0 (i-2)))n" (i,0(i-1))-R(i-1) ]
(5.261)
koji rekurzivno minimizira generalni kriterijum
J(0)=E{p (u@vu@)}_nm ZE{ (k.0.v(k,0))} (5.262)

I~>oc|k1

gde je matematicko ocekivanje E{}u odnosu na sluCajni proces
{Z(i):{y(i),u(i)}}a E{.}u (5.262) je generalisano matematicko ocekivanje. U

ovakvom algoritmu matrica pojacanja (5.261) predstavlja pogodnu aproksimaciju
Hesijana kriterijuma (5.262), kojom se modifikuje gradijentni pravac pretrazivanja
(5.259), kako bi se dobio povoljniji pravac pretrazivanja. Takodje, u izrazima (5.259) i
(5.261) donji indeksi oznacavaju parcijalne izvode prvog i drugog reda u odnosu na
odgovarajuée varijable. Predlozeni algoritam (5.246), (5.247) predstavlja specijalni

slucaj algoritma (5.258)-(5.262), kod koga kriterijumska funkcija p(.) u (5.262)
zavisi samo od v(.) a ne i od @, odnosno p(i,@,v(i,@))zp(i,v(i,@)) tako da je
Py ()=0i p,()=p'()=w(), pri Cemu je takodje uvedena aproksimacija
n(i,@(i —1)) ~n(i)=Z, (i). Na taj nacin, poredjenjem (5.246) i (5.247) sa (5.256) i
(5.257), zakljucuje se da je

h(i,0(i-1),v(i).n(i))=h(i,v(i).n()=n()w (v(i))=Z (i)w (v(i)) (5.263)
H(i.R(1-1),0(i=1) (). (i) = H (i R(=2) v (D) () = (D) ()" (1) =R (i-1)
(5.264)

Slede¢i metodologiju predlozenu u literature [63], uvedimo u generalni algoritam

(5.256), (5.257) linearni prediktor u prostoru stanja za generisanje predikcije izlaza i
njenog gradijenta

S(i+1)=A(6(i-1))¢ (i)+B(0(i-1))z(i) (5.265)
Lg:?(]i(v;i)l)}=c(9(i))§(i+1) (5.266)
v(i):y(i)—y(i);n(i)z—;—ey(i) (5.267)

uz sledece predpostavke:
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M1: Model prediktora (5.265)-(5.267) je stabilan za 6 D,, gde je D, kompaktan
podskup u okviru d-dimenzionog Euklidovog prostoraR®, odnosno za 6 e D, sve

sopstvene vrednosti matrice A(6) nalaze se unutar jedini¢nog kruga |z| <1 sa centrom
u koordinatnom pocetku z-kompleksne ravni.

M2: Model prediktora je diferencijabilan po 6, za svako 6 €D,, odnosno matrice
A(0), B(0) i C(6) su neprekidno diferencijabilne po 6 zasvako 6D, .

C,1: Funkcije h(.) i H(.) u parametarskom estimatoru (5.256), (5.257) su dovoljno
glatke, u smislu da je vektor h(i,@,v,n) diferencijabilan po svim argumentima
6,v,n,takodazaneko C<wi §eD, vazi

InG.v.m)| , i.6.vm) <G L4} ¢l ]

[, (.0.v. )] +[h, (i.0.v.m)| < CL2+|v[+ ][]

dok je matrica H(i,R,60,v,n) diferencijabilna po svim argumentima R,0,v,n, tako
daje

[H (RO )| <C ey +|nf” +|R]]
[He (iR 0w )|+ [H, (iR 0w m)| < €[ 24+ |

IH, (i,R.0,v.n)|+|H, (i.R,6.v.n)| <C[L1+|v|+]n]]

C,1: Kriterijumska funkcija p(i,@,v) je dovoljno glatka, u smislu da je tri puta
neprekidno diferencijabilna po argumentima v, 6 tako da je zaneko C <xi €D,

[0 (1.6, +]0 (1,60.) < C[ 14" |

o, (i,H,v)|+|pV9 (i,@,v)| < C[1+|v|:|

pw(i,Q,v)|£C

P, (i,H,v)|+ Lo (i,Q,v)|+ Lo (i,@,v)| <C

1900 (1,0, + s (1,0, < €[ 1+
|00, (1,6,v) < C
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D1: Generisanje ulazno-izlaznih podataka z(i) je takvo da postoje asimptotski
stacionarne srednje ili o¢ekivane vrednosti

E{h(i.0,v(i.0).n(i,0))} = f (0)
E{H(i.R.0,v(i,0).n(i.0))} = F(R.0)

gde je generalisano matematicko ocekivanje dato sa

gde je E{.}klasicno matemati¢ko odekivanje u odnosu na dvodimenzionu sludajnu
varijablu z' (i):{y(i),u(i)} . Uz navedeno, da bi obezbedili da su h,i h nezavisni za
|t—s| dovoljno veliko, pretpostavimo da je generisanje podataka i eksponencijalno

stabilno, u smislu da za svako tis, t > s, postoji sluc¢ajni vektor zg(t) koji predstavlja
aproksimaciju vektora z(t), izraCunatu na osnovu nove informacije u vremenskom
intervalu (s,t), a koji pripada o -algebri generisanoj sa z' ={z(i),i st}i nezavisan je

od z°(za s=t usvajase z;(t)=0), takav da je
E{\z(t)—z;’(t)\4}<cx‘-5,c <o, A<l

R1: Generisanje matrice pojacanja algoritma R(i) u (5.256) je takvo da je ova matrica
simetrina i R(i)>6lza neko &>0(A>Bima smisao da je A-B pozitivno

semidefinitna matrica), ¢ime je zagarantovano postojanje odgovarajuce inverzne
matrice.

G1: Skalarni factor pojacanja u (5.256),(5.257) ispunjava uslov limiy (i)=x>0.

Algoritam (5.256), (5.257), (5.265)-(5.267) moze se svesti na oblik (5.252)
uvodjenjem prosirenog vektora stanja

corSn {40 e (S0 50 S
(5.268)

nakon ¢ega iz (5.265)-(5.267) sledi

()= A (0-1)¢ (1-1)+8(0(i-1)2(1) (5269
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{ v(i)i)}zc*(e(i—l))g*(i) (5.270)

coln(

nakon uvodjenja odgovarajuéih smena promenljivih

Cfe . o uRIN(6C(0)EC(0)¢)
" {colR]q’ ~¢iie)- u(i)colH (i,R,0.C; (0)¢",C; (0)¢7) 627D
y(i):%;A(x*):A*(H);B(x*):B*(H);e(i):z(i) (5.272)

U literaturi je pokazano da je algoritam (5.256), (5.257), (5.265)-(5.267) pod uslovom
da zadovoljava hipoteze M1, C,1, C 1, DI, Rl, GI identican algoritmu (5.252),

(5.268)-(5.272), kao i da poslednji algoritam zadovoljava uslove C1-C6. Zbog
kompletnosti izvodjenja, skiciratemo ovaj dokaz u najkra¢im crtama (za detaljno
izvodjenje videti str. 174-176 u [63] ). Naime, uslov C1 sledi na osnovu direktnog

izraCunavanja, uz koriS¢enje hipoteza C,1 i M1, kao i ¢injenice da se na osnovu
hipoteze R1 moZe pisati |[R™| <57, dok na osnovu hipoteze G1 sledi u(i)< iz, ¢ime

se konac¢no dobija
K(X.5.0,0)=K(0,R,¢,0,0)=C[1+v+|¢]] ;0 €D,
gde je C konstanta dobijena na osnovu &, iz i konstanti u okviru Cl

Uslov C2 je direktna posledica hipoteze M1.

Dokaz uslova C3 zasniva se na hipotezi D1. Naime, pokazuje se da na osnovu D1
sledi [63]

limY S h(k,0.v (k.0).7(k.0)) = f ()

1> | k=1

|ilei:H (k.R.0,v(k,0),n(k,0))=F(R,0)

i—w | 1

i 3
limsupi}Z[lJr”z(k)"] <o
i—>w ]
tako da se prve dve relacije razlikuju od C3 samo po faktoru u(i) i R™'. Pokazuje se

da C3 sledi na osnovu gornjih izraza, uz koris¢enje Holderove nejednakosti, kao i
hipoteza R1, G1iC,1
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Uslov C4 sledi na osnovu definicionog izraza u C4, ograni¢enosti podataka prema

poslednjoj relaciji, definicionog izraza za vektor stanjag(') i hipoteze M1.

Uslovi C5 i C6 su automatski ispunjeni za izabrani faktor pojacanja 7(') =1/ .

Predlozeni algoritam u okviru Teoreme 5.6 definisan je relacijama (5.246)-(250) i
predstavlja specijalan slu¢aj generalnog algoritma (5.256), (5.257), (5.265)-(5.267), za
specifican izbor funkcija h(.) i H(.) u (5.263) i (5.264), respektivno. S toga, uvedene

pretpostavke P1-P6 predstavljaju tehnicki iskaz hipoteza M1, Gl Cpl, D1,R1iGlza
navedeni konkretni slucaj, tako da su uslovi C1-C6 zadovoljeni i za pretpostavke P1-
P6, tako da na osnovu definicije vektora stanja u (5.271) i pridruzene diferencijalne
jednacine u (5.255) direktno sledi izraz (5.251), ¢ime je dokaz teoreme zavrSen.

Pretpostavke M1, M2, Gl CPl,Rl i G1, odnosno odgovarajuc¢e hipoteze u okviru
teoreme 5.6 odnose se na funkcije i varijable koje bira sam projektant, tako da se one
uvek mogu potpuno verifikovati. Medjutim, uslovi D1, odnosno ekvivalentne
pretpostavke P2 i P4 u Teoremi 5.6, odnose se na podatke, te na njih treba gledati kao
na hipoteze, posto nije moguce da se izvrsi njihova formalna verifikacija u praksi.
Jedino je moguce da se uvedu neke pretpostavke o nepoznatom mehanizmu kojim se
generiSu ulazni i izlazni signali sistema koji se identifikuje, pa da se naknadno proveri
da li uvedene pretpostavke dovode do uslova koji su nam potrebni. U tom smislu su i
uvedene odgovaraju¢e prirodne pretpostavke o nadinu generisanja ulazno-izlaznih
podataka, ¢ime su obezbedjene asimptotski stacionarne potrebne oc¢ekivane vrednosti,
kao i i eksponencijalna stabilnost.

Primetimo da uslov (5.253) ukazuje da je uvedena funkcija V(.) u sustini funkcija
Ljapunova, koja se koristi za analizu stabilnosti reSenja obi¢nih diferencijalnih

jednacina [16,93]. Prema teoriji Ljapunova, ako je v (X) pozitivna skalarna funkcija
vektorskog argumenta, tj.

V(x)=0 ,zaVvx (5.273)

i to takva da kada se izracuna duz trajektorije X (T) diferencijalne jednacine

K= (5.274)
ova funkcija opada, odnosno zadovoljava uslove
d d dx ,
TV ()= LV (x(2)) d(:) —V'(x(z)) F(x()) <0 ,zawx(r) (5.275)
iV (X(r))—O :X(r)e D —{X' X(O)e D = X(z’)e D Za‘v’z'}
dr B ¢ TN ¢ ¢ (5.276)
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gde je D, invarijantni skup date diferencijalne jednacine, tada se takva funkcija V(X)
naziva funkcijom Ljapunova. Kao §to je matematicki iskazano u (5.276), invarijantni
skup zadovoljava uslov da bilo koja trajektorija koja zapo¢ne unutar ovog skupa i

ostaje u njemu. Van ovog skupa funkcija v {X(T)} je striktno opadajuca kao funkcija

vremenskog argumenta ° . Medjutim, posto je funkcija Ljapunova ograni¢ena sa donje
strane, to ona ne moze da opada neograni¢eno, ve¢ ¢e trajektorija, odnosno reSenje

diferencijalne jednacine, X(T) konvergirati ka invarijantnom skupu. Na taj nacin,
uslovi (5.273)-(5.276) garantuju da ¢e invarijantni skup De it asimptotski globalno

stabilan. Takodje, stacionarna tacka X diferencijalne jednacine (5.274) zadovoljava

uslov
f(x)=0 (5.277)
i predstavlja jedan invarijantan skup, posto je u vaznosti
x(0)=X=x'= f(x*)=0:>x(r)=x*,zaVr (5.278)

Uz navedeno, bilo koji invarijantan skup D ima domen atrakcije DA, koji je takav da
bilo koja trajektorija koja zapocne u njemu konvergirace ka njegovom invarijantnom
skupu, t.j.

x(0)e D,=x(r) > D,,D, c D, (5.279)

Ako je Da jednak celom skupu na kome je definisana diferencijalna jednacina, tada je

skup I:)cglobalno asimptotski stabilan, dok ako je DAstriktno vec¢i od D, radi se o
stabilnom invarijantnom skupu. Na taj nacin, sve trajektorije (reSenja) diferencijalne

. .- . v . D... ., . . e,
jednacine koje zapo¢nu u Euklidovom prostoru ~Rili ¢ée ostati u njemu ili ¢e

konvergirati ka invarijantnom skupu D, kada vreme neograniceno raste. Dakle, uslov
stabilnosti trajektorije (reSenja) posmatrane diferencijalne jednaCine je uslov
Ljapunova (5.275), odnosno

V'(x) f(x)<0,xe Dy (5.280)
Ukratko izlozena teorija Ljapunova moze se direktno primeniti na obi¢nu
diferencijalnu jednaCinu (5.251) koja je pridruzena rekurzivnoj stohastickoj
estimacionoj proceduri (5.246)-(5.250), za analizu stabilnosti odgovarajuce trajektorije
(reSenja) diferencijalne jednacine, s obzirom da su asimptotska svojstva predlozenog
rekurzivnog stohasti¢kog algoritma ekvivalentna asimptotskim svostvima analizirane
trajektorije. Rezultati su sumirani u okviru sledece teoreme.

Teorema 5.7: Posmatrajmo algoritam (5.264)-(5.250), uz pretpstavku da zadovoljava
hipoteze P1-P6 Teoreme 5.6, kao i da su ispunjeni dodatni uslovi da nelinearna

transformacija rezidala merenja v () ima ogranicen izvod, a da realni deo polinoma
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C(q™) definisanog sa (5.196) i (5.197) pozitivan, t . Re{C(q‘l)} >0. Tada procena

vektora parametara (5.264) ARMAX modela (5.185)-(5.187) konvergira sa
verovatno¢om 1 (s.v.1) ili skoro sigurno (s.s) ka stacionarnoj tacki funkcije Ljapunova

V(OR) = Ely (v(1) (5.281)

gde je V(')residual merenja u (5.250), a matematicko olekivanje je definisano u

odnosu na dvodimenzioni vektor izlazno-ulaznih podataka 2! (') - {y(i), “(i)} :

Dokaz: Dokaz se svodi na dokazivanje ¢injenice da je funkcija (5.281) zaista funkcija
Ljapunova, koja zadovoljava uslove (5.273) i (5.275). Posto je na osnovu definicije
(5.281) ova funkcija pozitivna, to je uslov (5.273) ispunjen, te ostaje da se pokaze, u
skladu sa zahtevom (5.275) i da je njen izvod nepozitivan. Diferenciranjem izraza

(5.281) po vremenskoj varijabli * dobija se

d I
@V (H,R):E{z//(v(l))l// (V(I))VHV(I)}# (5.282)
gde je na osnovu (5.186), (5.187), (5.190) i (5.193)
v(i)=-2"(i)(6-6")+&(i) (5.283)

U izrazu (5.283) simbol * oznaCava tatnu vrednost vektora parametara, Sto
podrazumeva da i realan sistem pripada usvojenoj klasi modela i da je razlika izmedju
sistema i modela samo u vrednosti vektora parametara. Ukoliko to nije slucaj, vektor
parametara sa gornjim indeksom * oznaCava samo minimum kriterijuma u P5. Imajuéi
u vidu definiciju filtriranog regresionog vektora u (5.196), t.j.

Zf(i):

—_1)Z(i)= D(q™)Z (i) (5.284)

Vv(i)=-Z(i)=-C(q™)Z, (i) (5.285)

Zamenom izraza za gradijent reziduala ili greSke predikcije (5.285) i izraza (5.251) za
diferencijalnu jednacinu pridruzenu rekurzivnoj stohastickoj estimacionoj proceduri u

relaciju (5.283), uz koris¢enje pretpostavke da je ‘W ()‘ <k

konstanta, dobija se

gde je k konacna, pozitivna

;_0\/ (0.R)=—E{C(a™ )y (v(1)Z] (i)} R () f () (5.286)
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gde je na osnovu pretpostavke P2 u teoremi 5.6
F(0)=E{zZ, (i)y (v (i)} (5.287)

Na osnovu P2 takodje sledi da je funkcija F(0.R)

F(0.R)=E{a(i)Z, ()Z] ()| -R, a(i)=y'(v(i)) (5.288)

Uvrstavanjem izraza (5.287) u (5.286) moze se pisati

u (5.251) data sa

;—ev(e,R)?kC(q‘l) f ()R (z) f(z)<0 (5.289)

Relacija (5.289) je realna, te izvedena nejednakost sledi na osnovu usvojene

-1
pretpostavke da polinom C(q ), gde g sada ima znacenje kompleksne varijable,

-1
zadovoljava uslov pozitivnosti realnog dela Re {C (q )}> 0j hipoteze P3 u Teoremi

5.6, na osnovu koje je R(i)>0, tako da je kvadratna forma u (5.289) nenegativna, t.j.
fTR™f >0 0=6

f(67)=0

. U izrazu (5.289) znak jednakosti vazi samo za neko za koje je

, odnosno koje predstavlja stacionarnu tacku funkcije Ljapunova V(.).

Ukoliko je reSenje 9=0 posmatrane nelinearne algebarske jednacine jedinstveno,
procene vektora parametara (5.264) konvergirace ka njemu skoro sigurno, u smislu da
je

P{lim@_(i):@*}:l (5.290)

Ovim je dokaz teoreme zavrsen.

Primetimo, na kraju, da se po analogiji sa Teoremama 5.6 i 5.7, koje se odnose
na ARMAX reprezentaciju modela sistema, mogu formulisati i ekvivalentne teoreme
za slu¢aj ARX i FIR modela sistema, koji su analizirani u prethodnom poglavlju
primenom teorije konvergencije martingala. Jedina razlika u takvoj analizi u odnosu
rezultate prikazane u ovom poglavlju predstavlja oblik matrica F(.) i E(.) u izrazu
(5.213), koje u slucaju ARX modela postaju
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00 ... 00 00 - 00 -1 0
10 - 00 00 - 00 00
00 - 10 00 --- 00 00
F(0)= L E(0)=
00 - 00 00 --- 00 01 (5.291)
00 - 00 10 --- 00 0
00 - 00 00 - 10 | 0 0]

dok se za slu¢aj FIR modela svode na oblik

00 ... 00 0
10 - 00

F(0)=|. . FEO)=) L (5.292)
00 - 10 0 0

U oba razmatrana slucaja matrica M(.) u (5.228) jednaka je nuli, te matrica A(.) u
(5.226) postaje blok dijagonalna. Takodje, regresioni vektor u slu¢aju ARX modela
ima oblik

<pT(i)=ZT(i)={—y(i—1),L —y(i-n),u(i-1),L ,u(i—m)} (5.293)
dok je isti vektor kod FIR modela dat sa

o (1)=2" (i) ={u(i-1).L u(i-m)} 5.204)
Dalja analiza u potpunosti sledi korake izlozene u ovom poglavlju.

Rezultati analize izvrSene u ovom i prethodnom poglavlju imaju asimptotski karakter,
odnosno u vaznosti su na uzorku velike duzine, koja je u teorijskom smislu
neogranic¢ena. Nazalost, u teoriji ne postoji kriterijum na osnovu koga se moze odrediti
neophodna veli¢ina mernog uzorka koja ¢e garantovati izvedene asimptotske osobine
algoritama parametarske estimacije. Odgovor na postavljeno pitanje, kao i na
mnogobrojna druga pitanja koja se odnose na osobine stohastickih procedura
parametarske estimacije na mernim uzorcima male duzine, kao i u razli¢itim uslovima
rada bliskih realnosti, mogu se dobiti samo putem eksperimentalne analize na bazi
raCunarske simulacije. Rezultati ovakvih istrazivanja prikazani su u narednom
poglavlju.
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5.4 Eksperimentalna Analiza na osnovu racunarske
simulacije

U ovom poglavlju prikazani su prakticni rezultati koji su dobijeni na osnovu
imlementacije predlozenih algoritama parametarske estimacije na racunaru opste
namene, koris¢enjem MatLab programskog paketa i metodologije Monte Karlo
simulacije. Analizirane su dve ulazno-izlazne reprezentacije modela sistema, od kojih
prva predstavlja specijalni oblik opste forme ARX model (5.80)-(5.84), Cetvrtog reda
kod koga su odgovarajuci polinomi

A(q-l)=1—q-l+o.18q-2—0.78q-3+o.656q-4, B(q-l)=2q-l (5.295)
tako da vektor linearnne regresije (5.293) dobija oblik
Z"(i)=[-y(i-1) —y(i-2) —y(i-3) —y(i-4)u(i-1)] (5.296)
dok je vektor pravih parametara

Q" =[1 —-0.18 0.78 —0.656 2] (5.297)

Pobudni signal {u(l)} generisan je kao diskretan beli gausovski stohasticki proces,

nulte srednje vrednosti i jedini¢ne varijanse, dok je stohasti¢ki poremecaj, t.j. aditivni
Sum merenja, {§(|)} generisan kao realizacija ¢-kontaminirane gausovske funkcije

gustine verovatnoce (f.g.v)

p(&(0))=p, (£(1))=(1-)N(&(i)/0,6%)+sh(£(i)), O<e<l  (5.298)

gde je N(./a,b) normalna f.g.v srednje vrednosti a i varijanse b, dok je h(.) proizvoljna
f.g.v. Uobicajeno je da se usvoji i da je f.g.v h(.) takodje normalna f.g.v, nulte srednje
vrednosti i varijanse o znatno veée od nominalne varijanse o®. Uzorak ovakve f.g.v
moze se prakticno realizovati generisanjem realizacije uniformno raspodeljene
slucajne varijable r na intervalu (0,1), pozivanjem odgovarajuée bibliotecke funkcije
MatLaba, te ukoliko je r <1—¢ treba pozvati odgovarajuéi generator pseudo-slucajnih
brojeva u cilju generisanja uzorka sa nominalne normalne f.g.v N(./0,6%), dok u
protivnom treba pozvati generator pseudo-slucajnih brojeva da bi se generisao uzorak
sa usvojenom f.g.v h(.). Primetimo, takodje, da MatLab poseduje bibliotecku funkciju
kojom se generiSu realizacije standardne normalne f.g.v. N(./0,1), te ukoliko sa x
ozna¢imo takvu realizaciju, tada je realizacija y slucajne varijable N(./0,0°) data sa
y =oXx. Za proizvoljnu f.g.v h(.) potrebno je da se napise MatLab programski kod za
zeljeni generator pseudo-slucajnih brojeva, koriste¢i odgovarajuci algoritam[49].

Cilj eksperimenta je bio da se uporede osobine predlozenog rekurzivnog nelinearnog
stohastickog algoritma (5.85)-(5.89) za estimaciju parametara u usvojenom modelu
sistema (5.295)-(5.297) sa standardnim rekurzivnim algoritmom najmanjih kvadrata,
koji sledi iz prethodnog algoritma kada se usvoji linearna transformacija reziduala

merenja, t.j. v (v) =v , a vrednost parametra « odredi na osnovu poznate vrednosti
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nominalne varijanse Suma u modelu (5.298), odnosno « =oc 2. Prvi algoritam
oznaCen je skraceno sa RRA, a drugi sa RLS. U prvom algoritmu parametar
o predstavlja koeficijent statistiCke linearizacije i izraunava se kao matematicko
ocekivanje izvoda nelinearne transformacije reziduala (5.88) u odnosu na usvojenu
f.g.v aditivnog Suma merenja (5.298), tj. o = E{z//'(v(i))}. U opstem sluGaju ovo
oc¢ekivanje se ne moze odrediti egzaktno, s obzirom da vrednosti stepena
kontaminacije &, kao i kontaminirajué¢i ¢lan h(.) i njegova varijanse o u modelu
Suma (5.298) nisu nikad ta¢no poznati u praksi. Kao $to je diskutovano u cetvrtom
poglavlju, jedna mogucnost je da se ovo matemati¢ko ocekivanje izracuna na osnovu
najnepovoljnije f.g.v p, u okviru usvojene klase (5.298), koja nosi minimum
informacije o estimiranim parametrima, u smislu FiSerove koli¢ine informacije | ( p).

U Sestom poglavlju je pokazano da je ovakva f.g.v normalna u srediSnjem delu i
eksponencijalna u repovima, na osnovu ¢ega se dobija

po=argminl(p), 1(p)= E{[%T} a=1(p,) Z[Z(I—e)erf (k)ol}—1 (5.299)

pep,

gde je erf(.) funkcija greSke, dok k oznacava podesljivi parametar u izrazu za z//()

funkciju (5.88), a o predstavlja varijansu normalnog ¢lana u familiji f.v.g (5.298).
Alternativna mogucénost je da se uvede klize¢i prozor oko tekuceg diskretnog trenutka

vremena i odgovaraju¢e duzine L i matematiCko ocekivanje aproksimira
odgovaraju¢om aritmetickom sredinom
I . ,
aza(l)zt dow (v(k)) (5.300)
k=i-L+1

gde je v (.) rezidual merenja u (5.86).

Efikasna robusnost algoritama (odgovaraju¢i engleski termin je Efficiency
Robustness), u smislu njihove neosetljivosti na prisustvo realizacija impulsnog Suma,
ili outlier-a, koje su generisane kontaminiraju¢om f.g.v h(.) u (5.298), ilustrovana je
rezultatima prikazanim u okviru Tabela 5.1, 5.2 i 5.3. Kao kriterijum za poredjenje
algoritama koriS¢ena je ukupna srednje-kvadratna greska izraCunata usrednjavanjem
rezultata 100 Monte Karlo realizacija. Dobijeni rezultati pokazuju da je RLS
algoritam nesto efikasniji od RRA algoritma u slucaju ¢isto normalnog Suma merenja
(Tabela 5.1; ¢ =0 u (5.298)), sto je u skladu sa dobro poznatom ¢injenicom da je
RLS metod u navedenom sluc¢aju optimalan, u smislu minimalne totalne varijanse
greSke estimcije [28,49,63]. Oba algoritma zadrzavaju visoku efikasnost i u uslovima

prisustva outlier-a male varijanse o/ (Tabela 5.2), dok je RRA algoritam znatno

efikasniji od RLS algoritma u slu¢aju veéih vrednosti varijanse outlier-a o, ¢ak i za

relativno male vrednosti stepena kontaminacije & u (5.298) (Tabele 5.1 i 5.2). Sa
prakti¢nog stanovista je posebno vazno da se istakne da je efikasnost RRA algoritma
zadovoljavajuée visoka za proizvoljan tip kontaminirajuce f.g.v u (5.298) (videti
Tabelu 5.3).
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Sa aspekta implementacije RRA algoritma je, takodje, vazno da se obezbedi njegova
relativna neosetljivost na izbor vrednosti slobodnih parametara u algoritmu, kao Sto su
podesljivi parametar k u izrazu za z//() funkciju (5.88), varijansa o?nominalnog

normalno raspodeljenog ¢lana u familiji f.v.g (5.298) i po&etni uslovi (0) i I'(0) u

(5.85) i (5.87), respektivno. U praksi nepoznata varijansa o>nominalnog normalnog
poremecaja procenjena je na osnovu robusnog medijana estimatora (5.89), te je ostalo
da se pogodnim izborom vrednosti parametra k u (5.88) obezbedi robusna efikasnost, u
smislu da RRA algoritam poseduje priblizno isti kvalitet procena kao RLS algoritam u
uslovima ¢istog normalno raspodeljenog poremecaja, koju zadrzava i u situacijama
kada je normalno raspodeljeni merni uzorak kontaminiran outlierima, odnosno
realizacijama impulsnog Suma, koji su generisani nepoznatom f.g.v h(.) u (5.298).

Uticaj parametra k u izrazu za z//() funkciju (5.88) na kvalitet procena parametara

(5.85) ilustrovan je rezultatima Monte Karlo simulacije koji su prikazani u Tabeli 5.
Na osnovu dobijenih rezultata moze se zakljuciti da se izborom vrednosti ovog
parametra u intervalu (1.4,1.5) postize zadovoljavajuca efikasnost RRA algoritma, za
umerene vrednosti stepena kontaminacije ¢ <0.2, bez obzira na vrednost varijanse
o kontaminirajuéeg ¢lana u (5.298). Ovaj rezultat je zadovoljavajuéi u mnogim

primenama, s obzirom da realni merni podaci razliCite fizicke prirode po pravilu
sadrze do 10% outliera [4]. Primetimo da je varijansa Suma generisanog sa (5.298)
data sa (1-&)o® +evar{h()}, te da je
var {L(0,1)} = 2,var{C(0,1)} = o, var{N (0,10)} =10,var{R(0,10)} =10?/12.5a  druge  strane,
izbor pogetnih pogadjanja 6(0)i I'(0) moZe uticati na konvergencijska svojstva RRA
algoritma, s obzirom na njegovu nelinearnu prirodu. Takodje, osetljivost RRA
algoritma na pocetne uslove je nesto veca ukoliko se koristi vremenski promenljivi
faktor konvergencije (5.300) umesto fiksnog faktora konvergencije (5.299), za
umerene vrednosti stepena kontaminacije ¢ <0.2. Ovaj problem se moze prevazi¢i
izborom dobrih pocetnih procena parametara, koje su generisane nekim nerekurzivnim
algoritmom, kao Sto su nerekurzivni metod najmanjih kvadrata ili nerekurzivni metod
ponderisanih najmanjih kvadrata, koji su opisani u Sestom poglavlju. Ina¢e problem
adaptivne estimacije, sa jednovremenom procenom nepoznatih statistickih parametara
Suma i parametara modela sistema, bi¢e razmatran u sedmom poglavlju.

Algoritam
0 0.02 | 0.05 0.3

RLS 0.012 | 0.037 | 0.071 | 0.181

2 6 2 1
RRA 0.013 | 0.013 | 0.015 | 0.213
9 S 6

Tabela 5.1: Srednje kvadratna greska estimacije za razli¢ite vrednosti statistickog
parametra Sumaé (h=N(0,10), o* =1 k=15, ®(0)=0,(0)=0.11)
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Algorita o,
m 3 6 10 100
RLS | 0.017 | 0.050 | 0.123 | 0.8113
2 6 6
RRA | 0.015 | 0.015| 0.016 | 0.0224
3 8 0

Tabela 5.2: Srednje kvadratna greska estimacije za razli¢ite vrednosti statistickog
parametrasuma o (h=N(0,07),0°=1, £=0.1,k=156(0)=0,I(0)=0.1I)

Algor. h()
L(01) | C(0.1) | R(0,10) | N(0.20)

RLS | 0.1249| 0.9721| 0.0317 | 0.1235
RRA | 0.0167| 0.0194| 0.0131 | 0.0160

Tabela 5.3: Srednje kvadratna greska estimacije za razliCite Statistike outliera h ( L —
Laplasova, C- KoSijeva, R — uniformna f.g.v;
0?=1¢=01k=150(0)=0,T(0)=0.1)

Algorita
m 1 2 3 4

RRA | 0.0273| 0.0164| 0.0189| 0.0337

Tabela 5.4: Srednje kvadratna greska estimacije za razliCite vrednosti nivoa zasié¢enja k
nelinearnosti v (.) (h=N(0,10), 6* =1, ¢ =0.1, ©(0)=0,I'(0)=0.11 )

Da bi se ispitao uticaj korelisanog Suma na performanse RRA algoritma
simuliran je ARMAX model sistema (5.185), kod koga su A(.) i B(.) polinomi
definisani izrazima (5.295), dok je obojeni Sum generisan filtriranjem normalnog
belog Suma, nulte srednje vrednosti i jedini¢ne varijanse, kroz polinom (filtar)

C(a™)=1+02q" (5.301)
Na taj nacin, regresioni vektor (5.190) dobija oblik
Z7(i)=[-y(i-1) -y(i-2)-y(i-3) —y(i-4)u(i-1),v(i-1)] (5.302)

dok je vektor tacnih vrednosti parametara

O =[1 —-0.18 0.78 —0.656 2 0.2] (5.303)
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RRA algoritam sada je definisan izrazima (5.302),(5.303), (5.188)-(5.191), (5.88) i
(5.89). Svi ostali uslovi otali su neizmenjeni u odnosu na prethodni eksperiment.
Performanse ovog algoritma poredjene su sa RLS algoritmom, Kkoji koristi linearnu
transformaciju reziduala umesto (5.88) i faktor konvergencije «=d™, gde je
varijansa nominalnog normalnog Suma u modelu (5.298) izracunata na osnovu (5.89).
U RRA algoritmu koriséena je relacija (5.299) ili (5.300) za izraCunavanje faktora
konvergencije. Rezultati Monte Karlo simulacije prikazani su u Tabeli 5.5. Takodje,
implementirana je i modifikacija RRA algoritma sa filtracijom podataka (5.192)-
(5.199) sa nelinearnom transformacijom reziduala (5.88), estimacijom nominalne
varijanse Suma (5.99) i faktorom konvergencije (5.299) ili (5.300). Ovaj algoritam
oznacen je sa RRAF.

Algor. h(") h(.)

L(01) | €(01) | N(0,1) | N(0,20)

RLS ]0.1544 | 1.9151 | 0.0220 | 0.1635
RRA ]0.0360 | 0.0484 | 0.0309 | 0.0278
RRAF | 0.0329 | 0.0415 | 0.0312 | 0.0233

Tabela 5.5: Srednje kvadratna greska estimacije za razliCite Statistike outliera h ( L —
Laplasova, C- KoSijeva, R — uniformna f.g.v;
0?=1¢=01k=150(0)=0,T(0)=0.1)

Sli¢no kao u prvom eksperimentu, RLS algoritam je dao najbolje rezultate u
slucaju Cisto gausovskog poremecaja (Tabela 5.5; h(.)=N(0,1) in (5.298)). U slucaju
kontaminiranog Suma merenja (Tabela 5.5, h(.)=L1(0,1),C(0,1),N(0,10)) RLS algoritam
generiSe pomerene procene parametara zbog korelisanog Suma, dok RRA algoritam
zadrzava visoku efikasnost, kao i RRAF algoritam. Ovo se moze objasniti delovanjem
nelinearne ttansformacije reziduala 1//() u relaciji za estimaciju parametara, ali i
adekvatnim mehanizmom za generisanje matrice pojacanja algoritma T'(i), gde faktor
konvergencije « deluje tako da sopstvene vrednosti ove matrice ne opadnu suvise,
¢ime se obezbedjuje adekvatan pravac pretrazivanja u prostoru parametara i relativna

neosetljivost na uticaj Suma merenja. Filtracijom mernih podataka poboljsan je
kvalitet procena parametara, ali je takav algoritam slozeniji za implementaciju.
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6. OPTIMALNA PARAMETARSKA
IDENTIFIKACIJA

U petom poglavlju razmatrana je klasa rekurzivnih stohastickih procedura
Newton-Raphsonovog tipa za parametarsku estimaciju linearnih, vremenski-
invarijantnih, diskretnih, dinamickih stohastickih sistema. Kao §to je pokazano, ovi
algoritmi rekurzivno minimiziraju opSti nelinearni empirijski indeks performanse, a
analiza konvergencije algoritama data je u petom poglavlju. Sam izbor nelinearne
kriterijumske funkcije u indeksu performanse predstavlja slobodan korak i razliciti
izbori nelinearne transformacije greske predikcije ili reziduala merenja rezultovace u
algoritme parametarske estimacije razlicitih svojstava. U ovom poglavlju je pokazano
da se ova nelinearna funkcija ipak moze odrediti preciznije zavisno od raspoloZive
apriorne informacije o statistiCkim karakteristikama aditivnog Suma merenja. Kao §to
je poznato iz literature, ukoliko postoji asimptotski efikasan estimator, u smislu
minimalno moguée totalne asimptotske varijanse greske estimacije, odnosno
maksimalno moguca asimptotska brzina konvergencije, onda je to estimator
maksimalne verodostojnosti, kod koga je nelinarna transformacija greSke predikcije
(reziduala merenja) definisana funkcijom verodostojnosti, koja predstavlja negativan
prirodni logaritam funkcije gustine verovatno¢e Suma merenja [49,60,63,89]. Ovakav
rezultat sledi direktno na osnovu Cramer-Raove nejednakosti, koja definiSe
minimalno moguéu vrednost totalne asimptotske varijanse greske estimacije za zadate
stohasticke karakteristike relevantnih sluc¢ajnih procesa [49,60,63,89]. Drugim rec¢ima,
estimator maksimalne verodstojnosti dostize Cramer-Raovu donju medu, koja je
definisana Fisherovom informacionom matricom. Medutim, u mnogim primenama
realna funkcija raspodele verovatno¢e Suma nije poznata, te se optimalna
kriterijumska funkcija verodostojnosti ne moze odrediti. Slede¢i metodologiju
robusne estimacije [4,33,39,40,72,75,76,78,89], i u navedenim sluc¢ajevima moze se
definisati optimalna kriterijumska funkcija, zavisno od raspolozive apriorne statisticke
informacije o0 statistickim karakteristikama Suma merenja. ReSenje ovako
postavljenog zadatka sastoji se u sledeCem. Na osnovu raspolozive apriorne
informacije o statistickim karakteristikama Suma definiSe se izvesna klasa raspodele
P, kojoj pripada i realna funkcija raspodele verovatnoce Suma. Zatim se odreduje
najnepovoljnija funkcija gustine verovatnoce u okviru pretpostavljene klase, koja nosi
minimum informacije o estimiranim parametrima, odnosno koja maksimizira Cramer-
Raovu donju medu. Optimalna kriterijumska funkcija tada predstavlja funkciju
verodostojnosti, odredenu prema najnepovoljnijoj funkciji gustine verovatnoce u
okviru date klase. Analizom ukupne asimptotske varijanse greSke estimacije moze se
pokazati da je ovako izabrana kriterijumska funkcija optimalna u smislu mini-maksa
ukupne asimptotske varijanse greSke estimacije. Drugim re¢ima, predlozena
procedura za izbor optimalne kriterijumske funkcije u okviru unapred specificirane
klase raspodele poremecaja zasniva se na primeni Cramer-Raove teoreme na izvedeni
izraz za asimptotku matricu kovarijanse greSke estimacije i maksimizacije Cramer-
Raove dalje mede za najnepovoljniju raspodelu u okviru date klase. Tada ¢e ukupna
asimptotska varijansa greSke estimacije takvog estimatora biti statisticki ogranicena i
nece prelaziti garantovanu granicu robusnosti, koja je minimalno moguca u okviru
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pretpostavljene klase raspodele Suma i klase algoritama koji generiSu nepomerene
procene parametara u usvojenoj reprezentaciji sistema. Ovakav estimator je u sustini
estimator maksimalne verodostojnosti za najnepovoljniju  funkciju raspodele
verovatno¢e Suma u okviru specificirane klase, a za svaku drugu raspodelu
verovatno¢e unutar usvojene klase asimptotska varijansa greSke estimacije nece biti
veca nego za slucaj najnepovoljnije funkcije raspodele verovatnoce, koja je odredena
na osnovu minimizacije Fisherove informacione matrice, tj. Cramer-Raove dalje
mede.

6.1 1ZBOR OPTIMALNOG INDEKSA PERFORMANSE
NA BAZI RASPOLOZIVE APRIORNE INFORMACIJE O
STATISTICKIM KARAKTERISTIKAMA SUMA

Kao $to je pokazano u cetvrtom poglavlju, procena nepoznatog vektora
parametara u usvojenoj reprezentaciji modela sistema koja odgovara FIR, ARX ili
ARMAX strukturi dobija se kao reSenje odgovaraju¢eg nelinearnog sistema
jednacina, koji se generalno ne moze resiti analiticki. U praksi je jedino moguce da se
na osnovu kona¢nog skupa merenja ulaza i izlaza sistema {u(j)y(j)1< j<i}
generise, na neki nacin, procena é(l) koja bi kad i neograniCeno raste konvergirala ka

optimalnom reSenju, koje minimizira usvojeni indeks performanse, odnosno ka pravoj
vrednosti vektora parametara u razmatranom modelu. Kao Kkriterijum za ocenu
kvaliteta takve procene moze se usvojiti asimptotska matrica kovarijanse greske

V(F,p)= !quoiE{(é(i)—e*)(é(i)—e*)T} 6.1)

koja karakteriSe asimptotsku brzinu konvergencije procene é(i) ka ta¢noj vrednosti

parametara 6°, odnosno minimumu usvojenog kriterijuma. Navedena matrica, kao $to
je u izrazu (6.1) i naznaceno, generalno zavisi od funkcije gubitaka F() u indeksu

performanse (4.5) i realne gustine verovatnoce poremeéaja p(-) u modelu (3. ).

Najjednostavniji na¢in generisanja takve procene sastoji se u aproksimaciji indeksa
performanse (4.5) aritmeti¢kom sredinom , 0dnosno

1,60)= 2 Fl(1.0] 62

gde je v rezidual ili greska predikcije. U opstem slu¢aju v(i,0) je dato jednadinom
linearne regresije za FIR i ARX strukturu modela, v(i,8)=y(i)-¢" ()9, odnosno
jedna¢inom pseudolinearne regresije v(i,8)=y(i)-¢" (i,6)0 za ARMAX modele. Na
taj nacin, procena é(i) dobija se direktno iz uslova minimuma empirijskog kriterijuma
(6.2), tj.

A

0(i)=argminJ;(0) (6.3)
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Navedena aproksimacija (6.2) omoguéava da se priblizno izraCuna asimptotska
matrica kovarijanse greSke optimalne procene (6.3) i da se funkcija gubitaka F()

izabere na optimalan nacin u smislu postizanja maksimalno mogucée asimptotske
brzine konvergencije. Osnovni rezultat je prikazan slede¢om teoremom.

Teorema 6.1. Neka su zadovoljene sledece pretpostavke:

P1: Funkcija rizika F(-) u indeksu performanse (6.2) je parna, dva puta diferencijalna
i konveksna.

P2: Funkcija raspodele poremecaja &£(i) u modelu zadovoljava pretpostavke

E(i)i=0, E{6)(j)=025;, P(-z)+P(z)=1, gde je 5; Kronekerov delta

ij?
simbol, pri ¢emu postoji apsolutno neprekidna funkcija gustine verovatnoce
p(z)=dP(z)/dz.

P3: Matrica

B(6",02)=E{Vv,v(i,o" Viv(i,6")}=B,(0" )+ 2B, (67) (6.4)
je pozitivno-definitna, gde je o-§ disperzija poremecaja, a v(i,e) je greska predikcije
ili rezidual merenja.

Tada je asimptotska matrica kovarijanse greske procene (6.3) definisana
izrazom

V(F, p):%s-l(e*,ag) (6.5)

gde je

a=aly.p)=E Q)= v ez v@)-FG) 66

B = Bly.p)=E. (@)= [ (@)p(2)ez. 6

Dokaz: Sli¢no kao u poglavlju 4, razvojem funkcionala (6.2) u Tajlorov red
oko tacke @ =0", zadrzavajuéi se samo na kvadratnom ¢&lanu, dobija se

J,(0)= 3,

(9*)+v93i(9*)(9—9*)+%(9—9*)Tv53i(9*)(9—9*) 6.8)

Na osnovu relacije (6.2) sledi

3,07)-13 F(e(i) 6.9)
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m(0*)=%_ilw(:(1))v9v(1,0*) (6.10)

Vi) S i i)+ Sy v

j=1

S ueliwoalio Wiv(ie) (6.11)

i

Prilikom izvodenja relacije (6.11) zanemarena je matrica drugih izvoda V%,
§to je uobiCajen postupak upro$¢avanja u parametarskoj identifikaciji [28,63,72].
Minimum Kriterijuma (6.2) dostize se pri uslovu VgJi(é(i))zo, koji se s obzirom na
(6.8) moze napisati u obliku

v, 3,07 )+ v23,(07)a(i)-o7)=0 (6.12)

odakle se za greSku estimacije dobija
6()-0"=-[v23,(0°)]'v,9,(0°). (6.13)
Posto na osnovu zakona velikih brojeva [69,71]

Vi3, (07)-> vialer)=EViF (.o )) (6.14)

i uzimajuci u obzir da je prema pretpostavci P2 &£ beli Sum koji je nekorelisan sa
gradijentom reziduala merenja V,v, na osnovu toga sledi

VIEFW(.0 )=, v, Fi (e )}
~EW,lv(i.0"vavlio)

= E{l//' (v(j,H*))ng(j,Q*)V;v(j,Q*)}Jr E{x//(v(j,e*)vgv(j,e*))}
ili posto je na osnovu P1i P2 Efy(&(j))}=0 dalje se moZe pisati
Ely (v(3.0° WViv(i 0 )= Elw(E(DvivlioT) = El (S(EWIV(i 0 )}=0

odakle se kona¢no dobija

ENVIFW (.07 )= Ev €GNEN (1,07 Wivli0) (6.15)

Na taj nacin, iz (6.14) i (6.15) se dobija
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vi3,(07) > Bl E(EW V(5.0 Viv(io") (6.16)

Na osnowvu (6.10), (6.13) i (6.16) dalje sledi

6)-0"=—2 e (1.0 W0 ) L wEIvar(ioT) ©17)

E. (2} =

Uzimajuci u obzir (6.17) i definicioni izraz (6.1), moze se takode pisati

V(F,p)= Eg{‘//( )}[ { HV(J 0 )V ( )}I
E{Ii ki1w(ﬁ(j))y(f(k))vgv(jﬁ*)v;v(k,@*)} ©.19)

Takode, posto je na osnovu P2 slucajni proces & beli Sum, to su slucajne veli¢ine
&(j) i &(k) medusobno nekorelisane, a takode su nekorelisane i sa gradijentom
greSke predikcije (reziduala merenja), te je

el LSS el et i Wil

j=1 k=1

=i%;E{w(z:(m}e{vgvﬁ,e*)vzvﬁ,e*)}
e E)EW 0 WvG07) (6.19)

Prilikom izvodenja (6.19) iskori$¢ena je Cinjenica da je:
Ed (D €WV (i.0" Wivlk,07)f=
Ely (W EWDEWV (5.0 Wiviko™)i=
Ely (€)W (ERDEWV (56" Viviko™ =0

posto je po pretpostavci P1 funkcija w neparna, a na osnovu P2 funkcija gustine
verovatnoce poremecaja & je parna funkcija, te je E{z//(-)}z 0.

Zamenom (6.19) u (6.18) konacno se dobija

vE DS Depalio ol o2
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Uvodeéi oznaku B(6",62)=E{V,v(j,6"Wiv(j,0")} i pisuci matricu B u razvijenom
obliku, sli¢no kao kod analize ocene najmanjih kvadrata u ¢etvrtom poglavlju, dobija
se da je B= Bl(e*)-i- olB, (0*), gde su B, pozitivno-definitne simetrine matrice,

¢ime je dokaz teoreme zavrSen. Ukoliko je realna raspodela poremecaja tacno poznata
funkcija F() u kriterijumu (6.2) moZe se izabrati na optimalan na¢in u smislu

maksimalne brzine konvergencije procene (6.3). Njen optimalan izbor prakti¢no se
zasniva na primeni Kramer-Raove teoreme na dobijeni izraz (6.20) za asimptotsku
matricu kovarijanse greSke estimacije. Naime, ukoliko je procena (6.3) nepomerena, a
gustina raspodele poremecaja zadovoljava pretpostavke teoreme 6.1, asimptotska
matrica kovarijanse greSke (6.20) zadovoljava Kramer-Raovu nejednakost [63,84,89]

V(F,p)=[1(p)Ble*.02)]" (6.21)

gde je matrica B definisana izrazom (6.4), a 1(p) je Fiderova koli¢ina informacije.

_e e ey,
el e

Ako se za kriterijumsku funkciju usvoji
F(z)=F,(z)=k,log p(z)+k, (6.23)

skalarni faktori o 1 S definisani izrazima (6.6) i (6.7), respektivno, postaju
a=p=1(p) a u relaciji (6.21) vaZi znak jednakosti, odnosno asimptotska matrica

kovarijanse greske procene (6.3) dostize minimalno mogucu vrednost (Kramer-Raovu
donju medu). Zaista, primenom parcijalne integracije i nejednakosti Kosi-Svarc-
Bunjakovskog lako se pokazuje da je [8,56,58]

2

=] oo o] |- oo o] <

—00

odakle na osnovu (6.22) sledi
Jrr@p.ae Lo

=== . z“pf( ))dz} =17(p, ). (6.24)
o

@
B
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U (6.24) znak jednakosti vazi za
w(2)=F(z)=-llog p. ()], (6.25)

odakle direktno sledi (6.23). Prilikom izvodenja izraza (6.23) implicitno je
pretpostavljeno da je u Kramer-Raovoj donjoj medi na desnoj strani relacije (6.21)
matrica B priblizno konstantna, tako da ova meda zavisi od funkcije gustine
verovatnoce poremecaja p poglavito preko Fisherove koli¢ine informacije I(p).

Izraz (6.23) pokazuje da optimalna kriterijumska funkcija nije jedinstvena, ve¢
zavisi od parametara k,,. Dobijeni rezultat je posledica Cinjenice da asimptotska

matrica kovarijanse greske (6.5) zavisi i od izvoda kriterijumske funkcije w, =F, i
v, - Na osnovu jednostavnih geometrijskih razmatranja sleduje da parametar k, mora
biti negativan. Naime, parametar k, odreduje minimalnu vrednost funkcije rizika za
nultu vrednost argumenta F,(0). Ako je k, >k, log p(z) i k, <0 biée F)(z)>0 za

svako z . Analiticki je najjednostavnije da se usvoje vrednosti k, =—11 k, =0. Na taj
nacin optimalna kriterijumska funkcija je funkcija verodostojnosti

F,(z)=—log p(z), (6.26)

odnosno optimalni estimator minimalne totalne varijanse greSke estimacije algoritam
maksimalne verodostojnosti. Posebno, ukoliko su poremecaji raspodeljeni po Gausu
funkcija (6.26) je kvadratna i algoritam maksimalne verodostojnosti svodi se na
metod najmanjih kvadrata, koji je analiziran u ¢etvrtom poglavlju.

Medutim, realna gustina raspodele poremecaja je retko potpuno poznata u
praksi, ali se Cesto na osnovu raspolozive apriorne informacije o statistickim
karakteristikama poremecaja moze odrediti izvesna klasa raspodela kojoj i realna
raspodela poremecaja pripada. Slede¢i metodologiju robusne estimacije, moze se
definisati optimalna kriterijumska funkcija u okviru date klase, u smislu mini-maksa
asimptotske matrice kovarijanse greSke (6.5). Pokazuje se da je procena (6.3) u tom
slu¢aju robusna u smislu statisticke ograniCenosti kovarijacione matrice greske
estimacije, koja ne prelazi odredenu minimalno mogucu granicu robusnosti, s obzirom
da se oslanja na Kramer-Raovu donju medu. Ovaj rezultat je preciznije formulisan u
okviru sledece teoreme.

Teorema 6.2. Neka su ispunjeni sledec¢i uslovi

P1: Realna raspodela poremecaja &(i) u reprezentacji modela sistema pripada klasi

P konveksnih i simetri¢nih funkcija raspodele koje poseduje apsolutno
neprekidne funkcije gustine verovatnoée p(z)=dP(z)/dz.

P2:  Postoji najnepovoljnija funkcija gustine verovatnoée u okviru date klase P,
koja se dobija kao resenje minimizacionog problema

po(z)=argmin 1(p)B(6"52 (p). (6:27)
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gde je pozitivna definitna matrica B definisano izrazom (6.4), a Fisherova koli¢ina
informacije I(p) data je sa (6.22), pretpostavljaju¢i da ovaj definicioni integral
postoji.

P3: Funkcija gubitaka (cene ili rizika)
Fo(2)=~log p, () (6.28)

zadovoljava pretpostavke teoreme 6.1, odnosno predstavlja parnu, konveksnu i dva
puta diferencijalnu funkciju.

Tada par (p,,F,) zadovoljava uslov sedlaste tacke asimptotske matrice

kovarijanse greske (6.5) u okviru usvojene klase raspodele poremecaja P i klase
parnih, konveksnih i dva puta diferencijabilnih kriterijumskih funkcija F() tj.

V(F,po)2V(F,, po) 2V (F,, p). (6.29)

Dokaz: Asimptotska matrica kovarijanse greske procene (6.3) definisana je,
na osnovu teoreme 6.1, izrazima (6.4) — (6.7). Leva strana dvostruke nejednakosti
(6.29) sledi direktno na osnovu Kramer-Raove nejednakosti (6.21), s obzirom da je

V(Fy, po)=[1(po)BO", 02 (p))] (6.30)

odnosno da V (F, p,) za F(-)= F,(-) dostize Kramer-Raovu donju medu.

Desna nejednakost u (6.29) moze se dokazati koriste¢i metodologiju izlozenu
u dokazu teoreme Hubera, gde je razmatran problem estimacije parametara lokacije

odnosno ocena skalarnog parametra @ u modelu y(i)=6+&(i) na osnovu merne
sekvence y, gde je & beli Sum merenja [40]. Naime, poSto je na osnovu pretpostavki
teoreme 6.1 matrica B u izrazu (6.4) pozitivno-definitna, umesto desne nejednakosti
(6.29) moze se posmatrati ekvivalentna nejednakost

VR, p)2V (R, po) (6.31)

pri ¢emu, na osnovu (6.28) V(F,, p, ) zavisi samo od najnepovoljnije funkcije gustine
verovatno¢e p,(-) a V(F,,p) je funkcija kako najnepovoljnije funkcije gustine
verovatnoce p, (), tako i realne funkcije gustine verovatnoce poremecaja p() Na taj
nacin, imajuéi u vidu (6.28), izraz (6.31) moze se napisati u obliku

V7 (pos p)2V 7 (po) (6.32)

gde je na osnovu (6.5)
V(F,, p)=V(p,. p, _ {Po.P) gy 2 6.33
(Fy. )=V (s, o) loop) (0".0%(p)) (6.33)

gde je
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a(po. p) I pz 2)z;  wo(2)= ngz(z) (6.34)
i
B(p. P l//o Ji ; } z)dz = 0 Eogp'(z)dz (6.35)

a V(F,,p,)=V(p,) je definisana izrazom (6.30). Poslednji izraz u relaciji (6.35)
dobijen je primenom parcijalne integracije.

Posmatrajmo, dalje, funkcionale V™(p,) i V*(p,,p) pri varijaciji oko
funkcije  p,(). U tu svwrhu zamenimo funkciju  p,()  funkcijom
p,()=(-¢)p,(-)+ep(), gde je 0<e<1, a p() proizvoljna funkcija gustina
verovatnoée u okviru date klase. Na osnovu pretpostavke p,(-) je konveksna i
simetricna funkcija, te i ona pripada klasi P. Oznac¢imo dalje sa Q(g) funkcional
V *(p,, p,). Tada je, s obzirom na relacije (6.33) - (6.35)

Qe)=v (5. p0)- £ (PPl () 636
gde je
o [
R o e
odnosnho
) =Q0)- 1 2L Bbe)y SalBep)) g (e

Prilikom izvodenja izraza (6.39) uzeto je u obzir da je na osnovu definicionih
obrazaca (6.34) i (6.35) a(po, Ps)=/(Po, Py)=1(p,). Posto je, dalje, na osnovu

relacija (6.37) i (6.38)

5 4A(p.. Po)
de

_da(p,. p,)

=0
¢ de

(6.40)

=0
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sledi Q'(0)=0. Posmatrajmo, dalje, funkcional p = %/a i pokazimo da je navedeni
funkcional konveksna funkcija argumenta p(-). To ée dalje implicirati da je i Q(e)
konveksna funkcija. Dobijeni rezultat Q'(O)z 0 tada oznacava da je & =0 stacionarna
tatka funkcije Q(g), odnosno da je Q(0)<Q(g). Imajuéi u vidu da je
Q(0)<V™(po.ps) i Qe)<V*(p,.p,), dalje, sledi V*(py,p,)<V*(p,py) za
proizvoljnu funkciju gustine verovatnocée p() u okviru date klase P, ¢ime je dokaz
teoreme zavrden. Ostaje jo§ da pokazemo da je pomenuti funkcional p=p°/a
konveksna funkcija argumenta p(-). U tu svrhu, uvedimo oznake

0

e)=1(p.)- | [(1(1‘_835’3018; o (6.41)

gde je 1(-) Fisherova koli¢ina informacije u (6.22), a posmatrani funkcional definisan
je izrazom

2 (1-2) [wa(2)pa(2)dz-+ 2 [wal2)p(2)e
ple)=plp,)= L WoR) L = - 6.42)

(o, p,) (1_8)ng(z)podz+8_Tl//§(z)p(z)dz

—00

Ako se u (6.42) uvedu sledece oznake

U, = J.‘//(') pdz, u,= J.‘//(') Podz, V= J.‘//oz pdz, v, = J.l//g Podz, (6.43)

tada je

_ [‘9U1+(1_5)U2]2 _
(¢)= v, +(l-gh,

[ (e, ]{Lﬂ+ (1_e_v1j u, } _

5V1+(1_3)V2 Vi

<[, +(1_g)v2]{L£+ (ij“_} _

PYARE () VARYE eV, +(1-¢)v, Vi
2 2
el 1-g) (6.44)
Vl V2
Na taj nacin je pokazano, imajuci u vidu izraze (6.42) — (6.44), da je
p(p.)=pl1-¢)p, +ep)<(1-¢)o(p, )+ sp(p). (6.45)
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Relacija (6.45) je Jensenova nejednakost i predstavlja potreban i dovoljan uslov
konveksnosti funkcije p() [1,74]. Primetimo da se na isti nain moze pokazati da je

2 [(1-g)py+e p']z 2 2
P _ - S(l—e)p—°+$p—, (6.46)

P, (1_3)p0+8p Po

odnosno i funkcija p?/p, je konveksna, pa je i I(g) u (6.41), kao integral konveksne
funkcije, takode konveksna funkcija, tj.

I(pg)z I((l—g)po +8P1)S(1—8)|(p0)+8|([))- (6.47)

Ovim je dokaz teoreme kona¢no zavrsen.

Teoreme 6.1 i 6.2 dokazane su pri pretpostavci da je funkcija gubitaka F()
apsolutno neprekidna. Rezultati navedenih teorema vaZe i ukoliko je F(-) neprekidna
u svim sem kona¢nom skupu tacaka, a funkcija gustine verovatnoce poremecaja p()
je apsolutno neprekidna, pri ¢emu Fisherova koli¢ina informacija I(p) u (6.22)
postoji i konacna je. Primetimo, takode, da ukoliko je F() konveksna funkcija, ona je

i unimodalna, a reSenje @ je jedinstveno. Takode, diferencijabilna funkcija je
konveksna ako je Hessian matrica pozitivno-definitna [1,8,56,58,79].

Najnepovoljnija gustina verovatnoce (6.27) u okviru date klase nosi minimum
informacije o estimiranom vektoru parametara, s obzirom da se dobija iz uslova
maksimuma desne strane Kramer-Raove nejednakosti (6.21), odnosno maksimalne
Kramer-Raove donje mede. Optimalan izbor funkcije rizika (6.28) u okviru
pretpostavljene klase garantuje da za proizvoljnu gustinu verovatnoce poremecaja
asimptotska kovarijansa greske estimatora na levoj strani (6.21) ne¢e preéi granicu
robusnosti V(F,,p,) U (6.30), koja je minimalna u okviru svih asimptotskih

kovarijansi V (F, p, ), gde je F(-) proizvoljna parna funkcija gubitaka.

Odredivanje najnepovoljnije gustine verovatnoc¢e u okviru date klase zahteva
reSavanje neklasi¢nog varijacionog problema (6.27). Njegovo reSenje moze se naci

analiticki samo u slu¢aju FIR modela sistema (A(q‘l)zl, C(q‘l)zl u ARMAX
strukturi). Za slucaj identifikacije parametara modela autoregresije ( B(q'l)z 0)
pokazano je da reSenje postoji i u okviru klase kontaminiranih normalnih raspodela u
specificnom slucaju skalarnog parametra i belog Suma merenja, tj. C(z'l)zl [1.-U
opstem slucaju resenje postoji samo za klasu raspodela poremecaja sa ograni¢enom
disperzijom, ali njegovo nalazenje zahteva primenu metoda numericke analize. Kao
Sto je vec istaknuto, ako se pretpostavi da je matrica B u (6.27) priblizno konstantna,
tada se razmatrani problem svodi na minimizaciju Fisherove koli¢ine informacija
I(p) u (6.22), o ¢emu ¢e vise biti re¢i a u nastavku. Uz navedeno, ukoliko resenje
p,(-) zadatka minimizacije matri¢nog kriterijuma (6.27) postoji, ono se poklapa sa

reSenjem koje minimizira odgovarajuci skalarni kriterijum

p,(2)=arg rr’l?iPnTr {I (p)B(Q*,a§ )} (6.48)
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gde T, {} oznacava trag matrice. Ako reSenje matricnog problema optimizacije (6.27)

ne postoji matri¢ni princip mini-maksne optimalnosti (6.29) u okviru pretpostavljene
klase viSe ne vazi. Medutim, i u poslednjem slucaju ostaje u vaznosti skalarni princip
optimalnosti

Tr{\/_l(F, po)}STr {V_l(Fo’ po)}STr {V_I(FO’ P)} (6.49)

gde je optimalna robusna kriterijumska funkcija i dalje definisana relacijom (6.28), ali
se sada najnepovoljnija gustina verovatnoce odreduje iz uslova (6.48).

Za generisanje robusne procene (6.3) u praksi, koja minimizira optimalni
indeks performanse (6.2), (6.28), moze se Kkoristiti bilo koja od rekurzivnih
stohastic¢kih procedura predlozenih u ¢etvrtom poglavlju. Kao Sto je pokazano, greske
predikcije ili rezidual v() je linearna funkcija estimiranog vektora parametara 6

samo u slu¢aju FIR i ARX strukture modela, $to rezultuje u relacije Vv(i,0)=—o(i) i
Vv2v(i,8)=0, gde je ¢(-) regresioni vektor. U opstem slu¢aju korelisanih poremecaja
u ARMAX modelu vazi (3. ), odnosno

cla*(i.60)= Al )y(i)-Bla*ui)=v(i,0)=y(i)-¢"(,6)0 (650

gde je
0 (i,0)={-y(i-2)..— y(i—nu(i-1).ui-np(i-1,0).v(i-n,0)},

0" ={a,..ab,..b,c..c,}

odakle je ocCigledno da je rezidual v nelinearna funkcija vektora parametara 6.
Ukoliko se, medutim, pretpostavi da su procene bliske pravoj vrednosti nepoznatog
vektora parametara 6", moZe se usvojiti aproksimacija Vv(i,8)=—¢(i,0) i
v2(i,0)~0, pri ¢emu sada regresioni vektor ¢(i,8) pored pomeraja ulaza i izlaza
zavisi od vektora prametara koji se procenjuje. Do istog rezultata moze se do¢i i
direktnom linearizacijom izraza (6.50), kao $to ¢e biti pokazano u nastavku teksta.

6.2. ASIMPTOTSKA ANALIZA BRZINE
KONVERGENCIJE I ODREPIVANJE OPTIMALNE
TEZINSKE MATRICE KOD REKURZIVNIH
STOHASTICKIH ALGORITAMA

Kao §to je pokazano u cetvrtom poglavlju, sintezi robusnih algoritama
identifikacije u realnom vremenu (rekurzivnih robusnih stohasti¢kih procedura) moze
se prici na bazi opste formulacije rekurzivnih algoritama tipa stohasticke
aproksimacije ili Newton Raphsonove stohastike procedure. Za iterativno
pronalazenje korena nelinearnog sistema jednacina u realnom vremenu, koji se dobija
iz potrebnog uslova minimuma gradJ; (0)= 0 kriterijuma (6.2), moze se primeniti
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rekurzivni algoritam tipa stohasticke aproksimacije koji je razmatran u cetvrtom
poglavlju

~ ~ A

0()=0G-1)-r(V (.66 -, 0(.66-1):  vo(2)=F@)  (651)

gde je rezidual v(-) definisan relacijom (6.50), w,(-)= F, () relacijom (6.28), a I'(-) je
matrica pojacanja, koja utiCe na osobinu konvergencije procena. Matrica F()

predstavlja slobodan parametar algoritma i njenim pogodnim izborom moze se
obezbediti ista brzina konvergencije kao i u slucaju nerekurzivnog robusnog
estimatora (6.3). Drugim re¢ima, moze se pokazati da je i asimptotska kovarijansa
greSke procene (6.51) definisana izrazom (6.20), te su oba estimatora asimptotski
ekvivalentna i poseduju maksimalno mogucu asimptotsku brzinu konvergencije u
uslovima nepotpune apriorne informacije o statistickim karakteristikama poremecaja,
kada je poznata samo klasa raspodele kojoj pripada stvarna funkcija raspodele
verovatno¢e poremecaja. Rezultati su sistematizovani u obliku sledece teoreme.
Dobijeni rezultat bi¢e iskoriS¢en da se izvede izraz za optimalnu matricu pojacanja
F() u (6.51), u smislu maksimalno moguée asimptotske brzine konvergencije za

zadate uslove stohasti¢kog okruzenja.
Teorema 6.3. Neka su ispunjeni slede¢i uslovi:

P1: Realna funkcija raspodele verovatnoée P(-) poremecaja &(i) pripada Klasi
funkcija raspodela koje zadovoljavaju pretpostavke teoreme 6.1, odnosno

EiE()=0. E(E()=0i5;, P2)+P(z)=1.

P2: Kriterijumska funkcija F(-)u indeksu performanse (6.2) data je izrazom (6.28),
pri ¢emu najnepovoljnija funkcija gustine verovatnoée p,(-) u okviru date klase,

u smislu minimuma kriterijuma (6.27), postoji i zadovoljava pretpostavke P1, dok
kriterijumska funkcija F(-) zadovoljava pretpostavke teoreme 6.1, odnosno ova
funkcija je parna, dva puta diferencijabilna i konveksna.

P3: Parametri rekurzivnog algoritma stohasti¢ke aproksimacije (6.51), koji iterativno

u realnom vremenu minimizira kriterijum (6.2), su: nelinarna transformacija
reziduala

F(z)=F(2)=-[log p,(2)]: wo(2)=F(2) (6.52)

i matrica pojacanja

r(i)=i"r, (6.53)

pri ¢emu je konstanta, simetri¢na i pozitivno-definitna matrica I', data relacijom

I, = B(p,, p)BO",52) (6.54)

gde je (-) definisano izrazom (6.35), a matrica B relacijom (6.4).
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Tada asimptotska matrica kovarijanse greSke algoritma stohasticke
aproksimacije (6.51) zadovoljava uslov sedlaste tacke

V(6,,p,)=V(6,,p,)>V (0, p) za VpeP (6.55)

gde je sa V(QS, p) oznaCena asimptotska matrica kovarijanse greske proizvoljnog
estimatora 6, koji generise nepomerene procene vektora parametara 6, a 6, je
procena vektora parametara generisana algoritmom stohasticke aproksimacije (6.51).

Dokaz: Ako se od obe strane relacije (6.51) oduzme prava vrednost vektora
parametara " i za gredku estimacije uvede oznaka 6 (i)=6(i)-6", (6.51) se moze
napisati u obliku

0()=0(-1)-i"r,v,F,0"+(-1)). (6.56)

Ukoliko se, dalje, gradijent kriterijumske funkcije F,(-) razvije u red oko tacke

0 =0", zadrzavajuéi se samo na prvom ¢lanu razvoja, dobija se

V,F (0.6 -1)|~ v, F (.07 )+ V2R, v (.67 )P (i-1). (6.57)

Zamenom (6.57) u (6.56), posle elementarnog pregrupisavanja ¢lanova i mnozenjem
obe strane relacije (6.56) sa Vi, dobija se

Vio(i)=[1-i*r,viF, (v 1\/7\/79 1)-i*iT,v,F,(v(i,67)) (6.58)

gde je | jedini¢na matrica odgovarajuc¢ih dimenzija. Ako se, dalje, na osnovu razvoja
u Maklerenov red usvoji aproksimacija ~/i/i—1 =~ 1+1/(2i), uvede oznaka

A(i,e*)z%—FongO(v(i,e*)) (6.59)

i zanemare ¢lanovi uz 1/i?, pretpostavljajuéi da je i dovoljno veliko, relacija (6.58)
dobija oblik

Vio ()= +i-10(i-1)+= (9 i—1§(i—1)—§F0V9Fo(v(i,0*)). (6.60)

Nalazenjem transponovane vrednosti \/T§T(i) i mnozZenjem relacije (6.60) sa

dobijenim izrazom za \/THT(i), zanemarujuéi ponovo ¢lanove uz 1/i* za dovoljno
veliko i, sledi

160 ()~ 1-06 (-6 (-1)+ A0 )i -09-19" (-1)-
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G0V R0 )BT -0+ -20 -6 (-DAT(,67)-

L DeG-0viF, (vie) 0+%FOV9FO(v(i,0*))V;Fo(v(i,e*))Fo (6.61)

Vazno je uociti da drugi sabirak na desnoj strani izraza (6.61) predstavlja
transponovanu vrednost Cetvrtog sabirka, a treéi petog, te je dovoljno odrediti samo
matematiCko ocekivanje drugog i tre¢eg ¢lana. PoSto je na osnovu usvojene ARMAX
reprezentacije modela sistema

Vo Fo(v(i,67 )= —wo (E(0))eli.67) (6.62)

to je

E{V,F (v(i.07))0" (-1} =E.{ws (£())}E{0(i.0)07 (i-1)}=0  (6.63)

Prilikom izvodenja (6.63) uzeto je u obzir da je slu¢ajna veli¢ina (i) nezavisna od
slu¢ajnih vektora go(i,e*) i 6(i—1), pri cemu je w,() neparna funkcija, dok je
funkcija gustine verovatnoée p(-) Suma &(-) parna funkcija. Na taj nacin,
matematiCka ocekivanja treceg i petog sabirka u (6.61) je nula.

Imajuéi u vidu da je

V2F, (.67 )~ —wo (E())eli,6" " (i,67) (6.64)
i posto je na osnovu (6.51)

20)=00)13; J)¢<Je»((wjl)) (6.65)

zakljucuje se da su VgFo(v(i,H*)) i 0 (i—1) statisticki nezavisne slucajne veli¢ine
(zbog opadajuée prirode matrice I'(i) moZe se zanemariti uticaj ¢ na 6 za dovoljno
veliko i), Sto dalje implicira i statisticku nezavisnost sluc¢ajnih veli¢ina A(i,O*)
i0(i—1), paje

E{AG,0 )0 (-1)07 (i-1)}= AE (i -0 (i -1)} (6.67)

gde je prema (6.59)

S obzirom na (6.50), (6.62) i statistitku nezavisnost slugajnih velicina £(i) i ¢(i,07),
takode sledi
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EV,F (0,67 )VIF, (vi,67)=alp,. p)B(6".02(p)) (6.69)

gde je a(p,, p) dato izrazom (6.34).
Na osnowvu relacija (6.61), (6.63), (6.67), (6.68) i (6.69), dalje, sledi

V(i)=V(i —1)+%[Av(i ~1)+V(i-1)AT +T,B(0",0(p))Cyax(po. p)] (6.70)

gde jesa V (I) oznacena kovarijaciona matrica slu¢ajnog vektora NN (I) u (6.1), tj.

V(i)=Efig()T () (6.71)

Izraz (6.70) iterativno definiSe matricu kovarijanse greSke estimacije nepomerene
procene (6.51). U stacionarnom stanju kad i neograni¢eno raste V(i—1)=V(i)=V,

gde je sa V oznacena asimptotska matrica kovarijanse greSke procene parametara
(6.51). S obzirom na (6.70), matrica V mora u stacionarnom stanju zadovoljavati
matri¢nu jednaéinu Ljapunova [49,60,63,89]

AV +VAT =—a(p,, p)I,B(O",0%(p), (6.72)

Imajuéi u vidu (6.64) i (6.52) — (6.54), takode se dobija
EV?R(1.07)=5(po, p)BIO",0%(p))=T5" (6.73)

Posto je prema (6.73) i (6.68) A=-1/2, iz (6.72) sledi da je asimptotska matrica
kovarijanse greske V =V (6,, p), 6, =lim é(l) estimatora stohasticke aproksimacije

(6.51) data izrazom (6.5).

Primetimo da leva strana dvostruke nejednakosti (6.55) sledi direktno na
osnovu Kramer-Raove nejednakosti (6.21), a desna na osnovu izvedenog izraza za
asimptotsku matricu kovarijanse greSke (6.5) i rezultata teoreme 6.1, ¢ime je dokaz
teoreme zavrsen.

U Sirem kontekstu relacija (6.72) definiSe priblizno asimptotsku matricu
kovarijanse greske algoritma stohasti¢ke aproksimacije (6.51) za proizvoljan izbor
nelinearne transformacije reziduala w,(-), pod uslovom da je neparna funkcija, i

matricnog koeficijenta pojacanja u obliku F(i)ziFo, gde je I, proizvoljna,
ograni¢ena, simetricna 1 pozitivno-definitna matrica. Posebno, ukoliko se
pretpostavljena klasa raspodela sastoji samo od jednog elementa [21,36,63,82,89] tada
je p,=p 1 robusni algoritam (6.51) je rekurzivan algoritam maksimalne
verodostojnosti. S obzirom da je u navedenom shucaju a(p,, p)=B(p,, P)=1(p,)

asimptotska matrica kovarijanse greSke algoritma maksimalne verodstojnosti
definisana je izrazom (6.30). Rezultati teoreme 6.3 takode pokazuju da robusni
algoritam (6.51), (6.52) — (6.54) poseduje minimalno moguéu asimptotsku
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kovarijacionu matricu greske, odnosno maksimalno mogucéu asimptotsku brzinu
konvergencije, ukoliko je realna raspodela poremecaja najnepovoljnija raspodela u
datoj klasi. Za svaku drugu raspodelu u okviru pretpostavljene klase asimptotska
matrica kovarijanse greske bi¢e manja nego u slucaju najnepovoljnije raspodele i nece
preé¢i granicu robusnosti (6.30), koja je minimalno moguca, s obzirom da dostize
Kramer-Raovu donju medu.

Realizacija rekurzivnog robusnog algoritma identifikacije (6.51) — (6.54),
optimalnog u smislu mini-maksa asimptotske matrice kovarijanse greSke (6.55),

zahteva da se vektor W(i,@*):—go(i,e*) aproksimira izrazom —go(i,é), gde je 0

procena nepoznatog vektora parametara 0" . Medutim, i u tom slucaju algoritam se ne
moze realizovati u praksi, s obzirom da matricni koeficijent pojacanja (6.53)
pretpostavlja poznavanje realne raspodele poremecaja i prave vrednosti nepoznatog
vektora parametara @ koji se identifikuje. Jedna od moguénosti da se prevazidu
navedene teSkoCe sastoji se u izraCunavanju skalarnog faktora (6.35) prema
najnepovoljnijoj gustini verovatno¢e poremecaja u okviru pretpostavljene klase,
dobijenoj reSavanjem varijacionog zadatka (6.27), i aproksimaciji matrice (6.4)
aritmetickom sredinom, tj.

Bl p)= plo) = 1(p,)- [ % 674

~~—

B(B*,az(p))z%Z(o(j,é(j )" (j.6(j-1)) (6.75)

j=1

gde je vektor pseudolinearne regresije @(-), pretpostavljajuéi da su procene

parametara 0 bliske njihovoj ta¢noj vrednosti @, definisan izrazom (6.50).
Zamenom (6.74), (6.75) u (6.53), za suboptimalnu matricu pojacanja algoritma dobija
se izraz

()= (o)X oli 8 -0 (5,60 -1)" (676)
j=1
ili, nakon primene leme o inverziji matrica, dobija se rekurzivna varijanta izraza

(6.76)
N (i Tl =00l 86 -1 1,66 1)), (-1 (p,)
J L B WO ) Y Y Y T 6

Relacije (6.50), (6.51), (6.52) i (6.77) definiSu suboptimalni rekurzivni robusni
algoritam identifikacije u realnom vremenu konstantnog vektora parametara u
ARMAX reprezentaciji modela sistema, koji je ve¢ razmatran u ¢etvrtom poglavlju.

Matri¢na relacija (6.72) omogucava da se priblizno proceni asimptotska brzina
konvergencije suboptimalnog algoritma. Naime, posSto na osnovu zakona velikih

brojeva, ukoliko é(l) konvergira ka 8" kod i neograni¢eno raste, matri¢ni koeficijent
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pojacanja (6.76) suoptimalnog algoritma konvergira ka T, = [I (pO)B(H*,o-Z(p))Tl, to
je na osnovu (6.68) i (6.73) matrica A u izrazu (6.72)

LIS )Z—I%g()po, p), 6.79)

gde je | jedini¢na matrica odgovarajucih dimenzija. ReSavajuci matri¢nu jednacinu
Ljapunova (6.72) za asimptotsku matricu kovarijanse greSke razmatrane suboptimalne
procene dobija se izraz

_ a(p,. p) g o2
o) 3 oG- 15) ) 679
S obzirom da je [B(p,, p)-1(p,)[f =0, dalje sledi

1 _ 1
2Py P (Po)-12(Po) ~ B2(Po: P)

(6.80)

odakle se dobija

Vi p)< AP P80 o () -V ) (681

gde jesa V (1//0, p) oznacena asimptotska matrica kovarijanse greSke optimalnog mini-

maksnog robusnog algoritma (6.51) - (6.54). Imaju¢i u vidu da je
V. (wy. 0,)=V(w,. p,) i rezultate teoreme 6.3, sledi da i suboptimalni algoritam
priblizno zadovoljava uslov sedlaste tacke (6.55). Za pocetnu matricu pojacanja
algoritma T'(0), moZe se usvojiti I'(0)=a’l, gde je a pogodno odabran broj, a |
jedini¢na matrica odgovaraju¢ih dimenzija.

Posebno, ukoliko se i skalarni faktor I(po) u izrazu (6.77) aproksimira
aritmetickom sredinom

zwo (j.0(i-1) (6:82)

i pretpostavi da su procene parametara bliske njihovoj pravoj vrednosti 6°, tada je
1(py) =y, (v(i,6(i—1))) i izraz (6.77) se svodi na oblik

- 1 i 1) Dol =2l 02" .00 1) 1. 006 -2)
RN U o ) Sy Wy W Ty T

Suboptimalni robusni algoritam, definisan relacijama (6.50), (6.51), (6.52) i (6.83),
takode je ve¢ razmatran u ¢etvrtom poglavlju. U slucaju da je osnovna reprezentacija
modela sistema definisana ARX umesto ARMAX strukturom, teorema 6.3 moze se
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formulisati u strozijem obliku, odnosno moze se pokazati da u navedenom slucaju
greska estimacije rekurzivne stohasticke procedure (6.50)-(6.54) ima asimptotski
normalnu raspodelu, nulte srednje vrednosti i matrice kovarijanse koja je definisana
izrazom (6.20), koji se za najnepovoljniju funkciju gustine verovatnoée poremecaja, u
smislu minimuma Fisherove informacione matrice (Cramer-Raove donje mede), svodi
na izraz (6.30). Ovakav rezultat direktna je posledica sledece dve leme, a formulisan
je i dokazan u okviru teoreme 6.4.

Lema 6.1 [44]: Neka je {b,} niz skalarnih veli¢ina takvih da je b, >0,

n—oo

n-1
limb, =0 i nb, <{be +n‘”1j zaneko ¢>0 i a,6(01). Tada je
k=1

n-1 {max (02, -1) za a, #1/2

bZ<cn”: =
=i F=1 (6>0) za a,=1/2

Neka je takode {L(n),F,} L* ograni¢en martingal [1]. Tada teorema Doob-a (1953)

garantuje postojanje veli¢ine L takve da L(n) konvergira ka L sa verovatnoom 1
(s.v.1) i po kriterijumu L?[28]. Na taj nagin, moZe se pisati

L(n):iznl:x(i)

gde je

Drugim re¢ima, niz X (i) konvergira¢e sa verovatnoc¢om 1 (s.v.1) i po Kriterijumu
g ‘ g p ]

L* ka grani¢noj vrednosti L, pri éemu je diferencija

Sada se moze formulisati slede¢a lema:
Lema 6.2 [28]: Neka je {x(t)} skalarni stohasticki proces, pri cemu je

V?= iE{xz(t)Ft_l}; S = E{\/n2}= E{[L— L(n)]z} i zadovolijene su sledece

t=n+1

pretpostavke:
V2 V72
H1) P{—”Z >e}<5 zaneko &£>0,t., 5 —>1 svl
Sn Sn n—oo
H2) IiméiE{xz(t)l(]x(tjzgSn)}zo
n—e t=n+1
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gde je | indikatorska funkcija. Tada je u vaznosti:

\S/—“ L= 5 oy

n n

D
gde znak — oznacava konvergenciju po raspodeli, dok N(O,l) predstavlja standardnu
normalnu raspodelu, nulte srednje vrednosti u jedini¢ne varijanse.

Sada se moze formulisati slede¢a teorema:

Teorema 6.4. Posmatrajmo ARX model sistema i algoritam (6.50), (6.51) i
(6.77), za koji su zadovoljene sledece pretpostavke:

Al)  Sve nule polinoma A(q‘l) nalaze se unutar jedini¢nog kruga.
A2) {§ (i )} je niz nezavisnih i identicki raspodeljenih slucajnih varijabli, koje imaju
simetri¢nu ~ funkciju raspodele i zadovoljavaju uslove E{&(i)} =0,

E{2(i)j= 02 <.
A3)  E{z(i)z" (i)} je pozitivno definitna matrica, gde je Z(i)= go(i,é(i —1)).
A4)  Nelinearna funkcija y(-) u (6.51) je neparna i ograni¢ena.
A5)  Prviidrugiizvod funkcije v su ograniceni.

A6)  Procena é(i) u (6.51) je konzistentna, tj.
Pimé(i)=6"|=1.

~ D
Tada \/i_[e(i)—e*]—>N(O,P), gde je N(0O,P) normalna raspodela, nulte srednje
vrednosti i matrice kovarijanse

o= S POz 0] (65

Dokaz. Oznacimo sa 6(i)=6(i)-6", i napidimo (6.51) i (6.57) u obliku
0(i) = 0( -1)+ R ()2 (i i, 6 -1))| (6.85)

R(i)=R(i-1)+az(i)z"(i) (6.86)

gde je
r'(i)=R™(i) (6.87)

Na osnovu (6.85) i (6.86) dalje sledi
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ROOG)=Ri-106-1)+ez()z7()0(-1)+2z(W(.66-1)  (6.88)
Sumirajuéi (6.88) od 0 do i, moZe se pisati

R ()= zz (K [ (k)] + zz (kYo" (k)6 (k—2)+ y (kO ~D)]-w [ )]

(6.89)

Takode, uvodeéi smenu R(i)=iR(i), na osnovu (6.89) sledi
ﬁé(i)w *([R(0)p(0) +—R ZZ (ke ()]+

+%R‘l(i)kzi;‘z(k){aZT(k)§(k—1)+y/[v(k,é(k—1))]—y/[§(k)]} (6.90)

Posto uticaj podetnog pogadanja 6(0) na procene vektora parametra 0 is¢ezava sa

vremenom dovoljno je da posmatramo poslednja dva ¢lana na desnoj strani (6.90). Da
bismo analizirali uticaj trec’eg ¢lana, posmatrajmo izraz

|2 (k) (K)ez™ (k)8 (k~1)+y vk, é(k—l))]—y/[g(k)]}ﬂs
[2()oz" ()0 (1) + vk, 6k ~0)| - ()] (6.91)

gde || oznacava Euklidovu normu. Linearizujui w[£(k,0)] u okolini 0" i uzimajuéi

6 =0(k—1), dobija se

. -0)]-w el T 27 (-] =
-2 el (- f |

(6.92)

Na osnovu pretpostavke A5, zakljucuje se da je

k.8 ~2) - e+ k2T (0 (k-1 <k, [z (k) (k-0 (6.93)

za neko k,, € (0,0). Na osnovu pretpostavki A1, A2, kao i relacija (6.91) — (6.93),
dalje sledi

20z (005 (k ~2)+ v [rlk 6k ~2))| v [e()]] < ks B (k1) (6.94)

gde je k, konacna i pozitivna konstanta.
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Analizirajmo sada veli¢inu

s(i)= Y

k=1

Z(k[e(k)] (6.95)

Posto je na osnovu A2 i A4 E{y[e(i)]} =0, zakljucuje se da je

cl1R.) - | S UM EWIRL

k=1

B =S, 6.96)

Is()f - [kj 20 e 6.7

Primenjujuci operator matemati¢kog ocekivanja E{} na (6.97) i uzimaju¢i u obzir
pretpostavke A1, A2 i A4, na osnovu kojih sledi da su slucajne veli¢ine Z(k) i
W[ﬁ(k)] nekorelisane i ogranicene, moze se pisati

Eﬁ|8(i)||2}=zi:(k_;_éj Eﬁ|z(k)||2}Eﬁy/[§(k)]|2}g k4kzw;k‘l‘25 <o (6.98)

k=1

za neko k4e(0,oo). Zadnja nejednakost u (6.98) sledi na osnovu c¢injenice da

D> k™% konvergira [44]. Na osnovu (6.98) i (6.96) zakljutuje se da je sluCajni

k=1

proces {S(i)} martingal, tako da se moZe primeniti teorema Neveu-a (videti poglavlje
4), na osnovu koje je [70]

limS(i)=S, <o swv.l (6.99)

>0

Na osnovu Kronecker-ove leme, koja je takode izlozena u cetvrtom poglavlju,
zakljucuje se da je

lim 11 zi:z(k),,[g(k)]=o s.v.1 (6.100)

Primetimo, takode, da se na osnovu (6.89) moze pisati

00)- R “ARODO+1+" R (2w ]

l+6
i2
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SR 20z (kB (k-2)+ vk, Gk -D)] - [k (6.101)

Na taj nacin, primenjujuci pretpostavku A6 i relacije (6.94), (6.100) i (6.101), dobija
Se

) <R GYROYFO)+ ki

‘l(i)”+

i 2 1, i
kSHR-l(ij\kz:llue(k—l)ﬂ §k6+k7i; 5+k8kzl:“9(k—1)ﬂ <

kg[i;“S +i”§ (k —1)”2} (6.102)

za neke konstante k, —k, < (0,).

Ako se uvede smena b, =H§(lj‘ I a,=1/2+6, na izraz (6.102) moze se

primeniti lema 6.1, na osnovu ¢ega sledi

i”é (k —1){\2 <kgi? (6.103)
k=1

Na taj nacin, tre¢i ¢lan na desnoj strani izraza (6.90) zadovoljava uslov

zz (2™ (<) (k =1+ k. k1) t//[ﬁ(k)]}(

<

<|rR*( )H—kkuzé Ky, 11 —0 (6.104)

—25 i—>®©

gde je k,, konacna i pozitivna konstanta. Dobijeni rezultat u (6.104) pokazuje da

asimptotska raspodela greske estimacije zavisi samo od drugog ¢lana na desnoj strani
izraza (6.90). Da bismo izveli potreban izazr, primenimo lemu 6.2 na svaki element
vektorske veli¢ine

1 i
—IEZ(kMﬁ(k)] (6.105)

kao i uvedimo oznake

zE{[ k)P f=

n

Z(k)Z" (K)Edw 2[e(K)]Fis ) (6.106)

k=1
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S2 = E{\/nz}zkzn;E{Z(k)ZT(k)}E{WZ[f(k)]} (6.107)

Analizirajuéi dalje izraze nV,> i n™'S?. Ako primenimo zakon velikih brojeva na
(6.106) i (6.107), zakljuCujemo da je

Y ez kel e (6.108)
S ez (el (e (6.109)

Relacija (6.108) i (6.109) pokazuje da je prvi uslov leme 6.2 zadovoljen. Takode,
podto je limS, =0 a velitina Z(k(£(k)) su na osnovu AL, A2 i A4, ograniGene,

zakljucuje se da je

éz E{[Z(k)ZT (k2 (&) }P{IIZ(k)v/(ﬁ(k))ll >68,] 5 0 (6.110)

n k=1

Relacija (6.110) pokazuje da je i drugi uslov leme 6.2 ispunjen, te se ova lema moze
primeniti na (6.105), na osnovu ¢ega se dobija

L—L<i>=%;z<k)w[¢<k)]iw<o,q> (6111)
Q=Efz(k)z" (k)fEd [ ()]} (6.112)

Takode, na osnovu relacije (6.86) i smene R(i)=iR(i), moZe se pisati

R(i):ilﬁ(o)+ljaz(k)zT(k) (6.113)

e}

Primenjujuéi zakon velikih brojeva na (6.113), zakljucuje se da je

R(i)=Efz ()" (i)j= Efy (£0))Ez()zT (i)} (6.114)
gde je a = Efy ()} Konatno, na osnovu (A3) i relacija (6.112) — (6.114) dobija se

%R-%i);z(km:(k)]iN<o,P>; (6.115)

gde je P=R™QR™ definisano relacijom (6.84), ¢ime je kompletiran dokaz.
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6.3. STATISTICKO MODELIRANJE POREMECAJA

Kljucni korak u izlozenom postupku sinteze optimalnih estimatora na zadatoj
klasi raspodela, bilo nerekurzivnih ili rekurzivnih, predstavlja definisanje, na osnovu
raspolozive apriorne informacije, klase raspodela P kojoj pripada i stvarna raspodela
poremecaja i odredivanje najnepovoljnije gustine raspodele u okviru pretpostavljene
klase, iz uslova minimuma FiSerove informacione matrice. Na osnovu izvedenog
analitickog izraza za najnepovoljniju funkciju gustine verovatnoée (6.27) direktno
sledi kriterijumska funkcija (6.52) i optimalna matrica pojac¢anja (6.53), (6.54) za
rekurzivni robusni estimator stohasticke aproksimacije (6.51). Ova matrica se dalje
aproksimira izrazom (6.77) ili (6.83), respektivno, ¢ime se dolazi do prakti¢no
primenjivog izraza za suboptimalnu matricu pojaCanja rekurzivne stohasticke
procedure parametarske identifikacije. U ovom odeljku navedeni su neki primeri klasa
raspodela, koje u praksi predstavljaju najrasprostranjenije tipove raspoloZive apriorne
informacije o statistiCkim karakteristikama poremecaja, i odredena je aproksimativno
najnepovoljnija funkcija gustine verovatnoce u okviru svake od klasa, na osnovu koje
se dalje odreduje optimalna kriterijumska funkcija.

Odredivanje najnepovoljnije gustine raspodele zahteva reSavanje izuzetno
kompleksnog problema optimizacije (6.27), koji se u opstem slucaju ne moze resiti u
zatvorenoj formi. Ovaj problem se moze resiti u analitickom obliku jedino ako se
pretpostavi da Fisherova informaciona matrica sa desne strane izraza (6.27) zavisi od
nepoznate funkcije gustine verovatnoée p jedino preko Fisherove Kkolicine

informacija I(p) u (6.22), dok je matrica B priblizno konstantna. Tada se razmatrani
problem odredivanja najnepovoljnije funkcije gustine verovatnoée svodi na

Py =argmipl(p) (6.116)
pe

U stohastickoj literaturi postoje razliCiti postupci za reSavanje postavljenog
optimizacionog problema, od kojih se najcesce koriste postupci Hubera [40] i Cipkina
i Poljaka [72,89]. U nastavku ¢emo razmotriti pomenute postupke.

Polaze¢i od metodologije Hubera [40], oznac¢imo sa
p, =(1-¢)p, +ep; £€(01) (6.117)

proizvoljnu funkciju gustine verovatnoc¢e u okviru pretpostavljene klase P, gde je p,
najnepovoljnija funkcija gustine verovatnoce za koju je I(p0)< I(pg). Odgovarajuce
funkcije raspodele verovatno¢e P, i P su simetri¢ne i konveksne funkcije, te je i
raspodela P, simetri¢na i konveksna funkcija i pripada usvojenoj klasi P . DefiniSimo
dalie 1()=1(p,) i p(e)=p(p,) na osnovu izraza (6.41) i (6.42), respektivno. Na
osnowvu relacija (6.45) i (6.47) ove funkcije zadovoljavaju Jensenovu nejednakost, te
su konveksne. Takode, posto je p(e) konveksna funkcija, ukoliko je dp(g)/de >0 u
tacki & =0 imace globalni minimum. Polaze¢i od (6.42) moze se pisati

194



Optimalna parametarska identifikacija

90le) - [l @)-vilolhe: 9=p-p.  (6118)

—00

gde je
V/o(z)z _[IOQ po(z)]' (6.119)

Na isti nacin se pokazuje, diferenciranjem (6.41), da je

dli(eg) o0 = T[_ZWO(Z)Q'(Z)—Wff(Z)g(Z)]dZi g=p-Ppo- (6.120)

S obzirom na (6.46), dalje, sledi

2 2 2 2
%&mﬁkﬂh&ﬂ (6.121)
g P, Po p Po

Leva strana u (6.121) je integrabilna po pretpostavci, pa je
Ji c P }dz<'|i po} z=1(p)-1(p,)=0. (6.122)
&

Ovde je iskoris¢ena Cinjenica da je p, najnepovoljnija funkcija gustine verovatnoce u
smislu minimuma Fisherove koli¢ine informacije, |(p,)<1(p), a i leva strana
nejednakosti u (6.122) je na osnovu toga nenegativna, tj.

Iip‘ pﬂdz =[1(p.)-1(po)]>0, (6.123)

te su ispunjeni uslovi za prelaz limesa pod znak integrala, odnosno

2
lim= Jip‘ Py }dz lim= {p‘ P }dz. (6.124)
&0 ¢ _waﬁo & pg po
Ako se u (6.124) p, zameni definicionim izrazom (6.117) dobija se
2
lim = {pg _ P } 2 po[ ] po [p-p,]- (6.125)
Ve P, Po Po po

S obzirom na (6.119), (6.123) i (6.125), dalje, sledi

lim= Ji }dz_ [ 2w,9 y/Og}iz>O (6.126)

&0 ¢
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gde je g=p—p,. Po3to je leva strana nejednakosti (6.126) jednaka p'(0) (relacija
(6.118)) to je p'(0)>0.

Imajuci u vidu (6.120) vaZi i obrnut stav. Naime, ako je gustina p,(-) takva da
je

_T[— 2y,(2)9 (2)-wi(2)a(z20;  g(z)=p(2)- ps(2) (6.127)

za svako peP tada je 1(0)>0, i posto je I(p,) konveksna funkcija bice
1(0)=1(p,)>1(p) za ¥p e P, odnosno gustina p,(-) minimizirace Fiserovu koli¢inu
informacija I(p). Drugim re¢ima, uslov (6.127) predstavlja potreban i dovoljan uslov
da bi funkcija gustine raspodele p,(-) minimizirala I(p). Posto je 1(p) konveksna
funkcija i funkcija p, je konveksna, tj. p, eP .

Ovde se nista ne govori o egzistenciji reenja p,(-) i o tome 3ta se desava
ukoliko raspodele P, € P ne poseduju apsolutno neprekidne gustine p, () Moze se
pokazati da je 1(p,)<o ako i samo ako sve raspodele u okviru klase P poseduju

apsolutno neprekidne gustine, za koje je Ipf/pﬂz<oo. Ako je, dalje skup P

kompaktan i konveksan i infpl(pg)=a<oo postojaée jedinstveno resenje p, takvo
p.€

daje 1(p,)=a < [40].

Prilaz Cipkina i Poljaka je znatno jednostavniji za primenu u praksi, a u
njegovoj osnovi nalazi se nejednakost Kosi-Svarc-Bunjakovskog [1,60,79,86]

{_T¢(Z)G(z)p(z)dz} s_TGZ(z)p(z)dz_T(/ﬁz(z)p(z)dz. (6.128)

Ako se u (6.128) usvoji ¢(z)= p,(z)/ p.(z) sledi
ﬁG(z)p;(z)dz} {_TG'(z)pé(z)dz}
) TGZ(z)pé(z)dz _TGZ(z)pé(z)dz

(6.129)

gde je p.eP i G() proizvoljna funkcija. Desna jednakost u (6.129) dobijena je

primenom parcijalne integracije. Za najnepovoljniju gustinu p, € P u nejednakosti

(6.129) treba da vazi znak jednakosti. Sa druge strane, lako je pokazati da se znak
jednakosti u relaciji (6.129) dobija za
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Po(2)_ g p, (2] = ke(e) (6130)

po(2)

Na taj nacin, najnepovoljnija gustina dobija se kao reSenje diferencijalne
jednacine (6.130), gde funkcija G() zavisi od pretpostavljene klase P . Dobijeno

resenje je jedinstveno ukoliko su sve funkcije raspodele verovatnoée unutar klase P
konveksne i simetri¢ne funkcije za koje postoje apsolutno neprekidne funkcije gustine
verovatnoce, a za koje FiSerova koli¢ina informacija I(p) postoji 1 konacna je.

Razmatramo dalje neke klase raspodela, koje predstavljaju uobiCajenu apriornu
informaciju o statistickim karkateristikama Suma.

a) P, - klasa funkcija gustine verovatnoce neprekidnih u koordinatnom
pocetku

P, ={p.(z): p(0)=1/2a>0}. (6.131)

Klasa P, definiSe prakti¢no minimalno moguci obim apriorne statisti¢ke informacije o

poremecaju u modelu, odnosno uslov (6.131) prakticno zna¢i potpuno odsustvo
apriorne informacije o statistickim karakteristikama poremecaja. Ako se u (6.130)

usvoji G(z)zsgnz i resi diferencijalna jednacina dobija se po(z)zCeXp{— k|z|}.
Konstanta integracije C odreduje se iz uslova normiranja J. p,(2)dz =1, odakle sledi

—00

C=k/2. S obzirom daje i p,(z)eP, toje p,(0)=k/2>1/2a, odnosno k =1/a.
Na taj nacin, najnepovoljnija gustina verovatnoc¢e u klasi P, je Laplasova funkcija
gustine verovatnoce

2a _E

po(2)=ie><p{ L IZI}. (6.132)

Optimalna kriterijumska funkcija u algoritmu parametarske estimacije, na
osnowvu (6.26), je

F,(z)=—log p,(z)=log 2a+§|z|, (6.133)

a njen prvi izvod, tzv. funkcija uticaja [33,40,76]

vo(z)=-llog py(2)] =~son (6.134)

FiSerova koli¢ina informacija za najnepovoljniju funkciju gustine verovatnoce p,
data je izrazom
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1(p, )= 1(py)=""— =4pZ(0)=a". (6.135)

b) P, - klasa gustina raspodela verovatnoce sa ograni¢enom disperzijom
P, ={p§(z): J'zzpé(z)SGZ}. (6.136)

Ako se u (6.130) usvoji G(z)=z i resi diferencijalna jednadina dobija se

po(z)=Cexp{—k22/2}. Na osnovu uslova normiranja Ipo(z)dz=1, dalje, sledi

C=+k/2x .Posto je p, P, i p, zadovoljava uslov Izzpo(z)dz <o?, na taj nadin

najnepovoljnija gustina verovatnoc¢e U okviru date klase je normalna, tj.

po(2)= \/—GeXp{ z } (6.137)

Optimalna kriterijumska funkcija u (6.26) je

F,(2)=—log p,(z)= |Og(27r0)+z—2, (6.138)
20

S obzirom na usvojeno G(-) i (6.129) dobija se za Fierovu koli¢inu
informacije

1(p. ) ;= L —1(py) (6.139)

Iz Po(z

dok je funkcija uticaja data izrazom

LA (Z) = _[IOQ Po (Z)] = é (6.140)

c) P;- klasa kontaminiranih ili aproksimativno normalnih funkcija gustine
verovatnoce

{p () p:(z)=[-¢)p,(z)+ep,(z), 0<e<l, p, jenormalna gustina

P, =
0,0 ) (-) proizvoljna simetri¢na gustina }. (6.141)

NG
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Parametar & naziva se stepen kontaminacije i oznaCava verovatnocu pojavljivanja
uzoraka generisanih funkcijom gustine raspodele verovatnoée p,(-). Ukoliko je & =0
svi uzorci su normalno raspodeljeni, dok uslov ¢ =1 karakteriSe potpuno odsustvo
apriorne informacije o raspodeli poremecaja. Razmatrana klasa predstavlja u literaturi
najceS¢e koris¢eni model sporadi¢nih poremecaja koji po svojim statistickim
osobinama odstupaju od ostatka populacije (anomalna merenja, “bad data” ili
“outlier”-i) [4,33,34,40,75,76,89]. Ukoliko u sistemu postoje retke, velike realizacije
poremecaja kao statisticki model poremecaja navedenog tipa usvaja se, obicno, klasa
(6.141) uz pretpostavku da je i pz(-) gausovska gustina, nulte srednje vrednosti i
varijanse o >>o?. U literaturi posveéenoj obradi signala ovakav Sum naziva se

impulsnim [27,46,59,94]

Uslov (6.141) moze se napisati i u obliku
p:(2)=(L-¢)p.(2) (6.142)

uz ogranicenje

00

I p.(z)dz =1. (6.143)

—00

Na taj nacin razmatrani zadatak se svodi na problem minimizacije FiSerove
koli¢ine informacija I(p) uz ograniCenja (6.142) i (6.143). ReSenje ovog zadatka

moZe se traziti u obliku p,(z)=Q1-¢)p(z) za [7<A i py(2)=(1-¢)p,(z) za
|Z|>A, gde je A>0 i py(-2)=p,(z). U tom slucaju najnepovoljnija gustina

odreduje se iz uslova

=argmin Z (6.144)
PP A Z
uz ogranicenja
A o
I(l—e)pl(z)dz +J'p5(z)dz=% (6.145)
0 A
P: (A): (1—8)p1(A). (6.146)

Ako se, dalje, u (6.130) usvoji G(z)=1 i diferencijalna jednadina resi na
intervalu (A, ) dobijase p,(z)=k, exp{-k,z}. Nepoznate konstante k, i k, mogu se
odrediti u funkciji parametra A iz (6.146) i uslova p,(A)=(1-¢)p;(A), gde je
p(z)=N (0 c ) Na taj nacin se dobija
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ZZ
Too ® expi— lzZ[<A
= 6.147
Po(2) 1-¢ exp AN _A|Z| 2]> A ( )
\N2ro

Funkcionalna veza izmedu parametara A i & definisana je uslovom
normiranja (6.143), tj.

A

2
J. p,(2)dz + 20 p,(A)= 1 (6.148)
“A A 1-¢

U tabeli 6.1 date su vrednosti parametra k =é, odredene na osnovu (6.148),
O

za razli¢ite vrednosti stepena kontaminacije ¢ . Interesantno je uociti da se i za male
vrednosti stepena kontaminacije ¢ dobijaju relativno male vrednosti parametra Kk .

€ 0 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1

A 00 2 17 14 11 0.9 0.4 0
o

TABELA 6.1 Funkcionalna veza statistickih parametara u & -kontaminiranoj klasi
normalnih funkcija gustine verovatnoce

S obzirom na (6.147), optimalna kriterijumska funkcija (6.26) je

2o 7°

1_8 202 |Z|SA(8)
Fy(z)=—logp,(2)= re 1a° ||A (6.149)
-5 2> A(e)

l-¢ 20 o?

odnosno, izvedeni estimator ekvivalentan je Windzorijanskoj sredini [4,76].

FiSerova koli¢ina informacija za najnepovoljniju funkciju gustine verovatnoce
data je izrazom

1(p, )= ﬁ%(z)po(z)dz} = {2(1—e)erf (éﬂ (6.150)
gde je v,(z)=dF,(z)/dz i funkcija greske

erf (k):%j‘exp{—%zz}dz. (6.151)
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Izvod optimalne funkcije gubitaka, odnosno funkcija uticaja, data je izrazom

Vo (Z): _[IOQ Po (Z)] = AO- , A= A(g) (6.152)
—sgnz |z|>A
o

gde je A(g) definisano relacijom (6.148).

U praksi vrednosti indeksa kontaminacije ¢ i varijanse Suma o nisu nikada
ta¢no poznate, tako da se relacija (6.148) ne moze pouzdano koristiti za odredivanje
A. U sedmom poglavlju bi¢e razmatrana adaptivna procedura estimacije kod kojih se

statisticki parametri & i o® odreduju iz reziduala merenja, jednovremeno sa
procesom estimacije parametara.

Primetimo na kraju, da se aproksimacija neklasi¢cnog optimizacionog problema
(6.27) suboptimalnom procedurom (6.116) moze opravdati i na osnovu sledeceg
razmatranja. Naime, pretpostavimo da je matrica pojacanja F(i) u (6.51) definisana

kao sledeca aproksimacija optimalne matrice pojacanja I’ (l) u (6.54)

(i) =iB(w,, p)B(); B(i)=i-lzil:vgv(j,e*)v;v(j,e*) (6.153)

Ovakva aproksimacija pretpostavlja da je i dovoljno veliko, kao i da procena
parametara é(i) u (6.51) konvergira ka 0", odnosno da je é(i) blisko 6". Pod
navedenim pretpostavkama gradijent kriterijumske funkcije F() u (6.2) moze se
aproksimirati Taylorovim redom na slede¢i nacin

VoF (v(i+260(1))) 2 Vv (i+10°):
L (v(i+26"))+w (v(i+10"))Viv(i+167)0 (i) (6.154)

gde je w()=F'() i 6(i)=0(i)-6". Dalje se uslovna kovarijaciona matrica
inkrementa procena vektora parametara u dva sukcesivna trenutka vremena,
oznagenih kao (i+1) i (i), kada su na raspolaganju merenja do trenutka i, moZe
priblizno napisati kao

E{ia0(i+1)A0" (i+1)fi}=[1BB(i)] Vv (i+16")-

{[ﬁéT i)V (i+107)] +a}vgv(i +1,6°)[pB(i)]" (6.155)

Poslednji izraz se dobija kada se relacija (6.51) napiSe u alternativnom obliku

6(i+1)=0()-1(i)v,Flvii+1.60)) (6.156)
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odakle se za inkrement procena vektora parametara dobija

A0(i+1)=6(i +1)-6() =)V, F (i +1.6()) (6.157)

gde je F(i) definisano izrazom (6.153) a gradijent nelinearne transformacije reziduala
merenja izrazom (6.154). NalaZenjem  transponovanog vektora A@'(i+1) i
mnozenjem sa Ae(i +1), nakon primene operatora uslovnog matematickog ocekivanja
E{~|i} na tako dobijeni proizvod, dobija se izraz (6.115), gde su « i S definisani

izazima (6.34) i (6.35), respekti vno. Ako se, dalje, pretpostavi da procene parametara
konvergiraju na takav nacin da je

07 (WVov(i+167)f <& << ap? (6.158)

relacija (6.155) moze se dalje aproksimirati izrazom
Efia0(i+1)a0" (i+1)if~i B (W, v(i+10" Viv(i+10 B ()eB?  (6.159)

Na taj nacin, ako nam je cilj da eliminiSemo realizaciju impulsnog Suma u trenutku
(i+l), koja je generisana funkcijom gustine verovatno¢e P, u (6.141), uslova
kovarijacione matrice sa leve strane izraza (6.159) mora se uciniti $to je moguce
manjom, imaju¢i u vidu postignutu tacnost estimacije parametara u prethodnoj
iteraciji i zadate uslvoe stohastickog okruzenja. Posto u izrazu (6.151) od nepoznate
funkcije gustine verovatno¢e p iz usvojene klase P zavisi samo skalarna veli¢ina

_aly.p) _E,w’0@)
V)= o T E ) (6160

neophodno je da se ovaj faktor ucini $to je mogucée manjim, imajuéi u vidu da realna
funkcija gustine verovatnoée p~ nije poznata. Kao $to je pokazao u ovom poglavlju,
izbor nelinearne transformacije reziduala

w()=yo()=-llogpo()]; Py =argmini(p) (6.161)

gde je p, najnepovoljnija funkcija gustine verovatnoce koja minimizira FiSerovu
koli¢inu informacija 1(p), u okviru zadate klase P, tj. koja se dobija iz uslova
(6.116), rezultuje u uslov mini-maksa

min p{y, B ) = pWs, o) = max plyro, p) (6.162)

gde je P wusvojena klasa funkcija raspodela verovatnoce, za koje postoje
odgovarajuée funkcije gustine verovatno¢e p, a w(-) je proizvoljna klasa neparnih
funkcija uticaja, odakle se zakljucuje da je

p(‘//mp)gp(‘//mpo)zI(po)gp(‘l/'po) (6.163)
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a to je istovremeno u vaznosti i za uslovnu matricu kovarijanse u (6.159).

Dakle, izborom nelinearne transformacije reziduala u (6.51) na osnovu izraza
(6.161), uz istovremeni izbor matrice pojacanja algoritma (6.51) na osnovu (6.153)
obezbeduje se da uslovna matrica kovarijanse inkrementa procene parametara dva
sukcesivna vremenska trenutka za proizvoljnu funkciju gustine verovatnoce iz zadate
klase nece preci granicu robusnosti

BV, (i +1,0° Viv(i+16" ) (p,) (6.164)

dok ¢e za proizvoljnu neparnu nelinearnu funkciju 1//() u (6.51) i izbor F(i) prema
(6.153) wuslovna matrica kovarijanse inkrementa procena parametara za
najnepovoljniju funkciju gustine verovatno¢e p, iz (6.161) biti ne manja od veli¢ine
definisane sa (6.164), koja predstavlja granicu robusnosti.
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7. ADAPTIVNA ROBUSNA ESTIMACIJA
PARAMETARA METODOM QQ-KRIVE

U ovom poglavlju analiziran je, pomalo specifican pristup problemu
estimacije parametara linearnog stohastickog sistema, zasnovan na metodu QQ-krive.
Naime, do sada je u literaturi QQ-krivom oznacavan vrlo jednostavan i efikasan nacin
da se proveri valjanost pretpostavke o raspodeli sekvence realizacija nekog
stohastickog procesa [18,26]. U specijalnom slucaju, kada je pretpostavljena
Gausovska raspodela, a prava raspodela stohasti¢kog procesa poseduje kontaminaciju
koja je okarakterisana takozvanim zadebljalim repovima, odnosno prisustvom
realizacija velikog intenziteta, tada se QQ-kriva deformiSe na karakteristi¢an, vrlo
prepoznatljiv nac¢in. U ovom radu je pokazano da ukoliko se u dvodimenzionom
prostoru formira skup tacaka kojima je jedna od koordinata vrednost realizacije
stohastickog rpocesa a druga koordinata je funkcija ranga doti¢ne realizacije u
sortiranoj sekvenci i pretpostavljene funkcije raspodele, tada ¢e se, ukoliko je
pretpostavka o0 raspodeli dobra, ove tacke, sa malim odstupanjem, na¢i na jednoj
pravoj [19,20]. Na osnovu ovakve osobine QQ-krive moguce je proSiriti njenu
primenu. U prvom delu ovog poglavlja, pokazano je kako se ovaj metod moze
koristiti kao estimator srednje vrednosti i varijanse i izvedene su osobine takvog
estimatora, dok je u drugom delu procedura primenjena na estimaciju parametara
linearnog dinamickog stohastickog sistema i istovremenu estimaciju statistika prvog i
drugog reda Suma merenja. Estimaciona procedura se zasniva na skupu podataka iz
pokretnog prozora i na taj nacin joj je inherentno pridruzen atribut adaptivnosti. Sa
druge strane, koriS¢enjem rezultata teorije min-maksne robusnosti [50,51,52], QQ-
metod estimacije se vrlo jednostavno moze uciniti robusnim u smislu neosetljivosti na
losa merenja koja su posledica zadebljanih repova funkcije gustine verovatnoc¢e suma
merenja. Dobijeni rezultat je primenjen na problem estimacije nepoznatih statistickih
parametara Suma u cilju definisanja funkcije verodostojnosti i projektovanja
adaptivnog rekurzivnog estimatora nepoznatih parametara sistema.

7.1. QQ-METOD ESTIMACIJE STATISTICKIH
PARAMETARA

Posmatrajmo, u Sirem smislu stacionaran, stohasticki proces ¢ijih nam je n
realizacija poznato {zi } i=1,...,n. Neka je tom procesu pridruzena funkcija raspodele

verovatnoce F(z) sa odgovaraju¢om funkcijom gustine verovatnoce f(z).
Sortiranjem ovih realizacija {z,} dobija se neopadaju¢a sekvenca {y,}, i=1,...,n
takva da je y; <y; za i< j. Uslovnu verovatnocu da je neka od realizacija y i-tog
ranga u sortiranoj sekvenci {yi} jednostavno je odrediti primenom Bernulijevog
eksperimenta $41,69,71]:
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Pl/y)-( 7y JF - Fy) )
Zanimljivo je pogledati cemu su onda jednaki uslovno matematicko ocekivanje i
uslovna varijansa sluCajne promenljive ranga i, m,, i o-ﬁy , respektivno:
Eli/y)=m,, = iP(i/y)
3 oo
ey i-1y ((F(y) )T
-6 S e ) 2
Uvode¢i smenu:
A _Fly)
“0-(g50) 3
dobija se:
_(1_ n—li s (n —1) . g
ml/y_(l F(y)) da = (I—l)!(n—i)!jla da
g d &(n-1
-a-r) 431 e
n-1 d &(n-1 i+’
-a-r) 43"
n-1 d n-1
= (-F()* lelra))
= @-F(y) @+ )+ (-Lal+a)?) (7.4)
smenjujuci (7.3) u (7.4) dobija se:
my, =Efi/y}=1+(n-1)F(y) (7.5)

Analognim postupkom moze se odrediti i uslovna varijansa:
of, =varli/y}=E{i*/y}-E*li/y)
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ST o Fo -, -

i\ 11—

Dalje se moze pisati:

wrlly}=a-ry) 3| e -,

0RO o fatia) )| -m, @

Ponovo smenom relacija (7.3) i (7.5) u (7.7) dobija se kona¢no:

ol, = Efit/y}-E*fi/y}=(n-DF(y)a-F(y)) (7.8)

Treba primetiti da je vrednost varijanse aiy mala za realizacije y generisane sa

krajeva raspodele F(y), jer je ili vrednost F(y) ili 1-F(y) mala. Sa druge strane,

varijansa o-iy dostize maksimum za vrednost F(y)=0.5 i taj maksimum iznosi

1
(n —1)/ 4 . To znaci da se oﬁy moze ograniCiti odgovaraju¢im izborom broja podataka
n. Dalje, mala vrednost o-iy oznaCava da je rang i slucajne promenljive y u

sortiranoj sekvenci {yi} vrlo bliska srednjoj vrednosti m,, odnosno i~m,, , Sto pak

i/y?
na osnovu relacije (7.5) znadi da je relacija izmedu ranga i i F(y) aproksimativno
linearna. Pri tome, treba primetiti da je linearnost utoliko izrazenija ukoliko je
vrednost broja podataka n manja i ukoliko je vrednost funkcije F(y) udaljenija od
0.5. Skup tacaka oblika (F “(p, ) yi) naziva se QQ-krivom, gde je [ 27]. Usvajajuci

aproksimaciju m,, ~i u relaciji (7.5) dobija se eksplicitni izraz za QQ-krivu
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y=Fp)=F ) p=(i-D)(n-D~r,~(-05)n 7.9

gde je sa F‘l(-) oznacena inverzna funkcija raspodele funkcije F() Vrednosti r, i
p; su vrlo bliske, ali uobiCajeno je da se koristi I, kako bi se i za prvu i pocetnu
realizaciju u sortiranoj sekvenci odredile kona¢ne vrednosti F(r,) u slu¢aju najéesée

koris¢enih raspodela, kao $to su Gausovska, Kosijeva i Laplasova. Ukoliko tako
formiran skup tacaka QQ-krive (7.9) karakteriSe linearnu zavisnost, tada je skup
tadaka {y, }, odnosno {z,} generisan shodno raspodeli F(-). Ukoliko se sa m oznagi
srednja vrednost a sa o standardna devijacija ove raspodele, tada se izraz za tacke
QQ-krive moze napisati u obliku forme linearne regresije:

Yy =M ofA(5)=me+of (7.10

Sa F.(-) je oznagena standardna funkcija raspodele nulte srednje vrednosti i jedini¢ne
varijanse koja je pridruzena slu¢ajnim promenljivima T, = (yi - m)/a. Estimacija

srednje vrednosti i standardne devijacije se tada moze izrvsiti primenom metode
najmanjih kvadrata, koja je opisana u ¢etvrtom poglavlju, odnosno

E}:(Z‘Z >y (7.11)

gde su 2xn dimenziona matrica Z‘ i n dimenzioni vektor Y :

11 1

Z‘{ _ J; Yt=[y,y,...y, ] (7.12)

nr ..r

n

Uzimajuci u obzir relacije (7.11) i (7.12) izraz za procenu srednje vrednosti se moze
napisati u sledecoj formi:

Sy Y E SRS

PN = (7.13)

5o -[87]

i=1

>

tako da pomeraj ove procene iznosi

b(f)=E{M}-m=2L = (7.14)

U slucaju simetri¢ne raspodele F() mozZemo pisati:

206



Adaptivna robusna estimacija parametara metodom QQ-krive

iznf‘:izn:{ﬁ(%)_ }:_EHEF'{ j (7.15)

O ia

n i (n/2] i [(n+1)/2] i n i
) S () s
i-1 n-1 i=1 n- idfmzpe \N=1) i@ \N-1

W2 rioq) el ciqy W2 11
o= i M oy~ ) P O o Ll
I (e PR T A

j=1

Wl (il NEE
S o ) S W 3 | o SR (7.16)
i-1 n-1 n-1 i=[n/2]+1

gde [-] oznacava ceo deo, a kako je za simetriénu raspodelu F(-)

F(x)-m=m-F*{1-x) (7.17)

zakljucuje se

Zn:ﬁz—ﬂ l{[nz/z:]{lr-l(ﬁj—F-l(l—iiﬂ+R%ﬂ*(os)}:o (7.18)

J’_
i o o |ia n-1 i=[n/2 11

Na osnovu relacija (7.14) i (7.18) zakljuéuje se b(f)=0, 3to zna¢i da je procena
srednje vrednosti nepomerena u slucaju simetrinih raspodela. U slucaju
nesimetri¢nih raspodela, generalno govoreci, estimator (7.13) poseduje pomeraj, dok

u slucaju simetricnih raspodela, razlika izmedu procene i prave srednje vrednosti
iznosi:

>0 Z

M—m =2 (7.19)

ol = E{(m—m)z}z%2 (7.20)

gde je o° = E{(y—m)z}. Na osnovu poslednje relacije se zakljucuje da estimator

srednje vrednosti (7.13) u slucaju simetricnih raspodela poseduje osobinu
konzistentnosti.

Sa druge strane, na osnovu (7.11) i (7.12) estimator standardne devijacije se
moze napisati u slede¢em obliku:
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Y REY -2 R Y Y fm, =X R> ) Fm,, -
i=1 1 il i=1 —_i=l

i= i i=1 =l

o3 ge-(r) e (3]

n
rnm
=1

Pri tome je upotrebljena oznaka E{y,f=m,, i iskoriiéena &injenica da je

Zmy/i =nm. Na osnovu relacija (7.9) i (7.10), deterministi¢ki ¢lan T, iznosi

P - E{Fﬁ(i;lj— m} (7.23)
o n-1

Smenjujudi relaciju (7.23) u (7.22) i primenjujuci operator matematickog ocekivanja
dobija se:
nZ{Fn‘l(l _1j— m}(my/i ~m)
Elo)- L
oj=0 N i1 2 N i1 2
i— i—
Y| FY—|-m| - FA—|-m
(o)) -l ()

Pod pretpostavkom simetri¢ne funkcije raspodele F, poslednja relacija postaje:

D [ FE R

E{G}= S — (7.25)

R

(7.24)

i=1

U Zelji da ispitamo osobine ovog estimatora posmatrajmo relaciju (7.5). Ova relacija
aproksimativno vazi za svaku pojedina¢nu vrednost argumenta Yy, pa stoga vazi i za

y=m,,, odnosno:

My, =1+ (=2)F(m, ;) (7.26)
ili drugacije napisano:
o g Mymy, 1 (7.27)
v/ n-1
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U slucaju velikog broja podataka n nad kojima se obrada vrSi, moze se napisati

. 4 j-1
m, =~jem,;=F 1(J—j (7.28)

E{6l~o (7.29)

odnosno da je estimator standardne devijacije aproksimativno nepomeren. Generalno
govoreli, pomeraj estimatora (7.21) nije jednak nuli, odnosno b(6)=E{6}-c #0.

Medutim, relativni pomeraj b(6)/o zavisi iskljucivo od tipa normalizovane funkcije
raspodele F. () i od broja podataka n [17,19,20].

7.2 FORMULACIJA PROBLEMA PARAMETARSKE
ESTIMACIJE

U radu je dalje razmatran problem identifikacije linearnog dinamickog sistema
estimacijom parametara na osnovu merenja ulaznog i izlaznog signala. Stoga,
posmatrajmo apstraktni linearni, dinamicki, stacionarni, vremenski diskretni sistem,
koji se moze modelirati diferencnom jednacinom sa konstantnim parametrima:

y(i)=-Zay(i-k)+ Xbu(i-k)+&(i) (7.30)

pri ¢emu su y(i)e R, u(i)eR’, £(i)e R' redom sekvenca merenja izlaza sistema,
merljivi signal na ulazu i stohasticki ulaz, dok konstante a,i=1,...,n i bj, j=L1...m
predstavljaju parametre sistema. Pretpostavimo jo$ da je sekvenca stohastiC¢kog ulaza
{&(i)} stohaticki proces generisan u okviru sub-sigma algebre {F.}, i da su konstante

m i n unapred poznate (0<m<n). Funkcija gustine verovatnoée realizacija procesa

i (I) nije u potpunosti poznata, pri ¢emu je apriorno znanje o ovoj raspodeli vezano

za klasu P mogucéih simetri¢nih raspodela sa nultom srednjom vrednos$cu, kao Sto je
pretpostavljeno u Sestom poglavlju.

Uvodeéi operator pomeranja unazad ¢ “y(i)=y(i—k), relacija (7.30) se
moze napisati u sledecoj ARX polinomijalnoj formi

A(g™)y(i)=B(a*)u(i)+&(i) (7.31)

gde su

M=

A(q'l)=1+§lak¢k, B(q?)=2ha" (7.32)

=~
|

1
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takozvani karakteristi¢ni i kontrolni polinomi. Relacija se moze napisati i u linearnoj
regresionoj formi

y(i)=Z"(i)o+£&(i) (7.33)

gde  regresioni  vektor ZT(i)=[—y(i—1),...,—y(i—n),u(i—l),...,u(i—m)]
predstavlja vektor odbiraka ulaznog i izlaznog signala a @' =[a1--~an bl--~bm]

predstavlja vektor konstantnih parametara sistema. Problem rekurzivne identifikacije
sistema opisanog relacijom (7.33) je zapravo problem procene nepoznatih parametara
sadrzanih u vektoru ® u realnom vremenu, a na osnovu merenja signala na ulazu i
izlazu sistema, kao Sto je definisano u treCem poglavlju. Na osnovu nepotpunog
apriornog znanja o prirodi stohastickog ulaza (poremecaja) moze se konstruisati min-
max optimalni robusni algoritam identifikacije, koji minimizira usvojeni indeks
performanse V(T,p) koji predstavlja asimptotsku kovarijacionu matricu greSke
estimacije, pri ¢emu je izabrana forma estimatora T iz klase mogucéih estimatora t a
za neku funkciju gustine verovatnoce poremecaja p iz klase P [50,51,52]. Ovaj
problem detaljno je razmatran u Sestom poglavlju. Kao Sto je pokazano u ovom
poglavlju, mi biramo formu estimatora T er, funkcija gustine verovatnoce

poremecaja pe P je odredena prirodom sistema i prirodom merenja dok V (T, p)
predstavlja konac¢ni rezultat takve strategije. Ovakav izbor ima sedlastu tacku (TO, po)

ukoliko estimator T, i funkcija gustina verovatno¢e p, zadovoljavaju

min maxV (T.p)=V (T, po)zrggxmjpv (T.p) (7.34)
Kao sto je navedeno u Sestom poglavlju, ovakav estimator T, se oznacava kao min-

max optimalni robusni estimator, dok se p, naziva najnepozeljnijom funkcijom
gustine verovatnoce .

Polaze¢i od metodologije izlozene u Sestom poglavlju , ukoliko je klasa
estimatora 7 izabrana u skupu rekurzivnih estimatora tipa stohastickog gradijenta,
tada se rekurzivna relacija kojom se estimiraju parametri vektora Q moZe napisati u
formi

6(i)=6(i-1)+r () Z i)y (v(i.6(-1))) (7.35)

gde je v(i,@))zy(i)—@)TZ(i) greSska predikcije ili rezidual, dok je min-max

optimalni robusni estimator T, definisan slede¢om relacijom

v ()=v,()=-[logp,(-)] (7.36)

r(i)=", (i) =[iE{w, () E{Z()Z"(i)}] (7.37)
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Najnepozeljnija funkcija gustine verovatno¢e p,(-) je ona funkcija koja minimizira
Cramer-Rao-vu granicu u okviru posmatrane klase raspodela P. Na taj na¢in, y,(-) u

relaciji (7.36) predstavlja funkciju tipa maksimalne verodostojnosti (ML) koja
odgovara specifi¢noj raspodeli p,, a estimaciona procedura (7.36) se svodi na ML tip

identifikacije. Medutim, problem je odrediti najnepozeljniju funkciju gustine
verovatno¢e p,(-), jer se u tom cilju mora resiti varijacioni problem koji nije

klasi¢nog tipa i koji se uglavnom reSava numeri¢kim metodama. U Sestom poglavlju
je pokazano da se ovaj problem moze resiti analiticki samo u aproksimativno, pri
¢emu se problem onda svodi na minimizaciju Fisher-ove koli¢ine informacija

I(p)= E{( p' p)z} u okviru zadate klase raspodela P. Razli¢iti primeri za klase P i

odgovarajuce funkcije gustine verovatnoée p,(-) koje minimiziraju Fisher-ovu
koli¢inu informacija 1(p) u okviru klasa P, navedeni su u Sestom poglavlju.

Medutim, prakti¢ni izbor teZinske matrice I'j(-) u relaciji (7.37) nije mogu¢ bez

poznavanja stvarne raspodele stohasti¢kog ulaza. Stoga se u okviru robusne estimacije
zahteva takav estimator koji ¢e biti efikasan u slucaju kada je raspodela poremecaja
normalna, ali istovremeno treba da ima dobre osobine i u slu¢aju kada raspodela
poremecaja znacajno odstupa od normalne u smislu posedovanja takozvanih
'zadebljalih repova' koji rezultuju ekstremno velikim vrednostima u sekvenci merenja
izlaza. Otuda se, u cilju dizajna praktiéno primenjivog rekurzivnog robusnog
estimatora, mora i¢i dalje u aproksimaciji min-max optimalnog resenja (7.35)-(7.39).
Jedan od mogucih pristupa se zasniva na algoritmu stohastickog gradijenta (7.35) i
ovaj je metod prikazan u slede¢em odeljku rada. Rekurzivni estimator dat relacijom
(7.35) koji za konkretnu funkciju w ne koristi ML tip funkcije dat relacijom (7.36), se
naziva aproksimativnim rekurzivnim estimatorom maksimalne verodostojnosti ili
skra¢eno M-estimatorom [40].

7.3. ROBUSNI REKURZIVNI ALGORITAM TIPA
STOHASTICKOG GRADIJENTA

U cilju realizacije min-max optimalnog robusnog rekurzivnog algoritma
(7.35)-(7.37), neophodno je izvrsiti izbor nelinearne funkcije  (-) sa osnovnim

ciljem da na neki naCin prepoznaje neregularna merenja, takozvane outlier-e, i da
smanjuje njihov uticaj na kvalitet identifikacije parametara sistema. Nelinearna
funkcija, koja se u literaturi posveéenoj robusnoj estimaticiji naziva i funkcijom
uticaja [**] mora biti izabrana tako da obezbedi visoku efikasnost u slucaju kada je
raspodela mernog Suma nominalna, odnosno Gaussovska, ali da ovu osobinu sacuva i
u slucaju prisustva neregularnih merenja, outliera, iz prethodno definisane i strateski
izabrane klase raspodela. Pogodno je da, izmedu ostalog, ova funkcija ima i osobine

ograniCenosti i neprekidnosti. Ograni¢enost funkcije y (-) obezbeduje da bilo koja

pojedina¢na opservacija ne moze imati neograni¢en uticaj na kvalitet estimacije, dok
neprekidnost funkcije omogucava da se efekti zaokruzivanja i kvantizacije mogu
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zanemariti. Dalje, funkcija y (z) mora biti linearna za male vrednosti argumenta, te
se u literaturi uobicajeno usvaja funkcija oblika [40]

y/(z)zmin(é,gjsgn(z) (7.38)

gde je sa o oznacena standardna devijacija mernog Suma, a parametar k predstavlja
konstantu koju treba izabrati sa ciljem da se postigne zeljena efikasnost algoritma u
slu¢aju nominalnog modela mernog Suma. Kako je, dalje, vrednost varijanse o
uglavnom nepoznata, neophodno ju je na neki nacin proceniti. Popularna i Cesto
kori$¢ena jednostavna forma robusne procene varijanse o’ jeste mediana [39]:

d = median |y (i) - median {y(i)}|} /0.6745 (7.39)

Ostali, primenjivi tipovi nelinearne funkcije () se mogu na¢i u literaturi
[4,33,39,40,75,76,89].

Opisani rekurzivni robusni estimator ima sledeca svojstva: Kao Sto je pokazano u
Sestom poglavlju , ukoliko se za nelinearnu funkciju uticaja izabere sledeca forma:

v()=y ()= —[Iog( p())} p’ =argmin| (p) (7.40)

ovakav izbor ne zadovoljava optimalnost u min-max smislu (7.34), ve¢ on minimizira

uslovnu kovarijacionu matricu E{[@)(i)—@)(i—1)][@)(i)—@)(i—l)]T F

i-1

} za slucaj

najgore raspodele p° u (7.40). Dalje, na osnovu rezultata izloZenih u Sestom
poglavlju, ideja uvodenja nelinearne funkcije uticaja y(-) u formi relacije (7.38)
odgovara obliku funkcije y’(-) iz relacije (7.40) za slucaj kada klasa P definiSe
takozvanu & — kontaminiranu familiju raspodela, definisanu kao:

P=P ={p|p=(1-2)N(0,0%)+zh}, £<[0,2) (7.41)

gde je h(-) simetri¢na funkcija gustine verovatnoée nulte srednje vrednosti, dok
N(O,O'Z) predstavlja Gaussovu raspodelu nulte srednje vrednosti i varijanse o”.
Najnepozeljnija raspodela p” iz ove klase, sa takozvanim ‘oteZalim repovima'
rezultuje u 17(p")=2(1-¢)erf (k)o*, gde je sa erf oznatena funkcija greske
(videti poglavlje Sest).

7.4. ADAPTACIJA ROBUSNOG REKURZIVNI
ALGORITAM TIPA STOHASTICKOG GRADIJENTA
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& —kontaminirana familija raspodela (7.41) je od izuzetnog znacaja za oblast
robusne estimacije jer ona modelira veliki broj razli¢itih aplikacija u kojima je
sporadi¢na pojava neregularnih merenja velikih intenziteta prisutna [4]. Sta vise, u
takvim situacijama je svrsishodno za kontaminantu h(-) iz relacije (7.41) usvojiti
Gaussovu raspodelu nulte srednje vrednosti i varijanse koja je znacajno veca od
nominalne [17-20]. Shodno tome, usvaja se model funkcije gustine verovatnoce
mernog Suma u sledecoj formi:

p=(1-2)N(0,6%)+eN(0,62) (7.42)

koja je okarakterisana sa tri nepoznata parametra: intenzitetom kontaminacije
€€ [0,1), nominalnom varijansom Suma regularnih merenja o i varijansom outlier-a
o2 >>o”. U nedostatku apriornog znanja o ovim parametrima, uobi¢ajeno se usvaja

robusni estimator (7.35)-(7.37) sa funkcijom uticaja (7.38), pri ¢emu se procena
varijanse zamenjuje medijanom (7.39) a parametar k se bira tako da iznosi 1.42xd u
cilju obezbedivanja 95% efikasnosti estimatora. Ovakav izbor je krajnje opravdan u
nedostatku apriornih informacija o parametrima raspodele mernog Suma, medutim
ima 1 znacajnih nedostataka. Prvi nedostatak jeste da je nemoguce dokazati svojstva
estimatora (7.39), pa se samim tim i Zeljena efikasnost dovodi u pitanje. Drugi
znacajan nedostatak jeste taj da je intuitivno jasno da funkcija uticaja mora biti
podlozna promenama intenziteta kontaminacije i varijansi outlier-a, $to se izborom
funkcije (7.38) ne obezbeduje.

U cilju ilustracije znacaja parametara &, o i ¢ U modelu Suma (7.42), na
izbor funkcije uticaja, pogledajmo na slikama 7.1.a,b i ¢ kako bi teorijski izgledale
ove funkcije primenom metoda maksimalne verodostojnosti (z//(.)z[—ln(p)]'). Na
ovim slikama su skicirane idealne ML funkcije uticaja pri ¢emu je na slici 7.1.a.
usvojeno &=5%, o =10 dok varijansa nominalnog modela uzima razli¢ite
vrednosti o2 e{1,2,3,4}. Na slici 7.1.b su varijanse nominalnog modela i outlier-a
konstantne o”=1, o.=10, dok se intenzitet kontaminacije = menja
[%]<{2.557.510}. Na slici 7.1.c su varijansa nominalnog modela o?=1 i
intenzitet kontaminacije ¢ =5% konstantni, dok se varijansa outlier-a menja
o? €{510.15,20} .

y @, e= 005 s, =10 LY@, s’=15;=10

2 s2=1 b) ez 250 TAET %
P 2
’ s°='3
&~
g2 :/lzr e=10%
2 5 2
s°=2
I e = 7.5%
ED) 10 0 10 Zzo E ¢ 0 ¢ z°®
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Slika 7.1: ML funkcije uticaja za razlicite vrednosti parametar ¢, ¢* i o u modelu

Suma (7.42): a) za razlicite vrednosti varijanse o®, b) za razlicite vrednosti
intentziteta kontaminacije &, c¢) za razlicite vrednosti varijanse o

Na osnovu prikazanih funkcija uticaja mogu se izvesti sledeéi zakljucci. Svaka
od prikazanih formi funkcija ima izrazita tri regiona. Prvi region jeste oblast za male
vrednosti argumenta (sa obe strane koordinatnog pocetka) u kojima je funkcija
uticaja gotovo idealno linearna. Ovakav oblik funkcije je u potpunom skladu sa
teorijskim rezultatom koji kaze da za male vrednosti reziduala prisustvo outlier-a nije
detektovano, te je nominalni model vazeéi, a shodno njegovoj Gaussovskoj prirodi,
linearna forma ML funkcije uticaja optimizira varijansu greSke estimacije. Za nagib
linearnog segmenta u ovom regionu odgovorna je isklju¢ivo varijansa nominalnog
modela o*. Treéi region je zaduZen za prisustvo outlier-a U strukturi mernog signala i
on je takode linearan, ali u opsezima intenzivnih reziduala velikih, pozitivnih ili
negativnih, vrednosti. Na osnovu prikazanih slika je ocigledno da je za nagib linearnih
segmenata u ovom, treem, regionu, odgovorna varijansa outlier-a . Takode se

uocava da je sa povecanjem ove varijanse i nagib linearnog segmenta u tre¢em
regionu sve manji, Sto je u skladu sa intencijom funkcije uticaja da takva, lo3a,
merenja potisne. Kona¢no, postoji i druga, prelazna oblast izmedu prve i trece, koja u
najve¢oj meri zavisi od intenziteta kontaminacije ¢ 1 varijanse nominalnog modela
o, dok je prili¢no neosetljiva na varijansu outlier-a oZ. Ovo je oblast u kojoj se sa

gotovo jednakim verovatno¢ama mogu pojaviti i regularna i loSa merenja, otuda
funkcija uticaja u ovoj oblasti ima negativni gradijent, jer se sa povecavanjem
vrednosti reziduala verovatnoca regularnog merenja neprekidno smanjuje.

Imaju¢i napred navedeno u vidu, postaje jasno da bi estimacija parametara &,
o’ i ol u velikoj meri pomogla u pravilnom izboru funkcije uticaja, Sto bi

konac¢no rezultovalo kvalitetnim estimatorom parametara sistema koji se identifikuje.
Pogodan teorijski okvir za estimaciju ovih parametara jeste QQ-kriva [4] koja se
uobicajeno u literaturi koristi kao mera valjanosti pretpostavke da raspodela slucajne
promenljive odgovara usvojenoj. Pretpostavimo da nam je na raspolaganju sekvenca
poslednjih N reziduala:

v(k6)=y(k)-0Z(k), k=i-N+1,..i (7.43)
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gde je sa i oznacen tekuéi trenutak, y (K) je merenje u k-tom trenutku, dok su © i

Z (k) definisani relacijama (7.33) i (7.36). Ukoliko za tako dobijenu sekvencu
reziduala formiramo QQ-krivu (ilustrativni primer je prikazan na slici 2), gde se na
apscisu nanose vrednosti F,*(p;), j=1..,N gde je sa F,*() oznaena inverzna
funkcija raspodele za Gausovsku raspodelu nulte srednje vrednosti i jedini¢ne
varijanse a p; =(j-1)/(N-1), a na oordinatu vrednosti s, j=1..,N koje
predstavljaju sortirane, u rastuci niz, vrednosti reziduala
v(k,@)), k=i—N+1,..,i , dobiécemo graficki prikaz u kome su sadrzane

informacije o sva tri trazena a nepoznata parametra (5,02,05). Primetimo da ovaj

postupak zahteva da se originalni sortirani reziduali centriraju u normalizuju, kako bi
imali nultu srednju vrednost i jedini¢nu varijansu, ¢ime se ne menja rang reziduala u
sortiranoj sekvenci.

QQ-plot
S.

. A
nom{nal residuals /

-——P
7~

10 ’
\ -— \\°//
-~ hY 7
-~
e

-

A0rm Tk - puttier

_ : : gt
Slika 7.2: Primer QQ-krive za sekvencu reziduala shodno kontaminiranoj normalnoj
raspodeli Suma merenja (7.42)

Sa slike 7.2 se vidi da ¢e najveéi broj odbiraka reziduala (teorijski njih (1—&)N ) biti
skoncentrisano duz linearnog segmenta, dok ¢e retki outlier-i (teorijski njih &N )
znacajno odstupati od ove linearne zavisnosti. Mogucéi postupak za odredivanje gornje
i donje granice QQ-krive u okviru kojih se merenja mogu smatrati regularnim opisan
je slede¢om optimizacionom procedurom [19,20]:

b, = argmin; @) 3, @)= p- F*Cp+F, (/1)

=F,*(F, (/i) p/i) i=1..N

(7.44)
a

pri Gemu se parametar p usvaja eksperimentalno u opsegu [0.7,0.8] Naime,
parametri «; i B, u proceduri (7.44) izabrani su tako da je masa verovatnoce u
intervalu (ai, ﬂi) jednaka unapred specificiranoj vrednosti p, koja je tako odabrana

da se obezbedi efikasna robusnost, odnosno da algoritam estimacije poseduje visoku
efikasnost pri nominalnoj normalnoj funkciji gustine verovatnoce u (7.42), ali da
trakode efikasno eliminiSe sporadicne realizacije velikog intenziteta koje su
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generisane kontaminiraju¢om funkcijom gustine verovatnoce u (7.42). Na taj nacin,
parametri «; 1 8; moraju da zadovoljavaju uslov:

ﬁl

[ £(y/i)dy =F(8,/i)-F(a /i)=p (7.45)

podrazumevajuci daje a; <m,; < fB;, pri Cemu F(-/i) oznatava odgovarajucu
aposteriornu funciju raspodele verovatnoce, a f(-/i) njenu funkciju gustine

verovatnoce. Relacija (7.45) ne definiSe jednozna¢no dva nepoznata parametra, te je
neophodno da se uvede dodatna relacija u obliku nekog dodatnog kriterijuma. Jedan
mogucéi prirodan izbor je da se odredi resenje relacije (7.45) pod uslovom da je
minimalno rastojanje

dzd(ai’ﬂi)=|ai_ﬂi| (7.46)

Na taj nacin, regularne observacije koje su generisane nominalnom normalnom
funkcijom gustine verovatno¢e u modelu (7.42) bic¢e linearno transformisane nakon
prolaska kroz funkciju verodostojnosti u estimatoru parametara. Ovakav postupak
formalno je zapisan u obliku relacije (7.44) Primetimo da je verovatnoéa pogresne
odluke da se outlier proglasi za regularan podatak srazmerno sa rastojanjem (7.46), se
te na ovaj nain minimizira verovatno¢a laznog alarma. Postavljeni minimizacioni
problem je nelinearan i moze se reSiti numericki, na primer koris¢enjem Newton-
Raphosonovog postupka koji je opisan u ¢etvrtom poglavlju

Bk +2)=4,0)-[3; (3,0 T 1(5. () (7.47)

za k=12,... i polaze¢i od nekog pocetnog dogadanja f,(0). Prebrojavanjem broja
tacaka N, na QQ-krivoj koje ne zadovoljavaju uslov

a; <s;<pB, 1=1..N (7.48)

i deljenjem sa ukupnim brojem podataka N, dobija se procena intenziteta
kontaminacije ¢ :

. N,
§=—20 7.49
N (7.49)

Shodno tome, skup svih sortiranih reziduala S;, j = 1...,N moZemo podeliti u dva
podskupa sj', J=1..,N- N, koji su regularni i zadovolji su uslov (7.48) i
podskup s}), J = 1...,N, koji su o¢igledno pod uticajem outlier-a i nisu zadovoljili

uslov (7.49). Takode je pokazano da u (7,10) je nagib linearnog segmenta koji
modelira najve¢i broj tacaka QQ-krive zapravo procena standardne devijacije
nominalnog modela. Do ove procene se moze do¢i primenom metoda najmanjih
kvadrata (7.11), odnosno:
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LT T

Tt A T r
2 {F—l(pl) () . F;l(pN_NO)}’ e s sl 059

gde je sa M oznacena procena srednje vrednosti nominalnog modela i po pretpostavci
bi trebalo da bude jednaka nuli, sa § je oznaena procena standardne devijacije
nominalnog modela i u poglavlju 7.1 je pokazano da je ovakva procena standardne
devijacije nominalnog modela pomerena, pri ¢emu relativni pomeraj zavisi od broja
merenja u sekvenci N i da je za N > 100 relativni pomeraj manji od par procenata.
Konaéno, izdvajanjem onih reziduala koji su pod nedvosmislenim uticajem outlier-a i
procenom njihove varijanse dobija se traZeni parametar o

1 1YY
~2 0 0
O-O ZN_Z[Sj —N—zskj (751)

0 j=1 0 k=1

Alternativno se vatijansa (7.51) moze proceniti primenom algoritma (7.50) na podatke
klasifikovane u (7.48) kao neregularne, tj. outlier.

Periodi¢nom procenom ova tri parametra i njihovim uvrStavanjem u ML funkciju
uticaja

v()=-[tog(p())]: P

(1-£)N(0,0%)+&N(0,07) (7.52)

robusna rekurzivna identifikacija sistema (7.35-7.38) postaje adaptivna, Cime se
znacajno povecava kvalitet identifikacije, $to ¢e biti ilustrovano slede¢im numerickim
primerom.

7.5. REZULTATI SIMULACIJE

U cilju analize robusnosti i efikasnosti algoritma, izvrSene je sledeci
eksperiment. Posmatrajmo model sistema Cetvrtog reda koji je dat u formi relacije

(7.33): ZT(i)z[—y(i—l)...—y(i—4)u(i—l)], gde je vektor parametara
@ =[-148 1.28 -1.09 0.37 2]. Sekvenca {u(i)} je generisana kao bela

sekvenca sa Gaussovskom raspodelom nulte srednje vrednosti i jedini¢ne varijanse,
dok je pormeéaj &(i) generisan kao & -kontaminirana funkcija gustine verovatnoce

shodno relaciji (7.42), sa intenzitetom & =10%, nominalnom varijansom o =1 i
varijansom outliera o? =10. Testirani su slede¢i algoritmi: 1) rekuzivni algoritam
najmanjih kvadrata oznaen kao RLS; 2) rekurzivni robusni algoritam definisan

relacijama (7.35)-(7.38) oznacen kao RRA i kona¢no 3) adaptivni robusni rekurzivni
algoritam definisan relacijama (7.35)-(7.37) i funkcijama adaptacije na osnovu
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relacija (7.48)-(7.51), oznacen kao ARA. Kao mera poredenja algoritama uvedena je
kumulativna relativna greska estimacije parametara:

i 5 |@ _
cree(i)-Ly 3| k)-6 (7.53)
= 0,
gde jesa ®,, I =1,...,5 oznacen I-ti element u vektoru nepoznatih parametara Q , dok

je sa Q (k) oznacena procena ovog parametra u k-toj iteraciji. Na slici 7.3 su
prikazane vrednosti ovih kriterijuma za navedene algoritme.
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Slika 7.3: Vrednosti kumulativnog kriterijuma estimacije parametara CPEE za
razlicite algoritme

Slika 7.3 ilustruje efikasnost predlozenog adaptivnog robusnog algoritma u uslovima
prisustva impulsnog Suma u mernom signalu. Uoc€ljivo je da ovaj algoritam manje
osetljiv na sporadi¢ne pojave outlier-a Sto rezultuje ukupnom manjom kumulativnom
greSkom. Takode je uocljivo i da je RRA algoritam manje osetljiv na ovakvu vrstu
mernog Suma u odnosu na klasi¢ni RLS algoritam, ali s obzirom da ne poseduje
odgovarajuée informacije o statistikama kontaminirane funkcije gustine verovatnoce
mernog Suma, parametar k u relaciji (7.38) je fiksan, te je stoga i manje efikasan u
odnosu na predlozeni adaptivni robusni (ARA) algoritam. Predlozeni ARA algoritam
pokazuje visoku efikasnost estimacije za vrednosti intenziteta kontaminacije
£ <20%), nezavisno od varijanse outlier-a o?. U situacijama kada ovaj parametar

postane veci od 0.2, pretpostavka o sporadi¢noj pojavi vise otlier-a viSe nije odrziva,
te se stoga i procene parametara degradiraju.
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8. ZAKLJUCAK

U doktorskom radu pod naslovom ,, Analiza jedne klase rekurzivnih stohastickih
algoritama Gauss-Newtonovog tipa sa primenama u parametarskoj identifikaciji FIR i IR
digitalnih sistema® razmatrana je parametarska identifikacija modela sistema odredene
strukture, koja predstavlja linearni vremenski diskretni i vremenski invarijantan
stohasticki sistem. Inace, kao Sto je navedeno u uvodu i detaljno razmatrano u prvom
poglavlju, modelovanje predstavlja integralni deo nauke i tehnike, koji obuhvata sve
oblasti ljudske aktivnosti. Sam pojam modelovanja povezan je direktno sa pojmom
procesa ili sistema, pri ¢emu sistem predstavlja subjektivni pojam i definisan je
usvojenim granicama koje obuhvataju samo one osobine realnog procesa koje su od
interesa za datu primenu. Na taj nacin, glavni zadatak modelovanja je da osvetli osnovne
osobine realnog procesa koji se posmatra i da ih prevede na neki apstraktan jezik, pri
¢emu je uobicajeno da se u tu svrhu koristi jezik matematike. lako ne postoji generalna
teorija modeliranja, u literaturi se mogu uo¢iti dva pristupa sintezi modela sistema. Prvi
od njih je deduktivni, koji dovodi do kvalitativnog modela, kod koga su na osnovu
poznatih idealizovanih fizickih zakona definisane matematicke relacije izmedu
relevantnih fizickih varijabli, a ukoliko su i vrednosti parametara u modelu egzaktno
poznate takav model se u engleskoj literaturi naziva “ white box“ model, odnosno na
srpskom jeziku model bele kutije. Tipi¢an primer “ white box“ modela predstavljaju
ekektri¢na kola 1 sistemi.

Drugi pristup je induktivni, a polazi od unapred usvajane strukture modela , koja
obi¢no predstavlja linearan vremenski invarijantan diskretan sistem. Posto konacan broj
parametara u ovakvoj strukturi nema nikakvo fizi¢ko tumacenje, ovakav model naziva se
na engleskom jeziku * black box“ model, odnosno na srpskom jeziku model crne kutije.
Vazan korak u ovakvom pristupu predstavlja estimacija parametara, na osnovu

raspolozivih realnih merenja na posmatranom sistemu, a ovaj zadatak se u literaturi
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naziva parametarska identifikacija. Ovakav pristup je vrlo popularan u prirodnim i
tehni¢kim naukama, s obzirom da linearni kontinualni i diskretni modeli navedenog tipa
vrlo dobro aproksimiraju ponasanje tipicnih industrijskih i tehnoloskih procesa oko neke
izabrane radne tacke.

U okviru teze dat je pregled trenutnog stanja u istrazivanjima i primenama po
pitanju parametarske identifikacije linearnih dinamickih modela signala i sistema.

U tezi je predlozena upotreba metoda parametarske identifikacije za usvojene
reprezentacije modela sistema razliCite fizicke prirode, a koje prestavljaju digitalne
vremenski invarijantne linearne stohasticke sisteme sa Kona¢nim impulsnim odzivom (
engleski Finite Impulse Response ili skra¢eno FIR ) i beskona¢nim impulsnim odzivom
(‘engleski Infinite Impulse Response ili skra¢eno 1IR ). Kao generalni pristup za sintezu
algoritama parametarske identifikacije u usvojenoj FIR ili IR strukturi modela koristi¢en
je metod greske predikcije. Zadatak parametarske identifikacije je postavljen kao problem
optimizacije bez ograniCavanja pogodno odabrane kriterijumske funkcije. U
optimizacioni Kriterijum je ukljucena i raspoloziva apriorna informacija o statistickim
karakteristikama greSke predikcije, posmatrane kao stohasticka promenljiva, u obliku
odgovarajuce klase raspodela poremecaja kojoj pripada i njegova stvarna ali nepoznata
funkcija raspodele verovatnoce, a ovakva informacija je preslikana u formu nelinearne
transformacije greske predikcije. U sustini, nelinearna transformacija reziduala merenja
ili greske predikcije u ovakvom pristupu predstavlja funkciju verodostojnosti, koja je
definisana u odnosu na najnepovoljniju funkciju gustine verovatnoce u okviru usvojene
klase, u smislu minimalne FiSerove koli¢ine informacije. S obzirom da je tako dobijeni
optimizacioni kriterijum nelinearna funkcija greske predikcije, kao sredstvo za vise
kora¢nu numericku minimizaciju ovog kriterijjuma koris¢en je Gauss- Newtonov
rekurzivni stohasticki metod. Pokazano je da se ovaj metod pod odredenim uslovima
svodi na rekurzivni algoritam tipa stohastickog gradijenta. Matrica pojaCanja ovakvog
algoritma odredena je iz uslova minimuma totalne asimptotske varijanse greske
estimacije, ¢ime je obezbedena maksimalno moguca asimptotska brzina konvergencije
pod zadatim uslovima. Na taj nacin, predloZeni pristup rezultuje u optimalne algoritme
parametarske identifikacije na zadatoj klasi raspodela poremecaja. Predlozenim

postupkom je izbegnuta i proizvoljnost i subjektivnost pri izboru indeksa performanse i
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algoritma parametarske identifikacije, a takode su formalizovane 1 heuristicke
intervencije koje su uobiajene pri statistickoj analizi mernih podatka. Posebni znacaj u
navedenom pristupu ima teorijska analiza konvergencije, konzistentnosti i asimptotske
brzine konvergencije procena parametara ka njihovim optimalnim vrednostima, koje
odgovaraju minimumu usvojenog Kriterijuma. Na bazi analize konvergencije doslo se do
egzaktnih teorijskih uslova pod kojima procene parametara, koje su generisane
rekurzivnim stohastickim algoritmom, konvergiraju. Za razliku od postupaka simulacije,
koji ne omogucava ekstenziju dobijenih rezultata na nove slucajeve koji nisu obuhvaceni
simulacijom, ovakav analitiCki rezultat ima univerzalnu vrednost i od korisnika se
zahteva samo da proveri da li su izvedeni teorijski uslovi za konvergenciju algoritma
parametarske identifikacije ispunjeni u razmatranom slucaju. Nedostatak predlozene
teorijske analize je $to ima asimptotski karakter, te vazi na uzorku neograni¢ene duzine.
U praksi ovi rezultati vaze na kona¢nom ali velikom uzorku, pri ¢emu teorijska analiza ne
daje odgovor koliko veliki uzorak treba da bude. Odgovor na ovo pitanje, kao i
sagledavanje osobina algoritama parametarske identifikacije na uzorku konacne, ili ¢ak
male, duzine moze se dobiti samo putem simulacije. S toga se jedino kombinacijom
teorijske i eksperimentalne analize, putem simulacije, mogu u potpunosti sagledati
osobine predlozenih algoritama u uslovima bliskim realnosti, Sto je u ovom radu i
sprovedeno.

Posebna paznja je, takode, posvecena prakti¢nim aspektima estimacije statistickih
karakteristika slu¢ajnih poremecaja u sistemu, koje nikad u praksi nisu tacno poznate. Za
specijalan, ali za praksu vrlo vazan, slucaj normalno raspodeljene merne populacije, koja
je kontaminirana sa odredenim procentom nekonzistentnih opservacija, koje se nazivaju
greSke merenja ili u anglosaksonskoj literaturi outlieri, predlozena je procedura za
estimaciju nepoznatog stepena kontaminacije i varijanse Suma merenja jednovremeno sa
postupkom estimacije parametara. Estimacija nepoznatih statistika Suma merenja
zasnovana je na prilazu QQ krive, koji je primenjen na memorisani rezidual merenja u
okviru klize¢eg prozora pogodne duZine. Za estimaciju parametara koriS¢eni su
prethodno razmatrani rekurzivni stohasticki algoritmi, ¢ime je dobijena nova efikasna
procedura za parametarsku identifikaciju. Ovim je omoguéena sinteza nove klase

efikasnih i prakti¢no primenljivih rekurzivnih algoritma za estimaciju nepoznatih
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parametara u usvojenoj FIR ili IR strukturi modela sistema, kada je sistem podvrgnut
dejstvu adaptivnog Suma Ccije statistiCke osobine nisu potpuno poznate. Ovako dobijeni
modeli mogu na¢i Siroku primenu u raznorodnim zadacima analize tehnoloskih procesa,
njihove simulacije, kao i projektovanja sistema za obradu i prenos signala i upravljanje
tehnoloskim u industrijskim procesima. Drugim re¢ima, jedan od osnovnih pravaca daljih
istrazivanja predstavlja primenu izvedene nove klase algoritama parametarske
identifikacije na konkretne probleme u razli¢itim oblastima nauke i tehnologije, pre svega

informaciono komunikacionih i upravljackih tehnologija i sloZenih sistema.

Primetimo na kraju, da se osnovni nauc¢no-istrazivacki rezultati u predlozenoj

doktorskoj disertaciji mogu svrstati u sledece kategorije:

1. Sistematizacija brojnih postoje¢ih rezultata u oblasti parametraske

identifikacije modela signala i sistema.

2. Sistematizacija postoje¢ih rezultata u oblasti robusne statistike, sa
analizom mogucénosti njihove primene U zadacima parametraske
identifikacije dinamickih modela signala i sistema.

3. Sinteza originalnog rekurzivnog stohastickog algoritma Gauss-
Newtonovog tipa za estimaciju nepoznatih parametara u usvojenoj FIR ili
IIR struktiri modela sistema, kada je sistem podvrgnut dejstvu adaptivnog
Suma Cije statistiCcke osobine nisu potpuno poznate, ali je na raspolaganju
izvesna apriorna informacija o ovom Sumu u smislu date klase raspodele
kojoj i stvarna raspodela Suma pripada.

4, Teorijska analiza konvergencije, konzistencije i asimptotske brzine
konvergencije algoritma, na osnovu koje su izvedeni egzaktni analiti¢ki
rezultati koji ukazuju na uslove konvergencije procena parametara ka
njihovim optimalnim vrednostima, u smislu usvojenog Kkriterijuma i
omogucavaju optimalan izbor matrice pojacanja algoritma, u smislu
maksimalno moguce asimptotske brzine konvergencije u zadatim
uslovima stohasti¢kog okruzenja.

5. Sinteza prakticno primeljivog adaptivnog algoritma parametarske
identifikacije na bazi simultane estimacije parametara usvojene FIR ili IR

strukture modela i nepoznatih statistickih parametara normalno
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raspodeljenog aditivnog Suma, na izlazu sistema, kontaminiranog retkim
sporadi¢nim realizacijama velikog intenziteta, tzv. outlierima ( ovakim
mernim Sumom je efekat delovanja stvarnog nepoznatog poremecaja u
sistemu preslikan na njegov izlaz).

Analiza prakticne primenljivosti predloZenih algoritama parametarske

identifikacije na bazi simulacije u uslovima bliskim realnosti.
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