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Predgovor

Algoritmi i strukture podataka se nalaze u centru svih tehnologija koje
se koriste u radu sa savremenim racunarima. Mada na prvi pogled mozda
ne izgleda tako, neka napredna metodologija se sigurno temelji na sofisti-
ciranim algoritmima i strukturama podataka. Pored ove prakti¢ne vazno-
sti, jer programeri mogu da neposredno koriste efikasne algoritme i dobre
strukture podataka u slozenim programskim projektima, izu¢avanje algo-
ritama i struktura podataka zauzima znacajno mesto u racunarstvu i zbog
njihove teorijske elegancije. Naime, za istrazivace su algoritmi vazno sred-
stvo kojim se odreduje stepen sloZenosti nekog racunarskog problema.

Skromni cilj ove knjige je upoznavanje Citalaca sa osnovama ove fasci-
nantne oblasti racunarstva. Zbog toga se u knjizi prevashodno razmatra-
ju neke od najosnovnijih metoda i paradigmi za dizajniranje i analiziranje
struktura podataka i algoritama. Pri tome je u¢injen poseban napor da se
u knjizi stavi naglasak na idejama i lak§em razumevanju koncepata, a ne
na implementacionim detaljima.

Ova knjiga je primarno zamisljena kao fakultetski udzbenik za pred-
met o algoritmima i strukturama podataka na prvoj ili drugoj godini stu-
dija racunarstva. Razumevanje materijala iz knjige zahteva bazi¢no pred-
znanje iz raCunarstva i matematike. Konkretnije, od Citalaca se ocekuje da
imaju iskustva u pisanju programa na nekom programskom jeziku viseg
nivoa kao $to su Pascal, C ili Java. Pretpostavlja se i da ¢itaoci poznaju
osnovne matematicke koncepte u koje spadaju skupovi, funkeije i induk-
cija.

U knjizi se nalazi preko 150 slika i tabela koje sluze za ilustraciju ma-
terijala. Algoritmi u tekstu su navedeni na jednostavnom pseudo jeziku
tako da ¢itaoci ne moraju da uci novi programski jezik da bi razumeli kako
rade algoritmi. Dodatno, na kraju svakog poglavlja se nalazi vise zadata-
ka ¢ija tezina ide progresivno u rasponu od prostih vezbi za utvrdivanje
gradiva pa do kreativnih problema. Ovi zadaci se smatraju integralnim
delom knjige i itaoci treba da bar pokusaju da ih rese.
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1
Uvod

TRUKTURE podataka i algoritmi su medusobno tesno povezani gra-

divni elementi na kojima se zasnivaju svi programski sistemi. Zato

se te oblasti obi¢no zajednicki predstavljaju u literaturi sa ve¢im
ili manjim naglaskom na jednu od njih. Znacaj struktura podataka i algo-
ritama lezi u Cinjenici $to se, pojednostavljeno receno, rad svih program-
skih sistema svodi u sustini na smestanje podataka u memoriji racunara i
manipulisanje tim podacima iz memorije. Zbog toga u primenjenim obla-
stima racunarstva, medu koje spadaju operativni sistemi, baze podataka,
racunarska grafika, vestacka inteligencija i druge, izuc¢avaju se zapravo
problemi efikasnog smestanja podataka i njihovog manipulisanja koji su
vazni za konkretnu oblast primene racunara.

U ovoj knjizi, medutim, smestanje podataka i njihovo manipulisanje
posmatra se iz vrlo opsteg ugla, uglavnom bez neke konkretne interpre-
tacije podataka na umu. U najopstijem smislu, termin struktura podataka
koristi se za nacin organizacije odredenih podataka u programu, a termin
algoritam koristi se za postupak obrade podataka. U ovom uvodnom po-
glavlju se podrobnije definisu pojmovi struktura podataka i algoritama,
kao i model racunara i jezik koji sluze za njihovo izrazavanje i interpreti-
ranje.

1.1 Podaci

Manipulisanje podacima je glavna svrha rada softverskih sistema i
zato je neophodno na samom pocetku razjasniti sam pojam podataka. U
stvari, u ovom kontekstu se ¢esto koriste termini ,tip podataka” (ili samo
kratko ,tip”), ,apstraktni tip podataka” i ,struktura podataka”, koji sli¢no



9 1. Uvod

zvuce i zato je korisno ukazati na njihove specificnosti.

Pod tipom podataka se podrazumeva skup nekih vrednosti zajedno
sa skupom operacija koje su dozvoljene nad tim vrednostima. Tako lo-
gicki tip podataka sadrzi samo dve vrednosti true i false, a dozvoljene
operacije nad njima su uobicajene logicke operacije negacije, konjunkci-
je, disjunkcije i tako dalje. Sli¢no, tip podataka pod imenom string sadrzi
vrednosti koje predstavljaju niske znakova, a dozvoljene operacije nad nji-
ma su spajanje dve niske, odredivanje duzina jedne niske, poredenje dve
niske i tako dalje.

Svaki programski jezik obezbeduje neke primitivne tipove podataka
¢ije vrednosti imaju atomicnu prirodu, odnosno ne sastoje se od manjih
delova. Ovi ,ugradeni” tipovi podataka se razlikuju od jezika do jezika, ali
vecina njih obezbeduje celobrojni, realni, logicki i znakovni tip podataka.
Svaki programski jezik sadrzi i pravila za konstruisanje slozenih tipova
podataka polazeci od primitivnih, koji se takode razlikuju od jezika do
jezika.

Apstraktni tipovi podataka su generalizacije primitivnih tipova poda-
taka i rezultat su primene vaznog naucnog principa apstrakcije u racu-
narstvu. Naime, iskustvo je pokazalo da se uspesna i efikasna realizacija
svakog softverskog sistema kojim se reSava slozeni problem ne moze spro-
vesti bez podele takvog problema na manje celine koje se mogu nezavisno
resavati. Ali ni ova dekompozicija slozenog problema nije dovoljna, ve¢
se za reSavanje manjih problema moraju zanemariti mnogobrojni neva-
zni detalji koji ne uti¢u na celokupno resenje. Ovim pristupom apstrak-
cije problema se znatno smanjuje sloZenost razvoja i odrzavanja velikih
softverskih sistema.

Apstrakcija problema obi¢no ima dva aspekta: proceduralnu apstrak-
ciju i apstrakciju podataka. Proceduralnom apstrakcijom se obezbeduje
razdvajanje onoga sto neki modul radi od programskog nacina na koji se
ta funkcionalnost postize. Apstrakcijom podataka se obezbeduje razdva-
janje logicke slike informacija koje se obraduju od njihove fizicke realiza-
cije u racunaru. Apstrakcija problema omogucava dakle postupan pristup
reSavanju sloZzenog problema, jer se softverski sistem moze izgraditi deo
po deo zanemarivanjem mnogih implementacionih detalja o kojma se ne
mora voditi ra¢una.

Apstrakcija podataka podrazumeva logicki opis kako kolekcije podata-
ka tako i operacija koje se mogu primeniti nad tim podacima. Apstrakcija
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podataka omogucava programeru da se skocentrise samo na to kako se po-
daci koriste radi reSenja konkretnog problema. To je znacajno olaksanje,
jer programer ne mora da se istovremeno bavi na¢inom predstavljanja i
manipulisanja tih podataka u memoriji.

Definisanje logickog modela podataka i njegova realizacija na racuna-
ru obuhvata sledece elemente:

(1) Nacin na koji su entiteti problema modelirani kao apstraktni mate-
maticki objekti;

(2) Skup dozvoljenih operacija koji je definisan nad ovim matematic-
kim objektima;

(3) Nacin na koji su ovi matematicki objekti predstavljeni u memoriji
racunara;

(4) Kolekciju algoritama na kojima se zasniva programska realizacija
dozvoljenih operacija nad ovim matematickim objektima.

Obratite paznju na to da su (1) i (2) matematicki elementi koji odre-
duju prirodu podataka za dati problem, odnosno sta su sustinski podaci
i kako se obraduju. S druge strane, (3) i (4) su programski elementi koji
odreduju kako su ti podaci implementirani u racunaru. Pojam apstrakt-
nog tipa podataka (ili ATP) obuhvata elemente (1) i (2), odnosno odreduje
domen matematicki definisanih objekata i skup operacija koje se mogu
primeniti na objekte iz tog domena. S druge strane, pojam strukture po-
dataka sadrzi elemente (3) i (4) kojima se odreduje kako su ovi apstraktni
matematicki objekti programski implementirani u ra¢unaru. Prema tome,
za razliku od struktura podataka, apstraktni tipovi podataka su nezavisni
od implementacije, pa ¢ak i od programskog jezika.

Na primer, razmotrimo program za simuliranje rada nekog restora-
na. Ako restoran na meniju ima jelo raznjice, onda bi jedan od modula
programa verovatno morao da simulira stavljanje komada mesa na Zzicu
raznjica za posluzivanje gosta i skidanje komada mesa sa Zice radi jedenja.
Stavljanje komada mesa na Zicu raznjica i njihovo skidanje sa Zice moze
se opisati apstraktnim modelom koji se naziva stek.

Stek je apstraktni tip podataka koji ima samo jednu pristupnu tacku —
vrh steka. Pritome, novi podaci se uvek dodaju na vrh steka, a stari podaci
u steku se mogu dobiti i skinuti samo sa vrha steka. Ako komade mesa
apstrahujemo kao podatke i zicu raznjica kao stek, primetimo da postupak
rada sa podacima u steku ta¢no odgovara nacinu na koji se postupa sa
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komadima mesa na Zici raznji¢a: dodaju se na vrh Zice i odatle se skidaju.
Naravno, stek kao logicki model podataka nije karakteristican samo za
banalan primer raznjica, pa vaznost steka proizilazi iz toga $to se moze
prepoznati u mnogim drugim vaznijim primenama.

S druge strane, stek kao struktura podataka posmatra se sa stanovista
programske realizacije njegove apstraktne organizacije podataka. Pita-
nja na koja treba odgovoriti u tom slucaju su, recimo, da li je stek bolje
realizovati pomocu niza ili povezane liste, kolika je efikasnost operacija
dodavanja i uklanjanja podataka iz steka u pojedinim slucajevima i tako
dalje.

Apstraktni tip podataka definise interfejs izmedu programera i poda-
taka i zaokruzuje neki model podataka u smislu da je implementacija tog
modela lokalizovana u jednom delu programa. To je od velike prakti¢ne
vaznosti, jer ako zelimo da promenimo realizaciju odgovarajuce strukture
podataka, najpre znamo gde to treba uciniti. Takode znamo da ako pro-
menimo jedan mali deo programa, time necemo izazvati tesko uocljive
greske u nekom drugom delu koji nema veze sa odgovarajuc¢im tipom po-
dataka. Na kraju, sa podacima apstraktnog tipa mozemo raditi kao da su
primitivnog tipa i ne obracati paznju na njihovu konkretnu realizaciju.

Apstraktni tipovi podataka imaju dva pozeljna svojstva, generalizaci-
ju i enkapsulaciju, koje nam omogucavaju da ispunimo vazan cilj softver-
skog inZenjerstva — visekratnu upotrebljivost. Naime, posto implementi-
ramo apstraktni tip podataka, mozZemo ga koristiti u razli¢itim programi-
ma.

Moze se dakle zakljuciti da podaci u racunarstvu imaju dva pojavna
oblika: logicki i fizicki. Njihov logicki oblik se odreduje definicijom ap-
straktnog tipa podataka, dok se fizicki oblik dobija implementacijom od-
govarajuce strukture podataka. Ovo zapazanje je ilustrovano na slici 1.1.

1.2 Algoritmi

Spomenuto je da su algoritmi u tesnoj vezi sa strukturama podata-
ka i da se koriste za programsku realizaciju dozvoljenih operacija nekog
apstraktnog tipa podataka. To je ipak samo jedna specificna primena al-
goritama, a da bismo ih posmatrali opstije, moramo po¢i od racunarskih
problema koje algoritmi resavaju.
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Tip podataka

Apstraktni tip podataka:
- skup podataka logicka forma

— skup operacija

!

Struktura podataka:

- memorijska reprezentacija fizicka forma

— algoritamska reprezentacija

Slika 1.1: Logicka i fizicka forma podataka.

Pod (racunarskim) problemom se podrazumeva zadatak koji treba iz-
vrsiti na raCunaru. Takav zadatak se opisuje preciznom specifikacijom
zeljenog ulazno-izlaznog odnosa kojim se izrazava priroda problema. Na
primer, problem sortiranja niza brojeva moze se opisati na slede¢i nacin:
ulaz je niz brojeva u proizvoljnom redosledu, a izlaz je niz istih brojeva
koji su preuredeni tako da se pojavljuju u rastucem redosledu od najma-
njeg do najveceg. Jos jedan primer je problem vracanja kusura: ulaz je
neki novcani iznos i apoeni metalnih novc¢ica, a izlaz je najmanji broj tih
novcica kojima se dati iznos moze potpuno usitniti.

Kod mnogih problema nije dovoljno na ovaj neformalan nacin defini-
sati njihov ulazno-izlazni odnos koji se trazi. Na primer, kod problema
sortiranja kako smo ga naveli, nije jasno da li neki brojevi u ulaznom nizu
mogu biti jednaki i kako onda jednaki brojevi treba da budu poredani u
izlaznom nizu. Zato se u opstem slucaju koristi formalniji, matematicki
aparat, o kome govorimo u nastavku, kako bi se otklonila svaka dvosmi-
slenost. Iako taj na¢in necemo posebno naglasavati u ovoj knjizi, jer se
koristi opsiran prikaz svakog problema, treba znati da je u praksi to domi-
nantan nacin zbog svoje konciznosti i preciznosti.

Formalno, racunarski problem se zadaje ulaznim parametrima i odgo-
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varaju¢im izlaznim parametrima, pri cemu obe vrste parametara zadovo-
ljavaju odredene uslove kojima se definise sam problem. Instanca proble-
ma se sastoji od valjanih konkretnih vrednosti za ulazne parametre pro-
blema, a resenje instance problema se sastoji od odgovarajucih vrednosti
izlaznih parametara za date ulazne vrednosti. Na primer, jedna instanca
problema sortiranja je niz brojeva 23,17,8, 15,20, 15, a reSenje te instance
je niz brojeva 8, 15,15, 17,20, 23.

Standardni format za definisanje problema se sastoji od dva dela koji
odreduju njegove ulazne i izlazne parametre. Oba dela se izrazavaju po-
mocu pogodnih matematickih objekata, kao $to su brojevi, skupovi, funk-
cije i tako dalje, pri ¢cemu ulazni deo predstavlja genericku instancu pro-
blema i izlazni deo predstavlja genericko resenje ove genericke instance
problema. Na primer, problem vraéanja kusura mozemo formalno defi-
nisati u obliku u kojem se trazi da bude zadovoljen ovaj ulazno-izlazni
odnos:

Ulaz: Pozitivan ceo broj k (,broj metalnih nov¢i¢a”), niz od k pozitivnih
celih brojeva [cy, ..., ¢x] (,pojednina¢ni apoeni nov¢iéa”) i pozitivan
ceo broj a (,nov¢ani iznos”).

Izlaz: Niz od k nenegativnih celih brojeva [by, ..., b] (,pojedninaéni broje-
vi nov¢ica sitnine”) tako da su zadovoljena dva uslova:

k . . o e . v .. » .
1. a=3._, b;-c;(.sitnina je ispravna za dati nov¢ani iznos”), i
koo . T ..
2. %._, b; je minimalno (,zbir nov¢ica sitnine je najmanji’).

Jedna instanca problema vracanja kusura je specifikacija konkretnih
vrednosti za ulazne parametre ovog problema, odnosno za broj k, za niz od
k elemenata i za broj a. Na primer, k = 4, niz [1, 5, 10, 25] od Cetiri elementa
ia = 17 predstavljaju jednu instancu problema vrac¢anja kusura. Resenje
ove instance problema vra¢anja kusura je niz [2,1, 1, 0] od Cetiri elementa,
jerje17=2-1+1-5+1-1040-251 zbir 2+ 1+1+0 = 4 odreduje najmanji
moguci broj novci¢a datih apoena za usitnjavanje iznosa od 17 novc¢anih
jedinica.

Sada kada znamo S$ta su racunarski problemi mozemo preciznije go-
voriti o algoritmima, jer oni reSavaju te probleme. Pre svega, algoritam je
tacno definisana racunarska procedura koja pretpostavlja neke podatke
kao ulaz i proizvodi neke podatke kao izlaz. Ovo prvenstveno znaci da se
algoritam sastoji od jasne i nedvosmislene specifikacije niza koraka koji
se mogu mehanicki izvrsiti na ra¢unaru (slika 1.2).
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l ulaz (instanca problema)
Algoritam \

\ algoritamski
koraci

/
l izlaz (resenje instance)

Slika 1.2: Pojednostavljena slika algoritma.

Za dobru intuitivnu sliku algoritma moze posluziti analogija sa ku-
hinjskim receptom za neko jelo: bas kao $to se kuhinjski recept sastoji
od niza prostijih koraka koje izvrsava kuvar, tako se algoritam sastoji od
niza racunarskih koraka koje izvrsava racunar. Ulazni podaci za recept su
potrebni sastojci za kuvanje, a dobijeni izlaz posle ,izvrSavanja” recepta
je spremljeno jelo.

Algoritam resava neki problem ukoliko se, za svaku instancu tog pro-
blema, pod pretpostavkom da se na ulazu algoritma nalazi jedna instanca
problema, na izlazu algoritma dobija resenje te instance problema. Na pri-
mer, algoritam koji reSava problem sortiranja na ulazu dobija neureden
niz brojeva i kao rezultat na izlazu proizvodi niz istih brojeva u rastu¢em
redosledu.

Algoritam za neki problem je dakle precizno naveden niz instrukcija
koje racunar treba da izvrsi radi resavanja tog problema, odnosno radi
transformisanja svake instance problema u njeno resenje. Naravno, jedan
problem moze imati viSe algoritama koji ga resavaju.

Na osnovu svega do sada reCenog mozemo sumirati glavne odlike sva-
kog algoritma:

« Algoritam mora biti postupak koji se sastoji od kona¢no mnogo ko-
raka koji se mogu izvrsiti na racunaru.

» Algoritam mora biti postupak po kojem je nedvosmisleno odreden
svaki sledec¢i korak za izvrsavanje.
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« Algoritam mora biti ispravan (korektan) postupak. To prvenstveno
znaci da se za svaku instancu problema na ulazu algoritma mora
dobiti njeno odgovarajuce resenje na izlazu algoritma. Ali to obu-
hvata i uslov, koji ¢emo podrazumevati da je ispunjen, da za ulaz
algoritma koji nije instanca problema, izlaz algoritma nije bitan, ali
se izvrSavanje algoritma mora zavrsiti u svakom slucaju.

Kreativni proces pisanja algoritama kojim se dolazi do nedvosmisle-
nih instrukcija od kojih se sastoji jedan algoritam naziva se dizajn algorit-
ma. Za ovaj proces ne postoji carobna formula koja se moze primeniti u
opstem slucaju, ve¢ se od dizajnera slozenog algoritma zahteva i doza lu-
cidnosti. Ipak, postoje standardni metodi koje moZemo koristiti da bismo
algoritamski resili mnoge tipove problema. Tu spadaju algoritamske pa-
radigme kao $to su rekurzivni algoritmi, ,pohlepni” algoritmi, algoritmi
dinamickog programiranja, randomizirani algoritmi i tako dalje.

U postupku analize algoritma se kvantitativno odreduje upotreba ra-
cunarskih resursa nekog algoritma. Najskuplji resursi koje obi¢no zelimo
da minimizujemo su vreme izvr$avanja i memorijski zahtevi nekog algo-
ritma, i prema tome govorimo o njegovoj vremenskoj i memorijskoj sloze-
nosti. Ovde treba obratiti paznju na to da mera veli¢ine resursa koje neki
algoritam koristi umnogome zavisi od modela racunara na kojem se algo-
ritam izvrsava. U ovoj knjizi se kre¢emo iskljuc¢ivo u granicama modela
sekvencijalnih masina — modeli paralelnih racunara i paralelni algoritmi
zasluzuju posebnu knjigu.

1.3 Racunarski model

Ono sto je ostalo nedoreceno iz prethodne diskusije o algoritmima je-
su racunarske instrukcije (ili koraci) koje ¢ine algoritam. Iako je to, nada-
mo se, intuitivno jasno ¢itaocima koji imaju programersko iskustvo, radi
vece jasnoce potrebno je ipak nesto vise reci o tome koje nam instrukcije
tacno stoje na raspolaganju kada pisemo neki algoritam. Drugim re¢ima,
potrebno je malo detaljnije opisati model racunara na kojem se izvrsavaju
algoritmi o kojima smo govorili u prethodnom odeljku.

Uopsteno govorecdi, racunarski modeli su pojednostavljeni opisi stvar-
nih racunara kojima se zanemaruje njihova puna slozenost, osim nekoliko
svojstava za koje se smatra da najbolje odslikavaju fenomen koji se izuca-
va. Posto je merenje racunarskih resursa (vreme i prostor) koje algoritmi
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koriste jedan od predmeta naseg izucavanja, to znaci da najpre treba preci-
zno formulisati model ra¢unarske masine na kojoj se algoritmi izvrsavaju
i definisati primitivne operacije koje se koriste prilikom izvrsavanja. Me-
dutim, ne¢emo i¢i u toliko detalja za opis formalnog racunarskog modela,
ve¢ ¢emo u nastavku samo neformalno opisati glavne odlike racunarskog
modela sa kojim radimo. To je dovoljno za nasu svrhu, jer ¢e nas intere-
sovati asimptotske performanse algoritama, odnosno njihova efikasnost
za veliki broj ulaznih podataka. Pored toga, tac¢ni ra¢unarski modeli su
zaista potrebni za dokazivanje donjih granica sloZenosti algoritama. Po-
Sto se time nec¢emo baviti u ovoj knjizi, nema potrebe da komplikujemo
izlaganje nepotrebnim detaljima.

Osnovna pretpostavka je da koristimo ra¢unarski model koji predsta-
vlja idealizovan ,realan” racunar sa jednim procesorom. Ne postavljamo
nikakvu gornju granicu na veli¢inu memorije takvog rac¢unara, ali pretpo-
stavljamo da programi koji se na njemu izvrsavaju ne mogu da modifikuju
sami sebe. Sa druge strane, u ovom modelu ne postoji memorijska hije-
rarhija, na primer kes ili virtualna memorija, kao kod pravih rac¢unara.

Tacan repertoar instrukcija ovog modela racunara nije posebno bitan,
pod uslovom da je skup tih instrukcija slican onom koji se moze naci kod
pravih racunara. Zato pretpostavljamo da postoje aritmeticke operacije
(za sabiranje, oduzimanje, mnoZzenje, deljenje, deljenje sa ostatkom, ce-
lobrojni deo broja), logicke operacije (i, ili, negacija), ulazno-izlazne ope-
racije (Citanje, pisanje), operacije za premestanje podataka (kopiranje iz
memorije u procesor i obratno), operacije za pomeranje bitova podataka
levo ili desno za mali broj pozicija, kao i upravljacke operacije (za uslovno
i bezuslovno grananje, poziv i povratak iz potprocedure). Ove operacije
rade nad svojim operandima koji su smesteni u memorijskim re¢ima cije
se adrese odreduju koris¢enjem direktnih ili indirektnih Sema adresiranja.

Kratko receno, model racunara koji se koristi je genericki jednopro-
cesorski racunar sa proizvoljnim pristupom memoriji. Ova masina se po-
pularno naziva RAM (skracenica od engl. random-access machine) i rad
sa njom je vrlo slican radu sa pravim racunarima na masinskom jeziku.
Podrazumeva se dakle da se nasi algoritmi mogu realizovati u obliku ma-
sinskih programa koji se izvrsavaju na RAM-u.

Osnovni podaci kojima se manipuliSe u RAM-u su brojevi celobroj-
nog tipa i oni sa pokretnim zarezom. Dodatno pretpostavljamo da postoji
granica veli¢ine memorijske reci tako da brojevi koji se ¢uvaju u njima ne
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mogu da rastu neograniceno. Na primer, ako je velicina memorijske reci
jednaka n bita, tada u nasem modelu mozemo predstaviti cele brojeve ko-
ji su maniji ili jednaki 2"~! po apsolutnoj vrednosti. Brojevi sa pokretnim
zarezom su predstavljeni u standardnom IEEE formatu.

U sekvencijalnom modelu RAM-a se instrukcije izvrsavaju jedna za
drugom bez paralelizma. Zato pre nego $to mozemo analizirati slozenost
nekog algoritma, moramo znati i vreme koje je potrebno za izvrsavanje
svake instrukcije, kao i to koliki memorijski prostor zauzima svaki ope-
rand. U tu svrhu ¢emo koristiti jedinicni model slozenosti, u kojem se svaka
instrukcija izvrsava za jednu jedinicu vremena i svaki operand zauzima
jednu jedinicu memorijskog prostora.

Ovaj model je odgovarajuci ako se moze pretpostaviti da se svaki broj
koji se pojavljuje u programu moze smestiti u jednu memorijsku re¢. Ako
program izracunava vrlo velike brojeve, koji se ne mogu realisti¢no uzeti
kao operandi masinskih instrukcija, a jedini¢ni model sloZenosti se koristi
sa nepaznjom ili zlom namerom, poznato je da mozemo dobiti laznu sliku
o efikasnosti programa. Ali, ako se jedini¢ni model slozenosti primenjuje
u svom duhu (na primer, rad sa velikim brojevima se deli u vise jednostav-
nijih koraka i ne koriste se nerealisti¢cno mo¢ne instrukcije), tada je analiza
sloZzenosti u ovom modelu umnogome jednostavnija i precizno odrazava
eksperimentalne rezultate.

Ukratko, u dizajnu i analizi algoritama i struktura podataka vodimo
se time kako rade pravi racunari. Naime, nasem idealizovanom ra¢unaru
ne Zelimo da damo nerealisti¢no velike moguc¢nosti. S druge strane, voleli
bismo da nam on omoguéuje komforan rad bar sa nizovima podataka sa
proizvoljnim pristupom, kao i sa osnovnim operacijama ¢iji su operandi
srednje veliki brojevi.

1.4 Zapis algoritama

Sledece pitanje koje se postavlja u vezi sa algoritmima je notacija koja
se koristi za opis postupka koji ¢ini neki algoritam. Da bismo precizno iz-
razili korake od kojih se sastoji neki algoritam, mozemo koristiti, po redo-
sledu rastuce preciznosti, prirodan jezik, pseudojezik i pravi programski
jezik. Nazalost, lakoca izrazavanja ide u obrnutom redosledu.

Algoritamski postupak cesto obuhvata komplikovane ideje, pa bismo
za opis algoritama Zeleli da koristimo zapis koji je prirodniji i laksi za ra-
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zumevanje nego $to je to odgovarajuc¢i masinski program za RAM, ili ¢ak i
racunarski program na programskom jeziku visokog nivoa. Zbog toga, je-
dini uslov za zapis algoritama je da specifikacija odgovarajuceg postupka
obezbeduje precizan niz instrukcija koje racunar treba da izvrsi. To znaci
da, u principu, mozemo koristiti obi¢an jezik za algoritamske korake. Ali
u sloZenijim slucajevima, da bismo nedvosmisleno izrazili algoritamske
korake, potrebno je ipak koristiti i programske konstrukcije.

Obratite paznju na to da pojam algoritma nije isto $to i konkretniji po-
jam racunarskog programa. Racunarski program se izvr§ava na pravom
racunaru, pa se zato piSe na nekom programskom jeziku postujuci njego-
va striktna pravila. Zbog toga su tu vazni svako slovo, svaka zapeta i svaki
simbol, tako da nemamo pravo na gresku prilikom pisanja ako ho¢emo da
napisani program izvr§imo na racunaru. Za algoritme nam ne treba ta-
kav apsolutni formalizam — na kraju krajeva, algoritmi se ne izvrsavaju
na pravim i ,glupim” ra¢unarima. Algoritmi se mogu zamisliti da se izvr-
$avaju na jednoj vrsti idealizovanog ra¢unara sa neogranicenom memo-
rijom kao sredstvom za opis postupka resavanja problema. Algoritmi su
u stvari matematicki objekti koji se mogu analizirati da bi se prepoznali
sustinski delovi sloZzenih problema. Stoga, vrlo je bitno da mozemo ap-
strahovati nevazne detalje programskog jezika. Jos jedna razlika izmedu
algoritama i pravih programa je da nam kod algoritama nisu bitna pitanja
softverskog inzenjerstva. Na primer, da bi se sustina algoritama prenela
Sto jasnije i jezgrovitije, obrada gresaka kod algoritama se obi¢no potpuno
zanemaruje.

Algoritmi su obi¢no mali po velicini ili se sastoje od kratkih delova
naredbi prozetih tekstom koji objasnjava glavne ideje ili naglasava kljuc-
ne tacke. Ovo je uglavnom prvi korak za resavanje problema na racunaru
posto sitni, nevazni detalji programskih jezika mogu samo da smetaju za
dobijanje prave slike problema. Ovo ne znaci da algoritam sme da sadrzi
bilo kakve dvosmislenosti u vezi sa vrstom naredbi koje treba izvrsiti ili sa
njihovim ta¢nim redosledom izvrsavanja. To samo znaci da mozemo biti
nemarni da li neki znak dolazi ovde ili onde, ako to nece zbuniti onoga
koji pokusava da razume algoritam. Pored toga, neki elementi koji su for-
malno neophodni kod racunarskih programa, na primer, tipovi podataka,
obi¢no se podrazumevaju iz konteksta bez navodenja.

Zbog ovih razloga se algoritmi najc¢es¢e neformalno izrazavaju na pse-
udojeziku koji sadrzi elemente kako prirodnog tako i programskog jezika.
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U stvari, u ovoj knjizi se ¢esto obi¢nim jezikom najpre opisuje glavna ideja
algoritma, a zatim se prelazi na pseudojezik da bi se pojasnili neki klju¢ni
detalji algoritma.

Pseudojezik koji se koristi u ovoj knjizi za zapis algoritama sadrzi ele-
mente programskih jezika C, Pascal i Java, tako da ¢italac koji je programi-
rao na ovim jezicima nece imati nikakvih problema da razume napisane
algoritme. U tom pseudojeziku se koriste uobicajeni koncepti program-
skih jezika kao §to su promenljive, izrazi, uslovi, naredbe i procedure. Ov-
de necemo pokusavati da damo precizne definicije sintakse i semantike
pseudojezika koji se koristi u knjizi, posto to nije potrebno za nasu svr-
hu i svakako prevazilazi namenu ove knjige. Umesto toga, u nastavku
navodimo samo kratak spisak konvencija u pseudojeziku koji koristimo:

1. Osnovni tipovi podataka su celi brojevi, realni brojevi sa pokretnim za-
rezom, logicki tip sa vrednostima true (tac¢no) i false (neta¢no), zna-
kovi i pokazivaci. Dodatni tipovi podataka kao $to su stringovi, liste,
redovi za Cekanje i grafovi se uvode po potrebi.

2. Promenljive i (sloZeni) tipovi podataka se ne deklarisu formalno, vec¢
se njihovo znacenje uzima na osnovu njihovog imena ili iz konteksta.

3. Komentari se navode iza simbola dve kose crte (//).

4. Naredbe petlje (ciklusa) for-do, while-do i do-while, kao i naredbe
grananja if-then-else i case, imaju uobicajenu interpretaciju. Pro-
menljiva brojaca u for petlji zadrzava svoju vrednost nakon zavrsetka
petlje. Klauzula else u if naredbi nije naravno obavezna.

5. Svaka naredba se zavrsava tackom-zapetom (;). Jedan red algoritma
moze sadrzati viSe kratkih naredbi.

6. Sve promenljive su lokalne za algoritam u kome se koriste. Isto ime za
dve razlicite promenljive se nikad ne koristi. Globalne promenljive su
uvek eksplicitno naglasene i koriste se samo kada su potrebne. Podra-
zumeva se da one postoje u odgovarajucem spoljasnjem okruzenju.

7. Operator dodeljivanja se oznacava simbolom za jednakost (=). Na pri-
mer, izrazom x = e se promenljivoj x dodeljuje vrednost izraza e.

8. Nizovi elemenata su indeksirani od 1 do broja tih elemenata, a rad sa
elementima niza se zapisuje navodeci ime niza i indeks Zeljenog ele-
menta u (uglastim) srednjim zagradama. Na primer, a[i] oznacava i-ti
element 4; niza a.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Logicki operatori konjunkcije, disjunkcije i negacije se oznacavaju sim-
bolima &&, || i !. Logicki izrazi u kojima ucestvuju ovi operatori se
uvek navode sa svim zagradama. Ti izrazi se skraceno izracunavaju
sleva na desno. To jest, da bi se izracunala vrednost izraza p && q, naj-
pre se izracunava p. Ako je vrednost za p jednaka netacno, vrednost
za q se ne izracunava posto vrednost izraza p & q mora biti netacno.
Sli¢no, zaizraz p || g seizracunava q samo ako je izracunata vrednost
za p jednaka netacno, jer u svim ostalim slucajevima vrednost izraza p
|| qmora biti tacno. Logicki izrazi koji se izracunavaju na ovaj nacin
omogucavaju nam da ispravno koristimo uslove kao §to je (i <= n)
& (a[i] == 0) ¢akiu slucaju kada indeks i premasuje veli¢inu 7 niza
a.

Blokovska struktura sloZenih naredbi naznacava se jedino uvlacenjem.
Ovaj nacin isticanja logicke strukture kratkih algoritama umesto uo-
bi¢ajenih simbola za ogranicavanje bloka naredbi (na primer, { i } ili
begin i end), zapravo doprinosi boljoj ¢itljivosti.

Neformalne naredbe sa elementima obi¢nog jezika koriste se svuda gde

gramskih naredbi. Na primer, naredba

for (svaki ¢vor v grafa G) do

mnogo je izrazajnija od njene detaljnije, ali irelevantne programske
realizacije.

Zaglavlje algoritma pocinje sluzbenom rec¢ju algorithm, a iza nje se
navodi ime algoritma. Za imena algoritama se koriste engleski nazivi,
jer je to uobicajeno u strucnoj literaturi.

Algoritmi se koriste na dva nac¢ina. Jedan nacin je kao funkcija koja
daje jedan rezultat. U tom slucaju poslednja izvrSena naredba u al-
goritmu mora biti naredba return iza koje sledi neki izraz. Naredba
return dovodi do izracunavanja tog izraza i do kraja izvrsavanja algo-
ritma. Rezultat algoritma je vrednost izracunatog izraza. Drugi nac¢in
koriséenja algoritma je kao potprogram. U ovom slucaju naredba re-
turn nije obavezna, a izvrsavanje poslednje naredbe ujedno predstavlja
kraj izvrsavanja algoritma.

Algoritam moze komunicirati sa drugim algoritmima pomocu global-
nih promenljivih i navodenjem parametara algoritma. Ulazni (ili ula-
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zno/izlazni) parametri se pisu u zaglavlju algoritma iza imena algorit-
ma u zagradama, a izlazni parametri se piSu iza naredbe return. U pozi-
vu algoritma se navode stvarni argumenti umesto njegovih parametara
koji se prenose na transparentan nacin kojim se ispravno tretiraju for-
malni ulazni, ulazno/izlazni i izlazni parametri algoritma. Argumenti
slozenih tipova podataka se prenose samo po referenci, odnosno po-
zvani algoritam dobija pokaziva¢ na stvarni argument.

15. Podrazumeva se da je rekurzija omogucena.

Da bismo prakti¢no ilustrovali neki od ovih elemenata pseudojezika
koji se koristi u knjizi, u nastavku navodimo algoritme za dva jednostavna
problema.

Primer: zamena vrednosti dve promenljive

Za date dve promenljive sa svojim vrednostima, problem je zameni-
ti njihove vrednosti tako da nova vrednost svake promenljive bude stara
vrednost druge promenljive. Ako ne znamo nista o tipu vrednosti datih
promenljivih, potrebna nam je pomoc¢na promenljiva koja sluzi za privre-
meno ¢uvanje stare vrednosti jedne od promenljivih, pre nego sto u tu
promenljivu upiSemo vrednost druge promenljive. Ovaj postupak je na
pseudojeziku izrazen preciznije u listingu 1.1.

Listing 1.1: Zamena vrednosti dve promenljive

// Ulaz: promenljive x i y sa svojim vrednostima
// Izlaz: promenljive x i y sa zamenjenim vrednostima
algorithm swap(x, y)

X;
Y
Z;

return x, y;
|

Algoritam swap sluzi prvenstveno za ilustraciju zapisa na pseudoje-
ziku, jer je njegov postupak za resenje problema zamene vrednosti dve
promenljive ocigledan.
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Primer: najveci element niza

Ako je dat niz a od n neuredenih brojeva ay,ay, ... ,a,, problem je naci
indeks (prvog) najveceg elementa tog niza. Prirodno resenje je da se po-
Cetno pretpostavi da je prvi element niza najveéi. Zatim se proveravaju
svi ostali elementi tako $to se redom ispituje aktuelni element da li je ve-
¢i od najveceg elementa nadenog do tada. Ako je to slucaj, taj aktuelni
element postaje najveci od onih ispitanih do sada; u suprotnom slucaju,
nije potrebno nista dodatno uraditi. U listingu 1.2 je ovaj neformalni opis
reSenja konkretnije napisan na pseudojeziku.

Listing 1.2: Nalazenje najveceg elementa niza

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: indeks najveceg elementa niza a
algorithm max(a, n)

m = a[l]; // najveli element naden do sada
j=1; // indeks najveceg elementa
i=2;

while (i <= n) do // proveriti sve ostale elemente niza
if (m < a[i]) then // aktuelni element je veci od
// privremeno najvedeg do sada

m= alil; // zapamtiti taj vedi element,
jo=1; // kao i njegov indeks
i=1+1; // preci na sledec¢i element niza

return j; // vratiti indeks najvedeg elementa
|

Primetimo da se postupak algoritma max zasniva na induktivnom rezo-
novanju: ako znamo da je element a; najveci u podnizu ay, ..., a;, da bismo
nasli najveci element u podnizu ay, ..., a;,a;,1 duzem za jedan element, ne-
ophodno je i dovoljno samo uporediti elemente 4; i 4;,;. U algoritmu se
upravo ovo radi za i = 1, ..., n, tako da se na kraju ispravno odreduje naj-
veci element niza a.
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Zadaci

1. Problem pretrage niza je:

Ulaz: Broj n, niz a od n neuredenih brojeva ay, a5, ..., a,, broj x.

Izlaz: Indeks niza k takav da je x = a; ili 0 ukoliko se broj x ne nalazi
u nizu a.

(a) Navedite nekoliko instanci problema pretrage i odgovarajuca re-
Senja.

(b) Napisite iterativni algoritam kojim se broj x trazi u nizu a ispiti-
vanjem tog niza od njegovog pocetka.

2. Problem preostalog dela kredita je:

Ulaz: Ukupan iznos kredita (principal) p, godisnja kamatna stopa k
(na primer, k = 0.08 oznacava kamatnu stopu od 8%), iznos
mesecne rate za kredit , broj meseci m.

Izlaz: Iznos neotplacenog kredita p,, posle m meseci.

(a) Navedite nekoliko instanci problema preostalog dela kredita i od-
govarajuca reSenja.

(b) Napisite iterativni algoritam za izra¢unavanje p,, ukoliko su date
vrednosti za p, k, r i m. (Savet: Svakog meseca, iznos kredita se
povecava usled zaracunavanja mesecne kamate i smanjuje usled
otplate mesec¢ne rate. Ako uvedemo oznakua = 1+ k/12 i stavi-
mo p, = p, pokazite da je posle m = 1,2, ... meseci preostali deo
kredita p,,, = ap,,_1 —1.)
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Dizajn i analiza algoritama

hovoj ispravnosti i efikasnosti. Kod dizajna algoritama se obra-

¢a posebna paznja na pitanje ispravnosti (korektnosti) algoritama.
To je vrlo vazno pitanje za slozene algoritme, jer ¢esto njihova ispravnost
nije odmah ocigledna i zahteva pazljiv matematicki dokaz. Cilj analize
algoritama su kvantitativne ocene efikasnosti algoritama. To je takode
vazno pitanje, jer je ¢ak i ispravan algoritam beskorisan ukoliko njegovo
izvrsavanje traje neprakticno dugo ili zauzima veliku koli¢inu memorije.

P RILIKOM pisanja algoritama se mora narocito voditi racuna o nji-

Efikasnost algoritma je mera veli¢ine racunarskih resursa, obi¢no su
to vreme i memorija, koje algoritam koristi tokom svog izvrsavanja. In-
tuitivno, ta veli¢ina racunarskih resursa umnogome zavisi od kolicine i
strukture ulaznih podataka za algoritam. Na primer, ako uzmemo analo-
giju algoritama i kuhinjskih recepata, jasno je da izvrsavanje recepta za
pravljenje pica zahteva vise vremena i posuda kada se to radi za 10 osoba
nego za dve osobe. Prema tome, da bismo odredili efikasnost algoritma,
treba da odredimo racunarske resurse koje algoritam koristi tokom izvr-
savanja kao funkciju veli¢ine ulaza. Sa druge strane, ova funkcija je obic-
no vrlo komplikovana, pa da bismo pojednostavili njenu analizu mozemo
uzeti maksimalno moguce vreme izvrsavanja (ili memorijsku zauzetost)
za sve ulaze algoritma iste velicine. U knjizi se obi¢no bavimo ovim ocena-
ma u najgorem slucaju, mada ¢emo na odgovaraju¢im mestima pominjati
i druge vidove mere performansi algoritama.

Drugi aspekti dobrih algoritama su takode vazni. Tu narocito spa-
daju jednostavnost i jasnoc¢a. Jednostavni algoritmi su pozeljni zato Sto
ih je lakse pretvoriti u racunarske programe, jer dobijeni programi tada
najverovatnije nemaju skrivenih gresaka koje se manifestuju tek u proi-
zvodnom okruzenju. Naravno, algoritam je bolji ukoliko je lako razumljiv

17
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onome ko ¢ita njegov opis na pseudojeziku. Nazalost, u praksi ovaj zahtev
za efikasnim i jednostavnim algoritmima je cesto kontradiktoran, pa mo-
ramo pronaci balans izmedu njih kada pisemo algoritme.

U vrlo opstim crtama, postupak dobijanja dobrih algoritama za veéinu
problema obuhvata ova tri koraka:

1. Najpre se elemini$u svi nevazni i remetilacki detalji prakti¢nog pro-
blema koji se resava, kako bi se dobio racunarski problem u $to ¢i-
stijem obliku. To obi¢no znaci da se problem predstavlja u apstrakt-
nim terminima prostih matematic¢kih pojmova kao $to su skupovi,
funkcije, grafovi i sli¢no.

2. Posto je problem jasno matematicki definisan, pise se algoritam koji
ga reSava i dokazuje se njegova ispravnost. Ovo se vecim delom
izvodi uz pomo¢ poznatih algoritamskih paradigmi i matematickih
alata.

3. Na kraju se sprovodi analiza algoritma da bi se ustanovila njegova
efikasnost. Pri tome se, posto ocena efikasnosti algoritma moze biti
vrlo komplikovana, primenjuju odredene tehnike kojima se znatno
pojednostavljuje analiza. O ovome Ce biti vise reci u ostalom delu
knjige.

Naravno, ovi koraci nisu potpuno nezavisni jedan od drugog i ¢esto

se medusobno prepli¢u. Isto tako, za prostije probleme nisu potrebni svi
koraci ovog postupka u svojoj punoj opstosti.

2.1 Dizajn algoritama

Dizajn dobrih algoritama za slozene probleme zahteva od programe-
ra visok stepen obrazovanja, intuicije i iskustva. Vrhunski programeri
moraju dobro poznavati, izmedu ostalog, domen problema koji se resava,
racunarstvo i matematiku. Cak ni ova svestranost programera ne garan-
tuje uspeh, jer je dizajn algoritama kreativan proces za koji ne postoji
unapred propisan $ablon. Ali sve ovo ipak nije toliko crno, jer se za re-
savanje razli¢itih klasa problema mogu primeniti neki standardni metodi
koji obezbeduju dobre algoritme. U ove opste algoritamske paradigme
spadaju rekurzivni metod, ,pohlepni” metod, dinamicko programiranje i
randomizacija.
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Za dobre algoritme ne postoji carobna formula, ali bez obzira na to
kako se dolazi do nekog algoritma, prvi i najvazniji uslov koji dobijeni al-
goritam mora da zadovolji jeste da ispravno resava dati problem. Na putu
dokazivanja ispravnosti algoritma postoje mnoge prepreke, kako praktic-
ne tako i teorijske. Sto se tice prakti¢nih teskoéa, one su u vezi sa ¢injeni-
com da se vecina programa pise tako da zadovoljavaju neke neformalne
specifikacije, koje su i same nepotpune ili protivre¢ne. Prepreke na teorij-
skoj strani su to §to, uprkos brojnim pokusajima da se formalno definise
znaCenje programa, nije se iskristalisao opste prihvaceni formalizam ko-
jim se pokazuje ispravnost netrivijalnih algoritama.

U svakom slucaju, za skoro sve algoritme je potrebno istaci i pokazati
njihove bitne odlike. Za jednostavne algoritme je obi¢no dovoljno kratko
objasnjenje njihovih glavnih odlika. Odlike o kojima je re¢ su najcesce
formalna tvrdenja koje odslikavaju nacin na koji konkretan algoritam radi.
Onaj ko pise algoritam bi bar trebao da ima u vidu te odlike, iako je mozda
neprakti¢no da se one dokazuju u svim detaljima. Te odlike treba da sluze
i kao odreden vodic¢ u kreativnom procesu pisanja nekog algoritma.

Primer: najveci zajednicki delilac

Da bismo prethodnu diskusiju ilustrovali jednim prostim primerom,
razmotrimo problem izracunavanja najveéeg zajednickog delioca dva po-
zitivna cela broja x i y. Najveci zajednicki delilac za par pozitivnih celih
brojeva x i y oznacava se sa nzd(x,y) i predstavlja najveci ceo broj koji
bez ostatka deli oba broja x i y. To jest, najveci zajednicki delilac je broj
d = nzd(x,y) koji deliix iy bez ostatka, pa x = md iy = nd za neke brojeve
m,n € N,! i svaki drugi takav zajednicki delilac brojeva x i y je manji od
d.

Da li je ovo dobra definicija? Drugim re¢ima, da li svaki par pozi-
tivnih celih brojeva ima najveci zajednicki delilac? Jasno je da svaki par
pozitivnih celih brojeva ima broj 1 za zajednickog delioca, a najveci broj
koji istovremeno moze da deli x i y bez ostataka je onaj broj koji je mini-
mum od x i y. Zbog toga, skup svih zajednickih delioca brojeva x i y nije
prazan (jer sadrzi bar broj 1) i ogranicen je brojem minf{x, y}, stoga ima
maksimum. Na primer, svi zajednicki delioci brojeva x = 30iy = 12 su
{1,2,3, 6}, panzd(30,12) = 6.

U ovoj knjizi sa IN oznatavamo skup {0,1,2, ... } nenegativnih celih brojeva.
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Najveci zajednicki delilac brojeva x i y dakle uvek postoji ilezi negde u
intervalu izmedu 1 i min{x, y}. Ovo zapaZanje moze se iskoristiti za postu-
pak kojim se trazi nzd(x, y) tako sto se redom proveravaju svi potencijalni
kandidati za najvec¢i zajednicki delilac brojeva x i y (videti listing 2.1 u na-
stavku). Ovi kandidati su uzastopni celi brojevi od broja jedan do manjeg
broja od brojeva x i y. Pri tome se ti kandidati proveravaju obrnutim re-
dom da li je neki od njih zajednicki delilac za x i y, sve dok se ne otkrije
prvi zajednicki delilac. Posto se provera obavlja obrnutim redom od naj-
veée do najmanje mogucnosti, prvi nadeni zajednicki delilac bi¢e ujedno
i najveci.

Listing 2.1: Najveci zajednicki delilac

// Ulaz: pozitivni celi brojevi x i y
// Izlaz: nzd(x,y)
algorithm gcd(x, y)

d = min{x,y};
while ((x % d !=0) || (y % d !=0)) do
d=4d - 1;

return d;
|

Iako je, nadamo se, ispravnost algoritma gcd ocigledna, pokusajmo
da na formalniji nac¢in pokazemo da taj algoritam ispravno izra¢unava
nzd(x, y). U ovom konkretnom slu¢aju je formalni dokaz koji je izlozen u
nastavku verovatno suvise detaljan, ali pokazuje sve principe koje treba
slediti u opstem slucaju.

Pre svega, klju¢ni korak u dokazivanju ispravnosti iterativnih algorita-
ma (kao $to je gcd) jeste pokazati da petlje zadovoljavaju odredene uslove.
Neophodan uslov za svaku petlju je da njen izlazni uslov bude zadovoljen
u jednom trenutku kako bi se izvrSavanje petlje sigurno zavrsilo.

Druga vrsta uslova su oni ¢ija se tacnost ne menja izvrsavanjem petlje.
Takav jedan uslov se naziva invarijanta petlje i predstavlja formalni iskaz
koji je tacan pre svake iteracije petlje. To znaci da ce invarijanta petlje
biti ta¢na nakon izvrsavanja poslednje iteracije petlje (ili pre prve neizvr-
Sene iteracije), odnosno ona ¢e biti tacna nakon zavrsetka rada cele petlje.
Prepoznati pravu invarijantu petlje je vazna vestina, jer znajuci invarijan-
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tu petlje i izlazni uslov petlje obicno mozemo zakljuciti nesto korisno o
ispravnosti samog algoritma.

Da bismo pokazali da se invarijanta petlje ne menja izvr§avanjem pe-
tlje, moramo pokazati dve ¢injenice o invarijanti petlje:

1. Invarijanta petlje je tacna pre prve iteracije petlje.

2. Ako je invarijanta petlje tacna pre neke iteracije petlje, ona ostaje
tacna i nakon izvrSavanja te iteracije petlje (to jest, pre izvr$avanja
sledece iteracije).

Prema tome, u konkretnom slucaju algoritma gcd pokazimo najpre da
se while petlja sigurno zavrsava, odnosno da nije beskona¢na. Primetimo
da se izlaznim uslovom te petlje proverava da li d nije delilac broja x ili
broja y bez ostatka. Ako je to slucaj, telo petlje se ponavlja; u suprotnom
slucaju, petlja se zavrSava. Da bismo videli zasto ¢e izlazni uslov napo-
sletku postati netacan, primetimo da je pocetno d = min{x, y}, a dase d u
svakoj iteraciji smanjuje za 1. Ovim uzastopnim smanjivanjem ce d u naj-
gorem slucaju postati jednako 1, izlazni uslov ¢e onda biti netacan posto
je istovremeno x % 1 =01y % 1 = 0, pa Ce se petlja tada zavrsiti.

Sada jos moramo pokazati tacnost izra¢unavanja nzd(x, y) u algoritmu
gcd. Odgovarajuca invarijanta while petlje je uslov d > nzd(x, y). Jasno je
da je ovaj uslov zadovoljen pre prve iteracije te petlje, jer d pocetno dobija
vrednost min{x, y} i uvek je min{x, y} > nzd(x, y). Dalje, treba pokazati da
ako ovaj uslov vazi pre neke iteracije, on ¢e vaziti i posle izvrsavanja te
iteracije. Zato pretpostavimo da je vrednost promenljive d veca ili jedna-
ka vrednosti nzd(x, y) pre neke iteracije, i pretpostavimo da je ta iteracija
while petlje izvrSena. To znaci da je izlazni uslov petlje bio tacan i da
se vrednost promenljive d smanjila za 1. Posto je izlazni uslov bio tacan,
stara vrednost promeljive d nije bila delilac oba broja x i y, pa zato sta-
ra vrednost promeljive d nije jednaka nzd(x,y) nego je striktno veca od
nzd(x, y). Posto je nova vrednost promenljive d za jedan manja od njene
stare vrednosti, mozemo zakljuciti da je nova vrednost promenljive d opet
veca ili jednaka vrednosti nzd(x, y) pre sledece iteracije. Ovim je dokaza-
no dad > nzd(x, y) predstavlja invarijantni uslov while petlje u algoritmu
gcd.

Na kraju, ispitajmo koji uslov vazi kada se while petlja zavrsi. Iz uslo-
va prekida te petlje vidimo da se ona zavrsava kada je vrednost promen-
ljive d delilac oba broja x i y. Posto je nzd(x, y) najveci delilac oba broja
x 1y, sledi da nakon zavrsetka while petlje vazi d < nzd(x,y). Ali posto
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nakon zavrsetka while petlje vazi i invarijanta petlje d > nzd(x, y), sledi
da mora biti d = nzd(x, y). Posto se ova vrednost promeljive d vraca kao
rezultat algoritma gcd, to pokazuje da ovaj algoritam ispravno izracunava
nzd(x, y).

2.2 Analiza algoritama

Posto smo napisali algoritam za dati problem i pokazali da je algoritam
ispravan, sledeci vazan korak je odredivanje veli¢ine ra¢unarskih resursa
koje taj algoritam koristi tokom izvr$avanja. Ovaj zadatak ocene efika-
snosti nekog algoritma se naziva analiza algoritma. To ne treba shvatiti
kao nezavisan i odvojen proces od dizajna algoritma, ve¢ se oni medusob-
no prozimaju i podjednako doprinose krajnjem cilju dobijanja ispravnih,
efikasnih i elegantnih algoritama.

Dva najvrednija racunarska resursa koje svaki algoritam treba da ste-
di su vreme i memorija. Neki algoritam kome trebaju meseci da bi za-
vrsio svoj rad ili koji koristi nekoliko gigabajta radne memorije nije bas
mnogo koristan, iako je mozda potpuno ispravan. Moguci su i drugi kri-
terijumi za efikasnost algoritama kao $to su, na primer, koli¢cina mreznog
saobracaja u toku rada ili koli¢ina podataka koji se dvosmerno prenose
na diskove. Medutim, u ovoj knjizi skoro ekskluzivno proucavamo vre-
mensku sloZenost algoritama — memorijski zahtevi bice pomenuti samo
ako nisu u ,normalnim” granicama. Drugim rec¢ima, efikasnost algoritma
identifikujemo sa duzinom njegovog vremena izvrsavanja.

Kako mozemo odrediti vreme izvr§avanja nekog algoritma? Dva glav-
na nacina da se to uradi su empirijski i analiticki. Empirijski nac¢in podra-
zumeva da se prosto izmeri stvarno vreme rada odgovarajuceg programa
na ra¢unaru. Analiticko odredivanje vremena izvr$avanja zasniva se na
teorijskoj analizi rada algoritma i prebrojavanju jedini¢nih instrukecija ko-
je se izvrSavaju tokom rada algoritma.

Dobre strane empirijskog pristupa su da se to moze relativno lako ura-
diti i da se dobijaju tacni vremenski rezultati. Ali nedostaci ovog pristupa
su ozbiljniji i odnose prevagu, pa se zato ovaj pristup retko primenjuje u
praksi. Pre svega, empirijsko merenje se moze primeniti samo na program
napisan u celosti, jer je uticaj pojedinih delova na ukupno vreme tesko
proceniti. Mozda jos gore, empirijski izmereno vreme rada programa va-
Zi samo za poseban slucaj ulaznih podataka i za jedan konkretan racunar
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pod odredenim programskim rezimom rada. Na osnovu jednog merenja
ne moze se nesto opstije zakljuciti o vremenu izvr§avanja istog algoritma
za razli¢ite ulazne podatke, niti o tome kakvo ¢e vreme izvrsavanja biti na
nekom drugom rac¢unaru koji radi pod drugacijim okruzenjem.

Osnovna ideja analitickog pristupa je jednostavna: analizirati kako
radi algoritam korak po korak i na osnovu toga zakljuciti koliko ¢e biti
vreme njegovog izvrSavanja. Ovo je lako reci, ali postoje mnoge prepre-
ke na putu teorijske analize algoritama. O tome viSe govorimo odmah u
nastavku, a za sada samo skrecemo paznju na ¢injenicu koju treba stalno
imati na umu: sloZenost analize se savladuje pojednostavljivanjem glav-
nih ciljeva. Zbog toga se, naravno, ne dobija apsolutno precizna ocena
vremena izvr$avanja, ali je ona dovoljno dobra da steknemo opstu sliku o
efikasnosti algoritama.

Vreme izvrsavanja nekog algoritma skoro uvek zavisi od broja ula-
znih podataka koje treba obraditi. Tako, prirodno je ocekivati da sortira-
nje 10000 brojeva zahteva vise vremena nego sortiranje samo 10 brojeva.
Vreme izvrsavanja algoritma je dakle funkcija veli¢ine ulaznih podataka.
Algoritmi za razli¢ite probleme mogu imati razli¢ite numericke forme ve-
licine ulaza. Na primer, za problem sortiranja niza brojeva, veli¢ina ulaza
je broj ¢lanova niza koje treba sortirati; za mnozenje dva velika cela broja
x 1y, veli¢ina ulaza je broj cifara broja x plus broj cifara broja y; za grafov-
ske probleme, veli¢ina ulaza je broj ¢vorova ili broj grana grafa. Srecom,
forma veli¢ine ulaza za konkretan problem je obi¢no ocigledna iz same
prirode problema.

Kako bi se veli¢ina ulaza obuhvatila analizom algoritma, najpre se ula-
zni podaci algoritma grupisu prema njihovom broju koji se predstavlja
pozitivnim celim brojem n. Zatim se vreme izvrsavanja algoritma za ulaz
veli¢ine n izrazava pomocu neke funkcije T(n). Drugim re¢ima, za svaki
pozitivan ceo broj n, vrednost T(n) daje broj vremenskih jedinica koliko
traje izvrSavanje algoritma za svaki njegov ulaz veli¢ine n. Na slici 2.1 je
ilustrovan ovaj pristup.

Medutim, tacno vreme izvrsavanja algoritma za neki konkretni ulaz,
pored njegove velicine n, zavisi i od drugih faktora kao §to su brzina proce-
sora racunara ili struktura samih ulaznih podataka. Zato da bismo pojed-
nostavili analizu i da bi definicija funkcije T(n) imala smisla, pretpostavlja-
mo da se sve osnovne instrukcije algoritma izvrsavaju za jednu vremen-
sku jedinicu i uzimamo najgori slucaj ulaznih podataka. Onda da bismo
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Slika 2.1: Vreme izvrsavanja algoritma T(n) kao funkcija veli¢ine ulaznih
podataka algoritma n.

dobili funkciju vremena izvrsavanja T(n) nekog algoritma treba da prosto
prebrojimo osnovne instrukcije koje ¢e se u algoritmu izvrsiti u najgorem
slucaju. Preciznije, funkciju T(n) za vreme izvrSavanja u najgorem sluca-
ju nekog algoritma definiSemo da bude maksimalno vreme izvrsavanja
tog algoritma za sve ulaze veli¢ine n. Ova funkcija se naziva i vremenska
sloZenost u najgorem slucaju. Postujuci tradiciju da se najgori slucaj pod-
razumeva, ako nije drugacije naglaseno skoro uvek ¢emo koristiti krace
termine vreme izvrsavanja i vremenska sloZenost algoritma.

Jedinicna instrukcija algoritma je osnovna racunarska operacija Cije je
vreme izvrSavanja konstantno. Ovo konstantno vreme moze biti razlicito
za razli¢ite vrste osnovnih instrukcija, ali je bitno da ono zavisi samo od
modela ra¢unara na kome se podrazumeva izvr$avanje osnovnih instruk-
cija, a ne i od veli¢ine podataka u algoritmu.

U stvari, analiza algoritama se dalje pojednostavljuje time §to se uzi-
ma da se svaka jedini¢na instrukcija izvrsava za jednu vremensku jedini-
cu. Apsolutna vrednost vremenske jedinice nije bitna (da li mikrosekunda,
nanosekunda, ...), jer se kasnije pokazuje da nas zapravo interesuje samo
asimptotsko ponasanje vremena izvr$avanja, odnosno njegova brzina ra-
sta u obliku neke konstante pomnozene prostom funkcijom veli¢ine ulaza.
Prema tome, za analizu algoritma je vazan samo ukupan broj jedini¢nih
instrukcija koje se izvrsavaju, a ne njihovo apsolutno ukupno vreme izvr-
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savanja. Tipi¢ne jedinicne instrukcije algoritama su:
« dodela vrednosti promenljivoj;
« poredenje vrednosti dve promenljive;
« aritmeticke operacije;
« logicke operacije;
« ulazno/izlazne operacije.

Jedno upozorenje: ove instrukcije se ponekad ne mogu smatrati jedi-
ni¢nim instrukcijama u algoritmu. Na primer, neka aritmeticka operacija
koja izgleda naivno kao $to je to na primer sabiranje, nije jedini¢na in-
strukcija ukoliko je veli¢ina operanada aritmeticke operacije velika. U
tom slucaju, vreme potrebno za njeno izvrsavanje se povecava sa velici-
nom njenih operanada, pa se ne moze ograniciti nekom konstantom neza-
visnom od veli¢ine podataka. Imajuci ovo na umu, ipak ¢emo prethodne
instrukcije smatrati jedinicnim sem ako to nije realisticno za dati problem.

Prethodnu diskusiju o analizi algoritama moZzemo pretociti u prakti¢ni
postupak za odredivanje vremenske sloZenosti algoritama ukoliko prime-
timo da je najgori slucaj izvrsavanja algoritma onaj u kojem se izvrsava
najveci broj jedini¢nih instrukcija. Kao jednostavan primer, razmotrimo
ova dva algoritamska fragmenta A11i A2:

Al A2
1 n=25; 1 read(n);
2 do 2 do
3 read(m) ; 3 read(m);
4 n=n-1; 4 n=n-1;
5 while ((m !'= 0) & (n !'= 0)); 5 while ((m '= 0) & (n '= 0));

Mada se ovi fragmenti razlikuju samo u prvom redu, u fragmentu A1l
se izvrsava pet iteracija repeat petlje u najgorem slucaju, dok se u frag-
mentu A2 izvrsava n iteracija iste petlje u najgorem slucaju. To sledi otuda
Sto se izvrSavanje repeat petlje zavrsava kada se ispuni jedan od uslova
(m == 0) ili (n == 0). Prvi uslov nikad nece biti ispunjen ukoliko pro-
menljiva m ne dobije vrednost 0 u tre¢em redu, pre nego sto se vrednost
promenljive n umanji do 0 ponavljanjem naredbe u cetvrtom redu. To je
dakle najgori slucaj za broj iteracija repeat petlje, jer ispunjenost prvog
uslova moze samo da smanji taj broj iteracija.



26 2. Dizajn i analiza algoritama

Analiza najgoreg slucaja vremena izvrsavanja algoritma je vazna iz
dva razloga. Prvo, time se dobijaju garantovane performanse algoritma,
jer najgori slucaj odreduje gornju granicu vremena izvrsavanja za svaki
skup ulaznih podataka date veli¢ine. Drugo, najgori slucaj je mnogo laksi
za analizu (Cesto i jedino moguci) nego drugi kriterijumi efikasnosti algo-
ritama.

Prebrojavanje broja jedini¢nih instrukcija u najgorem slucaju izvrsa-
vanja algoritma kako bi se dobilo vreme izvrsavanja tog algoritma moze
se umnogome pojednostaviti ako znamo vremenske relacije tipi¢nih algo-
ritamskih konstrukcija. Naime, vreme izvrsavanja sloZenijih konstrukcija
mozemo izvesti na osnovu vremena izvr$avanja njihovih sastavnih delo-
va. U tabeli 2.1 su sumirana vremena izvrsavanja osnovnih algoritamskih
konstrukcija, pri ¢emu je sa Ty oznaceno vreme izvr$avanja (u najgorem
slucaju) bloka naredbi B. Tom tabelom nije obuhvacena rekurzija, posto
¢e o njoj biti vise re¢i u poglavlju 5.

Konstrukcija Vreme izvrSavanja

Naredba serije S:

P; Q;

Naredba grananja S:
if C then P; else Q;

TS:TP+TQ

TS = TC + max{Tp, TQ}

Naredba petlje S:
(1) while C do P; Ts=n-Tp

(2) do P; while C; n — najveci broj iteracija petlje
(3)fori=jtokdoP;

Tabela 2.1: Vremenska sloZenost osnovnih algoritamskih konstrukcija.

U tabeli 2.1 je o¢igledno da je vreme izvrSavanja serije dva bloka nared-
bi jednako zbiru vremena izvrsavanja pojedinih blokova. Isto tako, jasno
je da je vreme izvrsavanja alternative dva bloka naredbi jednako duzem
vremenu izvr$avanja jednog od ta dva bloka, jer se posmatra najgori slucaj
izvrSavanja.
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Najvaznije pravilo u ovoj tabeli jeste da je vreme izvrSavanja petlje
jednako vremenu izvrsavanja naredbi u telu petlje pomnozenim sa najve-
¢im moguéim brojem iteracija petlje. (Obratite paznju na to da ovde radi
jednostavnosti nismo uzeli u obzir vreme potrebno za proveru uslova pre-
kida rada petlji.) Ovo se odnosi i na ugnjezdene petlje: vreme izvrsavanja
naredbi unutar grupe ugnjezdenih petlji jednako je vremenu izvr$avanja
naredbi u telu najunutrasnjije petlje pomnoZeno sa proizvodom broja ite-
racija svih petlji. Na primer, posmatrajmo ovaj algoritamski fragment:

1 for i =1 to n do

2 for j =1 to n do
3 if (i < j) then
4 swap(al[i,jl, alj,il); // jedinicna instrukcija

Pod pretpostavkom da je naredba swap() u Cetvrtom redu jedna od
jedini¢nih instrukcija, kao i uzimajuci najgori slucaj da je uslov if naredbe
uvek ispunjen, vreme izvr$avanja ovog fragmenta je

Tn)=n-n-(1+1)=2n2.

U ovom izrazu za funkciju T(n) na desnoj strani imamo proizvod n-n posto
je broj iteracija spoljasnje i unutrasnje petlje jednak n, dok faktor (1 + 1)
obuhvata vreme za jedno izvrsavanje tela unutrasnje petlje u redovima
3 i 4. Naime, to izvrSavanje se sastoji od provere ispunjenosti uslova if
naredbe i izvr§avanja jedini¢ne instrukcije swap.

Iako u ovoj knjizi koristimo iskljucivo vreme izvr§avanja u najgorem
sluc¢aju, moguci su i drugi pristupi za odredivanje efikasnosti algoritama.
Jedan od njih je probabilisticka analiza srednjeg vremena izvrsavanja ne-
kog algoritma. Prosecno vreme izvrSavanja je funkcija T,(n) koja daje sred-
nju vrednost vremena izvrSavanja algoritma za slucajne ulazne podatke
veli¢ine n. Prosecno vreme izvrSavanja je realisticnija mera performansi
algoritma u praksi, ali je Cesto to mnogo teze odrediti nego vreme izvr-
Savanja u najgorem slucaju. Razlog za to je da moramo znati raspodelu
verovatnoce slucajnih ulaznih podataka, sto je tesko zamislivo u praksi.
Ali da bismo ipak mogli lakse izvesti matematicka izrac¢unavanja, obi¢no
pretpostavljamo da su svi ulazi veli¢ine n jednako verovatni, sto u nekom
konkretnom sluc¢aju mozda i nije pravo stanje stvari.

Probabilisticku analizu deterministickih algoritama treba razlikovati
od analize takozvanih randomiziranih algoritama. Randomizirani algorit-
mi su po svojoj prirodi ,slucajni” jer se u toku njihovog izvrsavanja dono-
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se slucajne odluke. Njihovo vreme izvrsavanja zavisi od slucajnih ishoda
tih odluka i zato predstavlja slucajnu vrednost. Za randomizirane algo-
ritme se odreduje ocekivano vreme izvrsavanja, pri cemu se matematicko
oc¢ekivanje izratunava u odnosu na slu¢ajne odluke tokom izvrsavanja.

Sasvim drugaciji pristup je ocena efikasnosti algoritma u odnosu na
efikasnost drugih algoritama koji resavaju isti problem. Ovaj metod se sa-
stoji u tome da se formira mala kolekcija tipi¢nih ulaznih podataka koji se
nazivaju ben¢mark podaci. Ben¢mark podaci se dakle smatraju reprezen-
tativnim za sve ulazne podatke, odnosno podrazumeva se da ¢e algoritam
koji ima dobre performanse za ben¢mark podatke imati isto tako dobre
performanse za sve ulazne podatke. Kako je nas$ cilj analiticka ocena efi-
kasnosti algoritama, a ben¢mark analiza je u sustini empirijski metod, o
tome vise ne¢emo govoriti u ovoj knjizi.

Na osnovu nadenog vremena izvrSavanja nekog algoritma mozemo
pokusati da odgovorimo i na tri dodatna pitanja:

1. Kako mozemo reci da li je neki algoritam dobar?
2. Kako znamo da li je neki algoritam optimalan?

3. Zasto nam je uopste potreban efikasan algoritam — zar ne mozemo
prosto kupiti brzi ra¢unar?

Da bismo odgovorili na prvo pitanje, lako mozemo uporediti vreme
izvr§avanja posmatranog algoritma sa vremenima izvrsavanja postojecih
algoritama koji resavaju isti problem. Ako to poredenje ide u prilog po-
smatranom algoritmu, moZemo kvantitativno zakljuciti da je on dobar al-
goritam za neki problem.

Na drugo pitanje je tesko odgovoriti u opstem slucaju. To je zato Sto
iako za bilo koja dva algoritma moZzemo reéi koji je bolji ako uporedimo
njihova vremena izvrSavanja, ipak ne mozemo reci da li je onaj bolji al-
goritam zaista i najbolji mogu¢i. Drugim recima, moramo nekako znati
donju granicu vremena izvrsavanja svih algoritama za konkretan problem.
To znaci da za dati problem ne samo poznati algoritmi, nego i oni koji jos
nisu otkriveni, moraju se izvrsavati za vreme koje je vece od neke grani-
ce. Odredivanje ovakvih dobrih granica nije lak zadatak i time se necemo
baviti u ovoj knjizi.

Trece pitanje obi¢no postavljaju neuki ljudi koji misle se novcem moze
sve kupiti. Pored toga Sto su intelektualno izazovniji, efikasni algoritmi
¢e se skoro uvek brze izvrsavati na sporijem racunaru nego losi algoritmi
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na super ra¢unaru za dovoljno velike ulazne podatke, u §ta ¢emo se i sami
uveriti. U stvari, instance problema ne moraju da postanu toliko velike
pre nego Sto brzi algoritmi postanu superiorniji, ¢ak i kada se izvrsavaju
na obi¢nom personalnom racunaru.

2.3 Primeri algoritama

Da bismo bolje razumeli sustinu dizajna i analize algoritama, u ovom
odeljku ¢emo prethodnu diskusiju o tome potkrepiti konkretnim, repre-
zentativnim primerima. Ti primeri za ¢itaoce imaju nesumnjivu prakti¢nu
vrednost u sticanju neophodne rutine, ali oni imaju i pedagosku vrednost
jer uspostavljaju osnove dizajna i analize algoritama na koje se oslanjaju
ostali delovi ove knjige.

Primer: najmanji element niza

Problem najmanjeg elementa niza je slican problemu najveceg ele-
menta niza iz odeljka 1.4: za dati niz a od n neuredenih brojeva ay, ay, ... ,a,
treba naci indeks (prvog) najmanjeg elementa tog niza. Zato je algoritam
min u listingu 2.2 za ovaj problem jednostavna modifikacija algoritma max
kojim se nalazi indeks najveceg elementa niza. Naime, za nalazenje global-
no najmanjeg elementa niza, svi elementi niza se redom proveravaju da li
su manji od najmanjeg elementa koji je naden do odgovarajuce iteracije
provere.

Listing 2.2: Najmanji element niza

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: indeks najmanjeg elementa niza a
algorithm min(a, n)

m = a[l]; // najmanji element naden do sada
j=1; // indeks najmanjeg elementa
i=2;

while (i <= n) do // proveriti sve ostale elemente niza
if (m > a[i]) then // aktuelni element je manji od
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// privremeno najmanjeg do sada;

m = alil; // zapamtiti taj manji element,
j =1; // kao 1 njegov indeks
i=1+1; // prec¢i na sledec¢i element niza

return j; // vratiti indeks najmanjeg elementa
|

Analizu jednostavnog algoritma min nije tesko izvrsiti. Posto broj ite-
racija tela while petlje iznosi n — 1, a telo te pelje se sastoji od if naredbe
i naredbe dodele, vreme izvr$avanja algoritma min je

Tn)=1+1+1+n-1)B+1)+1
=4+4(n-1)
=4n.

U ovom izrazu za funkciju T(n) u prvom redu, prve tri jedinice u zbiru su
vremena izvrSavanja prve tri naredbe dodele u algoritmu min, faktor (3+1)
predstavlja vreme jednog izvrsavanja tela while petlje (provera uslova
i dve naredbe dodele u if naredbi, kao i naredba dodela na kraju tela
petlje), a poslednjom jedinicom je obuhvaéeno vreme izvrsavanja return
naredbe.

U izrazu 4n za funkciju T(n) vremena izvrsavanja algoritma min se
veli¢ina ulaza n (tj. broj elemenata ulaznog niza) pojavljuje na prvi stepen.
Zato za taj algoritam kazemo da je linearni algoritam. Primetimo jo$ da
je vreme izvr$avanja algoritma max iz odeljka 1.4 takode T(n) = 4n, jer su
algoritmi min i max prakti¢no isti.

Primer: maksimalna suma podniza

Problem maksimalne sume podniza se Cesto pojavljuje u racunarskoj
biologiji prilikom analize DNA ili proteinskih sekvenci. Taj problem je ra-
cunarski interesantan posto postoje mnogi algoritmi razlicite efikasnosti
zanjegovo reSenje. U ovom odeljku ¢emo opisati samo najsporiji, kvadrat-
ni algoritam za njegovo ocigledno resenje na osnovu definicije problema.
Brzi, linearni algoritmi zahtevaju dublji uvid u prirodu problema i sloze-
nije algoritamske tehnike o kojima se govori u nastavku knjige.
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Ali pre definicije samog problema, potrebno je precizirati sta smatra-
mo podnizom nekog niza. Za niz a od n brojeva ay,ay, ... ,a,, neprekidni
podniz niza a je drugi niz koji se sastoji od nula ili vise uzastopnih eleme-
nata niza 4. Na primer, ako je

a= [2/ _1/ 1/ 3/ _4/ _6/ 7/ _2/ 3/ _5] 7

onda su [1,3,-4,-6,7] i [-1] neprekidni podnizovi, dok niz [2,1, 3] to ni-
je. Posto nas u ovom odeljku interesuju samo podnizovi koji se sastoje
od uzastopnih elemenata, radi jednostavnosti izrazavanja umesto termi-
na ,neprekidni podniz” Cesto koristimo kao sinonim krac¢i izraz ,podniz”.

Ako je dat (neprekidni) podniz a;, ..., 4; niza a, suma tog podniza koju

oznatavamo S;; jeste obican zbir svih elemenata podniza, odnosno

N

S;;=a;+aj 1+ +a =

g ay .

ij
k=i

Obratite paznju na to da se prazan niz duzine nula smatra neprekidnim

podnizom svakog niza, pa po definiciji uzimamo da je suma praznog pod-

niza jednaka nuli.

Problem maksimalne sume (neprekidnog) podniza sastoji se u tome da
se odredi najve¢a suma svih neprekidnih podnizova datog niza. (Opsti-
je, potrebno je odrediti i sim neprekidni podniz koji ima najvecu sumu.)
Na primer, ¢itaoci mogu proveriti da reSenje problema maksimalne sume
podniza za prethodni niz

a= [2/ _1/ 1/ 3/ _4/ _6/ 7/ _2/ 3/ _5] s

iznosi 8, sto je zbir elemenata podniza [7,-2,3].

Elementi datog niza mogu biti pozitivni, negativni i nule. Ako dati niz
sadrzi samo pozitivne brojeve, reSenje problema maksimalne sume podni-
za takvog niza je oCigledno zbir svih elemenata niza. Ako niz sadrzi samo
negativne brojeve, neprekidni podniz koji ima najve¢u sumu je prazan
podniz i resenje u ovom slucaju je zato uvek nula. Interesantan slucaj je
dakle kada imamo zajedno pozitivne i negativne brojeve u datom nizu.

Za dati niz a od n brojeva, neka je M suma njegovog neprekidnog
podniza koji ima najve¢u sumu. Formalno,

M = max{O, max Sij}.
1<igj<n



32 2. Dizajn i analiza algoritama

Nula na desnoj strani ove jednakosti je potrebna zato sto bez ove nule
jednakost ne bi bila tacna kada se dati niz sastoji samo od negativnih ele-
menata. Ali radi jednostavnijeg pisanja, u daljem tekstu pretpostavljamo
da implicitno uvek uzimamo 0 kao maksimalnu sumu u tom specijalnom
slucaju. Tako, prethodnu jednakost piSemo sazetije

M = max S;

1<igi<n

Da bismo izracunali M po definiciji, treba da izra¢unamo sume svih
podnizova koji po¢inju u poziciji 1 datog niza, zatim treba da izra¢unamo
sume svih podnizova koji pocinju u poziciji 2 datog niza i tako dalje, sve
dok ne izra¢unamo sume svih podnizova koji po¢inju u poziciji n datog
niza. Na kraju, potrebno je da dodatno izracunamo maksimum svih ovih
suma.

Koliko imamo ovih mogu¢ih suma ¢iji maksimum trazimo? Lako je
videti da broj svih podnizova koji pocinju u poziciji 1 datog niza (i dakle
broj njihovih suma) iznosi 1, da broj svih podnizova koji po¢inju u po-
ziciji 2 datog niza iznosi n — 1 i tako dalje, da broj svih podnizova koji
pocinju u poziciji n datog niza iznosi 1. Prema tome, ukupan broj suma
¢iji maksimum trazimo jen+ (n—1)+--- + 1 = n(n + 1)/2.

Primetimo da postupak izracunavanja M po definiciji mozemo reor-
ganizovati bez uticaja na konacan rezultat. Naime, umesto da racunamo
sve moguce sume i tek nakon toga trazimo njihov maksimum, mozemo
raCunati parcijalne maksimume suma elemenata od i-te pozicije niza i na
kraju traziti maksimum ovih parcijalnih maksimalnih suma.? Preciznije,
ako za svako i = 1,2,...,n u i-tom koraku dodatno izra¢unamo parcijal-
ni maksimum suma svih podnizova koji pocinju u i-poziciji datog niza,
onda na samom kraju preostaje samo da izracunamo maksimum ovih n
parcijalnih maksimalnih suma. Ovo mozemo predstaviti tako da najpre
racunamo drugi niz b od n elemenata by, b,, ..., b, pri cemu je

bi = max {Si,i/ Si,i+l/ /Si,n} = max Si,j/
J=le

a zatim rac¢unamo M kao

M = max{by,by,...,b,} = 'rrllax b;.
i=1,.n

?Doduse, ovom reorganizacijom izracunavanja se ne ubrzava odgovarajuéi algoritam,
ali se Stedi na memoriji.
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Za algoritamsko izracunavanje vrednosti M primenjujemo upravo ovaj
pristup. Realizacija tog postupka na pseudojeziku sastoji se od dva algo-
ritma. Prvi, pomo¢ni algoritam racuna element b; niza b. Drugi, glav-
ni algoritam koristi prvi algoritam kao potprogram za nalazenje resenja
problema maksimalne sume podniza datog niza a. Pomo¢ni algoritam u
listingu 2.3 je po strukturi sli¢an algoritmu min iz prethodnog odeljka:

Listing 2.3: Parcijalne maksimalne sume podnizova

// Ulaz: indeks i niza a duzine n

// Izlaz: element b; = max;.; ,S;; niza b
algorithm B(i, a, n)
m=0; // maksimalna suma podniza od pozicije i
= 0; // sume SW zaj=1,..,n

for j =i tondo // izracunati Sl-,]- za j=1,..,n

S=S+a[j]; // Si,j:Si,j—1+aj
if (m < s) then // nadena veca suma
m=s; // azurirati maksimalnu sumu

return m; // vratiti b;
|

Algoritam B izra¢unava element b; na slede¢i nacin. Promenljiva m
sadrzi privremeno izracunatu maksimalnu sumu podnizova koji pocinju
u poziciji 7, a promenljiva s sadrzi sume tih podnizova. Ove promenljive
se najpre pravilno inicijalizuju vrednos¢u 0. Potom se u svakom koraku
j od ido n izratunava suma S;; u promenljivoj s dodavanjem elementa
a; prethodno izracunatoj sumi S;; ;. Odmah zatim se proverava da li je
m < s, odnosno da li je pronaden podniz od pozicije i ¢ija je suma veéa od
trenutno maksimalne. Naravno, ako je to sluc¢aj, privremenu maksimalnu
sumu treba azurirati, $to se i ¢ini.

Da bismo analizirali vreme izvrsavanja algoritma B, primetimo da ono
zavisi od dva parametra: broja elemenata n niza a i indeksa 7 elementa b;
koji se izracunava. U vremenu izvr§avanja ovog algoritma dominira for
petlja ¢ije se telo ponavlja n—i+1 puta, jer se brojac j ove petlje menja od
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i do n. Prema tome, vreme izvrsavanja algoritma B je:

Tn,i)=1+1+m—-i+1D(A+2)+1
=3+3m-i+1)
=3n-i+?2).

Sada je lako napisati algoritam kojim se nalazi maksimalna suma pod-
niza datog niza: algoritmom B treba najpre redom izrac¢unati sve elemente
b;, a zatim prosto treba odrediti njihov maksimum. Ovaj postupak na pse-
udojeziku je prikazan u listingu 2.4.3

Listing 2.4: Maksimalna suma podniza

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: maksimalna suma podniza M
algorithm mcss(a, n)

for i =1 to n do
b[i]l = B(i, a, n);

M = max(b, n);

return M;

S obzirom na to da znamo vremena izvrsavanja algoritama B i max,
lako je onda odrediti vreme izvrsavanja algoritma mcss:

T(n) = i(3(n—i+2)+1)+(4n+1)+1
=1

n
=3, (n—i)+7n+4n+2
i=1
L m=1)n
=3 5
=1.5n% +9.5n + 2.

+11ln+2

Podsetimo se da u opstem slucaju funkcija T(n) predstavlja vreme iz-
vrSavanja (u najgorem slucaju) nekog algoritma za sve ulazne podatke tog

*Ime algoritma mcss je skracenica od engleskog termina za problem najvece sume
neprekidnog podniza: the maximum contiguous subsequence sum problem.
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algoritma veli¢ine n. Posto se promenljiva n u prethodnom izrazu za funk-
ciju T(n) vremena izvrsavanja algoritma mcss pojavljuje na drugi stepen,
za taj algoritam kazemo da je kvadratni algoritam.

Primetimo da je moguce poboljsati ovaj algoritam ukoliko zZeljeni mak-
simum M elemenata b; izracunavamo ,u hodu”. Naime, umesto da maksi-
mum elemenata b; traZimo nakon $to sve te elemente izracunamo, moze-
mo da odredujemo njihov privremeni maksimum kako ih redom izracu-
navamo. Pored toga, na ovaj nacin nam ne treba poseban niz za ¢uvanje
elemenata b;, pa zato u ovom slucaju Stedimo na memorijskom prostoru.

U stvari, ovaj pristup mozemo dalje poboljsati ukoliko odredujemo
privremeni maksimum ne od elemenata b; ve¢ od suma S;; kako ih redom
izracunavamo. Postupak na pseudojeziku za ovu ,Stedljivu” verziju algo-
ritma mcss je prikazan u listingu 2.5.

Listing 2.5: Maksimalna suma podniza, poboljsana varijanta

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: maksimalna suma podniza M
algorithm mcss(a, n)

M=20; // maksimalna suma podniza
for i =1 tondo // izracunati b; za i=1i,..,n
s =0;
for j =i tondo // izracunati SW zaj=1i,..,n
s =5+ aljl; // Si,j:Si,j—l +a;
if (M < s) then
M=s;
return M;

Citaocima se za vezbu ostavlja da se uvere da ova varijanta algorit-
ma mcss nije brza od prvobitne, odnosno da je i dalje re¢ o kvadratnom
algoritmu.

Primer: sortiranje niza

Ako je dat niz neuredenih brojeva, problem njegovog sortiranja se
sastoji od preuredivanja brojeva tog niza tako da oni obrazuju rastuci niz.
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Preciznije, za dati niz a od n elemenata a4, a,, ..., a,, treba naci permutaciju
svih indeksa elemenata niza iy, iy, ... , i, tako da novi prvi element 4; , novi
drugi element g;, i tako dalje, novi n-ti element 4; u nizu zadovoljavaju
uslova; <a; <..<a.

Za re$avanje problema sortiranja niza ¢emo pokazati tri jednostavna
algoritma. To su klasi¢ni algoritmi koji priblizno imaju isto vreme izvrsa-
vanja koje kvadratno zavisi od veli¢ine ulaza (tj. broja elemenata niza). U
nastavku knjige ¢emo upoznati efikasnije metode sortiranja.

Sortiranje zamenjivanjem (bubble-sort). Najbolji na¢in za razume-
vanje osnovne ideje prvog metoda sortiranja, koji se popularno naziva
sortiranje zamenjivanjem (engl. bubble-sort), jeste da zamislimo da je dati
niz potopljen u vodu i okrenut vertikalno. Ako dalje zamislimo da su ele-
menti datog niza sa malim vrednostima ,laki” po tezini, onda ¢e oni ovim
metodom ,isplivavati” na vrh proizvodeci ,mehuric¢e”. Ova analogija je
upravo razlog za (interesantan?) engleski naziv ovog metoda. Na slici 2.2
je ilustrovan sadrzaj niza [17,23, 8,11, 5, 2] od 6 elemenata koji se postup-
no transformise u rastuci redosled ponavljanjem pet iteracija postupka
sortiranja zamenjivanjem.

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5
1|17 q2 2 2 2
(@]
2 (23| o|17| d5 5 5 5
o
s8] o [23] Jliz| 8 8
o o ©
4 11| 2 |8 23| o |17] Ju1 11
© o o
5 o liu|o [|8p |23 o [17p o Y17
(@) ©) (e)
62p 5p |11 1np |23 23

Slika 2.2: Sortiranje zamenjivanjem.

Preciznije, postupak sortiranja zamenjivanjem se sastoji od visestru-
kih prolaza duz datog niza od dna ka vrhu. Pri tome, ako dva susedna
elementa nisu u dobrom redosledu (tj. ,laksi” element je ispod ,tezeg”),
zamenjujemo im mesta. Efekat ovog zamenjivanja je da se u prvom pro-
lazu ,najlaksi” element sa najmanjom vrednos¢u penje sve do vrha. U

drugom prolazu, drugi najmanji element se penje do druge pozicije. Slic-
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no, tre¢i najmanji element u trecem prolazu dolazi na svoje mesto i tako
dalje. Na slici 2.2 vrednost promenljive i ukazuje na redni broj prolaza.

Primetimo sa slike 2.2 da u drugom prolazu mozemo da stanemo do
druge pozicije, jer se najmanji element ve¢ nalazi na svom prvom mestu.
Isto tako, u tre¢em prolazu mozemo da stanemo do trece pozicije, posto
znamo da se prva dva najmanja elementa vec nalaze u svojim zavr$nim
pozicijama. Sledstveno tome, u i-tom prolazu mozemo da stanemo do
pozicije i posto se i —1 najmanjih elemenata ve¢ nalaze u svojim zavr§snim
pozicijama. Precizniji opis ovog postupka na pseudojeziku za sortiranje
niza zamenjivanjem njegovih elemenata je prikazan u listingu 2.6.

Listing 2.6: Sortiranje zamenjivanjem (bubble-sort)

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: niz a sortiran u rastucem redosledu
algorithm bubble-sort(a, n)

for i =1 to n-1 do
for j = n downto i+l do
if (al[j] < al[j-1]1) then
swap(aljl, alj-11);

return a;
|

Da bismo analizirali vreme izvrsavanja algoritma bubble-sort, najpre
primetimo da algoritam swap na strani 14 mozemo smatrati jedini¢cnom
instrukcijom. To ima smisla za algoritam swap posto se njegove Cetiri
naredbe izvrsavaju za ukupno konstantno vreme.*

Vreme jednog izvrsavanja tela unutrasnje for petlje je dve vremen-
ske jedinice: jedna za proveru uslova if naredbe i jedna za instrukciju
swap). Stoga preostaje jos da odredimo koliko puta ce se to telo izvrsiti
u algoritmu bubble-sort. Citaoci mogu lako proveriti da za fiksnu vred-
nost brojaca i = 1,2,..,n — 1 spoljasnje for petlje, telo unutrasnje for
petlje ce se izvrsiti ta¢no n — i puta. Zbog toga ukupan broj izvrsavanja

4Ovo je jedan od nacina za pojednostavljivanje analize algoritama: svaki algoritam
koji se izvrsava za konstantno vreme smatramo jedini¢nom instrukcijom, jer ta¢na vred-
nost tog konstantnog vremena nije bitna.
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tela unutrasnje petlje iznosi

n-1

(”—1)+(n—2)+---+2+1=21':w'
P

Prema tome, ako uzmemo u obzir i naredbu return na kraju, ukupno vre-
me izvrSavanja algoritma bubble-sort je

(n-1)

T(n):T”.2+1=n2—n+1.

Algoritam bubble-sort je dakle kvadratni algoritam posto vreme njego-
vog izvr$avanja T(n) = n®> —n+1 zavisi od veli¢ine ulaza n na drugi stepen.

Vreme izvrsavanja nekog algoritma posmatramo u najgorem slucaju,
pa je to najduze vreme koje ce taj algoritam raditi za datu veli¢inu ulaznih
podataka. Primetimo da najgori slucaj algoritma bubble-sort (kada je
ulazni niz a po€etno sortiran u opadajucem redosledu) nije mnogo gori
od najboljeg slucaja (kada je ulazni niz a pocetno vec¢ sortiran u rastu¢em
redosledu). U najboljem slucaju se nikad ne izvr$ava operacija swap u
unutrasnjoj for petlji, ali je vreme izvr$avanja u tom slu¢aju ipak jednako

(n—1n

5 1+1=05n2-05n+1,

$to je i dalje kvadratna funkcija od n.

Ovo svojstvo algoritma bubble-sort ne vazi u opstem slucaju, jer se
vremena izvrSavanja nekih algoritama u najgorem i najboljem sluc¢aju mo-
gu drasti¢no razlikovati. To je na neki na¢in dobra osobina algoritma, jer
je prirodno ocekivati da u najboljem slucaju ulaznih podataka algoritam
radi mnogo brze.

Prethodno opisani algoritam bubble-sort mozemo lako modifikovati
kako bi za ,dobre” ulazne podatke taj algoritam radio mnogo brze. Pri-
metimo da dodatni prolazi duz datog niza nisu vise potrebni ukoliko se u
poslednjem prolazu nijedanput nije izvrsila operacija swap. To sledi otu-
da sto onda ne postoji element niza koji je van svog mesta u rastu¢em
redosledu, odnosno onda se svi elementi niza nalaze na svojim mestima
u rastu¢em redosledu.

Ovo zapazanje se moze lako iskoristiti u algoritmu bubble-sort: ka-
ko se u tom algoritmu prolazi duz datog niza realizuju spoljasnjom for
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petljom, potrebno ju je prosto zameniti drugom petljom cije se izvrsava-
nje kontrolise indikatorom da li se u poslednjem prolazu nijedanput nije
izvrsila operacija swap. Ova poboljsana varijanta algoritma je prikazana
u listingu 2.7.

Listing 2.7: Poboljsano sortiranje zamenjivanjem (bubble-sort)

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: niz a sortiran u rastudem redosledu
algorithm bubble-sort(a, n)

do

0]
1l

false; // indikator izvrSavanja operacije swap
i=1;
for j = n downto i+l do
if (al[j] < al[j-1]1) then
swap(aljl, alj-11);

s = true;
i=1i+1;
while (s == true);
return a;

Citaocima se za vezbu ostavlja da se uvere da je u najgorem slucaju
poboljsana verzija algoritma bubble-sort i dalje kvadratni algoritam, ali
u najboljem slucaju je to linearni algoritam. Ovde je interesantno napo-
menuti da je ovaj nacin jedan od najbrzih metoda sortiranja u slu¢aju kada
se unapred zna da je samo mali broj elemenata van svog mesta u rastu¢em
redosledu (recimo, kada se ve¢ sortiranom nizu dodaju dva-tri elementa).

Sortiranje umetanjem (insert-sort). Drugi metod za sortiranje niza
a od n elemenata ay,ay, ..., a, popularno se naziva sortiranje umetanjem
(engl. insert-sort). Ovaj metod se sastoji od n iteracija, pri ¢emu se u i-
toj iteraciji umece element 4; na njegovo pravo mesto izmedu prvih i — 1
najmanjih elemenata prethodno ve¢ uredenih u rastu¢em redosledu. Ovaj
nacin sortiranja u i-toj iteraciji je ilustrovan na slici 2.3.

Da bi postupak sortiranja umetanjem bio jasniji na pseudojeziku, po-
godno je neformalno uvesti nulti element niza g, ¢ija se vrednost pretpo-
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Slika 2.3: Sortiranje umetanjem.

stavlja da je manja od svih vrednosti pravih elemenata ay, a5, ..., a,,. (Takva
vrednost se obi¢no naziva sentinela.) Ovo je u listingu 2.8 za algoritam
sortiranja niza umetanjem njegovih elemenata simbolicki predstavljeno
jednakoscu ag = —oo.

Listing 2.8: Sortiranje umetanjem (insert-sort)

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: niz a sortiran u rastucéem redosledu
algorithm insert-sort(a, n)

// Pretpostavlja se da je gy = —o0
for i =1 to n do
j=1
while (a[j] < a[j-1]) do
swap(aljl, alj-11);
j=13-1;

return a;
|

Vreme izvrSavanja algoritma insert-sort se odreduje na slican nacin
kao za algoritam bubble-sort. Doduse, broj iteracija ugnjezdene while
petlje nije odmah ocigledan, ali mozemo primetiti da taj broj nije veci
od i — 1. To je zato §to promenljiva j dobija pocetnu vrednost jednaku
vrednosti promenljive i pre pocetka while petlje, a j se smanjuje za jedan u
svakoj iteraciji te petlje do zavrsetka rada petlje. A while petlja se sigurno
zavrSava kada je j = 1, jer je onda a; | = ag = —oo, ¢ime uslov nastavka te
petlje postaje netacan. U najgorem slucaju dakle, iteracije while petlja se
izvr§avaju za sve uzastopne vrednosti j od i do 2, pa je broj tih iteracija
najvise i — 1.
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Prema tome, u algoritmu insert-sort se izvrsava n iteracija spolja-
$nje for petlje, a u svakoj od tih iteracija za i = 1,2, ..,n izvrsava se
najvise i — 1 iteracija unutrasnje while petlje. Posto se telo unutrasnje
while petlje izvrsava za 2 vremenske jedinice, ukupno vreme izvrsavanja
algoritma insert-sort je

T(n) =1+ §n](1+2(i—1))+1
i=1

=1+§n]1+2§n:(i—1)+1
i=1 i=1

(n—1n

=1+n+2 +1

=n?+2.

Algoritam insert-sort je dakle kvadratni algoritam. Primetimo da
kada je ulazni niz pocetno sortiran u opadaju¢em redosledu, onda je broj
iteracija unutrasnje while petlje jednak tacno i — 1. Zato se u tom naj-
gorem slucaju algoritam insert-sort zaista izvr$ava za kvadratno vreme
dato funkcijom T(n). Sa druge strane, u najboljem slucaju kada je ulazni
niz pocetno sortiran u rastu¢em redosledu, broj iteracija unutrasnje while
petlje je 0. Citaoci mogu lako proveriti da je onda vreme izvrsavanja al-
goritma insert-sort jednako 27 + 2, §to je mnogo bolje nego u najgorem
slucaju.

Sortiranje izborom (select-sort). Metod sortiranja niza a od n eleme-
nata aq, a,, ..., a,, koji se popularno naziva sortiranje izborom (engl. select-
sort), zasniva se kao i prethodni metodi na ponavljanju odredenog postup-
ka nad datim nizom. Taj postupak u ovom metodu je da se u i-toj iteraciji
uzima najmanji element medu elementima a;, 4,4, ..., 4, i zamenjuje sa ele-
mentom a;. Ovaj nadin sortiranja u i-toj iteraciji je ilustrovan na slici 2.4.

Ispravnost postupka za sortiranje izborom zasniva se na tome $to ¢e
posle prve iteracije najmanji element niza biti na prvom mestu, posle dru-
ge iteracije ¢e drugi najmanji element niza biti na drugom mestu i tako
dalje, posle i-te iteracije ¢e i najmanjih elemenata niza biti poredano u
rastu¢em redosledu. Na kraju, posle (n — 1)-ve iteracije ¢e ceo niz biti
poredan u rastu¢em redosledu. Precizniji opis celokupnog postupka za
sortiranje izborom na pseudojeziku dat je u listingu 2.9.
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Slika 2.4: Sortiranje izborom.

Listing 2.9: Sortiranje izborom (select-sort)

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: niz a sortiran u rastucem redosledu
algorithm select-sort(a, n)

for i =1 to n-1 do
j = minr(a, 1, n);
swap(al[i]l, aljl);

return a;
I

Algoritam minr, koji se u algoritmu select-sort koristi kao potpro-
gram, kao rezultat daje indeks najmanjeg elementa ,desnog” podniza a;,
i1, - » a4, datog niza a. Taj algoritam je mala modifikacija algoritma min
na strani 29 i zato se prepusta ¢itaocima za vezbu. Citaoci mogu usput
lako proveriti da vreme izvr$avanja algoritma minr iznosi 4(n — i + 2).

Da bismo sada analizirali algoritam select-sort, primetimo da se te-
lo for petlje u tom algoritmu izvrsava za vreme 4(n —i +2) + 1 + 1, gde
su dvema jedinicama obuhvacéena vremena za naredbu dodele i operaci-
ju swap koju smatramo jedinicnom instrukcijom. Prema tome, ukupno
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vreme izvrsavanja algoritma select-sort je

T(n) = Y, (4n-i+2)+2) +1

=
—_

1l
—_

- §(4(n—i) +10) +1
i=1

_ 4(n— n

+10(n—-1)+1

=2n?+8n-9.

I algoritam select-sort je dakle kvadratni algoritam, a ¢itaocima se
ostavlja da analiziraju njegov najgori i najbolji slucaj.

Zadaci

1. Koriste¢i odgovarajucu invarijantu petlje, pokazite ispravnost algorit-
ma za problem pretrage niza u 1. zadatku prethodnog poglavlja. Pored
toga, odredite vreme izvr§avanja tog algoritma.

2. Koriste¢i odgovarajucu invarijantu petlje, pokazite ispravnost algo-
ritma za problem preostalog dela kredita u 2. zadatku prethodnog po-
glavlja. (Savet: Iznos kredita koji preostaje nakon i-te iteracija petlje
jednak je p;.) Pored toga, odredite vreme izvrsavanja tog algoritma.

3. Odredite vreme izvr$avanja sledecih algoritamskih fragmenata:

(a) if (x == 0) then (b) i =1;
for i =1 to n do do
alil = 1i; ali]l = b[i] + c[il;
i=1+1;

while (i !'= n);
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(¢) if (x == 0) then (d) for i =1 to n do
for i =1 to n do for j =1 to n do
for j =1 to n do for k =1 to j do
ali,jl = 0; if (i == j) then
else alk,k] = 0;
for i = 1 to n do
ali,i] = 1;

4. Ako niz brojeva predstavimo u ,prirodnom” horizontalnom polozaju,
postupak sortiranja zamenjivanjem (bubble-sort) na strani 36 sastoji
se od ponavljanja prolaza duz datog niza od poslednjeg elementa niza,
odnosno ti prolazi uvek idu u smeru zdesna na levo.

(a) Napisite algoritam za sortiranja zamenjivanjem u kojem se duz
datog niza uvek prolazi u smeru sleva na desno.

(b) Napisite algoritam za sortiranja zamenjivanjem u kojem se duz
datog niza naizmenicno prolazi u oba smera.
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Vreme izvrSavanja algoritma

zuje da za odredivanje vremena izvr$avanja algoritma moramo
voditi ra¢una o mnogim ,sitnim” koracima u algoritmu. Kod iole
sloZenijih algoritama bi nas brojanje svake jedini¢ne instrukcije svakako
omelo da steknemo pravu sliku o brzini izvr§avanja algoritama, ako ne i

! NALIZA jednostavnih algoritama u prethodnom poglavlju poka-

sprecilo da do kraja ispravno odredimo vreme izvr$avanja. Dobar uvid u
sloZenost algoritama zasniva se na pravoj meri pojednostavljenja njihove
analize.

Zato da ne bismo otisli u drugu krajnost i bili suvise precizni, anali-
za algoritama se pojednostavljuje do krajnih granica kako bi se pravilno
ocenilo asimptotsko vreme izvrSavanja algoritma, odnosno vreme izvrsa-
vanja algoritma samo za veliki broj njegovih ulaznih podataka. To drugim
reCima znaci da nas zapravo ne interesuje apsolutno tacno vreme izvrsa-
vanja nekog algoritma, nego samo to koliko brzo raste vreme izvrsavanja
algoritma sa povecanjem veli¢ine ulaza algoritma. U ovom poglavlju se
blize razraduje ova ideja izlaganjem njene motivacije i formalizacije.

3.1 Asimptotsko vreme izvrsavanja

Prilikom analize algoritama mogu se dobiti vrlo komplikovane funk-
cije za njihova vremena izvrsavanja. Na primer, u prethodnom poglavlju
smo za tri algoritma sortiranja dobili tri razlicite, relativno proste kvadrat-
ne funkcije od veli¢ine ulaza n. Ali sasvim je moguce i da za neki algoritam
dobijemo vreme izvrsavanja izrazeno funkcijom, recimo,

T1(n) = 1013 + n? + 40n + 80.

45
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Ili slicno, za neki drugi algoritam mozemo dobiti da je njegovo vreme
izvrsavanja dato funkcijom

Tp(n) = 17nlogn —23n -10.

Ako zamislimo jo§ komplikovaniji izraz za funkciju vremena izvrsa-
vanja, postavlja se pitanje da li nam sloZenost tog izraza zamagljuje sliku
o odgovarajuc¢em algoritmu? Na primer, da li na osnovu funkcija T;(n) i
T,(n) mozemo lako re¢i koji je od ta dva algoritma brzi? Za odgovor na
ovo pitanje moZzemo naravno uvek ta¢no nacrtati uporedo funkcije T;(n)
i To(n) i videti za razne vrednosti argumenta n koja od funkcija ima manje
vrednosti, odnosno koji je algoritam brzi.

Crtanje i izracunavanje sloZenih matematickih funkcija nije jedno-
stavno (kao $to svi znamo, zar ne?), ali sre¢om to nije ni potrebno u analizi
algoritama. To je zato Sto analizu algoritama tezimo da pojednostavimo
Sto vise mozemo i trazimo zapravo samo red veli¢ine funkcije vremena
izvrsavanja algoritma za velike vrednosti njenog argumenta. Na primer,
ako je n zaista veliko (zamislimo da je #n jedan milion ili jedna milijarda),
onda su vrednosti funkcija T; (1) i n2 priblizno jednake. Isto tako, za veliko
n, funkcije T,(n) i nlogn imaju slicne vrednosti. Zato kazemo za funkciju
T1(n) da je reda veli¢ine n® i za funkciju T,(n) da je reda veli¢ine nlogn,!
podrazumevajuci da je n veliko.

Prema tome, za vreme izvrsavanja nekog algoritma uzimamo jedno-
stavnu funkciju koja za velike vrednosti njenog argumenta najbolje aprok-
simira ta¢nu funkciju vremena izvrsavanja tog algoritma. To priblizno
vreme izvr$avanja se naziva asimptotsko vreme izvrsavanja. Primetimo
da je ono, u stvari, mera brzine rasta tacnog vremena izvrsavanja algo-
ritma sa povecanjem broja njegovih ulaznih podataka. U daljem tekstu
¢emo podrazumevati asimptotsko vreme izvrsavanja algoritama, ali radi
kratkoce izrazavanja Cesto izostavljamo pridev ,asimptotsko”.

Pojednostavljivanje cilja analize algoritama, odnosno odredivanje sto
jednostavnijeg asimptotskog vremena izvrsavanja, opravdano je iz tri ra-
zloga. Prvo, brzina algoritama je narocito bitna kada je broj ulaznih po-
dataka veliki, jer se vreme izvrsavanja (skoro) svakog algoritma povecava
sa brojem ulaznih podataka. Ako za isti problem imamo vise algoritama

'U ra¢unarstvu se logaritam skoro uvek uzima za osnovu 2, a ne za osnovu 10 ilie. U
skladu sa ovom tradicijom, u knjizi ne¢emo pisati osnovu za logaritam podrazumevajuci
da je ona 2 ukoliko to nije drugacije naglaseno.
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i treba da odlu¢imo koji od njih da primenimo za njegovo resavanje, on-
da je vazno za koje vreme oni reSavaju taj problem kada je broj ulaznih
podataka vrlo veliki. Naime, obi¢no je svaki algoritam dovoljno efikasan
za mali broj ulaznih podataka. To jest, uglavnom je irelevantno da li neki
algoritam radi, recimo, jednu milisekundu ili pet mikrosekundi za desetak
ulaznih podataka. Ta dva vremena su ionako neprimetna za ljude, ali to
da li algoritam radi pet minuta ili tri meseca za milion ulaznih podataka
jeste svakako znacajno za odluku da li ¢emo ga primeniti za reSavanje
datog problema.

Drugo, za dovoljno velike vrednosti argumenta, vrednost funkcije vre-
mena izvrsavanja je preovladujuce odredena njenim dominantnim ter-
mom. Na slici 3.1 je ovo ilustrovano graficima parova funkcija T(n) i
n?, kao i T,(n) i nlogn. Sa slike se mozemo uveriti da su krive za T;(n) i
n?,kao i za T»(n) i nlogn, vrlo blizu jedna drugoj za velike vrednosti n. To
znaci da ukoliko govorimo o ponasanju tih funkcija za veliko 1, mozemo
smatrati da su njihove vrednosti skoro jednake, odnosno da asimptotsko
vreme izvrSavanja dva algoritma iz prethodnog primera mozemo jedno-
stavnije izraziti pomoéu T;(n) = n3 i Tp(n) = nlogn.

T(n)

Ti(n) ) n®  Tap(n)//nlogn

/ n

Slika 3.1: Grafici dva para pribliznih funkcija.

Trece, jednostavna funkcija za vreme izvrsavanja se uzima bez kon-
stanti, jer tacna vrednost konstante uz dominantni term nije znacajna za
racunare razli¢ite snage (mada relativna vrednost tih konstanti moze biti
vazna za funkcije koje rastu istom brzinom). Te konstante odrazavaju uze-
tu jedinicu mere za vreme izvrsavanja jedini¢nih operacija, ali to vreme
je svakako razlicito za, na primer, personalne i super racunare.
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Da bismo ovo bolje razumeli, pretpostavimo da su Al, A2 i A3 tri al-
goritma ¢ija su vremena izvrsavanja data funkcijama 2", 5n% i 100n, tim
redom, gde je n veli¢ina ulaza. Vrednosti ovih funkcija za razlicite vred-
nosti argumenta n su date u levoj tabeli na slici 3.2. Sa druge strane, ako
se svaki algoritam izvrSava na ra¢unaru koji obavlja jedan milion (10°)
instrukcija u sekundi, tada ¢e se svaki algoritam izvrSavati u stvarnom
vremenu ¢ije su vrednosti date u desnoj tabeli na istoj slici.

n 2" 5n2 100n n Al A2 A3

1 2 5 100 1| 1us Sus 100 us

10 | 1024 500 1000 10| 1ms 05ms  1ms
100 | 2190 50000 10000 100 | 2% 0,05s 0,01s
1000 | 21000 5.710° 100000 1000 | 2°70¢ 5s  01s

Slika 3.2: Vremena izvrsavanja tri algoritma A1, A2 i A3.

Vrednosti stvarnih vremena izvrsavanja algoritama u desnoj tabeli na
slici 3.2 jasno pokazuju da je za veliko n (recimo, n > 100) algoritam A1 naj-
sporiji, zatim algoritam A2 srednji, a algoritam A3 najbrzi. Dakle, oblici
jednostavnih funkcija od 7 (tj. 2", n? i n) znacajniji su od ta¢nih konstant-
nih faktora (tj. 1, 5 i 100) tih funkcija. Zato da bismo $to jednostavnije
i tacnije izrazili asimptotska vremena izvsavanja algoritama A1, A2 i A3,
dovoljno je uzeti da su njihova vremena izvrsavanja, redom, T;(n) = 2",
T,(n) = n* i T5(n) = n.

Pojednostavljena analiza algoritama

Asimptotsko vreme izvr$avanja algoritma ne odreduje se, naravno, ta-
ko $to se odredi njegovo ta¢no vreme izvrSavanja, pa se onda dobijena
funkcija uproscava uzimanjem dominantnog terma koji najbolje opisuje
njen red veli¢ine. Podsetimo se da smo upravo hteli da izbegnemo odredi-
vanje taCnog vremena izvr$avanja i uzimanje u obzir ,nevaznih” jedinic-
nih instrukcija koje mnogo ne doprinose vremenu izvrsavanja algoritma
za veliki broj ulaznih podataka.

Analiza algoritama se zapravo sprovodi na sli¢an nacin kao i ranije,
ali se pri tome pojednostavljuje sve ono §to ne utice bitno na odredivanje
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reda veli¢ine vremena izvrsavanja algoritma. To znaci da se i dalje vo-
dimo tabelom vremenske sloZenosti osnovnih algoritamskih konstrukcija
na strani 26, ali uz zanemarivanje nedominantnih termova dobijenih u iz-
razu za funkciju vremena izvr$avanja koji ne uti¢u na njen red veli¢ine za
velike vrednosti njenog argumenta. Mada se ovaj pristup moze tacnije i
formalnije opisati uvodenjem matematickih pojmova (o ¢emu govorimo
u odeljku 3.2 u nastavku), njegovu sustinu je najbolje razumeti kroz pri-
mere.

Kao prvi primer, razmotrimo ovaj algoritamski fragment (koji matricu
a dimenzije n X n inicijalizuje da bude jedini¢na matrica):

1 for i =1 to n do

2 for j =1 to n do
3 ali,jl = 0;

4 for i =1 ton do

5 ali,i] = 1;

Vreme izvrsavanja T(n) ovog fragmenta jednako je zbiru vremena iz-
vrSavanja dve petlje: prve for petlje u prvom redu i druge for petlje u
cetvrtom redu. Kako prva for petlja sadrzi ugnjezdenu for petlju u dru-
gom redu, isto kao ranije moramo najpre odrediti broj iteracija ovih petlji
i vreme jednog izvrsavanja tela unutrasnje petlje, a zatim pomnoziti ove
tri vrednosti.

Posto se telo unutrasnje petlje u trecem redu izvrsava za konstantno
vreme, a broj iteracija spoljasnje i unutrasnje petlje jednak je n, ukupno
vreme izvr$avanja for petlje u prvom redu je neka konstanta pomnozena
sa n2. Ovu konstantu moZemo medutim zanemariti kada je n veliko, pa
zaklju¢ujemo da je vreme izvrsavanja prve for petlje reda n?.

Sli¢no, vreme izvrSavanja druge for petlje u ¢etvrtom redu je reda n,
jer je broj njenih iteracija jednak 7 i njeno telo u petom redu se izvrsava
za konstantno vreme. Prema tome, ukupno vreme izvrsavanja T(n) datog
fragmenta je reda n? + n, ali to moZemo dalje uprostiti i zakljuciti da je
T(n) reda veli¢ine n?, posto funkcija n? dominira funkcijom n za veliko 7.

Kao drugi primer razmotrimo slican algoritamski fragment koji ima
istu funkcionalnost kao prethodni primer (tj. matrica a dimenzije n X n se
inicijalizuje da bude jedini¢na matrica):

1 for i =1 to n do
2 for j =1 to n do
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3 if (i == j) then
4 ali,jl = 1;

5 else

6 ali,j] = 0;

Vreme izvrsavanja T(n) ovog fragmenta jednako je vremenu izvrsa-
vanja dve ugnjezdene for petlje u prvom i drugom redu. Kako se telo
unutrasnje petlje sastoji samo od if naredbe u redovima 3-6, a nije se
tesko uveriti da se ta naredba izvrsava za konstantno vreme, to znaci da
se telo unutrasnje petlje izvrsava za konstantno vreme. Kako je dalje broj
iteracija spoljasnje i unutrasnje petlje jednak n, vreme izvrsavanja dve
ugnjezdene for petlje je neka konstanta pomnozena sa n?. Prema tome,
posto ovu konstantu mozemo zanemariti kada je n veliko, ukupno vreme
izvrsavanja T(n) datog fragmenta je reda n?.

Obratite paznju na to da smo u prethodnim primerima za odrediva-
nje asimptotskog vremena izvrsavanja cesto koristili fraze ,vreme izvrsa-
vanja je reda velicine”, ,konstanta se moze zanemariti” i ,jedna funkcija
dominira drugom funkcijom”. To nisu jedine fraze u opstem slucaju koje
se stalno ponavljaju, zbog cega se uvodi specijalna asimptotska notacija
kojom se izrazavanje olaksava i dodatno precizira.

Jedan oblik ove notacije je takozvani O-zapis, pa bismo recimo za pret-
hodna dva algoritamska fragmenta kratko rekli da je njihovo vreme izvr-
Savanja T(n) = O(n?) (¢ita se: veliko o od n?). Ovaj saZet zapis obuhvata ne
samo to da je njihovo vreme izvrsavanja reda veli¢ine n? za veliko 7, nego
i ta¢no odreduje $ta podrazumevamo pod time kada kazemo da je jedna
funkcija reda velic¢ine druge funkcije. O ovome ¢emo mnogo detaljnije
govoriti u odeljku 3.2 u nastavku.

Primer: binarna pretraga sortiranog niza

Opsti problem pretrage niza (videti 1. zadatak na strani 16) je da, za
dati niz a od n neuredenih brojeva ay, a5, ... ,a, i dati broj x, treba odrediti
da li se broj x nalazi u nizu a. Ukoliko je to slucaj, rezultat treba da bude
indeks niza k takav da je x = a;; u suprotnom slucaju, rezultat treba da
bude 0.

U ovom primeru posmatramo specijalni slucaj opsteg problema pre-
trage kada se dati niz a ne sastoji od neuredenih brojeva, ve¢ je taj niz
brojeva sortiran u rastu¢em redosledu: a; < a, < --- < a,. Ovu pretpostav-
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ku da je niz sortiran mozemo iskoristiti da bismo pretragu broja x u nizu
znatno ubrzali.

Metod koji se primenjuje u specijalnom slucaju sortiranog niza na-
ziva se binarna pretraga i slican je nacinu na koji se trazi neka osoba u
debelom telefonskom imeniku. Naime, da bismo dato ime i prezime neke
osobe pronasli u imeniku, najpre bismo imenik otvorili negde na sredi-
ni imenika i tu pokusali da pronademo Zeljenu osobu. Ako je tu nema,
onda bismo prezime trazene osobe uporedili sa prezimenima osoba na toj
srednjoj stranici. Ukoliko je prvo slovo prezimena trazene osobe po azbuc-
nom redu iza prvog slova prezimena osoba na srednjoj stranici imenika,
pretragu bismo usmerili na drugu polovinu imenika. Naime, traZzena oso-
ba se sigurno ne moze nalaziti u prvoj polovini imenika posto su osobe
u imeniku poredane po azbu¢nom redu njihovih prezimena (tj. sortirane
su u rastuc¢em redosledu). Naravno, u drugom slucaju kada je prvo slovo
prezimena trazene osobe po azbu¢nom redu ispred prvog slova prezime-
na osoba na srednjoj stranici imenika, pretragu bismo usmerili na prvu
polovinu imenika.

U drugom koraku bismo pretragu nastavili u odgovarajucoj polovini
imenika ponavljanjem sli¢nog postupka. Negde na polovini odgovarajuce
polovine bismo pokusali da pronademo Zeljenu osobu, pa ako je tu nema,
pretragu bismo usmerili na jednu od polovina te polovine (tj. cetvrtinu ce-
log imenika) u kojoj se mora nalaziti traZzena osoba zavisno od prvog slova
njenog prezimena. U sledecem koraku bismo pretragu usmerili na odgo-
varajucu polovinu prethodne ¢etvrtine imenika (tj. osminu celog imenika)
i tako dalje. Na ovaj nacin, u svakom koraku bismo za faktor dva smanji-
vali duzinu prethodnog dela imenika u kojem se moZe nalaziti trazena
osoba.

Prema tome, ponavljanjem ovih koraka moguca su dva ishoda: ili se
u nekom koraku pronalazi Zeljena osoba na njenoj stranici imenika, ili se
na kraju duzina dela imenika u kome je moguce naci trazenu osobu svodi
na nulu. Naravno, u prvom slucaju je jasno da se trazena osoba nalazi u
imeniku, dok u drugom sluc¢aju mozemo zakljuciti da se ona ne nalazi u
imeniku.

Ovaj duzi opis ideje binarne pretrage je, nadamo se, dovoljan za lako
razumevanje slicnog postupka za trazenje broja x u sortiranom nizu a koji
je prikazan u listingu 3.1.
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Listing 3.1: Binarna pretraga

// Ulaz: sortiran niz a, njegov broj elemenata n, broj x
// Izlaz: k takvo da x =4, ili 0 ako x nije u nizu a
algorithm bin-search(a, n, x)

i=1; 3 =n; // donji i gornji indeks oblasti pretrage
while (i <= j) do
k = (1 + j)/2; // indeks srednjeg elementa
if (x < a[k]) then
j =k -1; // x se mozda nalazi u prvoj polovini
else if (x > al[k]) then
i=k+1; // x se mozda nalazi u drugoj polovini
else
return k; // x je naden

return 0; // x nije naden
|

U algoritmu bin-search se najpre pravilno inicijalizuje oblast pretra-
ge niza koja je ogranicena donjim indeksom i i gornjim indeksom j. Ta
oblast se na pocetku naravno proteze na ceo niz od prvog do n-tog ele-
menta. Zatim se, sve dok donji indeks oblasti pretrage ne premasuje njen
gornji indeks (tj. i < j), izracunava indeks k srednjeg elementa oblasti pre-
trage (pri cemu se podrazumeva celobrojno deljenje brojem dva) i ispituje
taj srednji element a;,. Ako ovaj element nije jednak trazenom broju x,
pretraga se nastavlja u prvoj ili drugoj polovini oblasti pretrage zavisno
od toga da li je x manje ili vece od a;. Ako je srednji element jednak tra-
Zenom broju x, pretraga se prekida i vraca se rezultat k. Na slici 3.3 je
ilustrovana prva iteracija binarne pretrage broja x u sortiranom nizu a.

1 k=n/2 n
a | ] | | | |
7 7
oblast pretrage Xx=a?  oblast pretrage
ako je x<ay ako je x>a;

Slika 3.3: Binarna pretraga.

Ako se izvrsavanje while petlje zavrsilo zbog toga $to je donji indeks
oblasti pretrage premasio njen gornji indeks (tj. i > j), to znaci da se duzina
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oblasti pretrage niza smanjila do nule. U tom slucaju dakle broj x nije
pronaden u nizu a, pa se kao rezultat vraca 0.

Da bismo odredili (asimptotsko) vreme izvr$avanja T(n) algoritma bi-
narne pretrage bin-search, primetimo da je dovoljno samo odrediti vre-
me izvrSavanja njegove while petlje. Ostali delovi tog algoritma (inicijali-
zacija oblasti pretrage na pocetku i return naredba na kraju) izvrsavaju se
za konstantno vreme, koje je zanemarljivo u odnosu na vreme izvrsavanja
while petlje kada je duzina niza n dovoljno velika.

Sa druge strane, vreme izvrSavanja while petlje je proporcionalno bro-
ju iteracija te petlje, jer se telo te petlje izvrsava za konstantno vreme. U
to se lako mozemo uveriti ukoliko primetimo da se telo while petlje sasto-
ji samo od jedini¢nih instrukcija, pa je oc¢igledno njihovo ukupno vreme
izvrsavanja u najgorem slucaju konstantno. Pojednostavljena analiza al-
goritma bin-search se svodi dakle na odredivanje najveceg broja iteracija
while petlje u tom algoritmu.

Medutim, najveéi moguci broj iteracija while petlje nije ocigledan, jer
se petlja zavrsava kada uslov i < j nije ispunjen ili je trazeni broj x naden,
a to zavisi od samih brojeva niza a i trazenog broja x. Moguce je da broj x
nademo odmah u prvom koraku ili u nekom koraku posle toga, ali se nije
tesko uveriti da se najveci broj iteracija while petlje izvrsava kada se broj x
ne nalazi u nizu a. Onda se naime prolazi kroz ceo ciklus suzavanja oblasti
pretrage — od celog niza, zatim jedne polovine niza, pa jedne Cetvrtine
niza, pa jedne osmine niza i tako dalje, na kraju do oblasti pretrage od
samo jednog elementa niza, posle ¢ega viSe ne vazi uslov i < j i petlja se
zavr§ava.

Koliki je onda najveci broj iteracija while petlje u tom slucaju kada se
broj x ne nalazi u nizu a? Obratite paznju na to da na ovo pitanje mozemo
ne razmisljaju¢i mnogo odgovoriti da je taj broj najvise n, jer se nikad neki
element niza ne ispituje vise od jednom. To je tacno, ali onda bismo mogli
reéi i da je taj broj najvise n? ili n® ili nesto slicno. Ovde se sre¢emo sa jo$
jednim svojstvom asimptotskog vremena izvrSavanja algoritma: iako se
njegova analiza umnogome pojednostavljuje, ipak se trudimo da dobijemo
Sto tacniju ocenu pravog vremena izvrsavanja algoritma.

Da bismo tacnije odredili najveci broj iteracija while petlje, moramo
na neki nacin na¢i dobru meru onoga $to se zaista desava prilikom izvr-
Savanja te petlje u algoritmu bin-search. U postupku binarne pretrage
sustina je da duzina oblasti pretrage pocetno iznosi 1, a na pocetku svake
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iteracije osim prve, duzina oblasti pretrage jednaka je otprilike polovini
duzine oblasti pretrage na pocetku prethodne iteracije. Drugim recima,
ako m oznacava ukupan broj iteracija while petlje kada se broj x ne nalazi
u nizu 4, onda

— na pocetku prve iteracije, duzina oblasti pretrage iznosi n;

— na pocetku druge iteracije, duzina oblasti pretrage iznosi otprilike
n/2 = nf2!;

— na pocetku trece iteracije, duzina oblasti pretrage iznosi otprilike
(n/2)/2 = nj4 = n/2%;

— na pocetku Cetvrte iteracije, duzina oblasti pretrage iznosi otprilike
(n/4)/2 = n/8 = n/23;

- itako dalje ...

— na pocetku poslednje m-te iteracije, duzina oblasti pretrage iznosi
otprilike n/2"1.

Ali ono §to jos znamo je da se oblast pretrage na pocetku poslednje
m-te iteracije sastoji od samo jednog elementa niza. Zato mora biti

odnosno
n=2m1

Sada lako moZemo dobiti ukupan broj iteracija m u zavisnosti od broja
elemenata niza n ukoliko poslednju jednakost logaritmujemo za osnovu
dva i dobijenu jednakost resimo po m:

m=logn+1.

Najveci broj iteracija while petlje u algoritmu bin-search je dakle
reda logn, pa je to i red veli¢ine vremena izvrSavanja tog algoritma. Jo$
bolje, ukoliko primenimo O-zapis, ovu ¢injenicu mozemo sazeto izraziti
izrazom T(n) = O(log n).

Tipicne funkcije vremena izvrsavanja

Pojednostavljenom analizom algoritma, ¢iji je cilj odredivanje njego-
vog asimptotskog vremena izvrSavanja za veliki broj ulaznih podataka,
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dobija se nekoliko standardnih funkcija koje najcesc¢e opisuju vremena
izvrSavanja algoritama. Poznavajuci zato samo ovaj mali broj funkcija
mozemo mnogo brze i lakse stec¢i uvid u performanse algoritma.

Na slici 3.4 su prikazane najcesce funkcije koje se sre¢u u analizi vre-
mena izvr$avanja algoritama. Ove funkcije su u tabeli na levoj strani te
slike navedene odozgo na dole u rastu¢em redosledu prema brzini rasta
za velike vrednosti svog argumenta. Na desnoj strani slike 3.4, radi bo-
ljeg razumevanja relativne brzine rasta ovih tipi¢nih funkcija, prikazani
su njihovi priblizni grafici.

Funkcija Neformalno ime T(n) 2" @3 p2 nlogn
1 konstantna funkcija
logn logaritamska funkcija
n linearna funkcija logn

nlogn | linearno-logaritamska funkcija
2

n kvadratna funkcija

3

n kubna funkcija

2" eksponencijalna funkcija

Slika 3.4: Tipi¢ne funkcije za vremena izvrsavanja algoritama.

Funkcije na slici 3.4 nisu interesantne u racunarstvu zbog svoje ap-
straktne matematicke prirode, ve¢ one predstavljaju asimptotska vreme-
na izvrSavanja algoritama. Uocimo zato da se u tabeli na levoj strani te
slike svako neformalno ime funkcije odnosi, u stvari, na klasu funkcija is-
te brzine rasta. Tako, kvadratnom funkcijom se nazivaju sve funkcije koje
su reda veli¢ine n? za veliko n. Sli¢no, za konstantnu funkciju je uobica-
jeno da se uzima najprostiji broj 1 za vrednost konstante, mada vrednost
konstantne funkcije moze biti bilo koji broj nezavisan od n.

Grafici tipi¢nih funkcija na desnoj strani slike 3.4 pokazuju da za male
vrednosti argumenta n postoje tacke u kojima je jedna kriva pocetno ispod
druge, ali se od neke tacke dobija obrnut slucaj. Na primer, pocetno je
kvadratna kriva ispod linearne krive, ali kada n postane dovoljno veliko,
ta osobina se menja u korist linearne krive. Za malo 7 je tesko uporedivati
funkcije posto su tada konstante vrlo bitne. Na primer, funkcija 7n + 120
je ve¢a od n? kada je n manje od 15. Ali, za mali broj ulaznih podataka
se vreme izvrSavanja svakog algoritma obi¢no meri delicem sekunde, pa
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pazljiva analiza algoritma za mali ulaznih podataka nije ni interesantna i
obi¢no se zanemaruje.

Neki algoritam je dakle bolji ukoliko se njegova funkcija vremena iz-
vrSavanja nalazi blize vrhu tabele na levoj strani slike 3.4. Drugim recima,
jedan algoritam je brzi od drugog ukoliko je njegova funkcija vremena iz-
vr$avanja ispod, ili neformalno ,manja od”, funkcije vremena izvrsavanja
drugog algoritma. Na slici 3.4 se vidi da je grafik logaritamske funkcije
uvek ispod grafika ostalih funkcija, osim konstante funkcije. To znaci da
su logaritamski algoritmi u praksi uvek brzi od algoritama ostalih vremen-
skih sloZenosti (osim, naravno, konstantne funkcije). Obratite ipak paznju
na to da stvarna vremenska razlika zavisi od konstanti koje ucestvuju
u izrazima za vremena izvrsavanja, pa je moguce da, recimo, linearno-
logaritamski algoritam bude brzi od linearnog algoritma za relativno mali
broj ulaznih podataka.

Sa druge strane, eksponencijalni algoritmi su beskorisni za veliki broj
ulaznih podataka. Naime, ono $to je upadalo u o¢i u tabelama na slici 3.2
na strani 48 ima svoje objasnjenje u vrlo ostrom rastu eksponencijalne
funkcije (5to pokazuje njen grafik na slici 3.4). Eksponencijalni algoritam
se moze pazljivo optimizovati i realizovati na vrlo efikasnom masinskom
jeziku, ali opet ¢e takav algoritam raditi neprihvatljivo dugo za veliki broj
ulaznih podataka. Prema tome, najpametnija programerska poboljsanja
ili sjajni racunari ne mogu uciniti brzim neki neefikasan algoritam. Zbog
toga, pre nego sto uzalud utrosimo vreme na popravku loseg algoritma ili
potrosimo novac na brze racunare, moramo se najpre potruditi da napise-
mo efikasan algoritam.

3.2 Asimptotska notacija

Iz prethodne diskusije mozemo zakljuciti da algoritme uporedujemo
prema njihovim funkcijama asimptotskog vremena izvrsavanja: $to je ta-
kva funkcija ,manja’”, to je algoritam bolji (brzi). Obi¢no je jasno da li je
neka funkcija ,manja” od druge, ali za sloZenije slucajeve je potrebno ima-
ti precizniju definiciju toga Sto se podrazumeva kada se tvrdi da je neka
funkcija ,manja” od druge. Asimptotska notacija omogucava upravo da
se na precizan nacin uvede relativni poredak za funkcije.

Asimptotska notacija ima Cetiri oblika: O-zapis (veliko o), Q-zapis (ve-
liko omega), ®@-zapis (veliko teta) i 0-zapis (malo o). S obzirom na to da
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se u praksi najcece koristi O-zapis, u ovom odeljku ¢emo najvecu paznju
posvetiti tom zapisu. Ali iako u ostalom delu knjige skoro iskljucivo ko-
ristimo O-zapis, u nastavku ¢emo se kratko osvrnuti i na ostale varijante
asimptotske notacije radi kompletnosti.

Jedna napomena: nekim ¢itaocima ¢e ovaj odeljak izgledati kao ,suva
matematika” — nazalost ili na srecu, to je najbolji nacin da se precizno
izrazi ono o ¢emu se govori.

O-zapis

O-zapis se koristi za precizno definisanje pojma da je neka funkcija
smanja” od druge. Ali na pocetku napomenimo da se za sve funkcije o
kojima se ovde govori podrazumeva da su to pozitivne (ili ta¢nije, nenega-
tivne) funkcije, a nenegativnost se podrazumeva i za njihove argumente.
Preciznije rec¢eno, posmatramo funkcije koje preslikavaju skup prirodnih
brojeva IN u skup nenegativnih realnih brojeva R*. Ova restriktivnost
ne utice na opstost razmatranja, ali se vodimo time da posmatrane funk-
cije predstavljaju vremena izvrsavanja algoritama, koja su prirodno neke
pozitivne vrednosti za neki pozitivni broj ulaznih podataka.

Ako za dve funkcije f i g kazemo da je f manja od g, onda intuitivno
mislimo da je f(n) < g(n) za sve vrednosti argumenta n. U stvari, po-
$to nas interesuje asimptotsko ponasanje funkcija (vremena izvrSavanja),
mozemo reci da je f(n) < g(n) za sve osim za kona¢no mnogo vrednosti
argumenta n. Ovo je upravo motivacija za O-zapis f(n) = O(g(n)) kojim
se obuhvata svojstvo da je funkcija f manja od funkcija g, odnosno da
funkcija ¢ dominira nad funkcijom f.

Definicija (O-zAP1s) Za dve nenegativne funkcije f,g: IN — R* kazemo
da je f(n) = O(g(n)) ako postoje pozitivne konstante ¢ i ny takve da za svako
n > ng vazi nejednakost

fn) <c-g(n).

Zapis f(n) = O(g(n)) formalno dakle znaci da postoji tacka n, takva
da za sve vrednosti n od te tacke, funkcija f(n) je ogranic¢ena vrednos¢u
proizvoda neke pozitivne konstante c i funkcije g(n). Drugim re¢ima, O-
zapis oznacava da funkcija g(n) predstavlja asimptotsku gornju granicu za
funkciju f(n), jer se do neke konacne tacke n dozvoljava da funkcija g(n)
bude ispod funkcije f(n) ili ¢ak da te funkcije budu neuporedive. Ova
¢injenica je ilustrovana na slici 3.5.
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Slika 3.5: f(n) = O(g(n)).

Da bismo ovu sliku interpretirali u kontekstu vremena izvrSavanja
algoritama, pretpostavimo da funkcija f(n) predstavlja vreme izvrsavanja
T(n) nekog algoritma i da je recimo g(n) = n?. Sa slike dakle vidimo da uko-
liko uspemo da pokazemo da je T(n) = O(1?), onda smo zapravo pokazali,
zanemarujuci konstante, da je vreme izvrSavanja algoritma sigurno ogra-
niceno kvadratnom funkcijom. Primetimo da O-zapisom dobijamo samo
gornju granicu vremena izvrSavanja. To ipak nije veliki problem, posto
ionako vreme rada algoritama odredujemo za najgori slucaj izvrsavanja,
odnosno pravo vreme rada algoritma ogranicavamo najgorim vremenom
njegovog izvrSavanja.

Da bismo za konkretne funkcije pokazali da je T(n) = O(g(n)), mozemo
u krajnjem slucaju koristiti formalnu definiciju O-zapisa. Za to je potreb-
no da nademo konkretne vrednosti za 1y i ¢ > 0 takve da je T(n) < cg(n)
za svako n > ng. Na primer, pokazimo da je vreme izvrSavanja algorit-
ma bubble-sort na strani 36 jednako O(n?). Posto smo u ovom slucaju
izratunali da je T(n) =n> -n+1, zan > 1 imamo
W —n+1<n?+1<n?+n?=2m2.

Dakle, ako izaberemo 1y = 11i ¢ = 2, po definiciji mozemo zakljuciti da je
T(n) = O(n?).

Prakti¢ni postupak dobijanja dominiraju¢e funkcije moze se znatno
ubrzati ukoliko se iskoriste opste osobine O-zapisa. Neke od ovih osobi-
na, koje zainteresovani ¢itaoci mogu lako dokazati na osnovu definicije,
navedene su u nastavku:
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1. Konstantni faktori nisu vazni:> T(n) = O(cT(n)) za svaku pozitiv-
nu konstantu ¢ > 0. Na primer, u slucaju algoritma bubble-sort
moZzemo tvrditi da je T(1) = O(3n?) ukoliko u prethodnom dokazu
izaberemo konstantu ¢ = 2/3. Ili ¢ak mozemo tvrditi da je T(n) =
0(0.011?) ukoliko izaberemo konstantu c = 200.

2. Dominantni termi su najvazniji: ako je T(n) = O( f(n)+ g(n)) ig(n) =
O(f(n)), onda je T(n) = O(f(n)). Na primer, opet u slucaju algoritma
bubble-sort, odmah mozemo zakljuéiti da je T(n) = O(n?), jer je
oc¢igledno n? - n = O(n?) i1 = O(n?).

3. Pravilo zbira: O(f(n) + g(n)) = O(f(n)) + O(g(n)). Na primer, ako je
T(n) = O(n) + O(17), onda je T(n) = O(n + 17), odnosno T(n) = O(n)
prema prethodnom pravili jer je 17 = O(n).

4. Pravilo proizvoda: O( f(n)- g(n)) = O(f(n)) - O(g(n)). Na primer, ako
je T(n) = n-0O(1), onda je T(n) = n- O(1) = O(n) - O(1) = O(n).

5. Pravilo tranzitivnosti: ako je T(n) = O(f(n)) i f(n) = O(g(n)), onda
je T(n) = O(g(n)). Na primer, u slucaju algoritma bubble-sort je
T(n) = O(n?). Ali kako je o¢igledno n? = O(n®), moZzemo reéi da je i
T(n) = O(n3).

Poznavajuci ove osobine O-zapisa mozemo obi¢no relativno lako odre-
diti dominirajucu funkciju vremena izvrsavanja jednostavnih algoritama.
Za malo slozenije algoritme je potrebno poznavati i relativne odnose ne-
kih osnovnih funkcija, na primer:

b

« izraz n” dominira nad izrazom n” za a > b: na primer, n = O(n3);

« svaka eksponencijalna funkcija dominira nad svakom polinomskom
funkcijom: na primer, n° = O(2");

» svaka polinomska funkcija dominira nad svakom logaritamskom
funkcijom: na primer, (logn)®> = O(n). Primetimo da odavde sle-

di da je nlogn = nO(n) = O(n?).
Pazljivi ¢itaoci su mozda primetili da je O-zapis unekoliko dvosmislen
i da se postavlja pitanje kako tim zapisom, u stvari, izrazavamo vreme
izvr§avanja nekog algoritma. Recimo, videli smo da za vreme izvrsavanja

?Pravilo da konstante nisu vazne ne treba pogresno razumeti. Prakti¢ni programeri
ponekad danima pokusavaju da jedan algoritam ubrzaju za neki vrlo mali faktor. Ovde
je re¢ samo o tome da Zelimo dobru opstu sliku o algoritmima, koja bez jednostavnosti
asimptotske notacije ne bi bila moguca.
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algoritma bubble-sort T(n) = n? — n + 1 = O(n?) mozemo re¢i na osnovu

pravila tranzitivnosti da je i T(n) = O(n®), ili dalje ¢ak i T(n) = O(n'°).

Sa druge strane, prirodno je traziti najbolju (u smislu ,najblizu”) domi-
nirajuéu funkciju za vreme izvrsavanja. To jest, ako je T(n) = 2n*> + n -1,
to Zelimo da ocenimo sa T(n) = O(n?), a ne tehnicki ta¢nom ali losijom
ocenom T(1n) = O(n®). Medutim, prema pravilu da konstantni faktori nisu
vazni, mozemo bez kraja navoditi bliZze granice, recimo T(1) = O(0.01n?)
ili T(n) = 0(0.000172) i tako dalje.

Da bismo razresili ovaj naizgled kontradiktoran problem, uvek kada
je to moguce koristimo O-zapis koji je najprostiji. To znaci da je on iz-
razen jednim termom i da je konstantni faktor uz taj term jednak broju
1. Treba ipak imati na umu da su jednostavnost i najbolja ocena u nekim
slu¢ajevima suprostavljeni ciljevi, ali ti slucajevi su sre¢om retki u praksi.

Na kraju, primetimo da u radu zloupotrebljavamo simbol =, jer znak
jednakosti nije zapravo simetri¢an (refleksivan) kada se koristi O-zapis.
To znaci da ako je f1(n) = O(g(n)) i fo(n) = O(g(n)), onda to ne implicira da
je f1(n) = fo(n). Striktno govoreci, za nenegativnu funkciju g: N — R*,
O(g(n)) treba definisati kao klasu nenegativnih funkcija, odnosno

O(e(n)) = { FiIN - R | (e > 0)(Fng € N)Vn = ) f(n) < cg(n)}.

Medutim, radi jednostavnosti se naustrb preciznosti tradicionalno vise ko-
risti prostija definicija koju smo naveli. Nadamo se da to neée zbuniti
¢itaoce koji su vise naklonjeni ,matematickoj korektnosti”.

Q-zapis, ©-zapis 1 0-zapis

Bas kao $to je O-zapis analogan relaciji < za funkcije, tako isto mo-
zemo definisati analogne zapise za relacije > i = na slede¢i nacin: f(n) =
Q(g(n)) ako je g(n) = O(f(n)), a f(n) = O(g(n)) ako je istovremeno f(n) =
O(g(n)) 1 f(n) = Q(g(n)). Poslednji oblik asimptotske notacije, 0-zapis, ne-
ma svoju analogiju sa uobicajenim relacijama poredenja, ali se ponekad
moze pokazati korisnim za opis asimptotskih relacija medu funkcijama.

DEefiNicija (Q-zAP1s) Za dve nenegativne funkcije f,g: IN — R* kazemo
da je f(n) = Q(g(n)) ako postoje pozitivne konstante c i ny takve da je f(n) >
c-g(n) za svakon > ny.

DEefiNicijA (©-zAPIS) Za dve nenegativne funkcije f,g: N — R* kazemo

da je f(n) = ©@g(n)) ako je f(n) = O(g(n)) i f(n) = Q(g(n)).
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DEefiNic1jA (0-zAPIS) Za dve nenegativne funkcije f,g: N — R* kazemo
da je f(n) = o(g(n)) ako za svaku pozitivhu konstantu c postoji konstanta ng
takva da je f(n) < c - g(n) za svakon > ny.

Definicija Q-zapisa ukazuje da funkcija g(n) predstavlja asimptotsku
donju granicu za funkciju f(n). Ovaj oblik se obi¢no koristi u dokazima
donjih granica vremena izvrsavanja kada Zelimo da pokazemo da se neki
algoritam mora izvrsiti bar za neko odredeno vreme.

Definicija ®-zapisa ukazuje da funkcija g(n) predstavlja asimptotski
najbolju ocenu za funkciju f(n). Ukoliko koristimo ovaj oblik u analizi
algoritama, onda ne samo da dajemo gornju granicu za vreme izvrsavanja
nekog algoritma, nego i njegovu donju granicu. Drugim rec¢ima, vreme
izvrsavanja algoritma je najbolje moguce ocenjeno. Uprkos ovoj dodatnoj
preciznosti ®-zapisa cesce se ipak koristi O-zapis, jer je obi¢no mnogo
lakse odrediti samo gornju granicu vremena izvr$avanja.

Na kraju, definicija 0-zapisa oznacava da je brzina rasta funkcije f(n)
reda veli¢ine manja od brzine rasta funkcije g(n). To znaci da vrednost
funkcije f(n) postaje mnogo manja u poredenju sa vrednoscu funkcije g(n)
kako n tezi beskonac¢nosti, odnosno

limjﬁzo.

% g(n)

Intuitivno znacenje Cetiri oblika asimptotske notacije ilustrovano je u
tabeli 3.1.

Asimptotska notacija | Intuitivno znacenje
f(n) = O(g(m) f=g
f(n) = Q(@g(n)) fzg
f(n) = ©(g(n) f=g
f(n) = o(g(m)) f<s

Tabela 3.1: Intuitivno znacenje asimptotske notacije..

Radi kratke ilustracije prethodnih definicija, tacnije ®-zapisa, poka-
zimo da za vreme izvrSavanja algoritma bubble-sort vazi T(n) = ©(n?).
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Kako je T(n) = n> = n + 1, a ve¢ smo pokazali da je T(11) = O(n?), dovoljno
je samo pokazati da je i T(n) = Q(n?). Po definiciji Q-zapisa treba dakle
da odredimo pozitivne konstante c i, takve da je

2 2

n“-n+12>cn*,

za svako n > ny. Deljenjem ove nejednakosti sa n? dobijamo

1 1
1——+—22C.
n n

Odavde je jasno da mozemo uzeti konstante ¢ = 1/2 i ny = 1 tako da prva
nejednakost bude zadovoljena.

Postoji drugi nacin da pokaZemo da data funkcija zadovoljava neku
asimptotsku granicu. Naime, Cesto je lakse to pokazati pomocu grani¢nih
vrednosti nego direktno po definiciji. Naredna teorema, ¢iji lagan dokaz
prepustamo c¢itaocima, daje dovoljne uslove za razne tipove asimptotskih
granica.

TeOREMA (PRAVILO LIMESA) Za nenegativne funkcije f(n) i g(n),

Jim B8 = ¢ 05 f01) = 0s00)
tim £ = ¢ 05 £ = 0(s00)
tim £ 50 = 7 = g
tim B8 < 0.5 0 = ofgt),

gde je c neka konstanta, a u slucaju Q-zapisa limes moZze biti beskonacan.

Pravilo limesa je skoro uvek lakse primeniti nego formalne definicije.
Pored toga, mada naizgled to pravilo zahteva da se pokazu da vaze stroziji
uslovi, ono se moze primeniti u skoro svim prakti¢cnim primerima funkcija
vremena izvrSavanja. Jedini izuzeci su slucajevi kada grani¢na vrednost
ne postoji (recimo, f(1) = n5""), ali posto su vremena izvrsavanja obi¢no
~dobre” funkcije, to retko predstavlja problem.

Na primer, ako treba uporediti funkcije log2 n in/logn, mozemo izra-
cunati limes njihovog koli¢nika (pomocéu, recimo, Lopitalovog pravila):

log2 n

e n/logn
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Po pravilu limesa je zato log” n = O(n/log n).

Treba jos naglasiti da asimptotska notacija ne uvodi totalni poredak
medu funkcijama. To znaci da postoje parovi funkcija koje nisu uporedive,
recimo, O-zapisom. To jest, postoje funkcije f(n) i g(n) takve da niti je f(n)
jednaka O(g(n)) niti je g(n) jednaka O(f(n)). Na primer,

n®, ako je n parno ) n, ako je n parno
f(n) = {n g =

,  ako je n neparno n?, ako je n neparno

takve su neuporedive funkcije, jer nijedna nije veliko-o od druge.

Primer: Euklidov algoritam

U odeljku 2.1 na strani 19 razmotrili smo problem najveceg zajednic-
kog delioca: ako su data dva pozitivna cela broja x i y, odrediti njihov
najveci zajednicki delilac nzd(x, y). Tamo smo pokazali (neefikasan) algo-
ritam gcd koji reSava taj problem, a ovde ¢emo predstaviti drugi, Euklidov
algoritam za isti problem koji je mnogo brzi.

Ali posto algoritam gcd nismo analizirali u odeljku 2.1, ovde ¢emo ga
najpre ponoviti da bismo mogli lakse da ocenimo njegovo vreme izvrsa-
vanja i uporedimo to sa Euklidovim algoritmom.

Listing 3.2: Najveci zajednicki delilac

// Ulaz: pozitivni celi brojevi x i vy
// Izlaz: nzd(x,y)
algorithm gcd(x, vy)

return d;
|

Ocigledno je vreme izvrSavanja ovog algoritma proporcionalno bro-
ju iteracija while petlje, jer se ostale naredbe izvrsavaju za konstantno
vreme. Taj broj iteracija sa svoje strane zavisi od ulaznih brojeva x i y.
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Najbolji slucaj je kada su ulazni brojevi jednaki, x = y, jer je onda broj ite-
racija jednak 0. U slucaju kada su ulazni brojevi razliciti, broj iteracija je
min{x, y} — 1, pa je najgori slucaj kada se ulazni brojevi razlikuju za jedan.

Posto je vreme izvrSavanja algoritma gcd linearna funkcija od manjeg
od dva ulazna broja, da li to znaci da je on brz algoritam? Odgovor je
negativan, $to je mozda neocekivano s obzirom na to da smo govorili da
su linerani algoritmi jedni od najbrzih mogucih algoritama. Objasnjenje
ove kontroverze sadrzano je u odgovoru na pravo pitanje u vezi sa arit-
metickim algoritmom gcd.

Klju¢no pitanje za analizu svakog aritmetickog algoritma je: Sta je
zapravo velic¢ina ulaza za taj algoritam? Na primer, ako algoritam gcd pri-
menimo na dva broja x iy od, recimo, 100 cifara, onda ne mozemo realistic-
no ocekivati da se aritmeticke operacije koje ucestvuju u izrac¢unavanju
nzd(x, y) mogu obaviti za jednu jedinicu vremena. Stoga u aritmetickim
algoritmima moramo sami realizovati celobrojnu aritmetiku ,vece tacno-
sti”, odnosno koristiti posebne algoritme za rad sa velikim brojevima. U
konkretnom slucaju algoritma gcd radi se o algoritmima za operaciju do-
dele, rac¢unanje po modulu i smanjivanje vrednosti promenljive za jedan.
Ti algoritmi na ulazu dobijaju (velike) brojeve u obliku niza cifara i nji-
hova vremenska slozenost nije jedini¢na, nego zavisi od broja ovih cifara.
Zbog toga se i vreme ovih algoritama, koje moze biti poprilicno, mora
uzeti u obzir prilikom analize aritmetickh algoritama.

Iz ove diskusije se moze naslutiti da je prava mera veli¢ine ulaza arit-
metickh algoritama jednaka zbiru broja cifara (ta¢nije, broja bitova u bi-
narnom zapisu) njihovih ulaznih brojeva. Naime, sam broj ulaznih broje-
va nije dobra mera, jer je konstantan (na primer, algoritam gcd uvek ima
dva ulazna broja). Ali broj bitova u binarnom zapisu ulaznih brojeva raste
sa magnitudom ulaznih brojeva i time se na pravi na¢in obuhvata vremen-
ska slozenost aritmetickih operacija u zavisnosti od veli¢ine brojeva koji
u njima ucestvuju.

Primenimo ovaj pristup u analizi algoritma gcd. Neka je 1, broj bitova
binarnog zapisa ulaznog broja x i n, broj bitova binarnog zapisa ulaznog
broja y. Mera veliCine ulaza tog algoritma » je dakle zbir brojeva bitova
binarnog zapisa ulaznih brojeva: n = n; + n,. Sada dakle treba, zavisno
od ove prave mere veli¢ine ulaza za algoritam gcd, oceniti njegovo vreme
izvr$avanja u najgorem slucaju.

U takvoj analizi algoritma gcd mozemo Cak zanemariti ¢injenicu da
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se osnovne aritmeticke operacije ne izvrsavaju za jedinicno vreme, jer
to vreme samo doprinosi ukupnom vremenu izvrsavanja, koje je u ovom
slu¢aju ionako veliko i iznosi bar 2"/2. Da bismo ovo pokazali, primetimo
najpre da je broj bitova binarnog zapisa svakog pozitivnog celog broja a
jednak |_log aJ+1.3 To znaci da je ny = logx in, = logy, odnosno x = 2™ i
y = 2",

U najgorem slucaju algoritma gcd kada su ulazni brojevi susedni, re-
cimo x = y — 1, broj njihovih bitova je otprilike podjednak, odnosno
n = ny, = n/2. Kako je vreme izvrsavanja tog algoritma T(n) proporci-
onalno vrednosti manjeg od dva ulazna broja, to je:

T(n) = Qy) = Q(2"2) = Q(2"?).

To pokazuje da se algoritam gcd izvrSava za ekponencijalno vreme, $to je
beskorisno za velike brojeve od 100-200 cifara.

Jedna oblast primene rac¢unara u kojoj se problem izracunavanja naj-
veceg zajednickog delioca velikih brojeva Cesto pojavljuje jeste kriptogra-
fija. Bez preterivanja mozemo rec¢i da mnoge vazne oblasti ljudske de-
latnosti (vojska, finansije, Internet, ...) ne bi mogle da funkcionisu bez
efikasnog algoritma za njegovo reSavanje. Sre¢om, takav algoritam je bio
poznat jo$ u antickim vremenima i naziva se Euklidov algoritam. Ovaj
algoritam se zasniva na slede¢oj prostoj ¢injenici:

TeEoOREMA (EUKLID) Ako su x iy pozitivni celi brojevi takvi da x > y, onda
jenzd(x,y) = nzd(y, x%y).

Dokaz: Dovoljno je pokazati da su skupovi zajednickih delilaca celobroj-
nih parova brojeva (x,vy) i (v, x%y) jednaki, jer su onda i njihovi najveci
zajednicki delioci jednaki. U tom cilju, svaki ceo broj koji deli oba broja x
i y bez ostatka, mora deliti bez ostatka i brojeve y i x%y = x — ky, (k € IN).
Obrnuto, svaki ceo broj koji deli bez ostatka i y i x%y = x —ky, (k € IN),
mora deliti bez ostatka kako x = x%y + ky, (k € IN), tako i y. U

Uz primedbu da svaki pozitivan ceo broj x deli broj 0 bez ostatka i da
zato nzd(x,0) = x, najveci zajednicki delilac dva broja mozemo lako izra-
cunati uzastopnim ponavljanjem jednakosti iz Euklidove teoreme. Neki
primeri tog izra¢unavanja za razne parove brojeva su:

3 Ako je r neki realan broj, tada | r| (engl. floor) ozna¢ava celobrojni deo realnog broja
r, odnosno najveci ceo broj manji ili jednak r. Prema tome, |7.51] = 71 [7] = 7. Sli¢no,
[] (engl. ceiling) oznacava najmanji ceo broj veci ili jednak r. Prema tome, [7.51] = 8 i
[71=7.
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nzd(1055,15) = nzd(15,5) = nzd(5,0) =5
» nzd(400,24) = nzd(24, 16) = nzd(16,8) = nzd(8,0) = 8
nzd(101,100) = nzd(100,1) = nzd(1,0) =1
nzd(34,17) = nzd(17,0) = 17

» nzd(89,55) = nzd(55,34) = nzd(34,21) = nzd(21,13) =

=nzd(13,8) = nzd(§,5) = nzd(5, 3) =
=nzd(3,2) =nzd(2,1) =nzd(1,0) =1

Na osnovu ovih primera se moze otkriti Euklidov postupak kojim se
dobija najveci zajednicki delilac dva broja: dati par brojeva se transformi-
$e u niz parova, pri cemu je prvi broj narednog para jednak drugom broju
prethodnog para, a drugi broj narednog para jednak je ostatku celobroj-
nog deljenja prvog broja sa drugim brojem prethodnog para. Poslednji
par u nizu je onaj kod koga je drugi broj jednak nuli, a onda je najveci
zajednicki delilac pocetnog para jednak prvom broju tog poslednjeg para.

Ispravnost ovog postupka je oc¢igledna na osnovu Euklidove teoreme,
ali nije odmah jasno da li ¢e se niz parova jedne transformacije sigurno
zavrsiti nakon kona¢nog broja koraka za svaki pocetni par pozitivnih celih
brojeva (x,y) takvih da x > y. Ipak, da je to zaista slucaj nije se tesko
uveriti ukoliko se primeti da je drugi broj narednog para uvek striktno
manji od drugog broja prethodnog para. To sledi prosto zato §to je uvek
x%y < y. Prema tome, drugi brojevi u parovima niza jedne transformacije
smanjuju se bar za 1 u svakom koraku. To znaci da se za najvise y koraka
dobija 0 u poslednjem paru, jer najgori moguci slucaj drugih brojeva u
parovima niza predstavljaju brojeviy, y-1,y-2, ..., 1,0. A to pokazuje da se
niz parova svake transformacije ne moze beskonac¢no produziti, odnosno
da je Euklidov postupak uvek konacan.

Precizniji opis Euklidovog algoritma na pseudo jeziku je prikazan u
listingu 3.3.

Listing 3.3: Euklidov algoritam

// Ulaz: celi brojevi x 1 y takvi da x> y> 0
// Izlaz: nzd(x,y)
algorithm euclid(x, vy)

while (y > 0) do
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1
N <

return Xx;
|

Preostaje jos da odredimo vreme izvrsavanja Euklidovog algoritma
kako bismo se uverili da je vrlo efikasan. U stvari, pokaza¢emo da je vreme
izvrsavanja Euklidovog algoritma T(n) = O(n?), pri éemu je n = ny +ny in;
in, su brojevi bitova binarnog zapisa ulaznih brojeva x i y. To je ogromno,
eksponencijalno ubrzanje u odnosu na prvi algoritam gcd.

Pre svega, primetimo da u vremenu izvrsavanja Euklidovog algoritma
dominira broj iteracija while petlje u algoritmu euclid. Primetimo i da je
taj broj ekvivalentan duzini niza parova jedne transformacije od pocetnog
para (x,y). Ali pitanje duzine niza parova jedne transformacije je delikat-
no. Sa jedne strane, kao §to mozemo videti iz datih primera izracunavanja
za razne parove, neki parovi brojeva zahtevaju dve-tri transformacije, dok
je kod drugih parova brojeva odogovarajuci niz transformacija znatno du-
7Zi. Sa druge strane, kada smo utvrdili da je niz parova jedne transforma-
cije uvek konacan, prakticno smo pokazali da je njegova duzina najvise
y. Ova gruba ocena nas medutim ne zadovoljava, jer time ne bismo dobili
nista bolje vreme od onog za prvi algoritam gcd.

Tacnija ocena vremena izvrSavanja Euklidovog algoritma zasniva se
na sledecoj Cinjenici:

LEma Ako jex >y >0, onda je x%y < x/2.

Dokaz: Moguca su dva slucaja: y < x/2 ili y > x/2. U prvom slucaju je
x%y <y < x/2. U drugom slucaju je x%y = x —y < x/2. UJ

Pretpostavimo da u algoritmu euclid za ulazne brojeve x iy, x > y,
imamo m iteracija while petlje pre njene poslednje iteracije. Oznacimo
ulazne brojeve algoritma sa x; i ¥y da ih ne bismo mesali sa promenljivim
x iy u telu while petlje. Pretpostavimo dalje da se izvrSavanjem while
petlje dobija niz parova brojeva:

(xo,yo) - (x1,y1) — (xmrym) - (xm+1 = nZd(x/y)/ynHl =0),

gde (x;,y;) oznacava par brojeva koji su vrednosti promenljivih x iy u telu
while petlje nakon izvrSavanja i-te iteracije.
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Radi ocene broja iteracija while petlje m, najpre ¢emo oceniti proizvod
parova brojeva x; - y; primenjujuci prethodnu lemu vise puta:
— nakon prve iteracije je x; = yo iy; = %%y, a kako je xy >y, to je
na osnovu leme

X1 Y1 = Yo+ (Xo%Yo) < Xo * Yo/2;

— nakon druge iteracije je x, = y; iy, = x1%y1, a kako je x; >y, to je
na osnovu leme i prethodne nejednakosti

Xy Yo =Yy - (1 %y1) < X1 Y1/2 < Xg - Yo/22;

— nakon trece iteracije je x3 = vy, i y3 = x,%Y,, a kako je x, > y, to je
na osnovu leme i prethodne nejednakosti

X3 Y3 = Yo - (%) < X - Yo/2 < Xq - Yo/2%;

- 1 tako dalje ...

— nakon m-te iteracije je x,, = Y1 1 Y,y = X1 %Y1, @ kako je x,,,_1 >
V-1 to je na osnovu leme i prethodne nejednakosti

Xm Ym = Ym-1" (xm—lo/oym—l) < Xp-1- ym—l/z <Xp-* yo/Zm .

Kako je svakako x,, - y,, > 1, a xg i i su ulazni brojevi x i y, na osnovu
poslednje nejednakosti sledi da je xy/2™ > 1, odnosno xy > 2™. Logarit-
movanjem ove nejednakosti za osnovu dva napokon dobijamo ocenu za
m:

m <logxy =logx +logy <mny +n, =n.

Obratite paznju na to da je ovo kljucna ocena za veliku efikasnost
Euklidovog algoritma: broj iteracija while petlje u algoritmu euclid je
uvek manji ili jednak zbiru brojeva bitova binarnog zapisa ulaznih brojeva.
Uporedite to sa nefikasnim algoritmom gcd u kome je taj broj iteracija
eksponencijalno rastao sa zbirom brojeva bitova binarnog zapisa ulaznih
brojeva!

Vreme izvr$avanja T(n) Euklidovog algoritma ipak nije optimalna li-
nearna funkcija od n, jer T(n) obuhvata i vreme za osnovne aritmeticke
operacije koje nad velikim brojevima nisu jedini¢ne instrukcije. Ovde o
tome ne¢emo mnogo govoriti, nego ¢emo samo kratko napomenuti da
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je izracunavanje ostatka ocigledno ,najskuplja” operacija, ali da se lako
moZe realizovati tako da njeno vreme izvrsavanja bude O(n?). Zaintereso-
vani ¢itaoci mogu to i sami pokazati ukoliko primete da se izracunavanje
ostatka svodi na deljenje, a za deljenje se moze primeniti obican postupak
za ,rucno” deljenje celih brojeva sa ostatkom.

Uz ostala uproscavanja mozemo dakle uzeti da je vreme izvrSavanja
jedne iteracije while petlje u algoritmu euclid jednako O(n?). Stoga ukup-
no vreme izvrsavanja ovog algoritma je:

T(n) = O(m) - O(n?) = O(n) - O(n?) = O(n®).

Zadaci

1. Odredite asimptotsko vreme izvrSavanja slede¢ih algoritamskih frag-

menata:
(a) if (x == 0) then (b) i =1;
for i =1 to n do do
ali] = 1i; ali] = b[i] + c[il;
i=1+1;
while (i '= n);
(c) if (x == 0) then (d) for i =1 to n do
for i =1 to n do for j =1 to n do
for j =1 to n do for k =1 to j do
ali,jl = 0; if (i == j) then
else alk,k] = 0;
for i =1 to n do
ali,il = 1;
(e) 1 =0; k=1; (f) for i =1 to n/2 do
while (k <= n) do for j = i downto 1 do
k =2 * k; if (j % 2 == 0) then
i=14+1; ali,jl =1+ j;

2. Napisite efikasan algoritam za nalaZenje najveceg i drugog najveceg
elementa niza 2 od n brojeva. Odredite vreme izvrSavanja tog algorit-
ma.
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3.

Ternarna pretraga. Binarna pretraga na nalaZenje broja x u sortira-
nom nizu a od n brojeva moze se modifikovati tako da se dobije tzv.
ternarna pretraga. Naime, ako je oblast pretrage u sortiranom nizu a
indeksirana od i do j, najpre se izracunava tacka k koja se nalazi na
otprilike 1/3 te oblasti, tj. k = |_(2 i+ j)/3J, a zatim se uporeduje traze-
na vrednost x sa elementom a;. U slucaju kada je x # a; postupa se
na sledeci nacin: ukoliko je x < 4, pretraga se nastavlja u oblasti od
i do k — 1; a ukoliko je x > ay, izracunava se tacka m koja se nalazi na
otprilike 2/3 pocetne oblasti, tj. m = |-(i +2- j)/3.|, i uporeduje se x sa
a,,. Drugim re¢ima, u jednom koraku je cilj da se izoluje trazena vred-
nost x u tacno jednoj od tri podoblasti duzine jedna tre¢ina polazne
oblasti od i do j. Napisite algoritam kojim se realizuje ova tzv. ternar-
na pretraga. Odredite njegovo vreme izvrsavanja T(n) i uporedite ga
sa vremenom izvrsavanja binarne pretrage.

Pretpostavimo da niz a od n elemenata sadrzi u proizvoljnom redo-
sledu samo, recimo, crvene i bele elemente i da je proveravanje boje
nekog elementa jedini¢na instrukcija. Cilj je da se niz a preuredi tako
da se svi crveni elementi nalaze na pocetku, a svi beli elementi da se
nalaze iza njih na kraju niza a (videti sliku 3.6).

a - belo |

Slika 3.6

Navedite bar dva algoritma za reSenje ovog problema i odredite vreme
izvrSavanja svakog od njih.

Srpska zastava. Pretpostavimo da niz a od n elemenata sadrzi u proi-
zvoljnom redosledu crvene, plave i bele elemente i da je proveravanje
boje nekog elementa jedini¢na instrukcija. Cilj je da se niz a preuredi
tako da se svi crveni elementi nalaze na pocetku, svi plavi elementi
da se nalaze u sredini, a svi beli elementi da se nalaze na kraju niza a.
Na slici 3.7 je ilustrovan zavrsni rezultat.

1 T .

Slika 3.7
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Navedite bar dva algoritma za reSenje ovog problema i odredite vreme
izvr§avanja svakog od njih.

6. Dokazite pravilo limesa na strani 62.

7. Formalno dokazite slede¢e asimptotske relacije:
(a) 1013 + n? + 40n + 80 = O(1%)
(b) 17nlogn —23n — 10 = O(nlogn)
(c) nlogn = O(n?)
(d) log2 n = 0(n)
(e) logn = O4/n)
(B 2" = 02")
(g) sinn =0(1)

8. U svakom od sledec¢ih slucajeva odredite da li je f(n) = O(g(n)) ili

f(n) = Qg(m)) ili f(n) = Og(n)).

(@) f(n)=n+100, g(n)=mn+200

(b) f(n) = n12, g(n) = n®

(c) f(n)=10n+logn, gn)=n+ log2 n
(d) f(n)=mnlogn, g(n)=10nlog10n
(e) f(n) =log2n, g(n)=1log3n

() f(n) =n?/logn, g(n)=nlog’n

(g) f(n) = (logn)'°8", g(n)=n

(h) f(r) = (log n)l°s",  g(n) = 218"

(i) f(m) =, g(n)=log’n

(G) f(n)=n'oen, g(n)=2"

(k) f(n)=n2", g(n)=3"

) f)=2", g(n)=2"

(m) f(n) =mn!, gn)=2"

(n) f(n)=n!, g(n)=n"

(0) fm) =X i gn)=n"
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10.

11.

12.

. Poredajte sledece funkcije po brzini njihovog rasta za velike vrednosti

argumenta 7:

1
n,logn,loglogn,log” n, é nt ,Nnlog?n,(V2) °", (1/3)", (3/2)",17

Ako su x iy pozitivni celi brojevi, dokazite sledece ¢injenice o njiho-
vom najvecem zajednickom deliocu.

(a) Ako je x =2aiy =2b, onda je nzd(x,y) = 2 -nzd(a,b).

(b) Ako je x =2%aiy =2bzak > 0, onda je nzd(x,y) = 2F - nzd(a, b).
(c) Ako je x paran i y neparan, onda je nzd(x, y) = ged(x/2,y).

(d) Ako je x >y, onda je nzd(x,y) = nzd(x -y, y).

Koristeci poslednju ¢injenicu iz prethodnog zadatka napisite algori-
tam za izraCunavanje najveleg zajednickog delioca pozitivnih celih
brojeva x i y. (Savet: Ako je x = y, nzd(x,y) = x; ako je x > y,
nzd(x, y) = nzd(x — y,y); ako je x < y, nzd(x,y) = nzd(y — x, x).) Odre-
dite vreme izvrsavanja tog algoritma.

Razmotrimo drugu verziju Euklidovog algoritma za izracunavanje naj-
veceg zajednickog delioca pozitivnih celih brojeva x i y. Najpre se iz-
radunava najveéi stepen broja 2 koji deli oba broja x i y — neka je to 2*.
Zatim se x zamenjuje sa rezultatom deljenja x sa 2 iy se zamenjuje sa
rezultatom deljenja y sa 2¢. Nakon ove ,prethodne obrade”, ponavlja
se sledeci postupak:

1. Zameniti brojeve x i y, ako je to neophodno, da bi se obezbedilo
xX>y.

2. Akojey > 1, onda proveriti parnost brojeva xiy. Ako je jedan od
tih brojeva paran i drugi neparan, zameniti paran broj njegovom
polovinom, tj. x sa x/2 ako je x paran ili y sa y/2 ako je y paran.
Ako su x i y neparni brojevi, zameniti x sa x —y. Nakon toga, u
svakom slucaju, ponoviti postupak od koraka 1.

3. Ako je y = 1, onda vratiti 2k kao rezultat.
4. Ako je y = 0, onda vratiti 2kx kao rezultat.

Za ovu verziju Euklidovog algoritma uradite sledece:
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(a) Izracunajte nzd(18, 8) primenjujuéi prethodni postupak korak po
korak.

(b) Cini se da smo u koraku 2 zaboravili slu¢aj kada su oba broja x i
y parna. Pokazite da se to nikad ne moze desiti.

(c) Pokazite da se ovaj modifikovan Euklidov algoritam uvek zavrsa-
va tacnim odgovorom.

(d) Pokazite da se proizvod dva aktuelna broja u promenljivim x i y
smanjuje za faktor dva u bar jednoj od svake dve sukcesivne itera-
cije prethodnog postupka. Drugim rec¢ima, ako je (xq, 1) par bro-
jeva u koraku 1 neke iteracije tog postupka i (x,,1,) par brojeva
dobijen u koraku 2 nakon dve sukcesivne iteracije tog postupka,
tada je x, -y, < xp - Yo/2.

(e) Izvedite gornju granicu za broj iteracija ovog algoritma.

13. Prosireni Euklidov algoritam. Euklidovim algoritmom se izracunava
viSe nego samo najveci zajednicki delilac dva pozitivna cela broja x iy.
Naime, ako primenimo Euklidov algoritam za izra¢unavanje nzd(x, y),
svi medubrojevi dobijeni tokom izracunavanja se mogu predstaviti
kao zbir dva proizvoda: jedan sabirak je proizvod broja x i nekog celog
broja, a drugi sabirak je proizvod broja y i nekog drugog celog broja.
Koristec¢i ovo zapazanje dokazite sledecu ¢injenicu:

TEOREMA nzd(x,y) se mozZe predstaviti kao linearna kombinacija bro-
jeva x iy u obliku nzd(x,y) = ax + by, gde sua i b celi brojevi (koji ne
moraju biti pozitivni).

Napisite prosireni Euklidov algoritam koji pored nzd(x, y) izracunava
icele brojeve aib iz prethodne teoreme za koje vazi nzd(x, y) = ax+by.
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Osnovne strukture podataka

AJOSNOVNIJE strukture podataka u programiranju predstavljaju

N sekvence elemenata. Ove fundamentalne strukture se nazivaju
nizovi i liste, a od njih se grade sloZenije strukture podataka

koje su koriste u posebnim primenama. Tu u prvom redu spadaju dva
specijalna slucaja listi: stekovi, kod kojih se elementi dodaju i uklanjaju
samo sa jednog kraja, kao i redovi za ¢ekanje, kod kojih se elementi dodaju
na jednom kraju i uklanjaju sa drugog kraja. U ovom poglavlju se za
svaku od ovih struktura podataka opisuje nekoliko konkretnih realizacija

i navode njihove dobre i lose strane.

4.1 OpSte napomene

Svaki visi programski jezik obezbeduje neke primitivne tipove poda-
taka. Njihov repertoar se razlikuje od jezika do jezika, ali vecina jezika
sadrzi celobrojni, realni, logicki, znakovni i pokazivacki tip podataka. Pri-
mitivni tipovi podataka predstavljaju osnovne gradivne elemente za kon-
struisanje slozenih tipova podataka. Svaki programski jezik propisuje i
pravila za konstruisanje slozenih tipova podataka polazec¢i od primitivnih
tipova, koja se takode razlikuju od jezika do jezika. Najjednostavniji nacin
za strukturiranje podataka u vecini visih programskih jezika je niz.!

Realizacija apstraktnog tipa podataka u racunaru zahteva prevodenje
njegovog logickog opisa (specifikacije) u naredbe odredenog programskog
jezika. Ovo prevodenje obuhvata upotrebu primitivnih tipova podataka

1Jo$ jedan nacin za grupisanje podataka u svim programskim jezicima je datoteka
(engl. file), ali datoteke ne¢emo koristiti u ovoj knjizi.
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programskog jezika kao gradivnih elemenata i koriS¢enje raspolozivih me-
hanizama strukturiranja za njihovo grupisanje. Na taj nacin se dobija
odgovarajuca struktura podataka, odnosno kolekcija elemenata poveza-
nih na odreden nacin i skup operacija dozvoljenih nad tom kolekcijom
elemenata. Pod elementom se ovde podrazumeva podatak kome tip nije
preciziran zato $to nije bitan.

Operacije koje su definisane nad strukturama podataka se veoma ra-
zlikuju od strukture do strukture. Ipak, sve strukture imaju bar dve zajed-
nicke operacije: jednu za dodavanje novih elemenata kolekciji postojeéih
elemenata koji sacinjavaju odgovarajucu strukturu podataka, i drugu za
uklanjanje starih elemenata iz kolekcije elemenata. Ovde bi se mogla do-
datiioperacija za konstruisanje potpuno nove, prazne strukture podataka.
Medutim, ova operacija umnogome zavisi od konkretnog programskog
jezika, a posto su detalji prili¢no trivijalni i uglavnom nas interesuje vre-
me izvr$avanja sloZenijih operacija, obi¢no se zanemaruje ova operacija
skonstruktora” strukture podataka. Pored toga, iz naseg idealizovanog
ugla gledanja zanemaricemo i ostale implementacione detalje, kao $to su
provera gresaka i oslobadanje memorije onih elemenata koji vise nisu po-
trebni.

U ostale tipicne operacije nad strukturama podataka spadaju odredi-
vanje da li se dati element nalazi u nekoj strukturi podataka, preurediva-
nje elemenata strukture podataka u nekom redosledu, odredivanje broja
elemenata strukture podataka (tj. njene velic¢ine) i tako dalje. Uopsteno
govoreci, operacije nad strukturama podataka se mogu podeliti u dve ka-
tegorije: (a) upite, koji kao rezultat daju neku informaciju o strukturi po-
dataka ne menjajudi je, i (b) modifikujuce operacije, koje menjaju sadrzaj
strukture podataka.

Vreme za izvrSavanje neke operacije nad strukturom podataka izra-
zava se u funkciji veli¢ine strukture podataka. To ima smisla, jer je pri-
rodno pretpostaviti da vreme za neku operaciju zavisi od broja elemenata
u strukturi podataka nad kojima se primenjuje. Na primer, ako niz ima
n elemenata, vreme za operaciju kojom se odreduje da li se dati element
nalazi u nizu zavisi od duzine niza n.

Dodatne konvencije pseudojezika. Kako bismo mogli da pokazemo
konkretne implementacije slozenijih struktura podataka, u pseudojeziku
pretpostavljamo da nam na raspolaganju stoji prakti¢no sve ono $to (di-
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rektno ili indirektno) obezbeduju moderni programski jezici. To obuhvata
pokazivacki tip podataka i moguc¢nost rada sa nizovima.

U prezentaciji neke strukture podataka uglavnom primenjujemo pro-
ceduralni pristup, mada koristimo i neke rudimentarne koncepte objektno
orijentisanog programiranja. Naime, posto se elementi struktura podata-
ka obi¢no sastoje od vise delova, pogodno ih je smatrati objektima koji
sadrze unutrasnja polja za razlicite podatke. (Medutim, moguénost da
objekti sadrze metode ne¢emo koristiti.)

Ako neki pokaziva¢ ukazuje na objekat, taj objekat i njegov pokazivac
radi jednostavnosti Cesto se poistovecuju u tekstu. Tako, umesto rogobat-
ne fraze ,pokazivac x koji ukazuje na neki objekat (element)” kazemo pro-
stije ,objekat (element) x” misle¢i zapravo na objekat (element) na koga
ukazuje pokazivac x. Isto tako, ako pokaziva¢ x ukazuje na objekat koji
sadrzi polje y, sadrzaj tog polja ozna¢avamo zapisom x.y. Specijalna vred-
nost pokazivaca kojom se ne ukazuje ni na jedan objekat oznacava se sa
null.?

4.2 Nizovi

Niz (engl. array) je osnovni nacin strukturiranja podataka u progra-
miranju i zato se koristi u skoro svim programskim jezicima. Pretposta-
vljamo da su ¢itaoci ve¢ upoznati sa nizovima u programiranju i zbog toga
o njima ovde necemo govoriti na elementarnom nivou. U stvari, nizove
smo vec intezivno koristili u prethodnim poglavljima i nadamo se da ¢ita-
oci bez predznanja o nizovima nisu imali problema da razumeju njihovu
jednostavnu prirodu. Ipak, s obzirom na to da su primene nizova brojne
i raznovrsne, ovde ¢cemo radi kompletnosti istaci njihove konceptualne
osobine. Pored toga, u ovom odeljku ¢emo pokazati jos dva interesantna
primera njihove primene, a u drugim odeljcima njihovu primenu u reali-
zaciji slozenijih struktura podataka.

Niz je struktura podataka koja predstavlja sekvencu elemenata istog
tipa. Sekvencijalna uredenost niza ogleda se u numeraciji njegovih eleme-
nata, redom, od prvog do poslednjeg. Redni broj nekog elementa u nizu
se naziva indeks elementa. Ime niza grupno oznacava sve elemente niza
kao jednu celinu. Za oznacavanje pojedinacnih elemenata niza koristi se

2Citaoci koji poznaju Javu mogu ovde prepoznati elemente tog programskog jezika.
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zapis koji se sastoji od imena niza i indeksa odgovarajuceg elementa niza.
(Podsetimo se da u ovoj knjizi indeksi niza poc¢inju od 1 i da koristimo
zapis indeksa u uglastim zagradama.) Ukupan broj elemenata niza se na-
ziva duzina ili velicina niza. Na primer, niz a duzine 100 se sastoji od 100

elemenata istog tipa ¢iji je konceptualni izgled prikazan na slici 4.1.

a

all] al2] al3] al100]

Slika 4.1: Niz a od 100 elemenata.

Dve glavne osobine nizova su:

1. Svi elementi niza moraju biti istog tipa. Ova osobina homogenosti,
medutim, ne znaci da postoji neko ogranicenje za taj tip, odnosno
tip pojedinac¢nih elemenata niza moze biti bilo koji, ma kako slozZen.

2. Duzina niza mora biti unapred zadata i ne moze se menjati.

Upravo ove osobine nizova omoguéavaju njihovu jednostavnu fizicku re-
prezentaciju u memoriji racunara. Naime, ta memorijska reprezentacija
je iskljuc¢ivo neka vrsta sekvencijalne alokacije, odnosno elementi niza za-
uzimaju neprekidni niz susednih memorijskih lokacija. Zato se prakti¢cno
i ne razdvaja logicki koncept niza od njegove fizicke memorijske repre-
zentacije.

Primetimo da se ukupna veli¢ina potrebne memorije za neki niz lako
odreduje kao proizvod broja elemenata i veli¢ine jednog elementa tog niza.
Ove dve vrednosti su unapred poznate, jer se duzina niza mora unapred
naznaciti, a veli¢ina jednog elementa je poznata na osnovu tipa elemenata
niza. Ali ono $to je jos vaznije, lokacija svakog elementa niza se lako iz-
raCunava, nezavisno od indeksa elementa: ako je prvi element na lokaciji
m i veli¢ina jednog elementa je k bajtova, onda se i-ti element niza nalazi
na lokaciji m + (i — 1)k. Ovo znaci da je vreme pristupa svim elementima
niza konstantno, odnosno da se u algoritmima operacija ¢itanja ili pisanja
nekog elementa niza moze smatrati jedini¢cnom instrukcijom.

Prema tome, niz je koncepcijski jednostavna i efikasna struktura po-
dataka koju treba koristiti kad god je to moguce. Treba ipak imati u vidu
da je struktura niza neprakti¢na u slucajevima kada se radi o elementi-
ma razli¢itih tipova ili njihov priblizan ukupan broj nije unapred poznat.
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Ovaj drugi nedostatak se moze prevazic¢i zadavanjem neke maksimalne
duzine niza, ali to obi¢no dovodi do lose iskoris¢enosti memorijskog pro-
stora rezervisanog za niz. Pored toga, operacije dodavanja ili uklanjanja
elemenata na proizvoljnoj poziciji niza nisu efikasne, jer dovode do pome-
ranja svih elemenata od date lokacije do kraja niza za jedno mesto udesno
ili ulevo. Zbog toga struktura niza nije pogodna ni u slu¢ajevima kada su
ovakve operacije dominantne.

Primer: linearni algoritam za maksimalnu sumu podniza

Sa problemom maksimalne sume podniza upoznali smo se na strani 30:
treba odrediti najve¢u sumu svih podnizova datog niza brojeva. Preciznije,
za dati niz a od n brojeva ay, ay, ..., a,, ukoliko sa S;; = Z]]'(:i a; oznacimo
sumu svih elemenata podniza sa indeksima od 7 do j, onda treba odrediti
maksimalnu vrednost M ovih suma:

M = max S;

1<isjen

Podsetimo se da se kvadratni algoritam za resenje ovog problema sa-
stoji od dva koraka. U prvom koraku se odreduje drugi niz b od n eleme-
nata by, by, ..., b, pri ¢emu je element b; jednak parcijalnom maksimumu
suma elementa od i-te pozicije niza:

bi = maXxX {Si,i/ Si,i+1/ ey Si,n} = ]1;1’1181)51 Si,j .

U drugom koraku se zatim odreduje vrednost M:

M = max{by,by,..,b,} = 'nllax b;.
i=1,.n

Malo poboljsanje ove opste strategije u kvadratnom algoritmu sastoji
se u tome da se dva prethodna koraka ne razdvajaju, nego da se za svako
i =1,..,n redom izracunavaju sume S;;,S; ;;1, .., S;, Koristeci jednakost
Sij = S;j-1+4a;1istovremeno odreduje njihov maksimum. Znatno poboljsa-
nje, medutim, zahteva bolji uvid u izracunavanje maksimuma M elementa
niza b kako bi se to postiglo u jednom prolazu ispitujuci ulazni niz sleva
na desno. Dobijeni linearni algoritam je tipi¢ni primer opste zakonomer-
nosti: efikasniji algoritmi moraju iskoristiti prirodu samog problema na
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dublji na¢in. Primetimo i da je zato ispravnost efikasnijih algoritama mno-
go manje ocigledna i da stoga zahteva pazljiviji dokaz.

Kvadratno vreme za nalazenje maksimalne sume podniza moze se dra-
sti¢no smanjiti do linearnog vremena ukoliko se obrati veéa paznja na su-
me S;;,S;i+1, - » Sin koje se izracunavaju u i-tom koraku radi odredivanja
elementa b; niza b. Ove sume koje se redom izracunavaju zadovoljavaju
jedan od ova dva uslova: ili su one sve nenegativne ili su neke od njih ne-
gativne. Prvo zapazanje je da u oba slu¢aja mozemo izbe¢i mnoga naredna
izraCunavanja elemenata niza b.

LEMA 1 Za svakoie€{1,2,..,n},
1. ako su sve sume S;;,S;is1, -, S;, nenegativne, odnosno S;; > 0 za
svakoj=i,i+1,..,n, onda je

M = max{by, ..., b;};

2. ako su neke od suma S;;,S; 1, ., Si, negativne, neka je j najmanji
(prvi) indeks tako da je S;; < 0. Onda je

M = max{by, .., by, bys1, ., by}

Dokaz: Oba slucaja se sli¢no dokazuju i zasnivaju se na prostoj ¢injeni-
ci: suma nekog podniza se moze samo smanjiti ukoliko se podniz smanji
za elemente na njegovom pocetku ¢ija je suma pozitivna. Formalnije, u
prvom slucaju ¢emo pokazati da je by, < b; za svako k =i+ 1, ..., n, odakle
onda sledi da je

M = max{bl, ey bi/ bi+1/ vy bn} = max{bl, /bi}/

jer su svi elementi b;,4, ..., b, manji ili jednaki b;.
Neka je zato by element sa indeksom k takvim da i < k < n i pretposta-
vimo
bk = max {Sk,k/ Sk,k+1/ ey Sk,n} = Sk,r

za neko r > k. Ova situacija je ilustrovana na slici 4.2.

Onda je
by = Sk,
<Six1+Sk, jerS;r1 >0 po pretpostavci
= si,r
<b;, jer bj = max S;,

j=i,..n
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Sto je trebalo pokazati.

U drugom slucaju je dokaz skoro identic¢an, osim sto se pokazuje da je
by < bjzasvakok =i+1,..,j, gde je j prvi indeks za koji je S;; < 0. Naime,
ako za i < k < j pretpostavimo b = Sy, za neko r > k, kako je j prvi indeks
za koji je S;; <0, to je S; > 0, pa zato

by = Sy < Sik-1+ Sky =Sy < by
Prema tome,
M= max{bl, e g bi, bi+1r ’bj' b]'+1, rbn} = max{bl, e g bir bj+1’ e g bn}/

jer su svi elementi b;, 4, ..., b; manji ili jednaki b;. 0

Primetimo da na osnovu prvog zapazanja jos ne mozemo mnogo da
ubrzamo kvadratni algoritam. Prvi slucaj prethodne leme nije problem,
jer od i-te pozicije redom ispitujemo elemente niza a do kraja tog niza i
nikad se ne vracamo: kada se ustanovi da su sve sume S, ;,S; 41, ..., S;, ne-
negativne, postupak se moze zavrsiti jer su dalja izracunavanja elemenata
bi1, ..., b, nepotrebna.

U drugom slucaju kada se iza i-te pozicije otkrije prva pozicija j za koju
je S;j < 0, onda se mogu preskociti izracunavanja elemenata b;,;, ..., bj i
nastaviti sa izratunavanjem od elementa b;,;. Medutim, problem je Sto
element b; do pozicije j nije jo$ odreden i zato se moraju ispitivati svi
elementi niza a do kraja radi izracunavanja suma S; ;1,5 42, - » Si-

U drugom slucaju dakle prolazi se od i-te pozicije niza a do njegovog
kraja, a zatim se vraca i nastavlja slican postupak od pozicije j + 1. Tou
najgorem slucaju moze opet proizvesti kvadratno vreme. Sre¢om, drugo
zapazanje je da u ovom slucaju, da bismo odredili element b;, zapravo ne
moramo ispitivati sve elemente niza a do kraja radi izracunavanja suma

Sijr15Sij+25 s Sip-
LEMA 2 Za svakoi € {1,2,...,n}, ako je j najmanji (prvi) indeks za koji je
Si,j <0 lbl # max {Si,i/ Si,i+1r /Si,j—l }, ondaje bi < b]‘+1.
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Dokaz: Pretpostavimo b; = S;,. Kako je b; # max {Si,i, Siit1s ...,Sl-,]-_l} po
pretpostavci, to je r > j. (Primetimo da r # j posto S;; < 0.) Ova situacija
je ilustrovana na slici 4.3.

1 i joj+l r n
ol || I
S;j,<0 S;:L,
Slika 4.3
Onda je
bi =S,
=5ij + Sjs1y
< Sis1 jer S;; <0 po pretpostavci
< b]'+1, jer b]‘+1 = max{S]-+1,]-+1, ey Sj+1,n}
Sto je trebalo pokazati. O

Ova lema implicira da, tokom izra¢unavanja bilo kog elementa b;, prvi
put kada otkrijemo S;; < 0 mozemo bezbedno prekinuti to izra¢unavanje
i nastaviti sa izracunavanjem elemenata bj+1, ..., b,. Naime, ukoliko je ele-
ment b; jednak jednoj od suma S;;, S; .1, .., S;j-1, onda svakako ne mora-
mo ispitivati dalje sume S; .1, S;js2, ., S; - U suprotnom slucaju, ukoliko
je element b; jednak nekoj daljoj sumi od pozicije j, onda je prema pret-
hodnoj lemi b; < b;,1. To znaci da je element b; nevazan za izraunavanje
maksimuma niza b, pa zato izracunavanje elementa b; moZemo potpuno
zanemariti i nastaviti sa izracunavanjem elemenata bit1s s by

Postupak za nalazenje maksimalne suma podniza koji se zasniva na
prethodnim zapazanjima prikazan je na pseudojeziku u listingu 4.1.

Listing 4.1: Maksimalna suma podniza, linearni algoritam

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: maksimalna suma podniza M
algorithm mcss(a, n)

M=0; // maksimalna suma podniza
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i=1;
while i < n do // izracunati b;
s = 0;
for j =i tondo // izracunati §;;
s =s+aljl; /1 Sij=Sijq+a
if (s < 0) then // ako je S;; <0, onda
break; // prekinuti sa h,@+h.",@
else if (M < s) then // inace, aZurirati
M=s; // maksimalnu sumu podniza
i=3+1; // nastaviti sa bjq, .., b,
return M;

Mada i ova verzija algoritma mcss sadrzi dve ugnjezdene petlje, njego-
vo vreme izvr$avanja je linearno. Naime, primetimo da u svakom koraku
spoljasnje while petlje poveéavamo njen brojac i do pozicije ulaznog niza
koja je za jedan veca od pozicije u kojoj je unutrasnja for petlja stala. To
znaci da brojac¢ j unutrasnje petlje dobija sve vrednosti od 1 do n tacno
jednom. Zato se telo unutra$nje petlje izvrsava tac¢no n puta, a kako je
za jedno izvr$avanje tog tela ocigledno potrebno konstantno vreme, to je
ukupno vreme izvr$avanja ove verzije algoritma jednako

T(n) = O(n) - O(1) = O(n).

Matrice

Do sada smo govorili, u stvari, o najc¢esce koris¢enom obliku niza koji
se opstije naziva jednodimenzionalni niz (ili ponekad i vektor). Generali-
zacija tog koncepta se moze dobiti ukoliko se uzme da su sami elementi
jednodimenzionalnog niza opet jednodimenzionalni nizovi. (Podsetimo
se da za tip elemenata nizova ne postoji nikakvo ogranicenje u vezi sa
njihovom slozenoscu.) Tako se dobija dvodimenzionalni niz ili matrica
elemenata.

Matrica elemenata predstavlja koncepcijski tabelu tih elemenata koja
ima odreden broj vrsta i kolona. Elementi matrice imaju zato dvostruke in-
dekse: prvi indeks ukazuje na vrstu i drugi na kolonu u kojima se element
nalazi u matrici. Pored toga, za matricu elemenata se unapred moraju za-
dati brojevi njenih vrsta i njenih kolona koji se nazivaju velicina matrice.
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Veli¢ina matrice ne moze se menjati, Sto proizilazi iz nepromenljivosti
veli¢ine jednodimenzionalnog niza. Na primer, na slici 4.4 je prikazana
matrica elemenata veliCine 3 X 4 koja ima tri vrste i Cetiri kolone.

[ al1,11 || a[1,21 |[ al1,31 || al1,4] |
[ al2,11 |[ af2,21 || al2,31 || al2,4] |
| al3,11 || al3,21 |[ al3,31 || al3,4] |

Slika 4.4: Matrica a veli¢ine 3x4.

Postupak uopstavanja osnovnog koncepta jednodimenzionalnog ni-
za kojim se dobija matrica elemenata moze se nastaviti na sli¢can nacin.
Ukoliko elementi jednodimenzionalnog niza predstavljaju matrice, dobi-
ja se trodimenzionalni niz, odnosno niz matrica. Naravno, ovaj postupak
se moze dalje nastaviti da bi se dobili visedimenzionalni nizovi, ali njiho-
va upotreba u praksi je ograni¢ena na vrlo specijalne primene. Kako se
ni konceptualno nista novo ne dobija daljim uopstavanjem, visedimenzio-
nalni nizovi ¢ija je dimenzija veca od dva nisu predmet nase paznje u ovoj
knjizi.

Primer: problem stabilnih brakova

Problem stabilnih brakova u svom osnovnom obliku su predstavili
americki ekonomisti Gejl (Gale) i Sejpli (Shapley) u vezi sa problemom
upisa studenata na univerzitete. Taj pocetni oblik problema je pretrpeo
mnoge modifikacije i njegove razne varijante su nasle Siroku primenu u
raCunarstvu, matematici, ekonomiji, teoriji igara i operacionim istraziva-
njima. Postupak za resavanje problema stabilnih brakova otkriva bogatu
strukturu tog problema i u racunarstvu sluzi kao primer algoritma ¢iji je
dokaz ispravnosti slozeniji nego analiza njegovog vremena izvr$avanja.

U opisu problema stabilnih brakova sledimo tradiciju po kojoj se taj
problem Zzivopisno definiSe kao problem Zenidbe mladi¢a sa devojkama
(ili udaje devojaka za mladice). Pretpostavimo da su data dva disjunktna
skupa M i D, oba veli¢ine n, ¢iji se elementi poistovecuju sa mladi¢ima
i devojkama. Prosto receno, skup M se sastoji od n mladica i skup D se
sastoji od n devojaka. Pretpostavimo dalje da mladi¢i i devojke iz ova dva
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skupa traze svoje zivotne partnere u socijalnom okruzenju koje predsta-
vlja monogamno i heteroseksualno drustvo, sto znaci da svaka osoba za
supruznika zeli tacno jednu osobu suprotnog pola. Vezivanje kojim se
svakom mladi¢u iz skupa M dodeljuje razlicita devojka iz skupa D naziva
se savrSeno vezivanje. Slikovita analogija je da savrSeno vezivanje pred-
stavlja jedno moguce kolektivno vencanje svih mladica i devojaka iz dva
data skupa M i D. Radi dalje analogije, ako mladi¢u m € M u savrSsenom
vezivanju odgovara devojka d € D, to se oznacava kao (bracni) par (1, d).

Jasno je da za date skupove M i D veli¢ine n postoji veliki broj (n!)
mogucih savrsenih vezivanja, pa bez ikakvih ogranicenja to nije mnogo
interesantan problem. Dodatno ogranicenje koje savrseno vezivanje mora
zadovoljiti za problem stabilnih brakova uvodi se radi toga da sve veze
mladic¢a i devojaka budu dugotrajne, odnosno da njihovi brakovi budu
stabilni bez razvoda.

U tom cilju, pretpostavlja se da svaka osoba ima listu naklonosti svih
osoba suprotnog pola koja odrazava prvenstvo po kojem bi data osoba
zelela da stupi u brak sa drugom osobom. Drugim re¢ima, svaki mladi¢
rangira sve devojke od one koja mu se najvise svida pa do one koja mu
se najmanje svida, a to isto ¢ine i devojke za mladice. Ovo rangiranje
se podrazumeva da je bez jednakih naklonosti tako da se lista naklonosti
svake osobe moze predstaviti sortiranim nizom u striktno opadaju¢em
redosledu svih n osoba suprotnog pola. Podrazumeva se i da se naklonosti
osoba ne menjaju tokom vremena.

Na primer, ako su M = {X,Y,Z, U} i D = {x,y,z,u} dva skupa po Cetiri
mladica i devojaka, liste naklonosti mladi¢a u skupu M i devojaka u skupu
D mogu biti:

X:izy,xu Y:iyx,zu Z:.x,u,2,Y U:uzxy
x:XY,ZzU y:UZY X z:Y,ZXU u:7ZUXY

Liste naklonosti svih mladi¢a i devojaka je pogodnije predstaviti dve-

ma tabelama, jednom za mladi¢e i jednom za devojke. Tabelarni oblik svih
lista naklonosti u prethodnom primeru je:

mladi¢i |1 2 3 4 devojke |1 2 3 4
X zZ Yy x u x X Y z U
Y vy X z u y u z Yy X
V4 X u z y b4 Y z X U
u u z x y u Z U X Y
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Ako je data lista naklonosti osobe p, kazemo da se osobi p vise svida
osoba g od osobe r suprotnog pola ukoliko se g nalazi pre r u listi naklo-
nosti osobe p. Tako u prethodnom primeru, devojci z se vise svida Y od
U i mladi¢u Y se vise svida x od z.

Nalazenje savrsenog vezivanja mladica i devojaka tako da se potpuno
zadovolje njihove liste naklonosti je tezak zadatak, a u nekim slucajevi-
ma je i nemogué¢. Odmah je jasno da se ne moze obezbediti da svako za
bra¢nog druga dobije svoj prvi izbor: ako je isti mladi¢ prvi izbor za vise
devojaka, samo jedna devojka mu moze postati supruga, dok se druge mo-
raju zadovoljiti muzem koji nije prvi na njihovoj listi. Zbog toga, umesto
da se u savrSenom vezivanju trazi najveca sreca za svakoga, postavlja se
skromniji drustveni cilj da dobijeni brakovi budu stabilni.

Ovaj skromniji cilj podrazumeva da treba pronaci savrseno vezivanje
koje sprecava potencijalno saglasno brakolomstvo. To je ono vezivanje
koje ne pravi nijedne dve osobe suprotnog pola nezadovoljnim u smislu
da se obe osobe medusobno vise svidaju jedno drugom nego njihovi do-
deljeni bra¢ni drugovi u vezivanju. Preciznije, neki mladi¢ m € M i neka
devojka d € D se nazivaju nezadovoljni par u savr$enom vezivanju ako m
i d nisu vezani jedno za drugo u tom vezivanju, odnosno u tom vezivanju
su odredeni bra¢ni parovi (m, ) i (4, d) za neke druge 6 € Dipu € M, ali
se mladicu m vise svida d od njegove Zene 0 i devojci d se vise svida m od
njenog muza . (Primetimo da su misljenja mladi¢a u i devojke 6 nebitna.)

Prirodno je pretpostaviti da niko ne bi ,$vrljao” i stupio u vezu sa ne-
kim ko mu se manje svida od dodeljenog partnera, ali nista ne sprecava
neki nezadovoljni par mladi¢a i devojke da raskinu brakove sa svojim do-
deljenim bra¢nim drugovima i medusobno stupe u brak. Radi opste dobro-
biti drustva treba zato naci savrseno vezivanje bez nezadovoljnih parova,
odnosno takozvano stabilno vezivanje. Ovaj zadatak se upravo naziva pro-
blem stabilnih brakova: za date liste naklonosti svih mladi¢a iz skupa M i
svih devojaka iz skupa D treba odrediti jedno stabilno vezivanje.

Razmotrimo savr§eno vezivanje (X, x), (Y, ), (Z, z), (U, u) za prethodni
primer listi naklonosti. Mladi¢ Z i devojka u su nezadovoljni par u ovom
vezivanju posto se mladi¢u Z vise svida u od njegove Zene z, a devojci u
se viSe svida Z od njenog muza U. Prema tome to vezivanje nije stabilno.

Ako pokusamo da uklonimo ovu nestabilnost vezivanjem ovog neza-
dovoljnog para (zamislimo da su se bra¢ni parovi (Z,z) i (U, u) razveli), i
zatim vezemo U i z posto je to jedini izbor za njih, dobijamo novo veziva-
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nje (X, x), (Y, y), (Z,u), (U, z). Medutim, ovo vezivanje je takode nestabilno,
sada zbog X i z. Naime, u novom vezivanju se mladi¢u X vise svida z od
x, a devojci z se vise svida X od U. Ovaj postupak sukcesivnih razvoda
i vezivanja nezadovoljnih parova mozemo nastaviti, ali nije tesko smisli-
ti primer u kojem se ovim pristupom vrtimo u krug i nikad ne dobijamo
stabilno vezivanje.

Posle ovoga se odmah postavlja pitanje postojanja stabilnog veziva-
nja u svakoj instanci problema stabilnih brakova. To jest, ako su date
proizvoljne liste naklonosti svih mladi¢a i devojaka, da li uvek postoji bar
jedno stabilno vezivanje? Odgovor na ovo pitanje je potvrdan i, donekle
iznenadujuce, dokaz toga je sasvim konstruktivan. U stvari, dokaz se sa-
stoji od samog algoritma kojim se konstruise stabilno vezivanje za ulazne
liste naklonosti.

Mada je nalazenje bracnog druga i ostajanje u stabilnoj vezi sa njim
daleko komplikovanije u stvarnom Zzivotu, reSenje racunarskog problema
stabilnih brakova je relativno jednostavno. Glavna ideja originalnog Gejl-
Sejpli algoritma moZe se popularno saZeti u frazi ,mladi¢i prose devojke,
a devojke biraju ponude”. To znaci da u toku rada algoritma neki paro-
vi postaju verenici usled prosidbi mladi¢a, a ponekad devojke raskidaju
veridbe ako dobiju bolju priliku. Algoritam u glavnim crtama moze se
opisati na slede¢i nacin:

+ Na pocetku, svi mladi¢i i devojke su slobodni (nisu vereni), a zatim
se oni medusobno spajaju u iteracijama.

+ Na pocetku svake iteracije se bira jedan slobodan mladi¢ koji prosi
prvu (najpozeljniju) devojku na svojoj listi naklonosti od onih koje
nikad ranije nije zaprosio. (Primetimo da ovo implicira da nijedan
mladi¢ ne prosi istu devojku dvaput.)

+ Ako je slobodna devojka zaprosena, ona uvek prihvata ponudu, a
mladi¢ koji ju je zaprosio i ta devojka postaju verenici (i nisu vise
slobodni). Ako je zauzeta devojka zaprosena, ona proverava svoju
listu naklonosti i prihvata ponudu samo ako joj se vise svida mladic¢
koji ju je zaprosio od svog aktuelnog verenika. Ako je to slucaj,
mladi¢ koji je zaprosio devojku i zaprosena devojka postaju novi
par verenika, a stari verenik devojke postaje slobodan mladi¢. Ako
se zauzetoj devojci vise svida aktuelni verenik od mladi¢a koji ju je
zaprosio, ona odbija ponudu i nista se ostalo ne menja.
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+ Algoritam zatim prelazi u narednu iteraciju sve dok svi mladi¢i ne
postanu vereni (neslobodni), kada se sve veridbe proglasavaju bra-
kovima. To jest, svi zavr$ni parovi verenika su rezultat koji se vraca
kao stabilno vezivanje.

Ovaj neformalni opis je na pseudojeziku malo preciznije izrazen u li-
stingu 4.2. (Ime algoritma smp je skracenica engleskog termina za problem
stabilnih brakova: the stable marriage problem.)

Listing 4.2: Stabilni brakovi

// Ulaz: 1liste naklonosti mladica, liste naklonosti devojaka
// Izlaz: stabilno vezivanje mladi¢a i devojaka
algorithm smp(liste naklonosti mladic¢a i devojaka)

Svi mladi¢i i devojke su slobodni;
while (postoji slobodan mladi¢ m) do
d = prva devojka na m-ovoj listi koju jo$ nije zaprosio;

// m prosi d
if (d slobodna devojka) then
m i d su verenici; // d prihvata prosidbu m
else if (d visSe voli m od verenika v) then
m i d su verenici; // d prihvata prosidbu m
v je slobodan;
else
nista; // d odbija prosidbu m

return veridbe; // proslaviti stabilne brakove
|

Ako za trenutak zanemarimo programsku realizaciju algoritma smp,
pazljiviji ¢itaoci su mozda primetili da on ima tri potencijalne greske. Pre
svega, nije jasno da li se ovaj algoritam uopste zavrsava, a kamoli da li
je njegov rezultat zaista jedno stabilno vezivanje. Naime, u svakoj ite-
raciji while petlje imamo slobodnog mladica koji moze ostati slobodan
ukoliko ga odbije njegova najpozeljnija zauzeta devojka koju prosi. Cak
i ako ga ona prihvati, njen stari verenik postaje slobodan, tako da se broj
slobodnih mladi¢a nec¢e smanjiti. Zato je zamislivo da ¢e uvek postojati
slobodan mladi¢ na pocetku svake iteracije, pa ¢e se algoritam izvrsavati
beskonacno.
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Druga potencijalna greska algoritma smp je u tome $to izabrani slo-
bodni mladi¢ na samom pocetku neke iteracije mozda nema devojku na
svojoj listi naklonosti koju nije ve¢ zaprosio. Naime, mozda je moguce
da je neki slobodan mladi¢ m ve¢ zaprosio sve devojke. Ekvivalentno, ne
postoji devojka u listi naklonosti mladi¢a m koju on ve¢ nije zaprosio, pa
m nema prvu takvu devojku koju bi zaprosio.

Konacno, opis algoritma smp nije u potpunosti deterministicki, posto
se u uslovu nastavka while petlje proverava samo da li postoji slobodan
mladi¢. Ako je to slucaj, u algoritmu nije navedeno kako se bira jedan
takav mladi¢ ako postoje vise kandidata za aktuelnu iteraciju. Zato se
s pravom moze postaviti pitanje da li je redosled po kojem se oni bira-
ju vazan za rezultujuce vezivanje, odnosno da li mozda neki ,pogresan”
redosled izbora slobodnih mladic¢a ne bi proizveo nestabilno vezivanje.

Sve ovo pokazuje da ispravnost algoritma smp nije ocigledna i da je
potrebno pazljivije ispitati njegova svojstva. U nastavku se zato kroz niz
formalnih zapazanja razresavaju sve prethodne dileme.

LEMA 1 Zan mladiéa i n devojaka, algoritam smp se zavrSava u najvise n®

iteracija.

Dokaz: Primetimo da se ovde tvrdi vise od toga da algoritam smp ne ra-
di beskonac¢no — tvrdi se da se on ne samo zavrSava, ve¢ i da to radi u
najvise n? iteracija. Da bismo ovo pokazali, moramo na¢i dobru meru na-
predovanja while petlje. (Videli smo da to nije broj slobodnih mladiéa.)
Pokazacemo da je to broj prosidbi koje mladici izvedu u toku rada algorit-
ma.

Zaista, nijedan mladi¢ ne prosi istu devojku dvaput, jer neki mladi¢
uvek prosi devojku koju nikad ranije nije zaprosio. To znaci da svaki
mladi¢ izvede najvise n prosidbi tokom rada algoritma smp, odnosno svih
n mladi¢a zajedno izvedu najvie n? prosidbi ukupno. U svakoj iteraciji
while petlje se izvodi ta¢no jedna nova prosidba, pa zato moze biti najvise
n? iteracija. O

Pre nego sto pokazemo da u algoritmu smp svaki slobodan mladi¢ ima
devojku na svojoj listi koju jos nije zaprosio, primetimo jedno interesant-
no svojstvo tog algoritma. Svaki put kada mladi¢ prosi neku devojku, on
to radi na svoju vecu zalost: prvi put prosi svoju najvecu ljubav, zatim
prosi devojku koja je njegov drugi izbor, pa tre¢i izbor i tako dalje. Devoj-
ke sa druge strane svaki put kada promene verenike, rade to na svoju ve¢u
sre¢u. Slobodna devojka od trenutka kada prihvati ponudu nekog mladi-
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¢a koji ju je zaprosio, nikad vise ne postaje slobodna —ona moze samo
promeniti svog verenika ako dobije bolju ponudu iz njenog ugla gledanja,
odnosno ako je zaprosi mladic¢ koji joj se vise svida od aktuelnog verenika.

LEMA 2 Svaki slobodan mladic¢ na pocetkuwhile petlje u algoritmu smp ima
devojku koju jos nije zaprosio.

Dokaz: Primetimo najpre da je na pocetku izvrsavanja svake iteracije whi-
Lle petlje u algoritmu smp broj slobodnih mladi¢a jednak broju slobodnih
devojaka. To je, u stvari, invarijanta te petlje, odnosno uslov koji ostaje
nepromenjen nakon izvrsavanja svake iteracije petlje. (Citaoci se o inva-
rijantama petlji mogu podsetiti na strani 20.)

U to se mozemo uveriti na slede¢i nacin. Jasno je da je taj uslov za-
dovoljen na pocetku prve iteracije, posto su onda svi mladi¢i i devojke
slobodni. Pod pretpostavkom da je taj uslov tacan na pocetku neke itera-
cije, izvrsavanjem te iteracije se broj slobodnih mladi¢a i broj slobodnih
devojaka ili ne menjaju ili oba smanjuju za jedan (kada slobodna devojka
prihvati ponudu slobodnog mladi¢a), pa je taj uslov tacan i na pocetku
sledece iteracije.

Sada mozemo pokazati da vazi tvrdenje leme. Neka je m slobodan mla-
di¢ na pocetku while petlje u algoritmu smp. Prema invarijanti te petlje,
mora postojati i bar jedna slobodna devojka, recimo d. To znaci da ovu
devojku d do tada jos niko nije zaprosio. U suprotnom, da ju je neki mla-
di¢ ranije zaprosio, ona bi morala da prihvati njegovu ponudu i nikad vise
ne bi bila slobodna. Prema tome, specifi¢cno ni mladi¢ m nije jos zaprosio
(slobodnu) devojku d. To znaci da je bar ta devojka jedna od onih koje
slobodni mladi¢ nije zaprosio, $to je trebalo pokazati. 0

LEmA 3 Algoritam smp kao rezultat daje stabilno vezivanje.

Dokaz: Neka su broj mladica i broj devojaka jednaki n. Prvo ¢emo poka-
zati da algoritam smp proizvodi savrseno vezivanje, odnosno ta¢no n brac-
nih parova u kojima se svaki mladi¢ i devojka pojavljuju tacno jednom.
Kada se while petlja zavrsi, ne postoji slobodan mladi¢. To znaci da su
svi mladi¢i vereni bar sa jednom devojkom. Ocigledno je da neki mladic¢
moze biti veren sa najvise jednom devojkom, jer mladi¢ moze biti veren
samo kada je slobodan. Stoga, kada se while petlja zavrsi, svaki mladi¢ je
veren sa tacno jednom devojkom. Sa druge strane, na osnovu invarijante
while petlje ne postoji ni slobodna devojka, jer je broj slobodnih mladica
(tj. nula) jednak broju slobodnih devojaka. To znaci da je i svaka devojka
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verena bar sa jednim mladi¢em. Kako je i o¢igledno da neka devojka moze
biti verena sa najvise jednim mladi¢em, to znaci je rezultat algoritma smp
jedno savrseno vezivanje.

Da bismo pokazali da je rezultujuce savrseno vezivanje stabilno, pri-
meni¢emo nacin zakljuc¢ivanja po kontradikciji. Pretpostavimo dakle su-
protno, da postoji nezadovoljni par, recimo mladi¢ m i devojka d, u dobije-
nom vezivanju. To znaéi da u tom vezivanju imamo braéne parove (1, 0)
i (u,d), ali se mladi¢u m vise svida d od njegove supruge 6 i devojci d se
vise svida m od njenog muza u. Posto je (m,0) brac¢ni par, m je morao da
zaprosi 0, jer neki mladi¢ moze biti veren samo ako zaprosi devojku. Ali
tada je m morao zaprositi i sve devojke koje su pre njegove Zene 6 na nje-
govoj listi naklonosti, jer mladi¢i prose devojke po redu u kojem se one
nalaze na njihovoj listi naklonosti. Specifi¢no, tokom rada algoritma m je
morao zaprositi i devojku d, jer mu se ona vise svida od njegove zene 6 (i
pri tome je m zaprosio d pre nego $to je zaprosio svoju zenu 0).

Sa druge strane, posto je (u,d) bracni par, suprug u je po misljenju
devojke d najbolji (najvise rangirani) mladi¢ koji ju je ikad zaprosio, jer
devojke menjaju verenike samo ukoliko dobiju bolje ponude. Specifi¢no,
posto je m prosio d, to znaci da je u ispred m na listi naklonosti devojke
d. Ali ovo je u suprotnosti sa nasom pretpostavkom da je par m i d neza-
dovoljan, odnosno da se devojci d vise svida m od njenog muza u. Dakle
nasa pretpostavka da postoji nezadovoljni par je neodrziva, jer to vodi u
kontradikciju. Ovo pokazuje da ne postoji nijedan nezadovoljni par u do-
bijenom vezivanju. U

Preostalo je jos da se uverimo da nedeterminizam algoritma nije bitna,
odnosno da izbor slobodnog maladic¢a na pocetku while petlje moze biti
proizvoljan.

LEMA 4 Algoritam smp proizvodi isto stabilno vezivanje bez obzira na to
kako se biraju slobodni mladici u svakoj iteraciji while petlje.

Dokaz: Na prosidbu slobodnog mladic¢a ni na koji nacin ne utice to sta
neki drugi mladi¢ radi. Sli¢no, na izbor nijedne devojke ne utice to sta
druge devojke rade. Prema tome, u svakoj iteraciji nije bitno kojim redom
se prosidbe obavljaju niti kojim redom devojke biraju mladice. 0

Analizirajmo sada vreme izvrsavanja algoritma smp. Ako su date li-
ste naklonosti n mladica i n devojaka, na osnovu Leme 1 je najveci broj
iteracija while petlje u tom algoritmu jednak n2. Vreme izvrsavanja tog
algoritma bice zato u najgorem slucaju proporcionalno n? ukoliko se obez-
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bedi da se svaka iteracija while petlje izvrSava za konstantno vreme. Svi
detalji ove implementacije algoritma smp nisu ilustrativni (videti 6. zada-
tak na kraju poglavlja), pa se u nastavku samo u grubim crtama navode
strukture podataka koje omogucavaju da se svaki korak u telu while petlje
tog algoritma realizuje za konstantno vreme.

Za predstavljanje n mladic¢a i n devojaka mogu se koristiti obi¢ni
brojevi 1,2, ..., n za njihova imena.

Za predstavljanje njihovih veridbi mogu se koristiti dva nizaaib od
n elemenata. Prirodno, a; € {1, ..., n} oznacava devojku sa kojom je
mladi¢ i veren, a a; = 0 ako je mladi¢ i slobodan. Sli¢no, b; € {1, ..., n}
oznacava mladica za koga je devojka i verena, a b; = 0 ako je devojka
i slobodna.

Za predstavljanje slobodnih mladi¢a moze se koristiti niz s od n ele-
menata i voditi racuna o njegovoj stvarnoj duzini. Postojeci slobo-
dan mladi¢ se uzima sa kraja tog niza, a novi slobodan mladi¢ se
takode dodaje na kraj tog niza. (Citaoci koji bolje poznaju struk-
ture podataka mogu prepoznati da ovim simuliramo stek, mada se
moze Koristiti i red za ¢ekanje.)

Za predstavljanje listi naklonosti svih mladi¢ca moze se koristiti nxn
matrica m tako da i-ti red te tabele predstavlja listu naklonosti mla-
di¢a i, sortiranu od najvise do najmanje Zeljene devojke za mladica i.
Tako, m;; = k znaci da je devojka k na j-tom mestu u listi naklonosti
mladica i.

Za predstavljanje ranga devojke koju je neki mladi¢ poslednje za-
prosio moze se koristiti niz r od n elemenata tako da r; = j oznacava
da se poslednja devojka koju je mladi¢ i zaprosio nalazi na j-tom me-
stu u njegovoj listi naklonosti, odnosno to je devojka m;;. Na ovaj
nacin moze se lako odrediti prva devojka koju neki mladic¢ treba da
Zaprosi.

Za predstavljanje listi naklonosti svih devojaka moze se koristiti
n X n ,matrica rangiranja” d tako da dl-,]- oznacava rang mladic¢a j za
devojku i u njenoj listi naklonosti. Tako, d;; = k oznacava da se
mladi¢ j nalazi na k-tom mestu u listi naklonosti devojke i. Razlog
ove asimetri¢nosti u odnosu na liste naklonosti mladi¢a lezi u tome
$to se na ovaj nacin moze lako proveriti da li se devojci i vise svida
mladi¢ j; od mladica j,.



4.3. Liste 93

4.3 Liste

Lista (tacnije povezana lista) je struktura podataka koja je sli¢na nizu
jer predstavlja sekvencu elemenata istog tipa. Medutim, za razliku od
niza kod koga se sekvencijalna uredenost dobija indeksiranjem elemenata
niza, linearni poredak elemenata liste se odreduje pokazivacem u svakom
elementu na sledeci element u listi. Ova konceptualna slika povezane liste
€ =(x1,%, ..., x,) koja sadrzi n elemenata prikazana je na slici 4.5.

t

L= 1 =]

Slika 4.5: Povezana lista £.

Obratite paznju na to da apstraktni pojam pokazivaca u listi ne mora
da bude isti onaj koji se koristi u nekom programskom jeziku. Na apstrakt-
nom nivou je to jednostavno neka indikacija u jednom elementu liste na
to koji je sledeci element u logickom poretku liste. Poslednji element liste
sadrzi specijalni pokazivac koji ne ukazuje ni na jedan element.

Terminologija u vezi sa listama je sli¢na onoj za nizove. Broj eleme-
nata liste se naziva velicina ili duZina liste, a lista bez elemenata se naziva
prazna lista. Za dva susedna elementa liste se kaze da je drugi sledbenik
prvom ili da je prvi prethodnik drugom. Prvi element liste, koji se obic-
no naziva glava liste, nema prethodnika; poslednji element liste, koji se
obi¢no naziva rep liste, nema sledbenika.

Glavna razlika listi u odnosu na nizove je u tome §to duZina liste nije
unapred odredena. Svaka lista je na pocetku prazna, a zatim se njena du-
Zina povecava ili smanjuje dodavanjem novih ili uklanjanjem postojec¢ih
elemenata. Zato lista kao apstraktni tip podataka ima prednost nad nizom
u primenama kod kojih ukupan broj nekih istorodnih elemenata nije po-
znat, ili operacije dodavanja i uklanjanja tih elemenata ne slede unapred
poznat obrazac.

S druge strane, nizovi imaju prednost kada je potreban efikasan pri-
stup proizvoljnom elementu — pristup svakom elementu kod liste mora
poceti od prvog elementa i slede¢i njegovog sledbenika do¢i do drugog
elementa, zatim sledeci njegovog sledbenika do treceg i tako dalje, dok se
ne stigne do Zeljenog elementa. Prema tome, pristup proizvoljnom ele-
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mentu liste nije operacija konstantnog vremena, nego zavisi od njegove
pozicije u listi.

Nepotpun spisak tipicnih operacija nad listom je:

« Konstruisanje prazne liste

« Dodavanje novog elementa u listu

« Uklanjanje datog elementa iz liste

« Pretraga liste

Prakti¢na realizacija apstraktne strukture podataka liste i operacija
nad listom na nekom programskom jeziku moze se izvesti pomocu nizo-
va ili pokazivaca. Kako svi moderni programski jezici sadrze pokazivacki
tip podataka, u nastavku se konkretnije govori samo o ovakvoj implemen-
taciji liste, a ¢itaocima se za vezbu ostavlja da osmisle implementaciju liste
pomocu nizova (videti 7. zadatak na kraju poglavlja).

Implementacija liste pomocu pokazivaca

U programskim jezicima koji omogucavaju rad sa pokazivac¢ima, struk-
tura podataka liste realizuje se na prirodan i jednostavan nacin: svaki
element liste predstavlja se jednim objektom sa dva polja. Ovaj objekat
se obi¢no naziva ¢vor liste, a prvo polje ¢vora sadrzi relevantan podatak
odgovarajuceg elementa liste, dok drugo polje ¢vora sadrzi pokazavac¢ na
sledeci ¢vor liste.

Posto sadrzaj elemenata liste mogu biti podaci bilo kog (istog) tipa,
prvo polje mora biti odgovarajuceg tipa tih podataka koji zavisi od kon-
kretne primene liste. Medutim, na opstem nivou se sadrzaj elemenata
liste posmatra neutralno i obi¢no se naziva klju¢em ¢vora liste. Prema
tome, prvo polje u svakom ¢voru liste (oznaka klju¢) poistovecuje se sa
pravim sadrzajem odgovarajuceg elementa liste, dok drugo pokazivacko
polje (oznaka sled) ukazuje na sledbenika elementa liste.

Listi ¢ se grupno pristupa preko posebnog spoljasnjeg pokazivaca 1
koji nije deo liste i koji pokazuje na prvi ¢vor liste. Pogodno je pretpo-
staviti i postojanje specijalne vrednosti pokazivac¢a null koja nikad ne
ukazuje ni na $ta. Na taj nacin se mogu uniformno tretirati ¢vorove liste,
jer poslednji ¢vor liste u pokazivackom polju prirodno sadrzi tu specijalnu
vrednost pokazivaca. Pored toga, ako pokazivac 1 ima vrednost null, on-
da se smatra da je lista / prazna. Na slici 4.6 je ilustrovana reprezentacija
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liste £ = (a, b, c,d) pomocu pokazivaca koja sadrzi cetiri elementa a,b,c, d,
tim redom.

/
klju¢ sled klju¢ sled klju¢ sled klju¢ sled
a —l—>| b —l—>| c —l—>| d .

Slika 4.6: Reprezentacija liste £ = (a,b, ¢, d) pomocu pokazivaca.

Da bismo ilustrovali tipicne operacije nad listom, u nastavku ¢emo
prikazati algoritme za svaku od njih i analizirati njihovo vreme izvrsava-
nja.

Konstruisanje prazne liste. Konstruisanje prazne liste koje se obavlja
algoritmom list-make u listingu 4.3 sastoji se samo od inicijalizacije nje-
nog pristupnog pokazivaca vrednosc¢u null. Vreme izvrSavanja algoritma
list-make je ocigledno konstantno.

Listing 4.3: Konstruisanje prazne liste

// Ulaz: lista ¢
// Izlaz: prazna lista ¢
algorithm list-make(1)

1 = null;

return 1;

Dodavanje novog elementa u listu. Dodavanje elemenata u listu (kao
i uklanjanje elemenata iz nje) modifikuje sadrzaj liste, pa je potrebno lo-
kalno preurediti listu kako bi se zadrzala sekvencijalna uredenost liste sa
novim sadrzajem. Da bi to bilo moguce, kod dodavanja novog ¢vora u
listu mora se znati ¢vor liste iza koga se dodaje novi ¢vor.

Ako je dat (pokazivac na) novi ¢vor x i (pokazivac na) ¢vor p liste iza
koga se dodaje novi ¢vor, veza izmedu ¢vora p i njegovog sledbenika u listi
mora se raskinuti i izmedu njih umetnuti ¢vor x. Na slici 4.7 su prikazane
neophodne manipulacije pokazivac¢ima radi dodavanja ¢vora x u listu iza
¢vora p.
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Slika 4.7: Dodavanje ¢vora x u listu iza ¢vora p.

U posebnom slucaju kada novi ¢vor treba dodati na pocetak liste, po-
Sto to mesto nema prethodnika pretpostavlja se da je p jednako null. Al-
goritam na pseudojeziku za dodavanje novog ¢vora x u listu ¢ iza ¢vora
p te liste je prikazan u listingu 4.4. Kako su sve manipulacije pokaziva-
¢ima jedinic¢ne instrukcije, vreme izvrsavanja algoritma list-insert za
dodavanje ¢vora u listu je ocigledno konstantno.

Listing 4.4: Dodavanje novog elementa u listu

// Ulaz: novi ¢vor x, cvor p u listi 4
// Izlaz: lista ¢ sa cvorom x iza cvora p
algorithm list-insert(x, p, 1)

if (p == null) then // novi c¢vor dodati na pocetak
x.sled = 1;
1 = x;

else // novi ¢vor dodati iza cvora p

x.sled = p.sled;
p.sled

X5

return 1;

Uklanjanje elementa iz liste. Sli¢no kao kod dodavanja ¢vora u listu,
za uklanjanje ¢vora iz liste mora se znati ¢vor liste iza koga se uklanja po-
stojeci ¢vor da bi se lokalne veze mogle preurediti i zadrzati sekvencijalna
uredenost liste.
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Ako je dat (pokazivac na) ¢vor p liste ¢ijeg sledbenika treba ukloniti,
veza izmedu tog ¢vora i njegovog sledbenika x u listi se raskida, a uspo-
stavlja se nova veza izmedu Cvora p i sledbenika starog sledbenika x. Na
slici 4.8 su prikazane neophodne manipulacije pokaziva¢ima radi uklanja-
nja ¢vora x iz liste koji se nalazi iza ¢vora p.

p X

N

\
AR T3

Slika 4.8: Uklanjanje ¢vora x iz liste iza ¢vora p.

Mada za uklanjanje nekog ¢vora iza datog ¢vora logicki ne treba nista
dodatno uraditi od onog $to je prikazano na slici 4.8, prakti¢no je potreb-
no osloboditi i racunarske resurse koje zauzima uklonjeni ¢vor. To oslo-
badanje zauzetih resursa se kod nekih programskih jezika mora ,ru¢no”
uraditi. U pseudojeziku za opis algoritama u ovoj knjizi usvajamo laksi
pristup i koristimo mogu¢nost drugih programskih jezika kod kojih se to
obavlja automatski postupkom ,sakupljanja otpadaka”.

Pod sli¢nom pretpostavkom da je p jednako null kada treba ukloniti
¢vor na pocetku liste, u listingu 4.5 je prikazan algoritam na pseudojeziku
za uklanjanje ¢vora iz liste ¢ iza ¢vora p te liste.

Listing 4.5: Uklanjanje elementa iz liste

// Ulaz: <¢&vor p u listi ¢ iza koga treba ukloniti cvor
// Izlaz: lista ¢ bez uklonjenog cvora
algorithm list-delete(p, 1)

if (p == null) then // ukloniti ¢vor na pocetku
1 = 1.sled;

else // ukloniti ¢vor iza <&vora p
p.sled = p.sled.sled;

return 1;
|
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Kao kod dodavanja ¢vora u listu, kako su sve manipulacije pokaziva-
¢ima jedinic¢ne instrukcije, vreme izvrsavanja algoritma list-delete za
uklanjanje ¢vora iz liste je konstantno.

Pretraga liste. Sli¢no problemu pretrage niza, operacijom pretrage liste
se odreduje da li se u datoj listi £ nalazi ¢vor sa datim kljucem k. Ako je to
slucaj, algoritam za ovu operaciju u listingu 4.6 u nastavku kao rezultat
vraca (pokazivac na) prvi pronadeni ¢vor sa datim kljucem. U suprotnom
slucaju, ako ¢vor sa datim klju¢em nije pronaden u listi, kao rezultat se
vraca pokazivac null.

Listing 4.6: Pretraga liste

// Ulaz: lista €, kljuc k
// Izlaz: ¢vor x u listi ¢ sa kljucem k ili vrednost null
algorithm list-search(l, k)

X =1;

while ((x != null) && (x.kljuc != k)) do
X = x.sled;

return Xx;

Ocigledno je da u najgorem slucaju moramo proci kroz celu listu da
bismo otkrili da se ¢vor sa datim klju¢em ne nalazi u listi. Zbog toga je
vreme izvr$avanja algoritma list-search u funkciji broja ¢vorova liste n
jednako O(n).

Obratite paznju na to da smo kod dodavanja ili uklanjanja ¢vora pret-
postavljali da tacno znamo mesto u listi, naime iza datog ¢vora, na kojem
se desava odgovaraju¢a promena. Cesto medutim Zelimo da dodamo ili
uklonimo ¢vor iza nekog ¢vora u listi sa datim klju¢em. U takvom slu-
¢aju zato ne mozemo neposredno iskoristiti date algoritme za dodavanje
ili uklanjanje ¢vora, nego najpre moramo koristiti algoritam list-search
radi nalazenja ¢vora sa datim kljucem i zatim prethodnim algoritmima
dodati ili ukloniti ¢vor iza pronadenog ¢vora. Prema tome, vreme izvrsa-
vanja ovih operacija dodavanja ili uklanjanja ¢vora za listu od n ¢vorova
bilo bi O(n), a ne O(1).



4.3. Liste 99

Dvostruko povezane liste

Liste o kojima smo do sada govorili su jednostruko povezane, posto
svaki ¢vor ima jedno pokazivacko polje koje ukazuje na sledbenika ¢vora.
Jednostruko povezane liste se mogu prelaziti samo u jednom smeru sleva
na desno, sto smo mogli primetiti u algoritmu list-search. Medutim, u
nekim primenama je potrebno efikasno prelaziti listu u oba smera ili je
za dati ¢vor potrebno efikasno odrediti njegovog prethodnika, a ne samo
njegovog sledbenika.

U takvim slucajevima se moze koristiti dvostruko povezana lista u ko-
joj svaki ¢vor ima polje kljuca i dva pokazivacka polja sa oznakama sled
i pret —polje sled kao i ranije ukazuje na sledbenika ¢vora, dok polje
pret ukazuje na prethodnika ¢vora. Prvi ¢vor dvostruko povezane liste
u polju pret i poslednji ¢vor u polju sled imaju vrednost null. Kao kod
jednostruko povezane liste, dvostruko povezanoj listi se pristupa preko
posebnog spoljasnjeg pokazivaca koji pokazuje na prvi ¢vor liste. Na sli-
ci 4.9 je prikazan primer dvostruko povezane liste ¢ = (a,b, ¢, d).

/
pret klju¢ sled pret klju¢ sled pret klju¢ sled pret klju¢ sled
Lo [4=f[ o [FF[c [T a [

Slika 4.9: Dvostruko povezana lista ¢ = (a,b, c, d).

Druga prednost dvostruko povezane liste je u tome $to dodavanje ¢vo-
ra mozemo izvoditi iza ili ispred datog ¢vora. Pored toga, za uklanjanje
¢vora mozemo kao parametar direktno koristiti Zeljeni ¢vor, a ne manje
prirodno njegovog prethodnika. Na primer, na slici 4.10 je prikazano kako
se neki ¢vor uklanja iz dvostruko povezane liste na ovaj nacin.

Slika 4.10: Uklanjanje ¢vora x iz dvostruko povezane liste.

Algoritam dlist-delete u listingu 4.7 u nastavku sluzi za uklanjanje
¢vora x iz dvostruko povezane liste . Jednostavni algoritmi za ostale ope-
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racije nad dvostruko povezanom listom prepustaju se Citaocima za vezbu,
kao i ocena vremena izvr$avanja tih algoritama.

Listing 4.7: Uklanjanje elementa iz dvostruko povezane liste

// Ulaz: <¢vor x koji treba ukloniti iz ¢
// Izlaz: lista ¢ bez uklonjenog cvora x
algorithm dlist-delete(x, 1)

if (x.pret != null) then // X nije prvi ¢vor
x.pret.sled = x.sled;

else
1 = x.sled;

if (x.sled != null) then // x nije poslednji ¢vor

x.sled.pret = x.pret;

return 1;

4.4 Stekovi

Stek (engl. stack) je niz elemenata poredanih ,jedan na drugi” pri ¢emu
se sva dodavanja i uklanjanja elemenata steka obavljaju samo na vrhu

steka (slika 4.11).
dodavanje ele@ @anje elementa

vrh steka

Slika 4.11: Osnovne operacije nad elementima steka.
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Intuitivni model strukture podataka steka su naslagani posluzavnici
u restoranu ili komadi¢i mesa poredani na raznjicu. U oba primera je
pogodno ukloniti samo onaj element (posluzavnik ili komadi¢ mesa) koji
se nalazi na vrhu, kao i dodati novi element samo na vrh steka (naslaganih
posluzavnika ili komadic¢a mesa). Drugim rec¢ima, poredak elemenata po
kojem se oni uklanjaju sa steka je obrnut onom po kojem su oni dodati na
stek.

Operacija dodavanja jednog elementa na stek se tradicionalno naziva
push. Primer efekta ove operacije dodavanja elementa a na stek s koji
sadrzi elemente 10,8,17,23, tim redom od vrha ka dnu, prikazan je na
slici 4.12.

S
s —>|
—>| 10 10
8 push(s,\a) 8
17 g 17
23 23

Slika 4.12: Operacija dodavanja elementa steku.

Sli¢no, operacija uklanjanja jednog elementa iz steka se tradicionalno
naziva pop, a primer efekta ove operacije na stek s koji sadrzi elemente
10, 8,17, 23, tim redom od vrha ka dnu, prikazan je na slici 4.13. Uklonjeni
element sa steka s na toj slici se dodeljuje promenljivoj x.

s
—p| 10 s

8 —>| 8

17 x = pop(s) 17 .

23 : 23 10

Slika 4.13: Operacija uklanjanja elementa iz steka.



102 4. Osnovne strukture podataka

Sve implementacije liste o kojima smo govorili u prethodnom odeljku
mogu se iskoristiti i za stek, posto je stek sa svojim operacijama speci-
jalni slucaj liste sa svojim operacijama. U programskom okruzenju koje
obezbeduje rad sa pokazivacima, implementacija liste prakticno ne mora
da se menja za implementaciju steka. Pri tome, operacije za dodavanje
elemenata na pocetak liste i za uklanjanje elemenata sa pocetka liste su,
u stvari, druga imena za operacije push i pop.

Sa druge strane, za implementaciju steka pomoéu nizova moze se is-
koristiti ¢injenica da se dodavanja i uklanjanja elemenata vrse samo na
vrhu steka. Zato moZemo koristiti samo jedan niz, izjednaciti dno steka
sa pocCetkom tog niza, a zatim uvecavati stek prema kraju tog niza. Ovaj
pristup je ilustrovan na slici 4.14 na kojoj je levo prikazan logicki izgled
jednog steka s i desno njegova realizacija pomocu niza a.

S
—D>| 10
oy
17
1 2 3 4 5 L) n
23 al2sli7[sfw] [ ---] |

Slika 4.14: Stek s predstavljen nizom a.

Kao $to je prikazano na slici 4.14, stek s od najvise n elemenata se
predstavlja nizom a duzine n. Steku se pristupa preko promenljive v ¢iji
sadrzaj ukazuje na vrh steka, odnosno na poziciju elementa niza koji je
poslednje dodat na stek. Elementi steka zauzimaju pozicije 1, ..., v u nizu
a, pri cemu je a; element na dnu steka i a, element na vrhu steka.

Ukoliko je v = 0, stek nema elemenata i onda se kaze da je stek prazan.
Ako se greskom uklanja element iz praznog steka, takva programska gre-
ska se naziva potkoracenje steka (engl. underflow). Ukoliko je v = n, stek
je pun. Ako se dodaje element na pun stek, dolazi do programske greske
prekoracenja steka (engl. overflow).

Tipi¢ne operacije za rad sa stekom, pored tri uobic¢ajene operacije kon-
struisanja (praznog) steka, dodavanje elementa na vrh steka i uklanjanje
elementa sa vrha steka, ukljucuju i upite da li je stek prazan ili pun ka-
ko bi se izbegle greske potkoracenja i prekoracenje steka. U nastavku je
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data jednostavna algoritamska implementacija ovih operacija nad stekom
predstavljenog jednim identifikuju¢im objektom s koji obuhvata promen-
ljivu v i niz a duZine n. Citaoci se mogu lako uveriti da se svi navedeni
algoritmi izvrSavaju za konstantno vreme.

Listing 4.8: Konstruisanje praznog steka

// Ulaz: stek s
// Izlaz: prazan stek s
algorithm stack-make(s)

return;
|

Listing 4.9: Ispitivanje da li je stek prazan

// Ulaz: stek s
// Izlaz: taclno ako je s prazan, inale netacno
algorithm stack-empty(s)

if (s.v == 0)
return true;
else

return false;
|

Listing 4.10: Ispitivanje da li je stek pun

// Ulaz: stek s
// Izlaz: tacno ako je s pun, inace netacno
algorithm stack-full(s)

if (s.v == n)
return true;
else

return false;
|
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Listing 4.11: Dodavanje novog elementa na stek

// Ulaz: novi element x, stek s
// Izlaz: stek s sa elementom x dodatim na vrh
algorithm push(x, s)

// Pretpostavlja se da stek nije pun
s.v=5.v + 1;
s.al[s.v] = x;

return;
I

Listing 4.12: Uklanjanje elementa iz steka

// Ulaz: stek s
// Izlaz: element x uklonjen sa vrha steka s
algorithm pop(s)

// Pretpostavlja se da stek nije prazan
X = s.a[s.v];

s.v =5s.v - 1;

return x;

4.5 Redovi za cekanje

Red za cekanje (engl. queue) je druga specijalna vrsta povezane liste
kod koje se elementi dodaju na jednom kraju liste i uklanjaju sa drugog
kraja liste. Mesto na kojem se elementi dodaju logicki predstavlja kraj
reda, a mesto odakle se elementi uklanjaju oznacava pocetak reda. Prema
tome, kada se novi element dodaje u red za cekanje, taj element se uvek
prikljucuje na kraj reda. Sa druge strane, kada se element uklanja iz reda
za Cekanje, izbacuje se uvek element na pocetku reda.

Intuitivni model za strukturu podataka reda za ¢ekanje je red ljudi koji
¢eka ispred, recimo, bioskopa da kupi karte, pri ¢emu ljudi na pocetku reda
odlaze iz reda posto kupe karte, a novi ljudi staju na kraj reda da cekaju.
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(U strukturi podataka reda za ¢ekanje nema ,padobranaca”) Ovaj nacin
rada sa redom za cekanje je ilustrovan na slici 4.15.

pocetak kraj
reda reda
uklanjanje elementa $ $ dodavanje elementa

Slika 4.15: Osnovne operacije sa elementima reda za cekanje.

Operacija dodavanja jednog elementa u red za ¢ekanje se tradicional-
no naziva enqueue. Primer efekta ove operacije dodavanja elementa a
redu za Cekanje g koji sadrzi elemente 10, 8,17, 23, tim redom od pocetka
do kraja, prikazan je na slici 4.16.

pocetak kraj pocetak kraj
reda reda reda reda

8

Slika 4.16: Operacija dodavanja elementa redu za cekanje.

q
el [0 s [l [ = |
0| 8| 17| =
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Sli¢no, operacija uklanjanja jednog elementa iz reda za cekanje se tra-
dicionalno naziva dequeue, a primer efekta ove operacije na red za ¢ekanje
g koji sadrzi elemente 10, 8,17,23, tim redom od pocetka do kraja, prika-
zan je na slici 4.17. Uklonjeni element iz reda g na toj slici se dodeljuje

promenljivoj x.

X

pocetak kraj pocetak kraj
reda reda reda reda

Vo
X = dequeue(q)q

Slika 4.17: Operacija uklanjanja elementa iz reda za cekanje.

q

ElIRE2E
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Kao i za stekove, sve implementacije liste se mogu iskoristiti i za redo-
ve za Cekanje. U programskom okruzenju sa pokazivackim tipom podata-
ka, implementacija reda za ¢ekanje je skoro identi¢na implementaciji liste.
Primetimo samo da se tu moze dodatno koristiti pokazivac na kraj liste ka-
ko bi operacija enqueue bila efikasnija. Na taj nacin naime, uvek kada se
dodaje novi element na kraj reda, ne mora se prolaziti kroz celu listu od
pocetka do kraja, nego se kraj liste moze direktno pozicionirati. Ostali
detalji realizacije osnovnih operacija nad redom za ¢ekanje pomocu liste
ostavljaju se ¢itaocima za vezbu (videti 14. zadatak na kraju poglavlja).

Z.adaci

1. Virtuelna inicijalizacija niza. Uobicajeni nacin za dodeljivanje date
vrednosti x svim elementima nekog niza a od n elemenata je:

algorithm array-assign(a, n, x)

for i =1 to n do
alil = x;

return a;

Ovaj algoritam ocigledno zahteva vreme O(n) za izvrSavanje i kon-
stantni memorijski prostor (pored prostora potrebnog za sam niz).
Jedna od dve osnovne operacije za rad sa pojedinim elementima ni-
za a sluZi za Citanje vrednosti i-tog elementa niza a:

algorithm array-get(a, i)

return al[i];

Druga osnovna operacija sluzi za upisivanje neke vrednosti x u i-ti
element niza a:

algorithm array-set(a, i, x)
alil = x;

return a;
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Obe osnovne operacije izvrsavaju se naravno za konstantno vreme.
U nekim primenama, medutim, linearno vreme za inicijalizaciju niza
je neprihvatljivo veliko, pa je potrebno ,virtuelno” inicijalizovati niz
za konstantno vreme. To je posebno znacajno u slucajevima kada se
tokom rada programa koristi zapravo samo mali deo nekog velikog
niza. Napisite algoritme array-assign, array-get i array-set koji
rade tacno ono §to treba, ali svaki od njih se izvrsava za konstantno
vreme. (Savet: Koristite dva dodatna niza veli¢ine #n, pri ¢emu jedan
od njih simulira stek.)

2. Pokazite da je ispravna sledeca verzija linearnog algoritma mcss koja
ima samo jednu petlju:

// Ulaz: niz a i njegov broj elemenata n
// Izlaz: maksimalna suma podniza M
algorithm mcss(a, n)

; // maksimalna suma podniza

=1 to n do
s =s + aljl;
if (s < 0) then
s =0;
else if (M < s) then
M=s;

for

return M;

3. Ako su date sledece liste naklonosti mladi¢a i devojaka, pronadite sva
moguca stabilna vezivanja. (Savet: Ima ih ta¢no pet.)

mladi¢i |1 2 3 4 5 devojke |1 2 3 4 5
X X Yy z U 0 x Y Z U V X
Y y z u v X y Z U v XY
V4 z u v ox y z u v X Y Z
u u v x y z u v X Y Z U
Vv v X Yy z U v XY z U Vv

4. Pokazite da se u algoritmu smp zaista izvrsava skoro n? iteracija u
nekim instancama problema stabilnih brakova. (Savet: Uzmite da je
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lista naklonosti svakog od n mladi¢a u obliku 1,2, ...,n — 1, n, uzmite
da je lista naklonosti svake od n devojaka u obliku n,n -1, ...,2,1, i
pretpostavite da se slobodni mladi¢i biraju kruznim redom 1,2, ..., n i
zatim opet od 1, kao da se nalaze u redu za ¢ekanje.)

5. Pokazite da je Gejl-Sejpli algoritam ,polno nefer” jer favorizuje mladi-
¢e (kao i da je suprotno tacno ukoliko mladici i devojke zamene uloge
tako $to devojke prose mladice i mladi¢i biraju bolje ponude). Spe-
cifino, navedite primer lista naklonosti mladi¢a i devojaka tako da
je dobijeno stabilno vezivanje najbolje moguce za mladice i najgore
moguce za devojke.

6. Koristec¢i strukture podataka iz ovog poglavlja, napisite detaljniji al-
goritam smp na pseudojeziku. Jos bolje, na svom omiljenom program-
skom jeziku napisite i testirajte pravi program za reSavanje problema
stabilnih brakova. (Savet: Koristite strukture podataka koje su spo-
menute kod analize vremena izvrSavanja algoritma smp.)

7. Implementacija liste pomocu nizova. Stariji programski jezici ne omo-
gucavaju direktan rad sa pokazivacima, pa se u programima na tim je-
zicima liste moraju predstaviti pomocu nizova i pokazivaci se moraju
simulirati pomocu indeksa elemenata nizova. U takvoj reprezentaciji
se ¢vorovi liste sa istim poljima predstavljaju pomoc¢u posebnog niza
za svako polje. Specifi¢no, jednostruko povezana lista se predstavlja
pomocu dva niza, a dvostruko povezana lista pomocu tri niza. Kod
dvostruko povezane liste na primer, jedan niz, recimo k, sadrzi vred-
nosti polja kljuca ¢vorova liste, a preostala dva niza, recimo s i p, si-
muliraju polja sa pokazivac¢ima na sledbenika i prethodnika. Drugim
recima, element na i-toj poziciji dvostruko povezane liste se grupno
predstavlja elementima tri niza k;, s; i p;. Pretpostavljajuci ovakvu re-
prezentaciju jednostruko i dvostruko povezane liste pomocu nizova,
opisite preciznije tipi¢ne operacije nad listom.

8. Napisite algoritam list-length(1) kojim se izra¢unava duzina liste
¢ pretpostavljajuci da su liste implementirane pomocu pokazivaca.
Analizirajte vreme izvrsavanja svog algoritma.

9. Napisite algoritam list-copy(11,12) kojim se konstruise lista ¢, ta-
ko da bude identi¢na kopija liste ¢y, a lista ¢; ostaje nepromenjena.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Pretpostavite da su liste implementirane pomocu pokazivaca i anali-
zirajte vreme izvrsavanja svog algoritma.

Napisite algoritam list-concat(11,12,13) kojim se spajaju (konka-
teniraju) dve liste ¢; i £, u trecu listu £3. Pretpostavite da su liste
implementirane pomo¢u pokazivaca i analizirajte vreme izvrsavanja
svog algoritma.

Napisite algoritam list-deldup (1) kojim se uklanjaju svi duplikati iz
liste €. Pretpostavite da su liste implementirane pomocu pokazivaca
i analizirajte vreme izvr$avanja svog algoritma.

Napisite algoritam dlist-insert(x,1,p) kojim se ¢vor x dodaje iza
¢vora p u dvostruko povezanu listu £. Pretpostavite da su liste imple-
mentirane pomocu pokazivaca i analizirajte vreme izvrsavanja svog
algoritma.

Jedan niz se moze iskoristiti za predstavljanje dva steka, jedan koji
raste udesno od pocetka niza i drugi koji raste ulevo od kraja niza. Im-
plementirajte operacije nad stekom koriste¢i ovu reprezentaciju dva
steka pomoc¢u jednog niza. Analizirajte vreme izvr§avanja tih opera-
cija.

Koriste¢i dvostruko povezanu listu za predstavljanje reda za cekanje,
napisite algoritme enqueue(q,x), dequeue(q) i queue-empty(q) ko-
jima se realizuju osnovne operacije nad redom za ¢ekanje. Za sve
algoritme odredite vreme njihovog izvrsavanja.

Pokazite da se red za cekanje moze realizovati pomocu dva steka, od-
nosno napisite algoritme enqueue (q, x), dequeue(q) i queue-empty(q)
koristeci jedino operacije push, pop i stack-empty nad dva steka koji
predstavljaju jedan red za cekanje. Analizirajte vreme izvr$avanja tih
operacija nad redom za cekanje.

Pokazite da se stek moze realizovati pomocu dva reda za ¢ekanje, od-
nosno napisite algoritme push(x,s), pop(s) i stack-empty(s) kori-
ste¢i jedino operacije enqueue, dequeue i queue-empty nad dva reda
za Cekanje koji predstavljaju jedan stek. Analizirajte vreme izvrsava-
nja tih operacija nad stekom.
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17. Skup. Struktura podataka koja se naziva skup obuhvata konac¢nu ko-
lekciju elemenata (ili ¢lanova) istog tipa. Dve konceptualne osobine
skupa su da su svi njegovi elementi medusobno razliciti i da ne po-
stoji nikakva relacija uredenosti medu elementima skupa. Jedan lak
nacin za predstavljanje skupa je pomoc¢u povezane liste njegovih ele-
menata. Na primer, na slici 4.18 je prikazan skup S = {xq,x, ..., x,,}
predstavljen povezanom listom s.

S

[ e R

Slika 4.18: Skup S = {xq,x,, ... ,x,} predstavljen listom s.

Tipi¢ne skupovne operacije su dodavanje datog elementa skupu, ukla-
njanje datog elementa iz skupa i provera da li dati element pripada
skupu.

(a) Pretpostavljajuci da je skup predstavljen listom svojih elemena-
ta, napisite algoritme set-insert(x,s), set-delete(x,s) i set-
member(x,s) kojima se realizuju prethodne skupovne operacije.
Za sve algoritme odredite vreme njihovog izvrsavanja.

(b) Ako se elementi skupa mogu medusobno uporedivati, druga mo-
gucnost za predstavljanje skupa pomocu liste je da se skupovni
elementi u listi smestaju u rastucem redosledu. Ponovite prethod-
ni zadatak pretpostavljajuci ovakvu implementaciju skupa pomo-
¢u sortirane liste njegovih elemenata.

18. Napisite algoritme za operacije unije i preseka dva skupa pretposta-
vljajuéi implementaciju skupova pomocu (a) nesortiranih listi i (b) sor-
tiranih listi.
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Rekurzivni algoritmi

kog problema sastoji se u tome da se dati problem najpre podeli u

nekoliko manjih sli¢nih potproblema, zatim se nezavisno resava
svaki od tih potproblema i, na kraju, kombinovanjem njihovih resenja se
dolazi do resenja polaznog problema. Posto su manji potproblemi sli¢ni
polaznom problemu, njihova resenja se mogu dobiti ponovnom (rekurziv-
nom) primenom istog postupka.

@ PSTI pristup u rekurzivnom algoritmu radi nalazenja resenja ne-

Naravno, ovaj postupak deljenja u sve manje potprobleme se mora
zavrsiti posle kona¢no mnogo koraka, jer bi inace rekurzivni algoritam
bez prestanka izvodio samo deljenja potproblema i ne bi dosao do resenja.
Ova greska beskona¢nog deljenja potproblema kod rekurzivnih algorita-
ma je slicna gresci beskonacnih petlji kod obi¢nih, iterativnih algorita-
ma. Zbog toga se zavrSetak postupka deljenja u manje potprobleme mora
obezbediti u trenutku kada se dobiju trivijalni potproblemi ¢ija se resSenja
mogu neposredno dobiti bez daljeg deljenja.

Rekurzivni nacin resavanja problema u programiranju je vrlo vazan i
efikasan metod za reSavanje slozenih problema. Takvi problemi se cesto
mogu mnogo prirodnije i jednostavnije resiti primenom rekurzije nego
klasi¢nim, iterativnim putem. Posto rekurzivno reSavanje problema za-
hteva drugaciji pristup u nacinu programiranja, u ovom poglavlju ¢emo
ilustrovati osnovne principe ,rekurzivnog razmisljanja” kroz brojne re-
prezentativne primere. Pored toga, analiza rekurzivnih algoritama se ne
sastoji od pukog prebrojavanja jedini¢nih instrukcija, nego se zasniva na
reSavanju tzv. rekurentnih jednacina. O tome ¢e takode biti rec¢i u ovom
poglavlju.

111
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5.1 [Iterativni i rekurzivni algoritmi

Rekurzivni metod je alternativni oblik programske kontrole u odnosu
na petlje (cikluse), ali se takode sastoji od ponavljanja nekog istog po-
stupka. Kada se u iterativnom algoritmu koristi petlja, postupak koji se
ponavlja navodi se u formi tela petlje, a broj ponavljanja tela petlje kon-
trolise se uslovom prekida (nastavka) petlje. Kod rekurzivnih algoritama,
postupak koji se ponavlja je sam algoritam koji sam sebe poziva radi vi-
Sestrukog izvrsavanja. Broj ponavljanja tog postupka kontrolise se na-
redbom grananja u rekurzivnom algoritmu kojom se odreduje da li isti
algoritam treba pozvati ili ne. U sustini dakle, rekurzivni i iterativni algo-
ritmi predstavljaju razli¢ite zapise za opis viSestrukog ponavljanja jednog
istog postupka.

Mozda nije ocigledno, ali je ¢injenica da svaki problem koji se moze
resiti rekurzivno moze se resiti i iterativno, kao i obrnuto. Obratite ipak
paznju na to da postupak koji se ponavlja u rekurzivnom i iterativnom
algoritmu za isti problem ne mora biti identican.

Razmotrimo, na primer, izraCunavanje stepena x", gde je x neki rea-
lan broj razli¢it od nule i n ceo broj ve¢i ili jednak nuli. Iterativni nacin za
reSenje ovog problema sastoji se od uzastopnog mnozenja broja x sa par-
cijalno izra¢unatim stepenima x'zai=0,1,..,n—-1. Iterativni algoritam
power u listingu 5.1 koristi for petlju radi realizacije ovog postupka.

Listing 5.1: Iterativno izraCunavanje stepena

// Ulaz: realan broj x, ceo broj n>0
// Izlaz: broj x"
algorithm power(x, n)

y =1;

for i =1 to n do
y =Xx*y;

return vy;

I
Pored ovog klasi¢nog iterativnog nacina, za izracunavanje stepena se

moZe primeniti drugaciji, rekurzivni pristup ukoliko se uoé¢i da je x* = 1
za stepenn = 0ix" = x-x""! za stepen n ve¢i od nule. Drugim re¢ima, ako
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je stepen n = 0, rezultat je uvek 1, dok se za stepen n > 0 rezultat dobija
mnozenjem broja x sa (n — 1)-im stepenom broja x. Rekurzivni algoritam
power u listingu 5.2 koristi ovaj na¢in za izracunavanje n-tog stepena broja
X.

Listing 5.2: Rekurzivno izraCunavanje stepena

// Ulaz: realan broj x, ceo broj n>0
// Izlaz: broj x"
algorithm power(x, n)

if (n == 0) then
return 1;
else

return x * power(x,n-1);
|

Obratite paznju u listingu 5.2 na to da, za izracunavanje n-tog stepena
broja x, rekurzivni algoritam power u drugoj naredbi return poziva sam
sebe radi izracunavanja (n — 1)-og stepena broja x. Metodoloski receno,
problem izracunavanja n-tog stepena nekog broja se deli u samo jedan
manji potproblem izracunavanja (n — 1)-og stepena istog broja, a zatim se
rezultat manjeg potproblema kombinuje mnozZenjem sa tim brojem radi
dobijanja resenja polaznog problema.

Rekurzivni algoritam je algoritam koji poziva sam sebe, bilo direktno
ili indirektno. Algoritam direktno poziva sam sebe (kao recimo power u
listingu 5.2) ukoliko se u njegovoj definiciji nalazi poziv samog algoritma
koji se definiSe. Algoritam indirektno poziva sebe ukoliko se u njegovoj
definiciji nalazi poziv drugog algoritma koji sa svoje strane poziva polazni
algoritam koji se definise (bilo direktno ili indirektno).

Mehanizam pozivanja rekurzivnih algoritama se ne razlikuje od stan-
dardnog mehanizma za obi¢ne algoritme: argumenti u pozivu algoritma
se najpre dodeljuju parametrima algoritma kao pocetne vrednosti i zatim
se izvrSava telo pozvanog algoritma. Medutim, ovde je vazno primetiti da
poziv rekurzivnog algoritma generise lanac poziva istog algoritma za re-
Savanje niza prostijih zadataka sve dok se ne dode do najprostijeg zadatka
Cije je resenje ocigledno. Tada se lanac rekurzivnih poziva prekida i zapo-
ceti pozivi se zavrsavaju jedan za drugim u obrnutom redosledu njihovog
pozivanja, odnosno sloZenosti zadataka koje resavaju (od najprostijeg za-
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datka ka sloZenijim zadacima). Na taj nacin se na kraju dobija resenje
najslozenijeg polaznog zadatka.

Na primer, na slici 5.1 je ilustrovano izvrsavanje naredbe poziva po-
wer(1.5,3) kojom se rekurzivni algoritam power u listingu 5.2 poziva radi
izratunavanja stepena 1.5° = 3.75.

N TN TN

power(1.5,3) power(1.5,2) power(1.5,1) power(1.5,0)

return 1.5*power(1.5,2) return 1.5*power(1.5,1) return 1.5*power(1.5,0) return 1
——

S S
375 N 225 K 15 N 1

Slika 5.1: Lanac rekurzivnih poziva generisan pozivom power(1.5,3).

Na slici 5.1 gornje strelice pokazuju da poziv power(1.5,3) najpre pro-
izvodi drugi poziv power(1.5,2); ovaj drugi poziv zatim proizvodi treci
poziv power(1.5,1); i na kraju, tre¢i poziv dovodi do poslednjeg poziva
power(1.5,0). U ovom lancu jedan poziv dovodi do drugog poziva jer je
u svim slucajevima argument poziva za stepen razli¢it od nule. Zato se
u telu algoritma power izvrsava deo else naredbe if, odnosno naredba
return u kojoj se argument za broj x mnozi sa odgovaraju¢im rezultatom
poziva algoritma. Tek u poslednjem pozivu je argument za stepen jed-
nak nuli, pa se izvrsavanjem dela then naredbe if kao rezultat dobija broj
1. Nakon toga se lanac rekurzivnih poziva ,odmotava” u obrnutom sme-
ru, kako to pokazuju donje strelice na slici 5.1. Pri tome se izvrsavanje
aktuelnog poziva sastoji od mnozenja rezultata odgovarajuceg zavrsenog
poziva sa vredno$cu parametra x i dobijena vrednost se kao rezultat vraca
prethodnom pozivu.

Generalno, rekurzivni algoritmi resavaju neki zadatak svodenjem tog
zadatka na slican prostiji zadatak (ili vise njih). Na primer, u algoritmu
power se problem izracunavanja n-tog stepena nekog broja resava svode-
njem na problem izra¢unavanja (n — 1)-og stepena istog broja, koji je pro-
stiji u smislu da je stepen broja koji se izracunava za jedan manji. Prostiji
zadatak se zatim reSava rekurzivnim pozivom algoritma koji se definise.
To sa svoje strane dovodi do svodenja tog prostijeg zadatka na jo$ prostiji
zadatak, a ovaj se onda opet resava rekurzivnim pozivom. Na primer, u
rekurzivnom algoritmu power se problem izracunavanja (n—1)-og stepena
broja svodi na problem izracunavanja (n — 2)-og stepena istog broja.
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Ovaj postupak uproscavanja polaznog zadatka se i dalje sli¢no nasta-
vlja, pa bi se bez ikakve kontrole dobio beskonacan lanac poziva istog
algoritma, $to je programska greska slicna beskonacnoj petlji. Da bi se
lanac rekurzivnih poziva prekinuo na kraju, u svakom rekurzivnom algo-
ritmu mora se nalaziti bazni slucaj za najprostiji zadatak Cije je reSenje
unapred poznato i koje se ne dobija daljim rekurzivnim pozivima. To je
u rekurzivnom algoritmu power sluc¢aj kada je stepen n = 0, jer se onda
rezultat 1 neposredno dobija bez daljeg rekurzivnog resavanja.

Radi boljeg razumevanja ovih osnovnih elemenata rekurzivne tehnike
programiranja, u nastavku poglavlja se pokazuju jos neki primeri rekur-
zivnih algoritama.

Primer: rekurzivni Euklidov algoritam

U odeljku 3.2 na strani 63 pokazali smo efikasan Euklidov iterativni al-
goritam za izracunavanje najveceg zajednickog delioca dva pozitivna cela
broja x iy, u oznaci nzd(x, y). Podsetimo se da se taj iterativni algoritam
zasniva na €injenici da je nzd(x, y) = nzd(y, x%y) za x > y. Ista ¢injenica
se moze iskoristiti i za (efikasan) rekurzivni algoritam za izracunavanje
nzd(x, y) ukoliko to izra¢unavanje podelimo u dva slucaja:

« bazni slucaj: ako je x %y = 0, onda je ocigledno nzd(x, y) = y;
« opsti slucaj: ako je x %y # 0, onda je nzd(x,y) = nzd(y, x%y).
Prema tome, nzd(x, y) se moze rekurzivno definisati na slede¢i nacin:
Y, akojex%y =0

nzd(x,vy) =
ty) nzd(y,x %y), akojex%y#0.

Na osnovu ove rekurzivne definicije moze se lako napisati rekurzivni Eu-
klidov algoritam za izra¢unavanje nzd(x, y) koji je prikazan u listingu5.3.

Listing 5.3: Rekurzivni Euklidov algoritam

// Ulaz: celi brojevi x i y takvi da x>y >0
// Izlaz: nzd(x,y)
algorithm euclid(x, vy)

if (x %y == 0) then // bazni slucaj
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return vy;
else // opsSti slucaj

return euclid(y,x % y);
|

Primetimo u ovom algoritmu da su u drugoj naredbi return u rekur-
zivnom pozivu nzd(y, x % y) oba argumenta manja od polaznih brojeva x i
y. To znaci da se tim pozivom zaista reSava prostiji zadatak izracunavanja
najveceg zajednickog delioca za par manjih brojeva. Ostatak pri celobroj-
nom deljenju u lancu rekurzivnih poziva se dakle stalno smanjuje i zato
u jednom trenutku mora biti nula. Tada ¢e se lanac prekinuti, jer se onda
rezultat neposredno dobija kao vrednost drugog argumenta poslednjeg
poziva u lancu.

Primer: Fibonacijev niz brojeva

Fibonacijev niz brojeva ima brojne primene u umetnosti, matematici
i racunarstvu. Pocetno su data prva dva broja tog niza, kojasu1lil, a
svaki slede¢i broj u nizu se zatim dobija kao zbir prethodna dva broja
niza. Tako, tre¢i broj niza je zbir drugog i prvog, odnosno 1 +1 = 2;
cetvrti broj niza je zbir treceg i drugog, odnosno 2+1 = 3; peti broj niza je
zbir Cetvrtog i tre¢eg, odnosno 3 +2 = 5, i tako dalje. Prema tome, pocetni
deo Fibonacijevog niza brojeva je:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, 89, ...

Za izracunavanje n-tog broja Fibonacijevog niza moze se poceti od pr-
va dva broja tog niza i zatim primeniti iterativni postupak u kojem se u
svakom koraku redom izra¢unava naredni broj u nizu dok se ne dobije tra-
zeni n-ti broj. U listingu 5.4 je predstavljen iterativni algoritam u kojem se
koriste tri promenljive koje u svakom koraku osim pocetnog sadrze pret-
hodna dva broja niza (promenljive x i y) i naredni broj niza (promenljiva

z).

Listing 5.4: Iterativno izracunavanje n-tog broja Fibonacijevog niza

// Ulaz: n=>1
// Izlaz: n-ti broj Fibonacijevog niza
algorithm fib(n)
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x=1 y=1;, z =1;
for i = 3 to n do

Z=X+Y;

X =Y,

y = z;
return z;

Ako brojeve Fibonacijevog niza oznac¢imo sa f1, f5, f3, .., onda je re-
kurzivna definicija za n-ti broj Fibonacijevog niza o¢igledno izrazena sle-
de¢im jednakostima:

f1 = 1, f2 = 1
fn :fn—l +fn_2, n>2.

Drugim rec¢ima, prva dva broja f1 i f, su jednaki 1, a n-ti broj zan > 2
jednak je zbiru prethodna dva, (1 — 1)-og i (n — 2)-og, broja Fibonacijevog
niza. Ukoliko se iskoristi ova rekurzivna definicija, moze se lako napisati
rekurzivni algoritam za izracunavanje n-tog broja Fibonacijevog niza koji
je prikazan u listingu 5.5.

Listing 5.5: Rekurzivno izracunavanje n-tog broja Fibonacijevog niza

// Ulaz: n=>1
// Izlaz: n-ti broj Fibonacijevog niza
algorithm fib(n)

if (n <= 2) then // bazni slucaj
return 1;

else // opsti slucaj
return fib(n-1) + fib(n-2);

Primetimo u ovom algoritmu da se zadatak izracunavanja n-tog broja
Fibonacijevog niza svodi na dva sli¢na prostija zadatka: izra¢unavanje (n—
1)-og i (n—2)-og broja Fibonacijevog niza. Zato se pomocu dva rekurzivna
poziva fib(n-1) i fib(n-2) izra¢unavaju vrednosti (n — 1)-og i (n — 2)-og
broja Fibonacijevog niza, a njihov zbir se kao rezultat vraca za n-ti broj
Fibonacijevog niza.
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Primer: Hanojske kule

Problem Hanojskih kula je jednostavna igra u kojoj su na pocetku n
diskova razlicite velicine poredani na jednom od tri stuba u opadaju¢em
redosledu svoje veli¢ine od podnozja tog stuba ka vrhu. Na slici 5.2 je pri-
kazana pocetna konfiguracija ove igre za n = 5 diskova ukoliko zamislimo
da su tri stuba trougaono rasporedeni.

C B

Slika 5.2: Pocetna konfiguracija za pet diskova u igri Hanojske kule.

Cilj igre je da se svi diskovi premeste sa pocetnog stuba na drugi stub
koristeci trec¢i stub kao pomo¢ni. Pri tome, samo disk sa vrha jednog stu-
ba se moze premestiti na vrh drugog stuba i nikad se vec¢i disk ne sme
postaviti iznad manjeg diska.

Preciznije receno, igra Hanojskih kula se sastoji od tri stuba A, B i
C, kao i od n diskova razlicite veli¢ine pre¢nika d; < d, < --- < d,,. Svi
diskovi su pocetno poredani na stubu A u opadajucem redosledu svoje
veli¢ine od podnozja stuba A, odnosno disk najveceg precnika d,, se nalazi
na dnu i disk najmanjeg precnika d; se nalazi na vrhu stuba A. Cilj igre je
premestiti sve diskove na stub C koriste¢i stub B kao pomo¢ni i postujuci
dva pravila:

« Samo se disk sa vrha jednog stuba moze premestiti na vrh drugog

stuba.

« Nikad se vec¢i disk ne moze nalaziti iznad manjeg diska.

Primetimo da ova pravila impliciraju da se samo po jedan disk moze
premestati, kao i da se svi diskovi u svakom trenutku moraju nalaziti samo
na stubovima.
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Bez mnogo objasnjenja navodimo resenje igre koje se dobija iterativ-
nim postupkom korak po korak: u svakom neparnom koraku, premestiti
najmanji disk na naredni disk u smeru kretanja kazaljke na satu; u svakom
parnom koraku, legalno premestiti jedini moguc¢i disk koji nije najmanji.
Ovaj postupak je ispravan, kao sto se u to pazljivi ¢itaoci mogu sami uve-
riti, ali je tesko razumeti zasto je to tako i jos je teze do¢i do njega.

Igra Hanojskih kula je primer problema cije se resenje mnogo lakse i
prirodnije dobija rekurzivnim postupkom. Zadatak premestanja n disko-
va sa stuba A na stub C koriste¢i B kao pomo¢ni stub moZemo svesti na
dva sli¢na prostija zadatka premestanja (n — 1)-og diska. Prvi zadatak je
premestanje n — 1 najmanjih diskova sa stuba A na stub B koriste¢i C kao
pomoc¢ni stub. Drugi zadatak je premestanje n — 1 najmanjih diskova sa
stuba B na stub C koriste¢i A kao pomoc¢ni disk. (Ovo su prostiji zada-
ci u smislu da se resava slican problem za manji broj diskova.) Polazni
problem za n diskova onda mozemo resiti rekurzivnim postupkom koji se
sastoji od tri koraka:

1. Primenjujuci rekurzivni postupak za resenje prvog zadatka, najpre
premestamo 7 — 1 najmanjih diskova sa stuba A na stub B koriste¢i
stub C kao pomo¢ni.

2. Na taj nacin nam ostaje samo najveci disk na stubu A. Zatim pre-
mestamo taj najveci disk sa stuba A na slobodni stub C.

3. Na kraju, primenjujuci isti rekurzivni postupak za resenje drugog
zadatka, svih n — 1 najmanjih diskova koji se nalaze na stubu B pre-
mestamo na stub C koristeci stub A kao pomo¢ni.

Ovaj rekurzivni postupak je ilustrovan na slici 5.3. Na toj slici su pri-
kazani rezultati prethodna tri koraka od pocetne konfiguracije za n = 5
diskova.

Obratite paznju na to koliko je rekurzivno resenje problema Hanoj-
skih kula konceptualno jednostavnije za razumevanje. Mozda jo$ vaznije,
verovatno su i sami ¢itaoci relativno lako dosli do njega. Ova jednostav-
nost rekurzivnog postupka je prevashodno ono sto ¢ini rekurzivnu tehni-
ku vaznom, mada su u mnogim slucajevima dobijeni rekurzivni algoritmi
i efikasniji od klasi¢nih.

Pretpostavimo da na raspolaganju imamo algoritam move (x,y) kojim
se jedan disk na vrhu stuba x premesta na vrh diskova na stubu y. Ovaj
algoritam je trivijalan, ali ga ne navodimo jer njegova implementacija ve-
oma zavisi od konkretnog programskog jezika. U listingu 5.6 je prikazan
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|
A \ 1. korak _F_
C B C B
_;_ 2. korak _A
C B C B
_A 3. korak _A
/\
C B C B

Slika 5.3: Rekurzivno resenje igre Hanojskih kula.

jednostavan rekurzivni algoritmom kojim se odreduje niz poteza za pre-
mestanje n diskova sa stuba A na stub C koriste¢i B kao pomo¢ni stub.!

Listing 5.6: Hanojske kule

// Ulaz:

n>1, pocetni, pomoéni i ciljni stub

// Izlaz: niz poteza za n diskova problema Hanojskih kula

algorithm toh(n, a, b, c)

if (n == 1) then // bazni slucaj

Tme algoritma toh je skracenica od engleskog naziva za igru Hanojskih kula: the

Towers of Hanoi.
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move(a,cC);
else // opsti sludaj
toh(n-1,a,c,b);
move(a,C);
toh(n-1,b,a,c);

return;

5.2 Analiza rekurzivnih algoritama

U poglavlju 3 je pokazano kako se analiziraju iterativni algoritmi i
moze se zakljuciti da se to svodi, u sustini, na prebrojavanje jedini¢nih
instrukcija koje se izvode za vreme izvr$avanja takvih algoritama. Kod
rekurzivnih algoritama je dinamika njihovog izvrsavanja sloZenija i pu-
ko prebrojavanje jedini¢nih instrukcija moze biti prilicno komplikovano.
Zbog toga se vreme izvrsavanja rekurzivnih algoritama odreduje na dru-
gaciji nacin i predstavlja se u obliku rekurentnih jednacina. Te jednacine
opisuju ukupno vreme izvrsavanja rekurzivnog algoritma za ulaz veli¢ine
1 na osnovu vremena izvrsavanja istog algoritma za ulaze veli¢ine manje
od n. Posto za reSavanje rekurentnih jednacina postoji razvijen matema-
ticki aparat, time se na relativno lak nacin mogu dobiti i ocene performan-
si rekurzivnih algoritama.

Radi ilustracije, razmotrimo algoritam toh iz prethodnog odeljka za
re$avanje problema Hanojskih kula. Neka je T(n) njegovo vreme izvrsa-
vanja za n diskova. (Citaoci bi do sada trebalo da prepoznaju da je veli¢ina
ulaza za ovaj problem odredena brojem diskova.) Nije se tesko ubediti da
se algoritam move u svakoj konkretnoj realizaciji izvrsava za konstantno
vreme, pa ga radi jednostavnosti mozemo smatrati jedinicnom instrukci-
jom. Kako se u algoritmu toh za n = 1 izvrSava samo algoritam move, to
je T(1) = 1. Zan > 1 se u algoritmu toh izvr$avaju dva rekurzivna pozi-
va istog algoritma za n — 1 disk, kao i algoritam move, pa je u tom slucaju
ukupno vreme T(n) = 2T(n—1)+1. Vreme izvrsavanja algoritma toh moze
se dakle krace zapisati u obliku jednacine:

1, akojen =1
2T(n-1)+1, akojen>1.
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Ovo je primer rekurentne jednacine u kojoj se vrednost funkcije T(n)
defini$e tako $to se navodi pocetni uslov za odredenu vrednost argumenta
n, a za druge vrednosti argumenta n se T(n) definiSe na osnovu vredno-
sti iste funkcije kada je argument manji od n. Na primer, u konkretnom
slucaju rekurentne jednacine (5.1) za vreme izvrsavanja algoritma toh, po-
Cetni uslov je T(1) = 1, dok se T(n) za n > 1 predstavlja izrazom u kojem
ucestvuje vrednost za T(n — 1).

Resavanje rekurentne jednacine u opstem slucaju sastoji se u odredi-
vanju zatvorenog izraza za T(n) u funkcijskom obliku samo od argumenta
n, bez ijednog pojavljivanja vrednosti T(m) za neko m < n. Jedan nacin
za dobijanje reSenja neke rekurentne jednacine je primena tzv. postupka
visestruke zamene u kojem se sukcesivno zamenjuje opsti izraz za T(n)
umesto vrednosti T(m) za neko m < n na desnoj strani rekurentne jed-
nacine, sve dok se ne eliminiSu sve takve vrednosti i ne dobije pocetni
uslov.

Na primer, ako se ovaj postupak primeni na rekurentnu jednacinu (5.1)
za vreme izvrsavanja algoritma toh, onda opsti izraz za T(n) treba zameniti
umesto T(n — 1), T(n — 2), ..., T(2) na desnoj strani rekurentne jednacine
(5.1) za n > 1. Na kraju treba zameniti pocetni uslov T(1) i pojednostaviti
rezultujuéu formulu. Na taj nacin se dobija sledece resenje za T(n):

Tn)=2-Tn-1)+1
=2-(2T(n-2)+1)+1=22-T(n-2)+2+1
=22 (2T(n=-3)+1)+2+1=23-T(n-3)+22+2+1

=2 T(1) +2" 2+ - +22 42+ 1
n71_1

=2.2n"1_1
2-1

n-2 ) 2
=214 ) 20 =2y
i=0

=2"-1.

Primetimo da reSenje T(n) = 2" — 1 predstavlja zapravo broj poteza u re-
Senju problema Hanojskih kula za n diskova, odnosno broj izvrsavanja
algoritma move. To je posledica Cinjenice $to jedno izvrsavanje algoritma
move predstavlja upravo jedan potez u resenju.

Da bismo bolje uvezbali rekurzivni nacin resavanja problema i analizu
odgovarajucih rekurzivnih algoritama, u nastavku se pokazuju jos neki
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primeri rekurzivne tehnike.

Primer: sortiranje objedinjavanjem (merge-sort)

Mada smo problem sortiranja definisali za nizove brojeva, algoritam
za njegovo resavanje o kome govorimo u ovom odeljku se najbolje moze
objasniti preko liste brojeva. Ne postoje sustinske prepreke za primenu
tog algoritma na nizove, nego je samo lakse opisati i razumeti algoritam na
apstraktnijem nivou liste brojeva. Naime, u slucaju nizova bismo morali
da nepotrebno posvetimo vecu paznju nevaznim detaljima manipulisanja
indeksima nizova, Sto nije slucaj kod listi.

Postupak sortiranja neuredene (jednostruko povezane) liste brojeva,
koji se popularno naziva sortiranje objedinjavanjem (engl. merge-sort), za-
sniva se na sledeca tri glavna koraka:

1. Najpre se data lista ¢ od n brojeva deli na dve polovine, odnosno u
dve manje liste ¢; i ¢, od otprilike n/2 elemenata u svakoj.

2. Zatim se rekurzivno sortiraju ove dve manje liste ¢; i £, posebno.

3. Na kraju se dve sortirane manje liste dobijene u drugom koraku
objedinjuju u sortiranu celu listu.

Opsirniji prikaz detalja ovog postupka je dat u nastavku. Pre svega,
da bismo u prvom koraku datu listu ¢ podelili u dve polovine — liste ¢; i
{,, redom se uklanja glava date liste i dodaje se naizmeni¢no na pocetak
prve ili druge liste. Ako se iskoristi operacije za rad sa listom iz odeljka
4.3, realizacija ovog postupka na pseudojeziku je prikazana u listingu 5.7.

Listing 5.7: Podela liste u dve polovine

// Ulaz: lista ¢
// Izlaz: liste {; i {, od naizmeniénih elemenata liste ¢
algorithm list-split(l, 11, 12)

list-make(11l); list-make(12);
d = true; // dodavanja prvoj ili drugoj listi

while (1 '= null) do
x =1; // uklanjanje glave ¢
1 = list-delete(null,l);
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if (d) then // dodavanje glave ¢ na pocletak ¢
11 list-insert(x,null,11);

else // dodavanje glave ¢ na pocetak &,
12 list-insert(x,null,12);

d = !d;

return 11, 12;
|

Objediniti dve sortirane liste u trecem koraku sortiranja objedinjava-
njem znaci proizvesti jedinstvenu sortiranu listu koja sadrzi sve elemen-
te date dve sortirane liste. Na primer, ako su date dve sortirane liste
(1,2,3,7,8) 1 (1,2,6,9), jedinstvena sortirana lista dobijena njihovim ob-
jedinjavanjem je (1, 1, 2, 2, 3, 6, 7, 8, 9). Obratite paznju na to da se kod
objedinjavanja dve liste uvek podrazumeva da su one ve¢ sortirane.

Jednostavan postupak za objedinjavanje dve sortirane liste jeste da
se obe liste paralelno ispituju redom od pocetka do kraja. Pri tome se u
svakom koraku uporeduju glave dve liste, bira se manji element od njih
(ili bilo koji ako su oba elementa jednaka) za naredni element objedinjene
liste i, na kraju, uklanja se izabrani element iz njegove liste. Realizacija
ovog postupka na pseudojeziku je prikazana u listingu 5.8.

Listing 5.8: Objedinjavanje dve sortirane liste

// Ulaz: sortirane liste ¢; i ¢,
// Izlaz: sortirana lista ¢ formirana objedinjavanjem ¢; i &,
algorithm list-merge(l11, 12, 1)

1 = null; // glava liste ¢

r=null; // rep liste ¢

while ((11 != null) && (12 !'= null)) do
if (11.klju¢ <= 12.kljuc) then

x = 11;

11 = list-delete(null, 11);
else

x = 12;

12 = list-delete(null,h12);
1 = list-insert(x,r,1);
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r = x;
while (11 != null) do
x = 11;

11 = list-delete(null,11);

1 = list-insert(x,r,1);
r=x;

while (12 !'= null) do
x = 12;

12 = list-delete(null,12);

1 = list-insert(x,r,1);
r=x;
return 1;

Kompletan algoritam za postupak sortiranja objedinjavanjem na pse-
udojeziku je prikazan u listingu 5.9. U njemu se koriste prethodna dva
algoritma za prvi i tre¢i korak tog postupka, dok se sortiranje manjih lista
brojeva u drugom koraku izvodi pomocu dva rekurzivna poziva.

Listing 5.9: Sortiranje objedinjavanjem (merge-sort)

// Ulaz: neuredena lista ¢
// Izlaz: sortirana lista ¢
algorithm merge-sort(1l)

if (l.sled != null) then // { ima viSe od jednog elementa
11, 12 = list-split(1,11,12);
11 = merge-sort(ll);
12 = merge-sort(12);
1 = list-merge(11,12,1);

return 1;
|

Pokazimo kako radi ovaj algoritam merge-sort na jednom primeru
liste jednocifrenih brojeva (8,6,9,2,2,1,1,7,3). Radi kraceg zapisa, da bi-
smo oznacili liste u ovom primeru, izostavljamo zagrade i zapete izmedu
cifara. Prema tome, ulazna lista u ovom primeru je £ = 869221173. Ova
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lista se najpre algoritmom list-split deli u dve liste £ i £,. Ove liste se
sastoje od svakog drugog elementa polazne liste, odnosno prva lista sadr-
Zi neparne, a druga parne elemente polazne liste. Konkretno, ¢; = 89213 i
t, = 6217. Zatim se ove manje liste rekurzivno sortiraju istim algoritmom,
Sto kao rezultat daje liste £ = 123891 ¢, = 1267. Na kraju, algoritam list-
merge proizvodi objedinjenu sortiranu listu £ = 112236789.

Nema, naravno, nista magi¢nog kod sortiranja dve manje liste, ve¢ se
to dobija sistematicnom primenom rekurzivnog algoritma. Naime, algo-
ritmom merge-sort se najpre deli ulazna lista na dve manje liste, a zatim
se nastavlja ovo rekurzivno deljenje manjih lista sve dok se ne dobije to
da svaka lista ima po jedan element. Na slici 5.4(a) je prikazano ovo rekur-
zivno deljenje listi iz primera. Zatim se dobijene manje liste objedinjuju
u parovima, iduci odozdo uz stablo, dok se cela lista ne dobije sortirana.
Ovaj proces je prikazan na slici 5.4(b). Medutim, vredno je uociti da je ovo
deljenje i objedinjavanje manjih listi isprepletano, tj. sva objedinjavanja
ne slede iza svih deljenja. Na primer, za manju listu ¢; = 89213 se izvrsa-
vaju sva deljenja i objedinjavanja pre nego $to se bilo sta uradi sa drugom
manjom listom ¢, = 6217.

869221173 112236789
89213 6217 12389 1267
7\ /N /N /N

823 91 61 27 238 19 16 27
/NN SN N /NN NN
83 2 9 1 6 1 2 7 38 29 1 6 1 2 7
/\ /\
8 3 8 3
(a) deljenje (b) objedinjavanje

Slika 5.4: Rekurzivno deljenje i objedinjavanje listi kod sortiranja objedi-
njavanjem.

Analiza algoritma merge-sort. Neka je T(n) vreme izvr$avanja algo-
ritma merge-sort za ulaznu listu ¢ od n elemenata. Na osnovu logike
tog algoritma mozemo zakljuciti da vreme njegovog izvrsavanja zavisi od
dva slucaja: kada ulazna lista ima jedan element (n = 1) i kada ima vise
od jednog elementa (n > 1).
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Ako je n = 1, u algoritmu merge-sort se izvrsava konstantan broj
instrukcija za proveravanje uslova u naredbi if i izvrsavanje naredbe re-
turn. Ukoliko se u ovom slucaju pojednostavi analiza zanemarivanjem
tacnog broja tih jedini¢nih instrukcija, pod pretpostavkom da se sve one
zbirno izvrsavaju za konstantno vreme c;, dobija se da je T(1) = ¢;.

Ako je n > 1, u algoritmu merge-sort se izvrsava deo then naredbe
if, odnosno izvrsavaju se algoritmi list-split i list-merge i dva rekur-
zivna poziva samog algoritma merge-sort za sortiranje dve manje liste od
otprilike 7/2 elemenata. Nije se tesko uveriti, $to se ostavlja ¢itaocima da
provere, da je vreme izvr$avanja oba algoritma list-split i list-merge
proporcionalno duzini ulazne liste n. Prema tome, ako su faktori te pro-
porcionalnosti konstante ¢, i c3, onda su njihova vremena izvrsavanja c,n
icgn.

Na osnovu dosadasnje analize moze se dakle zakljuciti da je rekurent-
na jednacina za T(n) data izrazom:

1, akojen=1
T(n) =
2T(n/2) + con + czn, akojen >1.

U ovoj jednacCini tacne vrednosti konstanti ¢y, ¢, i c3 nisu bitne, jer nas
interesuje asimptotsko vreme izvrSavanja u najgorem slucaju. Zbog toga
mozemo pretpostaviti da su one sve jednake, uzimajuc¢i recimo najvecu od
njih. Prema tome, ako je c; = ¢, = ¢3 = ¢, dobija se rekurentna jednacina
za T(n) koja je prostija za reSavanje:

c, akojen=1
T(n) = (5.2)
2T(n/2) +2cn, akojen>1.

Uzgred, obratite paznju na jo$ jedno suptilno pojednostavljenje u jed-
nacini (5.2). Naime, duzina listi ¢; i £, u rekurzivnim pozivima algoritma
merge-sort nije uvek jednaka n/2. Pazljivi ¢itaoci mogu lako proveriti
da su te duzine zapravo [1/2] - 11 [n/2], pa bi u jednacini (5.2) zan > 1
na desnoj strani trebalo da stoji T(I’n/Z] - 1) + T(I_n/ZJ) + 2cn. Kako je
uvek [1/2] — 1 < |n/2], ovu desnu stranu mozemo pojednostaviti pisuci
2T(|_n/2j) + 2cn. (Ovde prirodno pretpostavljamo da je T(n) rastuca funk-
cija i, radi jednostavnosti, koristimo jednakost umesto preciznije nejed-
nakosti <.) U stvari, ovo ¢emo dalje pojednostaviti i potpuno zanemariti
rad sa celobrojnim delovima realnih vrednosti, kako u jednacini (5.2) tako
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i u preostalom delu knjige. To ima opravdanja jer se pazljivijom anali-
zom moze pokazati da to mozemo uvek uraditi bez gubitka opstosti, pa
radi jednostavnosti namerno biramo da budemo malo neprecizniji nau-
strb formalne tac¢nosti.

Ako se sada vratimo resavanju rekurentne jednacine (5.2), podsetimo
se da metodom viSestruke zamene treba opsti oblik za T(n) zamenjivati na
desnoj strani umesto vrednosti funkcije T za argumente manje od n, sve
dok se ne dode do pocetnog uslova. Tako, pod pretpostavkom n/2 > 1 i
obavljajuci jednu takvu zamenu u jednacini (5.2) na desnoj strani, dobija-
mo:

T(n) = 2 (2T (1/22) + 2¢ - n/2) + 2cn
= 22T (n/22) + 4cn.
U ovoj jednacini zamenjujuci dalje opstu jednacinu za T(n/22) na desnoj
strani dobijamo novu jednacinu:
T(n) = 22 (2T (1n/2%) + 2c - n/22) + 4cn
= 23T (n/2) + 6cn.
Nastavljajuci ovaj postupak zamene na desnoj strani prethodnih jednaci-

na, nije tesko prepoznati obrazac po kojem se dobija opsti oblik na desnoj
strani izraza za T(n):

T(n) = ZIT(I’l/Zl) + ZiCn, i= 1/ 2/ 3/

Pocetni uslov T(1) = c na desnoj strani ove jednacine dobija se kada je
n/2" = 1, odnosno n = 2/, ili i = logn. Zamenom tog uslova na desnoj
strani najzad dobijamo resenje jednacine (5.2) u zatvorenom obliku:

T(n) = nT(1) + 2cnlogn = cn + 2cnlogn .

Ako se podsetimo asimptotske notacije iz odeljka 3.2, nije tesko po-
kazati da se ovo reSenje moze dalje izraziti O-zapisom u obliku T(n) =
O(nlogn). Drugim recima, vreme izvrsavanja algoritma merge-sort je
linearno-logaritamsko, §to je asimptotski mnogo brze od kvadratnog vre-
mena izvrSavanja jednostavnih algoritama za sortiranje o kojima smo go-
vorili u odeljku 2.3 na strani 35.



5.2. Analiza rekurzivnih algoritama 129

Primer: sortiranje razdvajanjem (quick-sort)

U ovom odeljku se pokazuje jos jedan rekurzivan nacin za resavanje
problema sortiranja. Taj metod za sortiranje neuredenog niza brojeva,
koji se popularno naziva sortiranje razdvajanjem (engl. quick-sort), jedan
je od najcesce koris¢enih metoda u praksi. Mada u najgorem slucaju nije
bolji od sporih, kvadratnih metoda sortiranja, u prakti¢nim primenama se
pokazao toliko efikasnim da je ¢ak na engleskom dobio ime koje u prevodu
znadi ,brzo sortiranje”.

Algoritam za sortiranje niza razdvajanjem sastoji se od dva glavna
koraka. U prvoj fazi se ulazni niz koji treba sortirati deli u dva podniza
tako $to se bira jedan element datog niza oko kojeg se dati niz razdvaja.
Taj izabrani element se naziva pivot, a najbolji slucaj se dobija kada se
ulazni niz preuredi tako da pivot podeli taj niz u dva priblizno jednaka
dela.

Konkretnije, neka je ulazni niz a od n elemenata koji treba sortirati.
Ako je p vrednost izabranog pivot elementa, tada se pivot smesta na svoje
pravo mesto u sortiranom nizu, svi elementi niza koji su manji ili jednaki
pivotu premestaju se tako da se nalaze levo od njega, a svi elementi koji
su veci od pivota se premestaju tako da se nalaze desno od njega. To
formalno znaci da se elementi niza permutuju tako da budu zadovoljena
sledeca tri uslova:

+ a; = p zaneko k izmedu 11 n;

« q;<pzasvakoitakodajel <i<k;i

« a;>pzasvakoitakodajek+1<i<n.

Na slici 5.5 je prikazan rezulat ove permutacije elemenata u prvoj fazi

algoritma.

1 k k+1 n

ol [ - Jel [ --- ]

~" ~"
a;<p a;>p

Slika 5.5: Podela niza kod sortiranja razdvajanjem.

U drugoj fazi sortiranja razdvajanjem se rekurzivno sortiraju dve obla-
sti originalnog niza koje se nalaze sa obe strane pivota. Time se, u stvari,
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automatski dobija ceo niz potpuno sortiran, jer su svi elementi u prvoj
oblasti levo od pivota manji od svih elemenata u drugoj oblasti desno od
pivota.

Izbor dobrog pivota je klju¢ni korak u algoritmu, jer ukoliko je veli¢ina
dve oblasti sa obe strane pivota podjednaka, vreme potrebno za njihovo
sortiranje Ce biti otprilike isto. To onda izbalansirano sa vremenom za po-
delu niza dovodi do efikasnog sortiranja. Najbolji kandidat od elemenata
niza da bude pivot, jeste dakle onaj element niza koji je veéi od otprilike
polovine elemenata i manji od otprilike druge polovine elemenata niza.
Taj element koji je u sredini sortiranog niza naziva se medijana niza. Me-
dutim, nalaZenje medijane niza nije jednostavno i zahteva vise vremena
nego Sto se to isplati. Zbog toga, pivot se obi¢no bira na jednostavan nacin,
u nadi da je izabrani element blizu medijane. Ono §to je iznenadujuce je
da se ovaj pristup pokazao dobrim u praksi, jer je sortiranje razdvajanjem
vrlo efikasno u proseku.

Moguc¢i nacini za jednostavan izbor pivota koji se primenjuju u praksi
obuhvataju izbor prvog, poslednjeg, srednjeg, ili ¢ak sluc¢ajnog elementa
niza. U nastavku ovog odeljka se opisuju postupci za razdvajanje niza
izborom njegovog prvog i poslednjeg elementa za pivota, dok se izbor
srednjeg elementa niza za pivota ostavlja ¢itaocima za laku vezbu.

Razmotrimo najpre razdvajanje niza kada se bira njegov prvi element
za pivota. Pretpostavimo da Zelimo da podelimo podniz g, ..., a,, gde je
1 <1 <r <mn,ineka je pivot prvi element tog podniza: p = 4;. Da bismo
preuredili elemente oko pivota p, elemente podniza redom ispitujemo sa-
mo jednom, ali to radimo sa oba kraja. Ako je i indeks ispitanih elemenata
idu¢i od levog kraja i j indeks ispitanih elemenata iduci od desnog kraja,
to znaci da oni na poCetku imaju vrednosti / + 1 i r, tim redom. Zatim se
indeks i uveéava za 1 sve dok ne naidemo na element takav da je a; > p, a
indeks j se smanjuje za 1 sve dok ne naidemo na element takav da je a; < p.
Na slici 5.6 je ilustrovan ovaj postupak.

1 i —> — ] r

a [r] | | | ]

< >p =p
=P ? >p

Slika 5.6: Pivotiranje sa prvim elementom podniza.
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Prema tome, od levog kraja podniza se preskacu svi elementi koji su
manyji ili jednaki p dok se ne otkrije element 4; koji je vec¢i od p. Zatim od
desnog kraja podniza se preskacu svi elementi koji su veci od p dok se ne
otkrije element 4; koji je manjiili jednak p. Dodatno, da bi se elementia; ia;
premestili na pravu stranu u odnosu na pivota, medusobno se zamenjuju
njihove vrednosti. Ovaj isti postupak se ponavlja sve dok je i < j. Kada
indeks i premasi indeks j (tacnije, i > j), to znaci da je ispitan ceo podniz.
Ono Sto preostaje je da se medusobno zamene elementi 4, i 4; da bi se pivot
element premestio na njegovo pravo mesto.

Ovaj postupak na pseudojeziku je u listingu 5.10 predstavljen algo-
ritmom partition kojim se razdvaja podniz a, ..., a, oko njegovog prvog
elementa izabranog za pivota i vraca indeks tog pivota u rezultujuc¢em
preuredenom podnizu.

Listing 5.10: Razdvajanje niza koris¢enjem prvog elementa

// Ulaz: podniz niza a ogranicen indeksima od [ do r
// Izlaz: razdvojen podniz i indeks u kome se nalazi pivot
algorithm partition(a, 1, r)

// Pretpostavlja se da je a4,,1 = +o0
p=alll;
i=1+1; j=r;
while (i < j) do
while (a[i] <= p) do i
while (a[j] > p) do j
swap(al[il,aljl);
swap(alll,aljl);

i+ 1;
i-1;

return j;
|

U ovom algoritmu partition imamo jedan tehnicki problem koji smo
razre$ili tako Sto smo ga ignorisali. Naime, kada se po prvi put redom
ispituje podniz, po¢injuci od levog kraja i trazeci element koji je ve¢i od
pivota p, postoji mogucnost da se prede izvan desnog kraja podniza. To
se desava ukoliko je pivot najveci element podniza ili su svi elementi pod-
niza jednaki. Da bismo u prethodnom algoritmu partition izbegli prove-
ravanje ovih uslova i tako pokvarili njegovu jednostavnost, unapred smo
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pretpostavili da uvek postoji grani¢ni element podniza na desnom kraju
tako da je a,,; = +oo. Aktuelni detalji resenja ovog tehnickog problema
se prepustaju ¢itaocima za laku vezbu.

Razmotrimo sada razdvajanje niza kada se bira njegov poslednji ele-
ment za pivota. U ovom slucaju se niz redom ispituje samo u jednom
smeru (sleva na desno) i deli u Cetiri (moguée prazne) oblasti kao $to je to
prikazano na slici 5.7.

! i ] — r
a| | | | [ [ vl
;% ;% ?

Slika 5.7: Pivotiranje sa poslednjim elementom podniza.

Svaka od Cetiri oblasti niza na slici 5.7 zadovoljava odreden uslov koji
je naznacen ispod odgovarajuce oblasti. Imajuci to na umu, nije se tesko
uveriti da verzija algoritma partition u listingu 5.11 ispravno razdvaja
dati podniz oko njegovog poslednjeg elementa izabranog za pivota, jer
ovi uslovi zapravo predstavljaju invarijantu for petlje u algoritmu.

Listing 5.11: Razdvajanje niza koris¢enjem poslednjeg elementa

// Ulaz: podniz niza a ogranicen indeksima od [ do r
// Izlaz: razdvojen podniz i indeks u kome se nalazi pivot
algorithm partition(a, 1, r)

alrl;
i=1-1;
for j =1 to r-1 do
if (a[j] <= p) then
i=1+1;
swap(al[il,aljl);
swap(a[i+1],alr]);

©
1l

return i+1;
|

Najzad, u listingu 5.12 je prikazan algoritam quick-sort(a, 1, r) koji
razdvajanjem elemenata sortira podniz g, ...,a,, gde je 1 < I <r <n. U
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tom algoritmu se poziv algoritma partition odnosi na bilo koju od dve
verzije algoritma partition koje su prethodno opisane. Primetimo da su
eksplicitne granice podniza potrebne kao parametri algoritma quick-sort
zbog njegove rekurzivne prirode. Naravno, ukoliko treba sortirati ceo niz
a duzine n, to se u programu moze uraditi pozivom quick-sort(a,1,n).

Listing 5.12: Sortiranje razdvajanjem (quick-sort)

// Ulaz: podniz niza a ogranicen indeksima od [ do r
// Izlaz: sortiran podniz
algorithm quick-sort(a, 1, r)

if (1 < r) then
k = partition(a,l,r);
quick-sort(a,1l,k-1);
quick-sort(a,k+1l,r);

return a;
|

Analiza algoritma quick-sort. IzvrSavanje algoritma quick-sort zavi-
si od toga da li su razdvojeni delovi podnizova uravnotezeni po velic¢ini,
Sto sa svoje strane zavisi od ranga? elementa izabranog za pivota. Ako su
podnizovi na svakom nivou rekurzije otprilike jednako podeljeni, sortira-
nje razdvajanjem se asimptotski izvrsava kao i sortiranje objedinjavanjem
za vreme O(nlogn). Sa druge strane, ako je razdvajanje podnizova vrlo
neuravnotezeno, vreme za sortiranje razdvajanjem moze degradirati do
@) (nz). Sre¢om, u proseku, ,dobre” podele preovladuju u odnosu na ,lose”
podele, pa je ovo ,brzo” sortiranje zaista efikasno i tipi¢no vreme izvrsa-
vanja iznosi O(n log n).

Posto vreme izvrsavanja sortiranja razdvajanjem nije uvek isto, raz-
motrimo najbolji i najgori mogudi slucaj. Pre svega, primetimo da se obe
verzije algoritma partition izvrsavaju za vreme koje je proporcionalno
duzini ulaznog podniza. Naime, u oba slucaja, svaki element ulaznog pod-
niza se ispituje samo jednom. U prvom slucaju kada se za pivota bira prvi
element podniza, elementi podniza se ispituju sa oba kraja, ali se pri tome

“Rang nekog elementa jednak je njegovoj poziciji u sortiranom nizu.
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staje ¢im se odgovarajuci indeksi preklope. U drugom sluc¢aju kada se za
pivota bira poslednji element podniza, elementi podniza se prosto ispituju
redom od levog kraja do desnog kraja. Dakle, vreme izvrsavanja algorit-
ma partition(a,l,r) jec(r—I+1). Specifi¢no, pocetno razdvajanje celog
ulaznog niza (tj. | = 11 r = n) izvrsava se za vreme cn.

Najgori slucaj za performanse sortiranja razdvajanjem jeste kada u
svim slucajevima razdvajanja podniza izabrani pivot bude najveéi element
podniza. To se desava u prvoj verziji algoritma partition kada je ulazni
niz pocetno sortiran u opadaju¢em redosledu, a u drugoj verziji kada je
ulazni niz ve¢ sortiran u rastu¢em redosledu. Tada u svakom rekurziv-
nom pozivu, podniz delimo na dva dela od kojih se jedan sastoji od jed-
nog (pivot) elementa, a drugi od svih ostalih elemenata podniza. Prema
tome, rekurentna jednacina koja opisuje vreme izvrsavanja T(n) algoritma
quick-sort u najgorem slucaju je:

T(n)=Tn-1)+T(1)+cn
=Tn-1)+c(n+1),

jer je vreme izvrsavanja algoritma T(1) za jedan element ocigledno neka
konstanta. Lako je dobiti, na primer, postupkom visestruke zamene da je
redenje ove rekurentne jednacine O(n?). Prema tome, vreme izvrsavanja
za sortiranje razdvajanjem u najgorem slucaju nije nista bolje od vremena
izvrsavanja jednostavnijih postupaka sortiranja.

U najboljem slucaju razdvajanja podnizova, kada se na svakom rekur-
zivnom nivou algoritma ulazni podniz deli na otprilike dve jednake polo-
vine, rekurentna jednacina za vreme izvr$avanja ima oblik:

T(n) =2T(n/2) +cn.

Ova jednacina je identi¢na rekurentnoj jednacini za vreme izvrsavanja
kod sortiranja objedinjavanjem, pa vreme izvr$avanja za sortiranje raz-
dvajanjem u najboljem slucaju iznosi O(n log n).

Prosecan slucaj vremena izvrsavanja sortiranja razdvajanjem je mno-
go blizi najboljem slucaju nego najgorem slucaju. Posto formalni dokaz
ove Cinjenice zahteva slozeniji matematicki aparat, ovde ¢emo samo intu-
itivno objasniti zasto je sortiranje razdvajanjem efikasan metod u praksi.
Pretpostavimo da algoritam partition uvek deli ulazni podniz u odnosu,
recimo, 90-10 procenata. To izgleda kao vrlo neuravnotezeno deljenje i za



5.3. Rekurentne jednacine 135

vreme izvrsavanja algoritma quick-sort dobijamo rekurentnu jednacinu:
T(n) = T(On/10) + T(n/10) + cn..

Ali resenje ove rekurentne jednacine je i dalje T(n) = O(nlogn), $to se mo-
Ze proveriti indukcijom, mada sa vecom konstantom skrivenom u asimp-
totskoj notaciji. Dakle, ¢ak i kada se u postupku sortiranja razdvajanjem
dobijaju naizgled vrlo nejednake veli¢ine podnizova, asimptotsko vreme
izvrsavanja je i dalje O(nlogn) —isto ono koje se dobija kada su podele
tacno po sredini. U stvari, sve podele izvrSene u konstantnoj proporciji na
svakom nivou rekurzije, ¢ak i za 99-1 procenata, daju vreme izvrsavanja
O(nlogn).

Iako nije mnogo verovatno da ¢emo za slucajni ulazni niz uvek dobiti
proporcionalne podele, o¢ekujemo da ¢e neke podele biti dobro uravno-
tezene i da ¢e neke biti prilicno neuravnotezene. Drugim rec¢ima, dobre
i loSe podele ¢e se smenjivati na svim nivoima rekurzije. Medutim, oce-
kujemo da dobijemo mnogo vise dobrih podela nego losih, posto nasa
neformalna analiza nagovestava da su naizgled lose podele zapravo do-
bre. Dakle, ¢ak i kada se neka vrlo losa podela dobije pre dobrih podela,
odgovarajuci podniz ce se brzo sortirati. Naime, dodatni posao zbog lose
podele se ne odrazava na dodatne rekurzivne pozive, nego je dominiran
dodatnim razdvajanjem koje se apsorbuje u ukupnom vremenu izvrsava-
nja.

5.3 Rekurentne jednacine

U primerima u prethodnom odeljku uverili smo se da se u analizi re-
kurzivnih algoritama obi¢no sre¢emo sa rekurentnim jednacinama koje
na neki nacin treba resiti. Drugim re¢ima, ukoliko funkcija T(n) kod tih
algoritama oznacava maksimalno vreme izvrSavanja za ulaz veli¢ine n,
onda se T(n) izrazava jednac¢inom u kojoj ucestvuju vrednosti te iste funk-
cije za veli¢ine ulaza manje od n. Zadatak je naci formulu (ili bar gornju
granicu) za T(n) izraZzenu samo pomocu veli¢ine ulaza n.

Kroz primere u prethodnom odeljku smo upoznali i metod visestruke
zamene za reS$avanje nekih rekurentnih jednacina. Pokazali smo da se
metod visestruke zamene sastoji od zamenjivanja vrednosti T(m) za m <
n ops$tim oblikom rekurentnog dela jednacine za T(n). Pri tome nakon
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nekoliko zamena ocekujemo da mozemo odrediti opsti obrazac za T(n) i
da mozemo odrediti kada taj opsti oblik prelazi u bazni slucaj.

Sa matematicke tacke gledista, postoji trenutak kada kod metoda vi-
Sestruke zamene dolazi do malo opasnog logickog skoka. To se dogada u
trenutku kada o opstem obliku resenja zaklju¢ujemo na osnovu obrasca
koji dobijamo nakon niza zamena. Cesto je taj logicki skok sasvim oprav-
dan, ali ponekad to nije bas o¢igledno i moze biti podlozno greskama. Da
bismo bili potpuno sigurni u takvim slucajevima, opsti oblik resSenja treba
dalje verifikovati, obi¢no indukcijom. Kombinovan sa ovom verifikacijom,
metod viSestruke zamene je sasvim korektan nacin za dobijanje resenja
rekurentnih jednacina.

Posto se u opstem slucaju analize rekurzivnih algoritama mogu dobi-
ti rekurentne jednacine koje su teze za resavanje, u ovom odeljku ¢emo
upoznati jo§ neke matematicke metode za reSavanje rekurentnih jednaci-
na rekurzivnih algoritama.

Metod stabla rekurzije

Metod visestruke zamene se sastoji od zamenjivanja rekurentnog dela
jednacine za T(n), a zatim od Cesto slozenog sredivanja dobijenog izraza u
oblik iz koga mozemo prepoznati opsti obrazac. Medutim, kod tezih pri-
mera se lako mozemo izgubiti u svom tom simbolickom manipulisanju, pa
se zato upotrebom stabla rekurzije obezbeduje slikovitiji nacin za prace-
nje Sta se dogada na svakom nivou rekurzije. Kod primene metoda stabla
rekurzije, rekurentna jednacina se predstavlja stablom u kojem nas sva-
ka zamena rekurentnog dela polazne jednacine dovodi do jednog nivoa
dublje u stablu.

Glavnu ideju metoda stabla rekurzije za resavanje rekurentnih jedna-
¢ina objasni¢emo na primeru rekurentne jednacine (5.2) za vreme izvr$a-
vanja algoritma merge-sort na strani 127 (koju smo dalje pojednostavili
uzimajudi da je konstanta ¢ = 1):

1, akojen =1
2T(n/2) +n, akojen >1.

Podsetimo se algoritamske interpretacije ove jednacine: da bismo niz du-
zine n sortirali objedinjavanjem, moramo sortirati objedinjavanjem dva
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podniza duzine n/2 i uraditi n jedinica dodatnog posla za njihovo nere-
kurzivno objedinjavanje. Za rekurentnu jednacinu sortiranja objedinjava-
njem crtamo stablo rekurzije sa korenom koji predstavlja polazni problem
i koren oznacavamo vremenom za resavanje tog problema u nerekurziv-
nom delu, koje iznosi n. Cinjenicu da polazni problem delimo u dva pot-
problema predstavljamo crtanjem dvoje dece korenog ¢vora. Tu decu ta-
kode oznacavamo vremenom za njihovo re$evanje u nerekurzivnom delu,
koje sada iznosi /2. Na slede¢em nivou imamo Cetiri ¢vora, posto se svaki
od dva potproblema na prethodnom nivou dalje deli u dva potproblema.
Svaki od ova Cetiri ¢vora ima oznaku n/4, jer je to vreme potrebno za resa-
vanje svakog od ovih potproblema u nerekurzivnom delu. Ovaj postupak
se nastavlja sve do poslednjeg nivoa na dnu stabla, koje sadrzi ¢vorove
za probleme veli¢ine 1 i koji su oznaceni vremenom za njihovo resavanje
iz baznog slucaja. Na slici 5.8 je prikazano rezultujuce stablo rekurzije za
rekurentnu jednacinu (5.3) koja opisuje funkciju vremena izvr$avanja za
sortiranje objedinjavanjem.

Veli¢ina Stablo rekurzije Jedinice
problema rada
n | n | l-n=n
n/2 | n2 | | n2 | 2-mf2)=n
ws [aa]  [wA]  [aA]  [aA] 4 oyay=n \logn+l
nivo
n2l . P P So2m2)y=n
| EEE - EEE -

Slika 5.8: Stablo rekurzije za rekurentnu jednacinu (5.3).

Primetimo da smo u krajnje desnoj koloni na slici 5.8 naveli ukupno
vreme za svaki nivo rekurzije. Ako nivo na samom vrhu oznac¢imo da
bude nivo 0, onda na nivou i imamo 2/ potproblema veli¢ine 1/2' i dodat-
no vreme za resavanje svakog od njih u nerekurzivnom delu je n/2'. To
znadi da je za i-ti nivo potrebno ukupno vreme jednako 2/ - (n/2') = n.
Posto stablo ima logn + 1 nivo (to su nivoi 0,1,2, ..., log n), a svaki nivo
doprinosi istu vrednost od # jedinica dodatnog vremena, ukupno vreme
je T(n) = n(logn + 1) = nlogn + n. Ovo reSenje rekurentne jednacine sor-
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tiranja objedinjavanjem je tacno ono koje smo dobili metodom visestruke
zamene.

Vazno zapazanje je da tatno znamo koliko ima nivoa u stablu rekurzije,
kao i to koliko vremena nam je potrebno za svaki nivo. Posto ovo znamo,
ukupno vreme mozemo dobiti ukoliko saberemo sva vremena po svim
nivoima. To ukupno vreme je reSenje rekurentne jednacine (5.3), posto
stablo rekurzije samo slikovito modelira postupak odvijanja rekurzivnog
izvrsavanja algoritma. Prema tome, reSenje rekurentne jednacine (5.3) je
T(n) =nlogn +n.

Primetimo da je reSavanje rekurentne jednacine metodom stabla re-
kurzije ekvivalentno primeni metoda visestruke zamene, iako vizuelno
pruza bolju sliku o tome kako se dolazi do resenja. Da bismo ovo bolje
utvrdili, posmatrajmo jo$ jednu rekurentnu jednacinu (gde je ¢ > 0 neka
konstanta):

c, akojen =1
3T(n/2) +n*, akojen>1.

Ukoliko zanemarimo bazni sluc¢aj, rekurentnu jednacinu (5.4) mozemo in-
terpretirati na sledeci nacin: da bismo resili problem velicine 1, resavamo
3 potproblema veli¢ine 1/2 i radimo 72 jedinica dodatnog posla. Kada crta-
mo stablo rekurzije, svaki ¢vor opet oznacavamo iznosom dodatnog (nere-
kurzivnog) vremena za odgovarajucu veli¢inu potproblema. Na najvisem
nivou 0, za dodatni posao treba n? jedinica vremena. Na nivou 1 imamo
tri ¢vora po (1/2)? jedinica dodatnog vremena, $to za taj nivo daje ukupno
vreme 3(1/2)? = (3/4)n?. Na nivou 2 imamo devet ¢vorova po (1/4)? jedini-
ca dodatnog vremena, $to za taj nivo daje ukupno vreme 9(1/4)> = (3/4)*n?.
Ovo je lako nastaviti za nivo i, gde imamo 3' &vorova po (71/2")2 jedinica

dodatnog vremena, $to za taj nivo daje ukupno vreme 3"(1’1/2")2 = (3/4)n?.

Nivo na dnu je drugaciji od ostalih nivoa. U ostalim nivoima, vreme po
¢voru dobijamo na osnovu rekurzivnog dela T(1) = 3T(n/2)+n? rekurentne
jednacine. U najniZem nivou, vreme po ¢voru dobijamo na osnovu baznog
slucaja T(1) = c rekurentne jednacine. Na slici 5.9 je prikazano stablo
rekurzije koje se dobija za rekurentnu jednacinu (5.4).

Naravno, da bismo dobili ukupno vreme za celo stablo rekurzije, tj.
reSenje jednacine (5.4), sabiramo vremena po svim nivoima stabla. Posto
je ukupan broj nivoa jednak logn + 1 (to su nivoi 0,1,2, ..., logn) i broj
¢vorova na najnizem nivou je jednak 318", zbir vremena po svim nivoima
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Veli¢ina Stablo rekurzije Jedinice
problema rada
" Lo =2
n/2 (n/2)? (1/2)? (n/2)? 3(n/2)% = (3/4)n?

S T | I | s I e | R e €

n/2! S 3i(n/2')? = (3/4)'n?
D EEEE o EEE -

Slika 5.9: Stablo rekurzije za rekurentnu jednacinu (5.4).

stabla je:
T(n) = n? + (3/4)n* + (3/4)*n* + - + (3/4)1°8"1n? + c3los"

log n—-1 '

=n? ), (3/4) + c3los"

i=0

logn _
— 3,2 (3/4) 1 logn
= —_— g
" TRaor e
log3/,,2

2 1-n"°8/n

1/4
= 4n? — 4n'°83 4 cplog3

= 4n? + (c — 4)n'°83,

=n + cnlog3

. . o 1 1 .
U ovom izvodenju smo koristili jednakost a *®" = %", kao i formulu za

zbir geometrijskog reda:
) xm+1 -1

=t (x#1).

m
i=0 x-1

Prema tome, ta¢no resenje rekurentne jednacine (5.4) je T(n) = 4n® + (c —
4)n'°83, Ako nas interesuje samo asimptotska vrednost tog resenja, kako
jelog, 3 ~ 1.58 to je T(n) = O(n?).

Metod nagadanja

Mada zvuci nesistemati¢no, metod nagadanja je sasvim legalan nacin
za reSavanje rekurentnih jednacina. Osnovna ideja tog pristupa sastoji
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se u tome da se najpre promisljeno pretpostavi resenje date rekurentne
jednacine, a zatim da se ta pretpostavka potvrdi, obi¢no indukcijom. Na-
ravno, primenom ovog metoda mozda moramo da probamo nekoliko rese-
nja dok ne dobijemo dobru gornju granicu za datu rekurentnu jednacinu.
Drugim re¢ima, ako ne uspevamo da verifikujemo aktuelno pretpostavlje-
no resenje, verovatno treba probati neku funkciju koja brze raste. Aliiako
uspemo u tome uz relativno malo truda, verovatno treba probati i neku
funkciju koja sporije raste.

Na primer, posmatrajmo slede¢u rekurentnu jednacinu (gde suaib
neke pozitivne konstante):

a, akojen=1
T(n) = (5.5)
2T(n/2) + bnlogn, akojen>1.

Ovo izgleda vrlo sli¢no rekurentnoj jednacini za sortiranje objedinjava-
njem, pa nasa prva pretpostavka moze biti da je resenje T(n) = O(nlogn).
Zatim, u slede¢em koraku Zelimo da verifikujemo indukcijom da je rese-
nje rekurentne jednacine (5.5) zaista T(n) < cnlogn za neku pozitivhu
konstantu ¢ i dovoljno veliko #.

Sigurno mozemo izabrati dovoljno velike konstante ¢ i n tako da na-
Se pretpostavljeno resenje zadovoljava bazni slucaj n = ny. Naime, ako
uzmemo ¢ = a + b iny = 2, tada je:

T(2)=2T(1)+b-2-log2=2a+2b=2(a+b)=2c=c-2-log2.

Za indukcijski korak kada je n > ng, ako po indukcijskoj pretpostavci
uzmemo da je nase prvo resenje tacno za vrednosti argumenta manjih od
n, tada za argument jednak n mozemo pisati:

T(n) = 2T(n/2) + bnlogn
< 2(0% log g) + bnlogn

= cn(logn —log?2) + bnlogn

=cnlogn —cn+bnlogn.

Prema tome, da bismo dokazali indukcijski korak, moramo pokazati da
vaZzi nejednakost

cnlogn —cn + bnlogn < cnlogn,
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odnosno bnlogn < cn, ili ekvivalentno logn < c/b. Ali poslednja nejed-
nakost nikako ne moze biti ta¢na za svako n > 2. To znaci da nase prvo
naslu¢eno resenje nije dobro.

Zato kao drugo resenje za T(n) moramo probati neku funkciju koja
brze raste, na primer, T(n) = O(nz). U tom slucaju, da bismo pokazali
T(n) < cn? za neku pozitivnu konstantu ¢ i dovoljno veliko n, mozemo
uzeti ¢ = 2(a + b) i ng = 1 i lako videti da bazni slucaj vazi. Za indukcijski
korak kada je n > ng, ako po indukcijskoj pretpostavci uzmemo da je
nase drugo resenje tacno za vrednosti argumenta manjih od n, tada za
argument jednak n imamo:

T(n) = 2T(n/2) + bnlogn
2
< 2-cz +bnlogn

N

n

<c—+ 2
2

=cn?.

n

NI o

Dakle u ovom slu¢aju indukcija prolazi. Medutim, posto izgleda da je
ovo resenje lako dobiti, probacemo jos jednu (tj. ,pravu”) funkciju koja ne
raste tako brzo: T(n) = O(n log2 n). Sada, da bismo pokazali da je T(n) <
cn log2 n za neku pozitivnu konstantu c i dovoljno veliko 1, mozemo uzeti
c =a+binyg = 21opet lako videti da bazni slucaj vazi. Za indukcijski
korak kada je n > 1y imamo:

T(n) = 2T(n/2) + bnlogn
< 2(0% log2 g) + bnlogn
= cn(log2 n-2logn+1)+bnlogn
< cnlog? n—2cnlogn + cn + cnlogn
= cnlog2 n—cnlogn+cn
=cn log2 n—cn(logn —1)

2
<cnlog”n.
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Opsti metod

Prethodni nacini za reSavanje rekurentnih jednacdina zahtevaju odre-
deno matematicko predznanje (recimo, primenu indukcije) da bi se mogli
uspes$no primeniti. Za neke Citaoce je mozda laksi slede¢i metod o kome
govorimo, jer taj metod zahteva samo prepoznavanje tri karakteristicna
slucaja i neposredno daje resenje u svakom od njih. Ovaj opsti metod sadr-
zi ,<formulu” na osnovu koje se moze odrediti asimptotsko resenje velike
klase rekurentnih jednacina u obliku:

T(n) = aT(n/b) + f(n),

gde sua >11ib > 1konstante, a f(n) je asimptotski pozitivna funkcija.

Ovaj oblik rekurentne jednacine opisuje vreme izvrSavanja rekurziv-
nog algoritma u kome se problem velicine n deli u a nezavisnih potpro-
blema veli¢ine najvise n/b svaki, zatim resava svaki od ovih potproblema
rekurzivno i, na kraju, kombinuju resenja ovih potproblema u resenje ce-
log problema. Ukupno vreme za deljenje polaznog problema u potproble-
me i za kombinovanje njihovih resenja je izrazeno funkcijom f(n). Prema
tome, ovo je zaista opsti oblik za rekurentne jednacine rekurzivnih algo-
ritama.

Opsti metod zahteva prepoznavanje tri slucaja u jednoj teoremi, ali se
zato reSenje mnogih rekurentnih jednacina dobija prili¢no lako i cesto se
svodi samo na ispisivanje odgovora. Odgovarajuci slucaj na osnovu koga
se dobija reSenje prepoznaje se poredenjem funkcije f(n) sa specijalnom
funkcijom 1'%, Pomenutu teoremu medutim ne¢emo navoditi u njenoj
punoj opstosti, jer je prilicno tehnicke prirode i ima vise teorijski znacaj.
U praksi se ¢esc¢e koristi njena pojednostavljena verzija u kojoj je f(n) u
sustini polinomska funkcija po n.

TEOREMA Neka je nenegativna funkcija T(n) data rekurentnom jednacinom

d, n < ng
T(n) =

aT(n/b) +cn*, n>ny

gde je ng > 1 celobrojna konstanta, aa > 1,b>1,¢>0,d >0ik >0 su
realne konstante.

Sluc¢aj 1: Ako jea = b, tada je T(n) = @(nk log n).
Slucaj 2: Ako jea < V¥, tada je T(n) = @(nk).
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Slucaj 3: Ako jea > V¥, tada je T(n) = @(nbgb”).

Dokaz: Radi jednostavnosti, pretpostavljamo da je n stepen broja b i
nyg = 1 kako ne bismo zamaglili osnovnu sliku nepotrebnim detaljima.
Ipak naglasavamo da time ne gubimo na opstosti i ideja dokaza se pre-
nosi za bilo koje n. Ako radi lakseg pisanja uvedemo oznaku f(n) = cn,

primenom viSestruke zamene na datu rekurentnu jednac¢inu dobijamo:

T(n) = aT(n/b) + f(n)
=aq (aT(n/bz) + f(n/b)) + f(n)
= a®T(n/b?) + af (n/b) + f(n)
= a>T (n/b%) + a2 f (n/b?) + af (n/b) + f(n)

log, n-1
=d%"T()+ Y, alf ()
i=0
log, n-1

:nlogba-d+ 2 aif(n/bi),

i=0

gde smo u poslednjoj jednakosti iskoristili formulu 4" = '3 Ako
sada vratimo f(n) = cn*, dobijamo:

log, n-1
T(n) = dn'®8" + Y, d-c (n/bi)
i=0

k

log, n-1

= dnbgb'Z + cnk - Z

bk
im b

Posto sumiranje na desnoj strani predstavlja geometrijski zbir, tvrdenje te-
oreme ¢emo pokazati posmatranjem slucajeva za vrednost koli¢nika a/b*.

Prvo, ako je a = bF, tj. k = log, a, onda je

T(n) = dn* + cn* logb n= @(nk log n) .

3To je razlog zasto se koristi specijalna funkcija n'°%" za prepoznavanje redenja u
opstem slucaju.
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Drugo, ako je a # b¥, onda je
log, n
a/bk) " -1
T(l’l) = dﬂlOgba + Cl’lk . <&l/)T

Dakle, ako je a < b*, odnosno k > 1ogb ai0 <a/b* <1, onda je
T(n) = dn'*%" + cn* - ©(1) = ©(n¥),
posto je drugi izraz dominantan i ZZO x'=0(1)zal0<x<1.

U tre¢em slucaju, ako je a > b* odnosno a/b* > 1, posto za x > 1 imamo
3" ' = @(x™), dobijamo:

i=0
1
T(n) — dnlogbﬂ + an . @ ((a/bk) Ogb i’l)

log, a

= dn'*&" + ek - @[n - )
n

— @(nbgb u) ,

¢ime je dokaz zavrsen. U

Da bismo resili neku rekurentnu jednac¢inu opstim metodom, jedno-
stavno odredujemo (ako mozemo) slucaj prethodne teoreme koji je u pi-
tanju i odmah dobijamo odgovor. Na primer, razmotrimo rekurentnu jed-
nacinu:

T(n) =4Tn/2) +n.

Posto je ovdea = 4,b = 2ik = 1, to znacdia > b, pa na osnovu prvog sluca-
ja prethodne teoreme odmah mozemo zakljuciti da je T(n) = @(n1°g24) =

G)(nz).
Kao drugi primer, razmotrimo rekurentnu jednacinu:

T(n) = 2T(\/E) +logn = ZT(nl/z) +logn.

Nazalost, ova jednacina nije u onom obliku u kojem moZemo primeniti op-
$ti metod. Medutim, tu jednac¢inu mozemo transformisati u Zeljeni oblik
smenom m = log n. Tada je n = 2™, pa moZemo pisati:

T (2") =2T(2"2) +m.
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Ukoliko oznac¢imo S(m) = T (2") dobijamo rekurentnu jednacinu za funk-
ciju S(m):
S(m) =25 (m/2) + m.

Sada je oblik ove jednacine onaj koji omogucéava primenu opsteg metoda,
pa lako dobijamo resenje S(m) = ©(mlogm). Ponovnom upotrebom sme-
ne da bismo se vratili na T(n) dobijamo resenje T(n) = ©(log nlog log n).

Primer: mnozenje velikih celih brojeva

Prakti¢niju primenu ops$teg metoda za resavanje rekurentnih jednaci-
na pokazacemo na problemu mnozenja dva velika n-bitna cela broja. Pret-
postavimo da je broj bitova n vrlo veliki (recimo, n > 100), tako da se celi
brojevi ne mogu direktno pomnoziti u aritmetickoj jedinici standardnih
raCunara. Drugim re¢ima, ne mozemo pretpostaviti da uobicajene aritme-
ticke operacije nad velikim celim brojevima predstavljaju jedini¢ne ope-
racije koje se izvrsavaju za konstantno vreme. Oc¢igledno, to vreme zavisi
od broja bitova u reprezentaciji velikih celih brojeva u binarnom sistemu.
Mnozenje velikih celih brojeva ima primenu, na primer, u kriptografiji,
jer se veliki celi brojevi koriste u raznim postupcima $ifrovanja.

Ako su data dva velika cela broja X i Y predstavljena u binarnom siste-
mu sa po 7 bitova, njihov zbir X+Y irazliku X—Y mozemo lako izracunati
koriste¢i uobicajene postupke za ruc¢no sabiranje i oduzimanje. Jasno je
da vreme izvrS$avanja ovih postupaka iznosi O(n) ukoliko sabiranja i odu-
zimanja pojedinacnih cifara racunamo kao jedini¢ne operacije. Medutim,
ako se podsetimo da se uobicajeni postupak za mnoZenje brojeva X i Y
sastoji od izracunavanja n delimi¢nih proizvoda duzine n, nije se tesko
uveriti da je njegovo vreme izvrsavanja O(n?) ukoliko mnozZenja i sabira-
nja pojedinac¢nih cifara racunamo kao jedini¢ne operacije. Ali, kao $to
¢emo pokazati, jednim rekurzivnim algoritmom se moze dobiti brzi nac¢in
za mnoZenje dva n-bitna broja.

Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je n stepen broja 2. Ako to
nije slucaj, brojevima X i Y mozZemo dodati nevazece nule sa leve strane.
Da bismo primenili rekurzivni metod za mnozenje brojeva X i Y, n-bitne
reprezentacije oba ta broja delimo u dve polovine po n/2 bitova. Jedna
polovina predstavlja cifre vece vaznosti, a druga predstavlja cifre manje
vaznosti. Ako polovine vece vaznosti brojeva X i Y oznac¢imo sa A i C,
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tim redom, i sli¢no polovine manje vaznosti sa B i D, moZemo pisati:
X=A2"2+B i Y=C2"2+D.

Ovaj nacin polovljenja brojeva je ilustrovan na slici 5.10 za brojeve
X = 6385242189 i Y = 1900132000. Radi bolje citljivosti, na toj slici su
ovi desetocifreni brojevi prikazani u decimalnom brojnom sistemu, a ne
u binarnom.

X =6385242189 Y =1900132000
A B C D
X= | 63852 42189 Y= 19001 32000
X = 6385242189 = 63852 - 10° + 42189 Y = 1900132000 = 19001 - 10° + 32000
X=A-10°+B Y=C-10°+D

Slika 5.10: Polovljenje velikih brojeva.

Proizvod brojeva X i Y se dakle mozZe napisati u obliku
X-Y =(A2"2+B)-(C2"2 + D),
ili
X-Y =AC-2"+(AD + BC)-2"2 + BD. (5.6)

Ova formula nagovestava jednostavan rekurzivni algoritam za izrac¢una-
vanje proizvoda A - B: podeliti n-bitne brojeve X i Y na pola, zatim rekur-
zivno izracunati proizvode u kojima ucestvuju te polovine u (5.6) (to su
AC, AD, BC i BD) i, na kraju, dobijene meduproizvode pomnoziti i sabra-
ti prema formuli (5.6). Rekurzivni postupak se zavrsava kada se dode do
mnozenja dva broja od po jednog bita, sto je trivijalno.

Primetimo da je mnoZzenje binarnog broja stepenom broja 2, recimo
2™ vrlo jednostavno —to se moze postic¢i prostim pomeranjem broja za
m pozicija ulevo (ili dodavanjem m nula na kraju broja). To znaci da se
mnozenje n-bitnog celog broja nekim stepenom 2" moze obaviti za vre-
me O(n + m) ukoliko pomeranje pojedinacnih cifara prirodno smatramo
jedini¢nim operacijama.

Prema tome, ako proizvod X - Y rekurzivno racunamo prema formu-
li (5.6), ukupno moramo obaviti Cetiri mnozenja n/2-bitnih celih brojeva
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(za proizvode AC, AD, BC i BD u formuli), tri sabiranja celih brojeva od
najvise 2n bitova (§to odgovara znakovima + u formuli) i dva pomeranja
brojeva od otprilike 1 bitova (za mnoZenja sa 2" i 2"/? u formuli). Posto
vreme za svako od ovih sabiranja i pomeranja brojeva iznosi O(n), vreme
izvrsavanja rekurzivnog algoritma za mnozenje velikih brojeva moze se
opisati rekurentnom jednac¢inom (za neku konstantu c):

c, n=1
T(n) =
4T(n/2)+cn, n>1.

Da bismo resili ovu rekurentnu jedna¢inu, mozemo primeniti pojed-
nostavljenu opstu teoremu zaa = 4, b = 2 i k = 1. Posto nam to daje treci
slucaj teoreme, odmah dobijamo da je T(n) = @(nl°g24) = @(nz). Nazalost,
ovo nije nista bolje od uobi¢ajenog algoritma za mnozenje.

Na osnovu opsteg metoda ipak mozemo steci uvid u to kako da ubr-
zamo rekurzivni algoritam. Ako bismo nekako uspeli da smanjimo broj
rekurzivnih poziva a, tada bismo dobili sporiju specijalnu funkciju 1'%
koja ucestvuje u resenju rekurentne jednacine, odnosno vremenu izvrsa-
vanja.

Mozda zvuci iznenadujuce ako kaZemo da se to zaista moze postici, ali
posmatrajmo sledeéi proizvod dva cela broja od n/2 cifara:

(A-B)-(D-C)=AD-BD - AC + BC. (5.7)

Mora se priznati da zaista deluje cudno zasto se posmatra bas ovaj proi-
zvod, ali uporedujuci formulu (5.6) vidimo da proizvod (5.7) u razvijenoj
formi sadrzi zbir dva meduproizvoda koji treba da izracunamo (AD + BC),
kao i dva meduproizvoda (BD i AC) koje ionako ra¢unamo rekurzivno.

Prema tome, proizvod dva n-bitna cela broja X i Y moZzemo napisati u
obliku:

X-Y:AC-2”+((A—B)-(D—C)+BD+AC)-2”/2+BD. (5.8)

Iz ove formule na desnoj strani vidimo da je za izracunavanje X-Y potreb-
no samo tri mnozenja n/2-bitnih celih brojeva (za proizvode AC, (A - B) -
(D-C)1iBD), sest sabiranja ili oduzimanja i dva pomeranja brojeva. Posto
vreme za sve ove operacije osim mnozenja iznosi O(n), vreme izvrSava-
nja T(n) rekurzivnog algoritma za mnozenje dva n-bitna cela broja prema
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formuli (5.8) dato je rekurentnom jednaéinom:

c, n=1
T(n) =
3T(n/2) +cn, n>1.

Resenje ove jednacine na osnovu pojednostavljene opste teoreme je

T(n) = O(n'*%:%) = O(n'5%),

$to je bolje od O(nz).

nje

Pisanje aktuelnog rekurzivnog algoritma na pseudojeziku za mnoze-
dva n-bitna cela broja po formuli (5.8) ostavlja se Citaocima za vezbu

(videti 14. zadatak na kraju poglavlja).

Zadaci

1.

Jedna igra sa zetonima se sastoji od ukupno n Zetona podeljenih u
nekoliko grupa. Pretpostavlja se da je broj Zetona n neki stepen broja
2 idaje broj grupa u koje su zetoni podeljeni proizvoljan. Jedan potez
ove igre se sastoji od toga da se najpre biraju dve grupe Zetona AiB i
zatim ako grupa A ima a Zetona i grupa B ima b Zetona i ako je, recimo,
a > b, premesta se b zetona iz grupe A u grupu B. Cilj igre je da se
odredenim nizom ovakvih poteza svi Zetoni premeste u samo jednu
grupu na kraju. Navedite algoritam kojim se resava problem ove igre i
odredite njegovo vreme izvrsavanja kao broj poteza izrazen u funkciji
broja Zetona n.

. Napisite algoritam partition za sortiranje razdvajanjem kojim se za

pivota bira srednji element podnizova. Obrazlozite ¢injenicu da ova-
kav izbor pivot elementa ne uti¢e na smanjenje vremena izvrsavanja
algoritma za sortiranje razdvajanjem.

. Napisite rekurzivni algoritam kojim se odreduje najveci i drugi najve-

¢i element niza a od n brojeva. Koliko se poredenja parova elemenata
niza a obavlja u tom algoritmu?

Problem poznate licnosti. Pretpostavimo da se grupa od n > 1 osoba
nalazi u jednoj sobi. Poznata licnost u toj grupi je ona osoba koja ne
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poznaje nijednu drugu osobu u grupi (osim naravno sebe), a sve druge
osobe poznaju tu osobu. Ako su poznanstva osoba predstavljena na
odgovarajuci nacin, problem poznate li¢nosti se sastoji u nalazenju
poznate licnosti ako takva osoba postoji, ili se otkriva da takva osoba
ne postoji. Akosaxy,xy, ..., x,, ozna¢imo n osoba i njihova poznanstva
predstavimo nxn matricom a tako da je

1, ako x; poznaje x;

i = 0, ako x; ne poznaje x;

zai,j =1,2,..,n, napisite rekurzivni algoritam koji kao rezultat daje
indeks poznate licnosti medu ovih n osoba. Ako ne postoji poznata
licnost, rezultat algoritma treba da bude 0. Koliko je vreme izvrsava-
nja tog algoritma? (Savet: Primetite da ako x poznaje y, tada x nije
poznata li¢nost, a u suprotnom slucaju, y nije poznata licnost.)

5. Najpre pokazite da Fibonacijevi brojevi f1, f5, f3, ... zadovoljavaju sle-
dece jednacine za svako k > 1:

far-1 = (fi)* + (fre1)?
far = (fi)* + 2frfra -

Zatim napiSite rekurzivni algoritam kojim se izracunava n-ti Fibonaci-
jev broj primenom prethodnih jednacina. Koliko je vreme izvr$avanja
tog algoritma?

6. Koriste¢i matricu
0 1
M =
[ )
i njen n-ti stepen M", napisite jo$ jedan rekurzivni algoritam kojim

se izracunava n-ti Fibonacijev broj. Koliko je vreme izvrsavanja tog
algoritma?

7. Uneuredenom nizu a od n razlicitih brojeva, jedan par elemenata niza
a;ia; ¢ini jednu inverziju ako jei < jia; > a;. Na primer, u nizu brojeva
5,3,10,2,8,9,20 nalazi se 6 inverzija: (5,3), (5,2), (3,2), (10,2), (10,8) i
(10,9).

(a) Napisite rekurzivni algoritam kojim se izra¢unava ukupan broj
inverzija u datom nizu a duzine n.
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(b) Navedite i resite rekurentnu jednacinu za vreme izvrsavanja tog
algoritma.

8. Napisite i analizirajte rekurzivni algoritam za problem maksimalne su-
me podniza koji je opisan na strani 30 u poglavlju 2. (Savet: Podelite
ulazni niz u dve polovine i primetite da se podniz sa maksimalnom su-
mom nalazi ili potpuno u prvoj polovini, ili potpuno u drugoj polovini,
ili mu je pocetak u prvoj i zavrsetak u drugoj polovini. U poslednjem
slucaju, nadite ga od srednjeg elementa idu¢i u oba smera.)

9. Ako je dat skup od n timova u nekom sportu, kruzni turnir je kolek-
cija meceva u kojima se svaki tim sastaje sa svakim drugim timom
tac¢no jedanput. Napisite i analizirajte rekurzivni algoritam kojim se
konstruisu mecevi parova timova kruznog turnira pretpostavljajuci
da je n stepen broja 2.

10. Pretpostavljajuci da je n stepen broja 3, resite rekurentnu jednacinu

1, n<3
T(n) = )
4T(n/3)+n*, n=>3

koriste¢i metod

(a) viSestruke zamene;
(b) stabla rekurzije;

(c) opste teoreme.

11. Posmatrajmo slede¢i algoritam koji izra¢unava proizvod dva nenega-
tivna cela broja x i y:

// Ulaz: celi brojevi x>0 1 y>0
// Izlaz: x-y
algorithm multiply(x, vy)

p=20; /l p=x-y
while (x > 0) do
if (x % 2 !=0) then // x je neparan
p
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12.

13.

14.

15.

y=2*y;
return p;

(a) Pokazite da ovaj algoritam ispravno izra¢unava proizvod brojeva
xiy.

(b) Koliko je vreme izvrsavanja ovog algoritma ako su ulazni brojevi
mali, a koliko je ako su ti brojevi veliki?

(c) Napisite rekurzivni algoritam koji koristi istu ideju za mnozenje
brojeva xiy.

(d) Koliko je vreme izvrsavanja tog rekurzivnog algoritma ako su
ulazni brojevi mali, a koliko je ako su ti brojevi veliki?

Napisite algoritam za deljenje velikih celih brojeva. Preciznije, ako su
dati veliki pozitivni celi brojevi x i y, algoritam za celobrojno deljenje
x sa y treba da izrac¢una koli¢nik ¢ i ostatak r tako da je x = qy + r uz
uslov 0 < r < y. Koliko je vreme izvrsavanja tog algoritma?

Napisite rekurzivni algoritam multiply(x,y,n) u kome se proizvod
brojeva X i Y od n decimalnih cifara izracunava primenom formule
(5.6) na strani 146.

Napisite rekurzivni algoritam multiply(x,y,n) u kome se proizvod
brojeva X i Y od n decimalnih cifara izracunava primenom formule
(5.8) na strani 147.

Ako su data dva linearna polinoma ax + b i cx + d, njihov se proizvod
(ax + b)(cx + d) = acx?® + (ad + bc)x + bd

moze izraCunati pomocu Cetiri mnozenja njihovih koeficijenata: ac,
ad, be 1 bd.

(a) Koristec¢i ovo zapazanje, napiSite rekurzivni algoritam kojim se
izracunava proizvod dva polinoma stepena #:

A,(x) = a, X" + a,_ X"+ o+ agx +ag

B,(x) = b,x" + b, 1xX"1 + -« +byx +by.
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Pretpostavljajuci da su polinomi A, (x) i B,(x) dati nizovima svo-
jih koeficijenata, rezultat algoritma treba da bude poseban niz
koji redom sadrzi koeficijente polinoma A, (x) - B,,(x).

(b) Navedite i resite rekurentnu jednacinu za vreme izvr$avanja al-
goritma pod (a).

(c) Pokazite kako se proizvod dva linearna polinoma ax + b icx +d
moZe izraCunati sa samo tri mnozZenja njihovih koeficijenata.

(d) Na osnovu resenja pod (c), navedite drugi rekurzivni algoritam
kojim se izracunava proizvod dva polinoma stepena 7.

(e) Navedite i resite rekurentnu jednacinu za vreme izvrsavanja al-
goritma pod (d).



6
Stabla

TABLO je nelinearna struktura podataka koja ukazuje na hijerar-

hijski odnos izmedu elemenata. Dobro poznati primeri strukture

stabla iz svakodnevnog Zivota su sadrzaj neke knjige na njenom
pocetku, rodoslovi familija i razne organizacione Seme. Stabla se u raz-
nim oblicima vrlo Cesto koriste i u racunarstvu. Na primer, skoro svi ope-
rativni sistemi organizuju sistem datoteka i foldera na nacin koji odgova-
ra strukturi stabla. Druga primena strukture stabla je za predstavljanje
izraza u programima prilikom njihovog prevodenja od strane prevodila-
ca. Ove sintaksne kategorije se kod prevodilaca interno predstavljaju u
obliku stabla izraza. Pored ovih neposrednih primena stabala, vazna je i
njihova indirektna primena za predstavljanje drugih struktura podataka
kao $to su disjunktni skupovi, redovi sa prioritetima i tako dalje.

6.1 Korenska stabla

Najopstije govoreci, stabla su samo specijalni slucaj grafova o kojima
se detaljnije govori u poglavlju 7. Medutim, u ovom poglavlju necemo
punu paznju posvetiti ovim opstim stablima, nego njihovoj ogranicenoj
verziji koja se nazivaju binarna stabla. Ipak radi potpunosti, pojmove u
vezi sa stablima navodimo u opstijem slucaju korenskih stabala (ili sta-
bala sa korenom). Korensko stablo se sastoji od skupa elemenata koji se
nazivaju ¢vorovi, kao i skupa uredenih parova razli¢itih ¢vorova poveza-
nih linijama koje se nazivaju grane. Jedan od ¢vorova korenskog stabla
je poseban po tome Sto oznacava koren stabla. Na crtezima se ¢vorovi
stabla obi¢no oznacavaju kruzi¢em, a koren stabla se obi¢no prikazuje na
vrhu hijerarhijske strukture koju ¢ini stablo. Na slici 6.1 je prikazan pri-
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mer korenskog stabla sa 11 ¢vorova, gde je ¢vor v, koren stabla. Posto u
nastavku ovog poglavlja govorimo iskljucivo o korenskim stablima, radi
jednostavnosti ¢emo ih krace zvati prosto stablima.

(o)
OO OENO
D @ ONOM®

@)

Slika 6.1: Korensko stablo.

Stablo se neformalno najlakse predstavlja slikom njegovih ¢vorova i
grana koje ih povezuju, ali je formalno potrebno razjasniti jos neke detalje
u vezi sa stablima. Pre svega, jedna grana stabla je ureden par dva razlicita
¢vora x iy. U tekstu se ta grana oznacava sa (x, ), a na crtezima linijom
koja spaja ¢vorove x i y. Primetimo da bi pravilnije bilo da na crtezima
koristimo strelicu od x do y, jer je vazno koji ¢vor je prvi a koji drugi u
uredenom paru koji predstavlja granu. Ipak se radi lakseg crtanja koristi
linija za granu, a ne strelica, jer se redosled ¢vorova grane ukazuje time
Sto se prvi ¢vor na crtezima uvek prikazuje iznad drugog ¢vora. Tako se
na slici 6.1 podrazumeva da je, recimo, (v,, v;) grana stabla, a ne obrnuto.

Terminologija u vezi sa stablima je uglavnom pozajmljena iz njihove
primene u predstavljanju rodoslova neke porodice, gde se granama uspo-
stavlja medusobni odnos roditelj-dete izmedu pojedinih ¢lanova porodice.
Tako se u racunarstvu za granu (x, y) u stablu kaze da je prvi ¢vor x roditelj
¢vora y, odnosno da je drugi ¢vor y dete ¢vora x. Na primer, u stablu na
slici 6.1 je ¢vor v, roditelj ¢vora v; i v; je dete ¢vora v,.

Cvor u stablu moze imati nula ili vise dece, ali svaki ¢vor razli¢it od
korena ima tacno jednog roditelja i koren stabla je jedini ¢vor bez rodi-
telja. Ova osobina je upravo ona koja karakterise stablo i koristi se za
formalnu definiciju (korenskog) stabla: stablo T je skup ¢vorova i skup
grana izmedu njih (tj. uredenih parova ¢vorova) sa slede¢im svojstvima:

1. Ako je T neprazno stablo, ono ima jedinstven poseban ¢vor (koren)
koji nema roditeljski ¢vor.
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2. Svaki ¢vor u stablu T osim korena ima jedinstven roditeljski ¢vor.

Primetimo da na osnovu ove formalne definicije stablo moze biti pra-
zno, $to znaci da takvo stablo nema nijedan ¢vor (i nijednu granu). To
omogucava da se stablo definise i rekurzivno na nacin kojim se veca sta-
bla konstruisu od manjih: stablo T je prazno ili se sastoji od ¢vorar, koji se
naziva koren stabla T, i (moguce praznog) skupa stabala T, T, ..., T ¢iji
su koreni deca ¢vora r. Na slici 6.2 je ilustrovana ova rekurzivna definicija
stabla.

Slika 6.2: Rekurzivna definicija stabla T.

Ostali pojmovi u vezi sa stablima su prilicno prirodni, mada mnogo-
brojni. Deca istog ¢vora (tj. ¢vorovi sa zajednickim roditeljem) nazivaju
se braéa (sestre). Cvorovi koji imaju bar jedno dete su unutrasnji, a ¢voro-
vi bez dece su spoljasnji. Spoljasnji ¢vorovi se Cesto nazivaju i listovi. Na
primer, u stablu na slici 6.1 ¢vorovi v,, v3, v4 1 U5 su braca, a svi listovi tog
stabla su v3, vg, V7, Vg, Vg 1 V1.

Pojam puta u stablu je na neki nacin uopstenje pojma grane. Put iz-
medu dva razlic¢ita ¢vora x i y je niz ¢vorova x = vy, vy, ..., v, = y ukoliko
postoji grana izmedu svih susednih ¢vorova (v;, v;41) za 1 <i < m. DuZina
tog puta je broj grana na putu, odnosno m — 1. Za svaki ¢vor se podrazu-
meva da postoji put duzine 0 od tog ¢vora do samog sebe. Na primer, put
u stablu na slici 6.1 od ¢vora vs do v;; sastoji se od ¢vorova vs, v1g17;1, a
duzina tog puta je dva.

Bitna osobina stabla je da za svaki ¢vor u stablu postoji jedinstven put
od korena do tog ¢vora. Da bismo ovo pokazali, lako je najpre videti da
uvek postoji put od korena do nekog ¢vora x. Naime, ukoliko uzimamo
¢vorove od ¢vora x prate¢i u svakom koraku jedinstvenog roditelja pojedi-
nih ¢vorova, dobijamo niz ¢vorova koji u obrnutom redosledu formira put



156 6. Stabla

od korena do ¢vora x. Jedinstvenost tog puta se pokazuje kontradikcijom:
ako bi postojao jos jedan razlicit put, onda bi ta dva puta od korena morali
da se kod nekog ¢vora najpre razdvoje i zatim ponovo spoje u bar jednom
zajednickom ¢voru y (inace bi divergirali i jedan od puteva nikad ne bi
stigao do x). Ali to bi znacilo da ¢vor y ima dva roditelja, $to je nemoguce
kod stabla.

Svaki ¢vor u na jedinstvenom putu od korena do nekog ¢vora v se
naziva predak ¢vora v. Obrnuto, ¢vor v je potomak ¢vora u ukoliko je u
predak ¢vora v. Podrazumeva se da je svaki ¢vor u stablu sam sebi pre-
dak i potomak. Odnos predak-potomak za ¢vorove stabla se kra¢e moze
definisati rekurzivno: ¢vor u je predak ¢vora v ako je u = v ili je u predak
roditelja ¢vora v. Na primer, u stablu na slici 6.1 ¢vorovi vy, v4 i vg su preci
¢vora vg, a potomci ¢vora vs su ¢vorovi vs, g, U1g 1 U17.

Podstablo sa ¢vorom v kao korenom je stablo koje se sastoji od tog
¢vora v i svih njegovih potomaka, zajedno sa nasledenim granama. Na
primer, sva stabla T4, T», ..., Ty na slici 6.2 su podstabla stabla T sa koreni-
ma, redom, 1,7y, ..., .

Dubina ¢vora je duzina jedinstvenog puta od korena do tog ¢vora. Za-
to je, rekurzivno, dubina korena jednaka 0, a dubina svakog drugog ¢vora
je za jedan veca od dubine njegovog roditelja. Visina ¢vora se takode mo-
ze definisati rekurzivno: visina lista je 0, a visina ¢vora koji nije list je
za jedan veca od maksimalne visine njegove dece. Visina stabla je visina
njegovog korena. Na primer, visina stabla na slici 6.1 je tri, a visina ¢vora
U5 je dva i njegova dubina je jedan.

Stablo kao struktura podataka

Sli¢no kao u slucaju osnovnih struktura podataka (nizova, listi, steko-
va, redova), da bismo stabla koristili u programima za organizaciju kolek-
cije podataka, moramo imati nacin za predstavljanje stabala u racunaru i
implementirati skup korisnih operacija nad stablima.

U radu sa stablima se moze pojaviti potreba za vrlo raznolikim opera-
cijama. Na primer, pored osnovnih operacija za dodavanje, uklanjanje ili
odredivanje deteta datog ¢vora, mozemo imatiioperacije koje kao rezultat
daju roditelja, sasvim levog deteta ili desnog brata datog ¢vora. Radi lak-
Seg programiranja korisno bi bilo realizovati i upitne operacije koje odre-
duju da li je dato stablo prazno, ili da li je dati ¢vor koren, interni, eksterni
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i slino. Najzad, treba imati na umu i pomoc¢ne operacije koje obuhvataju
postupke konstruisanja novog stabla, odredivanja broja ¢vorova (veli¢ine)
stabla, odredivanje visine stabla i tako dalje. Medutim, ukoliko se koristi
odgovarajuca reprezentacija stabla, sve ove operacije se mogu relativno
lako implementirati i zato necemo i¢i u konkretne detalje njihove praktic-
ne realizacije. Zato ¢emo u ovom odeljku malo detaljnije razmotriti samo
nacine za predstavljanje korenskih stabala.

Pre svega, stablo predstavlja kolekciju podataka tako $to se pojedi-
nacni podaci u kolekciji nalaze u ¢vorovima stabla. Na primer, stablo na
slici 6.3 predstavlja aritmeticki izraz (a + b) * (a — c) na prirodan nacin: ko-
ren tog stabla sadrzi operator * za mnozenje, a njegova deca su koreni dva
podstabla koja predstavljaju podizraze a+ bia —c.

Slika 6.3: Stablo izraza (a + b) * (a — ¢).

Slicno kao kod osnovnih struktura podataka, pojedina¢ni podaci u
¢vorovima stabla se na opstem nivou poistovecuju sa jednoznac¢nom vred-
noscu koja se naziva njihov kljuc i tako radi jednostavnosti zanemaruju
dodatni podaci koje ¢vorovi u stvarnosti mozda sadrze. Najprirodnija re-
prezentacija stabla, koja najociglednije odrazava njegovu logicku struktu-
ru, bila bi da se svaki ¢vor stabla predstavlja objektom koji obuhvata polje
kljuca, vise polja u kojima se nalaze pokazivaci na svako dete tog ¢vora i,
eventualno, polje za pokazivac na roditelja ¢vora. Medutim, posto je ovde
re¢ o opstim stablima, odnosno broj dece po ¢voru moze biti vrlo razlicit
i nije unapred ogranicen, ovaj pristup nije najbolji jer proizvodi lose is-
koris¢enje memorijskog prostora. Zato se obi¢no koristi drugi nacin za
predstavljanje opstih stabala o kome se kratko govori u nastavku.

Predstavljanje stabla listama dece ¢vorova. Jedan nacin za prevazi-
lazenje problema proizvoljnog broja dece ¢vorova u opstem stablu je for-
miranje povezane liste dece svakog ¢vora. Ovaj pristup je vazan, jer se
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moze lako generalizovati za predstavljanje slozenijih struktura kao §to su
grafovi. U desnom delu slike 6.4 prikazano je kako se stablo T u levom
delu te slike moze predstaviti na ovaj nacin.
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Slika 6.4: Predstavljanje stabla listama dece ¢vorova.

Kao sto se vidi sa slike 6.4, u ovoj reprezentaciji stabla se nalazi jedan
niz pokazivaca t ¢iji elementi predstavljaju ¢vorove i zato je njegova veli-
¢ina jednaka ukupnom broju ¢vorova u stablu. Pored toga, svaki element
niza t pokazuje na pocetak povezane liste ¢vorova stabla. Pri tome, ele-
menti liste na koju pokazuje element niza t; su ¢vorovi koji su deca ¢vora
i tako da poredak elemenata u listi odgovara poretku dece sleva na desno
u stablu. Na primer, na slici 6.4 element 5 pokazuje na listu 8 — 9 posto
su ¢vorovi 819, time redom, deca ¢vora 5.

Jedan nedostatak ovog nacina predstavljanja stabla je to §to se ne mo-
gu lako konstruisati veca stabla od manjih. To je posledica ¢injenice $to
svako stablo ima svoj niz pokazivaca za svoje ¢vorove. Prema tome, da
bismo napravili novo stablo, recimo, od datog ¢vora kao korena i dva data
podstabla T; i T, morali bismo da kopiramo T; i T, u trece stablo i da
dodamo listu za novi koren ¢ija su deca koreni za Ty i T).

6.2 Binarna stabla

Binarno stablo je stablo u kojem nijedan ¢vor nema vise od dvoje dece.
Deca nekog ¢vora binarnog stabla se zovu njegovo levo dete i desno dete,
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jer se na crtezima prikazuju levo i desno od ¢vora koji je njihov roditelj.
Formalno, binarno stablo je stablo u kojem svaki ¢vor ili nema decu, ili
ima samo levo dete, ili ima samo desno dete, ili ima i levo i desno dete.

Obratite paznju na to da pojam binarnog stabla nije isti kao za obi¢no
stablo koje smo definisali u prethodnom odeljku, jer svako dete u binar-
nom stablu mora biti levo dete ili desno dete. Ova Cinjenica je ilustrovana
na slici 6.5, na kojoj su prikazana dva razli¢ita binarna stabla i jedno obic-
no stablo koje izgleda vrlo sli¢no ovim binarnim stablima.

(a) (b) (0)

Slika 6.5: Razlike izmedu binarnih i obi¢nih stabala.

Primetimo da stabla pod (a) i (b) na slici 6.5 nisu ista binarna stabla,
niti je neko od njih uporedivo sa obi¢nim stablom pod (c). Na primer, u
binarnom stablu pod (a) ¢vor 2 je levo dete ¢vora 1, a ¢vor 1 nema desno
dete, dok u binarnom stablu pod (b) ¢vor 1 nema levo dete ali ima ¢vor 2
kao desno dete. Sa druge strane, u obi¢nom stablu pod (c) nije definisano
levo ili desno dete — ¢vor 2 je samo dete ¢vora 1, niti levo niti desno.

Uprkos ovim malim konceptualnim razlikama, osnovna terminologija
opstih stabala prenosi se i na binarna stabla. Svi osnovni pojmovi koje
smo definisali za obi¢na stabla imaju smisla i za binarna stabla.

Predstavljanje binarnog stabla je umnogome pojednostavljeno zahva-
ljujudi Cinjenici da svaki ¢vor binarnog stabla ima najvise dvoje dece. U
praksi se za predstavljanje binarnih stabala skoro iskljucivo koriste poka-
zivaci, jer je takva njihova reprezentacija prirodna i jednostavna. Precizni-
je, binarno stablo je organizovano u obliku povezane strukture podataka
u kojoj je svaki ¢vor stabla predstavljen jednim objektom. Taj objekat
ima polje kljug¢, koje sadrzi kljuc¢ ¢vora, kao i dva pokazivacka polja levo
i desno, koja pokazuju na objekte koji predstavljaju levo i desno dete ¢vo-
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ra. Ako neko dete nije prisutno, odgovarajuce pokazivacko polje sadrzi
vrednost null. Stablu T se kao celini pristupa preko posebnog spoljasnjeg
pokazivaca t koji nije deo stabla i koji pokazuje na koren stabla. Ovaj na-
¢in predstavljanja binarnog stabla je ilustrovan u desnom delu na slici 6.6
za stablo koje je prikazano u levom delu.

uc
desno

klj
levo

Slika 6.6: Predstavljanje binarnog stabla pomoc¢u pokazivaca.

Obilazak binarnog stabla

Vazna operacija nad nelinearnom strukturom stabla je neka aktivnost
koja se izvr$ava nad podacima (kljuc¢evima) svih ¢vorova stabla. Ta opera-
cija se neutralno naziva obilazak stabla i sastoji se od kretanja duz grana
stabla od ¢vora do ¢vora radi ,posecivanja” svih ¢vorova stabla, ali na si-
stemati¢an nacin kako se neki ¢vor ne bi ponovio. Konkretna aktivnost
koja se obavlja nad podacima u nekom ¢voru v prilikom njegovog pose-
¢ivanja zavisi od primene operacije obilaska stabla i moze obuhvatati sve
od samo prikazivanja podataka ¢vora v do neke mnogo sloZenije obrade
podataka ¢vora v.

Tri najCes$ca sistematicna postupka za obilazak binarnog stabla od nje-
govog korena jesu obilazak ¢vorova u preorder, inorder i postorder redo-
sledu. Oni se razlikuju samo po redosledu po kojem se posecuju naredni
¢vor i njegovo levo i desno podstablo. Na slici 6.7 su ilustrovana ova tri
nacina tako sto je brojevima 1, 2 i 3 oznacen redosled po kojem se pose-
¢uju naredni ¢vor r (aktuelni koren) i njegovo levo i desno podstablo T, i
T,

Formalna rekurzivna definicija preorder, inorder i postorder obilaska
binarnog stabla T je:
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preorder inorder postorder

Slika 6.7: Tri nacina obilaska binarnog stabla.

1. Ako je stablo T prazno, nista se ne obilazi jer T nema nijedan ¢vor.

2. Inace, neka je r koren stabla T sa (moguce praznim) levim i desnim
podstablima T, i T, ¢iji su koreni deca od r. Onda:

« preorder obilazak ¢vorova stabla T sastoji se najpre od posete
korena r, zatim od rekurzivnog obilaska ¢vorova stabla T, u
preorder redosledu i na kraju od rekurzivnog obilaska ¢vorova
stabla T,; u preorder redosledu;

« inorder obilazak ¢vorova stabla T sastoji se najpre od rekur-
zivnog obilaska ¢vorova stabla T, u inorder redosledu, zatim
od posete korena r i na kraju od rekurzivnog obilaska ¢vorova
stabla T; u inorder redosledu;

« postorder obilazak ¢vorova stabla T sastoji se najpre od rekur-
zivnog obilaska ¢vorova stabla T, u postorder redosledu, zatim
od rekurzivnog obilaska ¢vorova stabla T,; u postorder redosle-
du i na kraju od posete korena r.

Na slici 6.8 su ilustrovana prethodna tri nacina obilaska svih ¢vorova
na konkretnom primeru jednog binarnog stabla.

Imajuéi u vidu standardni nacin predstavljanja binarnih stabala po-
mocu pokazivaca, lako se mogu napisati algoritmi za preorder, inorder i
postorder obilaske ¢vorova binarnog stabla. U nastavku je prikazan samo
algoritam za inorder obilazak binarnog stabla (listing 6.1), pri ¢emu se za
svaki ¢vor prikazuje njegov klju¢. Algoritmi za ostala dva nacina obilaska
binarnog stabla ostavljaju se ¢itaocima za vezbu.



162 6. Stabla

(1)
e e inorder: 7,4,8,2,5,9,1,6,3
e e e postorder: 7,8,4,9,5,2,6,3,1
@O ® ©

Slika 6.8: Lista ¢vorova binarnog stabla dobijena na preorder, inorder i
postorder nacin.

preorder: 1,2,4,7,8,5,9,3,6

Listing 6.1: Inorder obilazak binarnog stabla

// Ulaz: <Zvor t binarnog stabla
// Izlaz: inorder lista kljucCeva podstabla sa korenom ¢
algorithm bt-inorder(t)

if (t '= null) then
bt-inorder(t.levo);
print(t.kljuc);
bt-inorder(t.desno);

return;

Obratite paznju na to da je rekurzivni algoritam bt - inorder neposred-
na implementacija rekurzivne definicije inorder obilaska binarnog stabla.
Pri tome, obrada svakog ¢vora prilikom njegovog ,posecivanja” sastoji se
od prostog prikazivanja kljuca ¢vora.

Nije tesko pokazati da vreme izvr$avanja algoritma bt-inorder za bi-
narno stablo od n ¢vorova iznosi O(n). (To je tacno i za algoritme ostala
dva nacina obilaska binarnog stanla.) To je posledica ¢injenice $to se al-
goritam bt-inorder poziva tacno dva puta za svaki ¢vor stabla — jednom
za njegovo levo dete i jednom za njegovo desno dete. Posto se deo al-
goritma bt-inorder koji ne obuhvata ove rekurzivne pozive izvrsava za
konstantno vreme, ukupno vreme izvrsavanja bice 2n - O(1) = O(n).

Ovo je dobra prilika da se osvrnemo i na nas ,stil programiranja”. Ce-



6.3. Binarna stabla pretrage 163

sto ¢emo jednostavne algoritme, kao $to je to algoritam bt-inorder, iz-
razavati u rekurzivnom obliku. Naravno, svaki rekurzivni algoritam se
moze napisati iterativno, simulirajuci ako nista drugo rekurziju pomoc¢u
steka. U stvari, u praksi je bolje pisati algoritme na iterativni nego na re-
kurzivni nacin, jer se tako dobija na efikasnosti izbegavanjem dodatnih
implicitnih operacija koje svaka rekurzija namece. Na primer, iterativna
verzija istog algoritma bt-inorder prikazana je u listingu 6.2.

Listing 6.2: Inorder obilazak binarnog stabla, iterativna verzija

// Ulaz: <&vor t binarnog stabla
// Izlaz: inorder lista kljuceva podstabla sa korenom ¢
algorithm bt-inorder(t)

stack-make(s); // inicijalizacija praznog steka s
do
while (t != null) do
push(t,s);
t = t.levo;
t = pop(s);
print(t.kljuc);
t = t.desno;
while (!stack-empty(s) || (t != null));

return;
|

Nije tesko razumeti kako ovaj iterativni algoritam radi — on u sustini
simulira rekurziju pomocu jednog steka s. Ipak, iako su rekurzivni algorit-
mi manje efikasni (samo u apsolutnom smislu, ali ne i asimptotski), nama
je bliza rekurzija posto se dobijaju algoritmi koji su skoro uvek laksi za
razumevanje i analiziranje.

6.3 Binarna stabla pretrage

Binarno stablo pretrage (BSP) je binarno stablo u kojem svaki ¢vor v
ima takozvano BSP svojstvo: svi ¢vorovi u levom podstablu ¢vora v imaju
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kljuceve koji su manji od kljuca ¢vora v, a svi ¢vorovi u desnom podstablu
¢vora v imaju kljuceve koji su veéi od kljuca ¢vora v (videti sliku 6.9).

Slika 6.9: BSP svojstvo svakog ¢vora binarnog stabla pretrage.

BSP svojstvo binarnog stabla T moze se formalno izraziti na sledeci na-
¢in: za svaki ¢vor v stabla T, ako je u ¢vor u levom podstablu ¢vora v, onda
je v.klju¢ > u.klju¢; a ako je w ¢vor u desnom podstablu ¢vora v, onda
je v.klju¢ < w.kljué. (Ovde pretpostavljamo pojednostavljen slucaj da
su svi kljucevi razli¢iti.) Obratite paznju na to da se u binarnom stablu
pretrage implicitno podrazumeva da se kljucevi ¢vorova stabla mogu me-
dusobno uporedivati. To znaci da kljucevi pripadaju nekom totalno urede-
nom skupu, tj. skupu nad ¢ijim elementima je definisana relacija ,manje
od”. Primeri ovih skupova obuhvataju skupove celih i realnih brojeva sa
uobicajenom relacijom poretka brojeva, kao i skup znakovnih stringova
sa leksikografskim poretkom.

Na slici 6.10 su prikazana dva binarna stabla pretrage koja sadrze isti
skup vrednosti kljuceva. Kao §to ¢emo pokazati, vreme izvrsavanja vecine
operacija nad binarnim stablom pretrage je proporcionalno visini stabla.
U tom smislu, desno stablo na slici 6.10 je manje efikasno, jer ima veéu
visinu.

BSP operacije

Kod svih operacija nad nekim stablom (tako i nad binarnim stablom
pretrage) polazi se od korena stabla, jer se podrazumeva da je pristup sta-
blu spolja omogucen jedino pokazivacem na njegov koren. Tipi¢ne opera-
cije nad binarnim stablom pretrage su trazenje ¢vora u stablu, dodavanje
novog ¢vora u stablo i uklanjanje datog ¢vora iz stabla. O ovim operacija
se detaljno govori u nastavku ovog odeljka.
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Slika 6.10: Dva binarna stabla pretrage sa istim kljucevima.

TraZenje ¢vora. Najjednostavnija operacija nad binarnim stablom pre-
trage je nalaZenje ¢vora sa datim klju¢em x u binarnom stablu pretrage T.
Da bi se brzo locirao ¢vor sa klju¢em x u stablu T, ili se utvrdilo da se ¢vor
sa tim kljucem ne nalazi u stablu T, koristi se BSP svojstvo ¢vorova tabla
T. Preciznije, ukoliko se uporedi x sa klju¢em korena stabla T, razlikuju
se tri slucaja.

Prvi, najlaksi slucaj je ako je kljuc korena stabla T jednak x, jer smo
onda nasli trazeni ¢vor i mozemo zavrsiti pretragu. U drugom slucaju, ako
je kljuc korena stabla T veci od x, prema BSP svojstvu mozemo zakljuciti
da se ¢vor sa klju¢em x moze na¢i samo u levom podstablu korena stabla T,
jer suu desnom podstablu svi kljucevi veéi od kljuca korena, pa time i od x.
Zbog toga pretragu rekurzivno nastavljamo na isti nacin od korena levog
podstabla korena stabla T. Najzad, u trecem slucaju koji je simetrican
drugom, ako je kljuc¢ korena stabla T manji od x, onda se ¢vor sa klju¢em x
moze naci samo u desnom podstablu korena stabla T. Zbog toga pretragu
rekurzivno nastavljamo na isti nacin od korena desnog podstabla korena
stabla T.

Ovaj neformalni opis operacije trazenja ¢vora u binarnom stablu pre-
trage preciziran je rekurzivnim algoritmom bst-search u listingu 6.3. Ako
su dati pokazivac t na neki ¢vor u binarnom stablu pretrage i kljuc x, al-
goritam bst-search kao rezultat vraca pokaziva¢ na ¢vor sa kljucem x,

ukoliko se takav ¢vor nalazi u podstablu ¢iji je koren t; u suprotnom slu-
¢aju, ukoliko takav ¢vor ne postoji, ovaj algoritam vraca pokazivac null.
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Listing 6.3: TraZenje ¢vora u binarnom stablu pretrage

// Ulaz: <¢vor t binarnog stabla pretrage, kljuc x
// Izlaz: pokazivac¢ na ¢vor sa kljucem x, ili null
algorithm bst-search(t, x)

if ((t == null) || (t.klju¢ == x)) then
return t;

else if (t.klju¢ > x) then
bst-search(t.levo, Xx);

else
bst-search(t.desno, x);

Na slici 6.11 je ilustrovan nacin rada algoritma bst - search na primeru
jednog binarnog stabla pretrage.

Slika 6.11: Trazenje ¢vora 13 u datom binarnom stablu pretrage.

Kao sto se vidi sa slike 6.11, u algoritmu bst-search se pretraga zapo-
¢inje od korena stabla i prelazi se odreden put nadole duz grana i ¢vorova
u stablu. Za svaki ¢vor na tom putu, u algoritmu se uporeduje kljuc¢ tog
¢vora sa trazenom vrednos¢u. Ako su oni jednaki, pretraga se zavrsava.
U suprotnom slucaju, pretraga se nastavlja u levom ili desnom podstablu
¢vora zavisno od toga da li je kljuc¢ ¢vora ve¢i ili manji od trazene vredno-
sti. Posto ¢vorovi na koje se rekurzivno dolazi tokom pretrage obrazuju
put u stablu od korena pa do nekog lista u najgorem slucaju, vreme izvr-
Savanja algoritma bst-search je O(h) za stablo visine /.
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Dodavanje ¢vora. Operacija dodavanja (kao i uklanjanja) ¢vora modi-
fikuje binarno stablo pretrage tako da se mora paziti da se ne narusi BSP
svojstvo u rezultuju¢em stablu. Imajuci to u vidu, dodavanje novog ¢vora
u binarno stablo pretrage moze se ipak uraditi na relativno jednostavan
nacin.

Da bismo novi ¢vor p dodali u binarno stablo pretrage T, u sustini
najpre pokusavamo da lociramo klju¢ ¢vora p u T primenjujuci postupak
trazenja tog kljuca. Ako ga nademo, ne treba nista drugo da uradimo,
jer ne dodajemo duplikat ¢vora u stablo u skladu sa nasom pojednosta-
vljenom pretpostavkom da su svi kljucevi stabla T razli¢iti. U suprotnom
slucaju, prema proceduri trazenja klju¢a dolazimo do ¢vora koji nema le-
vo ili desno dete §to ukazuje da ¢vor p nije u stablu T. Nije tesko videti
da je to pravo mesto u stablu T za dodavanje novog ¢vora. Zbog toga na
tom mestu dodajemo p kao novi ¢vor-list u T i povezujemo p tako da bude
odgovarajuce dete ¢vora u kojem se zaustavila procedura trazenja.

U ispravnost ovog postupka ¢itaoci se verovatno mogu lakse uveri-
ti ukoliko se operacija dodavanja ¢vora formulise u rekurzivnom obliku.
Ako je T prazno stablo, ono postaje stablo koje se sastoji samo od novog
¢vora p. Ako stablo T nije prazno, a njegov koren ima klju¢ jednak kljuc¢u
¢vora p, tada se p ve¢ nalazi u stablu i zato nista dodatno ne treba uraditi.
Sa druge strane, ako stablo T nije prazno i njegov koren nema isti kljuc
kao ¢vor p, ¢vor p dodajemo u levo podstablo korena ako je klju¢ korena
ve¢i od kljuca ¢vora p, ili dodajemo p u desno podstablo korena ako je
klju¢ korena manji od kljuca ¢vora p.

Rekurzivni algoritam bst-insert u listingu 6.4 predstavlja realizaciju
ovog neformalnog opisa operacije dodavanja ¢vora. Ako su dati poka-
zivac t na ¢vor binarnog stabla pretrage i pokaziva¢ na novi ¢vor p, tim
algoritmom se dodaje ¢vor p u podstablo ¢iji je koren ¢. Pri tome se pretpo-
stavlja da polje p. klju¢ ve¢ sadrzi zeljeni kljuc i da polja p.levoip.desno
sadrze vrednost null.

Listing 6.4: Dodavanje ¢vora u binarno stablo pretrage

// Ulaz: <¢&vor t binarnog stabla pretrage, novi cvor p
// Izlaz: &vor p dodat u podstablo sa korenom ¢t
algorithm bst-insert(t, p)

if (t == null) then
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t=p;
else if (p.klju¢ < t.kljuc) then
t.levo = bst-insert(t.levo, p);
else if (p.klju¢ > t.kljuc) then
t.desno = bst-insert(t.desno, p);
else
; // duplikati se ne dodaju

return t;
|

Na slici 6.12 je ilustrovan nacin rada algoritma bst-insert na primeru
jednog binarnog stabla pretrage. Sa te slike se vidi da rad ovog algoritma
pocinje od korena stabla i da se prelazi odreden put nadole u stablu bas
kao u slucaju trazenja ¢vora. Taj put se zavrsava u ¢voru Cije levo ili desno
dete treba da bude novi ¢vor. Stoga, bas kao u slucaju operacije trazenja
¢vora, vreme izvr$avanja algoritma bst-insert je O(h) za stablo visine h.

Slika 6.12: Dodavanje ¢vora 25 datom binarnom stablu pretrage.

U algoritmu bst-insert se sreCemo sa jednom tehnickom potesko-
¢om. Naime, kada novi ¢vor treba zameniti umesto trenutno praznog ¢vo-
ra, potrebno je vratiti se i azurirati jedno od pokazivackih polja u ¢voru
roditelja novog ¢vora. To je razlog zasto se prenosi povratna informacija
o rezultuju¢em podstablu posle dodavanja ¢vora. Drugim rec¢ima, algo-
ritam bst-insert vraca pokazivac¢ na koren podstabla sa novododatim
¢vorom. Medutim, to je istovremeno jedan od uzroka relativne neefika-
snosti rekurzivne implementacije, budu¢i da samo poslednji ¢vor treba da
se azurira. Kod svih ostalih ¢vorova algoritam vraca isti pokazivac koji je
primio, tako da kod tih ¢vorova fakticki nema stvarnih promena.
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Uklanjanje ¢vora. Uklanjanje ¢vora p iz binarnog stabla pretrage je ma-
lo komplikovanije od trazenja ili dodavanja ¢vora. Pre svega, ako je p spo-
ljasnji ¢vor (list) u stablu, taj ¢vor se moze jednostavno ukloniti iz stabla.
Na slici 6.13 je prikazano uklanjanje spoljasnjeg ¢vora (lista) iz jednog
binarnog stabla pretrage.

Slika 6.13: Uklanjanje spoljasnjeg ¢vora (lista) 10 iz datog binarnog stabla
pretrage.

Medutim, ako je p unutrasnji ¢vor, on se ne moze prosto ukloniti iz
stabla jer se time gubi struktura stabla. Zbog toga, stablo se mora restruk-
turirati tako da ¢vor p bude uklonjen, ali i da BSP svojstvo za preostale
¢vorove ne bude naruseno. Da bi se ovo postiglo, razlikuju se dva mogu-
¢a slucaja. U prvom slucaju, kada ¢vor p ima samo jedno dete g, ¢vor p
moze se zameniti tim detetom. Preciznije, dete g se povezuje tako da bu-
de novo dete roditelja ¢vora p umesto starog deteta — uklonjenog ¢vora p.
Ova transformacija binarnog stabla pretrage je ilustrovana na slici 6.14.

Slika 6.14: Opsti slucaj uklanjanja unutrasnjeg ¢vora p sa jednim detetom
q iz binarnog stabla pretrage.
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Na slici 6.15 je prikazan konkretan primer uklanjanja unutrasnjeg ¢vo-
ra sa jednim detetom iz binarnog stabla pretrage.

Slika 6.15: Uklanjanje unutrasnjeg ¢vora 19 sa jednim detetom iz datog
binarnog stabla pretrage.

U drugom slucaju, kada unutrasnji ¢vor p ima dvoje dece, jedan na-
¢in za njegovo uklanjanje je da se najpre nade najmanji ¢vor g4 u desnom
podstablu ¢vora p. (Druga moguénost je da se nade najveci ¢vor u levom
podstablu ¢vora p.) Zatim se zamenjuje ¢vor p ¢vorom ¢ i uklanja se ¢vor
q iz desnog podstabla. Ovaj opsti pristup je ilustrovan na slici 6.16.

Slika 6.16: Opéti slucaj uklanjanja unutrasnjeg ¢vora p sa dvoje dece iz
binarnog stabla pretrage.

Primetimo da BSP svojstvo nije naruseno u dobijenom stablu, jer je
¢vor p veci od svih ¢vorova u njegovom levom podstablu, a ¢vor g je veci
od ¢vora p, kao i bilo koji drugi ¢vor iz desnog podstabla ¢vora p. Dakle,
Sto se tice levog podstabla ¢vora p, ¢vor 4 moze zameniti ¢vor p. Ali g je
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odgovarajuci ¢vor i Sto se tice desnog podstabla ¢vora p, jer je g najmanji
¢vor u tom desnom podstablu.

Na slici 6.17 je ilustrovan konkretan primer uklanjanja ¢vora sa dvoje
dece iz binarnog stabla pretrage.

Slika 6.17: Uklanjanje unutrasnjeg ¢vora 17 sa dvoje dece iz datog binar-
nog stabla pretrage.

Pre kompletnog algoritma za operaciju uklanjanja ¢vora iz binarnog
stabla pretrage, u listingu 6.5 je prikazan pomoc¢ni algoritam koji ukla-
nja najmanji ¢vor iz nepraznog podstabla sa korenom t. Najmanji ¢vor u
podstablu sa korenom f je lako ukloniti, posto taj ¢vor sigurno nema levo
dete (jer bi ono moralo biti manje) i zato uvek imamo jedan od dva prosta
slucajeva za uklanjanje ¢vora koji je bez dece ili ima samo jedno dete.

Listing 6.5: Uklanjanje najmanjeg ¢vora iz binarnog stabla pretrage

// Ulaz: <&vor t binarnog stabla pretrage
// Izlaz: uklonjen najmanji ¢vor p iz podstabla sa korenom t
algorithm bst-deletemin(t)

if (t.levo == null) then
p=1t
return t.desno;
else
t.levo = bst-deletemin(t.levo);

return t;
I
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U rekurzivnom algoritmu bst-deletemin se u podstablu sa korenom
t trazi najmanji ¢vor tako $to se prate leva deca od ¢vora t dok se ne naide
na ¢vor p koji nema levo deto. To se prepoznaje time Sto je za taj ¢vor
pokazivac p.levo jednak null. Slika 6.18 sugerise zasto je taj ¢vor najma-
nji. Naime, svi preci ¢vora p na putu od t do p koji predstavlja levu ivicu
podstabla sa korenom ¢, kao i ¢vorovi u desnim podstablima tih predaka,
jesu veci od p. Vecdi su i svi ¢vorovi u desnom podstablu ¢vora p, ¢ime su
iscrpljeni svi ¢vorovi razli¢iti od p u podstablu sa korenom ¢. Prema tome,
p je najmanji ¢vor u podstablu sa korenom .

Slika 6.18: NalaZenje najmanjeg ¢vora u binarnom stablu pretrage.

U algoritmu bst-deletemin se kao rezultat vraca i pokazivac na uklo-
njeni najmanji ¢vor preko globalne promenljive p. Razlog za to je da bi
algoritam u kome se poziva bst-deletemin mogao da eventualno iskori-
sti taj najmanji ¢vor za svoje potrebe. Jedan takav algoritam je rekurzivni
algoritam bst-delete prikazan u listingu 6.6. On predstavlja kompletnu
realizaciju operacije uklanjanja ¢vora sa datim klju¢em x iz binarnog sta-
bla pretrage na ¢iji koren ukazuje pokazivac f. Primetimo da algoritam
bst-delete ne radi nista ukoliko se ¢vor sa datim klju¢em ne nalazi u
stablu.

Listing 6.6: Uklanjanje ¢vora iz binarnog stabla pretrage

// Ulaz: <&vor t binarnog stabla pretrage, kljuc x
// Izlaz: uklonjen ¢vor sa kljucem x iz stabla sa korenom f
algorithm bst-delete(t, x)

if (t != null) then // neprazno stablo, nac¢i kljuc x
if (t.klju¢ > x) then
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t.levo = bst-delete(t.levo, x);
else if (t.klju¢ < x) then
t.desno = bst-delete(t.desno, x);
else // t.klju¢ = x, ukloniti ¢vor t
p=t;
if (t.levo == null) then
return t.desno;
else if (t.desno == null) then
return t.levo;

else // C¢vor sa dva deteta
t.desno = bst-deletemin(t.desno);
t.klju¢ = p.kljug;
return t;

U algoritmu bst-delete se takode pocinje od korena binarnog stabla
pretrage i prelazi odreden put niz stablo da bi se najpre nasao ¢vor koji
treba ukloniti. U algoritmu se zatim uklanja taj ¢vor primenjujuci odgo-
varajuci postupak zavisno od broja njegove dece. Najgori slucaj je kada
¢vor za uklanjanje ima dvoje dece, jer se tada u algoritmu prelazi dodatni
put dalje niz stablo da bi se pronasao najmanji ¢vor u desnom podstablu
¢vora koji se uklanja. U svakom slucaju dakle, put koji se prelazi nije du-
zi od visine stabla. Prema tome, kao i za operacije trazenja i dodavanja
¢vora, vreme izvrSavanja algoritma bst-delete je O(h) za stablo visine .

Efikasnost BSP operacija. Pokazali smo da se sve tri osnovne operaci-
je nad binarnim stablom pretrage izvr$avaju za vreme O(h), pri cemu je
h visina stabla. Medutim, visina binarnog stabla pretrage se menja kako
se ¢vorovi dodaju i uklanjaju. Da bismo zato nasu analizu ucinili pre-
ciznijom, moramo oceniti visinu tipi¢nog binarnog stabla pretrage sa n
¢vorova.

U najgorem slucaju, svi ¢vorovi stabla se mogu nalaziti na jednom pu-
tu. To bismo dobili, na primer, kada bismo n kljuc¢eva dodali u rastu¢em
redosledu u pocetno prazno stablo. Drugi degenerativni slucajevi su pute-
vi koji vijugaju levo ili desno kod nekih unutrasnjih ¢vorova. Na slici 6.19
su prikazana dva primera ovih najgorih scenarija.
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Slika 6.19: Najgora binarna stabla pretrage.

Visina ovih degenerativnih binarnih stabla pretrage sa n ¢vorova je
oc¢igledno n — 1. Na osnovu toga mozemo zakljuciti da se osnovne BSP
operacije izvrsavaju za linearno vreme O(n) u najgorem slucaju.

U najboljem slucaju, binarno stablo pretrage predstavlja puno binarno
stablo. U takvom stablu, svi listovi se nalaze samo na poslednjem nivou i
svi unutrasnji ¢vorovi imaju tacno dvoje dece. Na slici 6.20 je prikazano
puno binarno stablo sa 15 ¢vorova.

Slika 6.20: Puno binarno stablo.

U punom binarnom stablu visine /4, jednostavnom indukcijom po vi-
sini stabla moze se pokazati da je njegov broj ¢vorova jednak n = 21 - 1.
Dakle, u takvom stablu je n + 1 = 2"*1 ili, ekvivalentno, 1 + 1 = log (n + 1),
odnosno & = log (n + 1) — 1. Drugim re¢ima, vreme izvrSavanja osnovnih
BSP operacija je O(log ) u najboljem slucaju.

U praksi nije Cest nijedan od ova dva ekstremna slucaja, pa se moze
postaviti pitanje §ta je tipican slucaj izmedu ova dva ekstrema? To jest, da
li je tipicno vreme bliZe linearnom ili logaritamskom vremenu u odnosu
na broj ¢vorova stabla? Odgovor na to pitanje moze se dobiti sloZenijom
matematickom analizom koju ovde izostavljamo: uz relativno razumne
pretpostavke verovatniji je bolji slucaj, pa se osnovne BSP operacije tipic-
no izvrsavaju za logaritamsko vreme.
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6.4 Binarni hipovi

Binarni hipovi su binarna stabla kod kojih svi ¢vorovi zadovoljavaju
specijalno svojstvo, slicno kao kod binarnih stabala pretrage. Ali uz to,
odgovarajuca binarna stabla kod binarnih hipova moraju dodatno imati
specijalan oblik i biti $to viSe razgranata (balansirana).

Preciznije, binarno stablo se naziva kompletno ako ima ¢vorove na
svim nivoima osim mozda poslednjem. Na poslednjem nivou, na kojem
neki ¢vorovi mogu nedostajati, svi postojeci ¢vorovi moraju biti levo od
onih koji nedostaju. Na slici 6.21 su prikazani opsti oblik i konkretan
primer kompletnog binarnog stabla.

Slika 6.21: Kompletno binarno stablo.

Binarni hip (ili krace samo hip) je kompletno binarno stablo u kojem
je klju¢ svakog ¢vora manji od kljuceva dece tog ¢vora. Drugim recima,
za svaki ¢vor v kompletnog stabla T, ako su u i w deca ¢vora v, onda je
v.klju¢ < u.klju¢iv.klju¢ < w.kljué. Ovo svojstvo se naziva hip
svojstvo.

Obratite paznju na to da hip svojstvo implicira da je klju¢ svakog ¢vora
v u hipu manji od klju¢eva svih ¢vorova u podstablu sa korenom v. Pored
toga, najmanji ¢vor (tj. ¢vor sa minimalnim klju¢em) mora biti koren hipa,
ali manji ¢vorovi ne moraju biti na manjoj dubini od ve¢ih ¢vorova. Na
primer, u binarnom hipu na slici 6.21 ¢vorovi 4, 5 i 6 se nalaze na vecoj
dubini od ¢vora 7. Drugo zapazanje je da se ¢vorovi na svakom putu od
nekog ¢vora nadole niz stablo nalaze u sortiranom rastu¢em redosledu.

U stvari, hipovi koji zadovoljavaju prethodno navedeno hip svojstvo
nazivaju se preciznije min-hipovi. Analogno bi se isto tako mogli definisa-
ti max-hipovi kod kojih je kljuc¢ svakog ¢vora vec¢i od kljuceva njegove de-
ce. Nema nista posebno sto izdvaja min-hipove u odnosu na max-hipove.
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Oba oblika hipova se ravnopravno koriste u praksi i sva zapazanja uz oci-
gledne izmene vaZze u oba slucaja.

Hip operacije

Tipi¢ne operacije nad hipom su uklanjanje najmanjeg ¢vora (i vraca-
nje njegovog kljuca) iz hipa, dodavanje novog ¢vora u hip, kao i stvaranje
hipa od kompletnog binarnog stabla ¢iji se ¢vorovi nalaze u proizvoljnom
poretku. U nastavku ovog odeljka se detaljnije govori o tome kako se ove
operacije mogu realizovati.

Uklanjanje najmanjeg ¢vora. Najmanji ¢vor u binarnom hipu je lako
pronadi, jer smo primetili da taj ¢vor mora biti koren stabla. Medutim,
ako se prosto ukloni koren stabla, gubi se struktura stabla. Zbog toga se
mora nekako naci novi klju¢ za koren tako da stablo i dalje bude skoro
puno, ali i da hip svojstvo ne bude naruseno. Ovo se obezbeduje slede¢im
postupkom koji se sastoji od dve faze.

U prvoj fazi, da bi se stablo sacuvalo da bude skoro puno, najpre se
uzima kljuc¢ sasvim desnog lista na poslednjem nivou, zatim se uklanja taj
list i, na kraju, klju¢ korena privremeno se zamenjuje sa uzetim kljucem
sasvim desnog lista. Time je kompletnost rezultujuceg stabla ocevidno
sacuvana, ali hip svojstvo novog korena moze biti naruseno.

Zato u drugoj fazi, da bi se obnovila vaznost hip svojstva, klju¢ novog
korena se pomera nadole niz stablo do njegovog pravog mesta. To znaci da
se taj klju¢ ,gura” nadole niz stablo sve dok se moze zameniti sa kljucem
jednog od deteta aktuelnog ¢vora koje ima manji kljuc.

Preciznije, pretpostavimo da je x aktuelni ¢vor kod koga je naruseno
hip svojstvo. To znaci da je x veci od jednog ili oba svoja deteta. Klju¢
¢vora x mozemo zameniti klju¢em jednog od njegova dva deteta, ali pri
tome moramo biti pazljivi. Ako x zamenimo sa manjim od njegova dva
deteta, sigurno ne¢emo narusiti hip svojstvo izmedu dva ranija deteta, od
kojih je jedan sada postao roditelj drugog. Ponavljajuci ovaj postupak
za pocetni klju¢, taj klju¢ ¢e na kraju do¢i ili do nekog lista ili do ¢vora
Cija oba deteta imaju veci klju¢. Na slici 6.22 je ilustrovan ovaj dvofazni
postupak uklanjanja najmanjeg ¢vora 1 iz hipa sa slike 6.21.

Primetimo da se operacija uklanjanja najmanjeg ¢vora iz hipa izvrsava
za vreme O(logn) ukoliko hip ima n ¢vorova. Ovo je posledica ¢injenice
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Slika 6.22: Uklanjanje najmanjeg ¢vora iz hipa.

Sto se postupak potiskivanja privremenog kljuca korena ponavlja najvise
h puta, gde je h visina stabla. A posto je i < log(n + 1) u kompletnom
binarnom stablu od n ¢vorova i svaki korak spustanja kljuca se izvrsava
za konstantno vreme po ¢voru, ukupno vreme je O(log n).

Dodavanje ¢vora. Razmotrimo sada kako se moze dodati novi ¢vor u
binarni hip, imaju¢i u vidu da dobijeni hip mora biti skoro pun i da hip
svojstvo za svaki ¢vor u njemu mora ostati na snazi. Jedan nacin je da se
novi ¢vor doda na poslednjem nivou na prvom mestu koje je sasvim levo
moguce, pocinjuci novi nivo ako je poslednji nivo trenutno popunjen.

Time je kompletnost rezultujuceg stabla sacuvana, ali hip svojstvo ro-
ditelja novog ¢vora moze biti naruseno. Zato se opet pokusava da se to
neutraliSe ,guranjem” navise novog kljuca uz stablo. To znaci da se me-
dusobno zamenjuju novi klju¢ aktuelnog ¢vora i kljuc roditelja tog ¢vora,
ako roditelj ima manji klju¢. Ovo zamenjivanje se ponavlja sve dok novi
klju¢ ne dode ili do korena ili do ¢vora ¢iji roditelj ima manji klju¢. Na
slici 6.23 je ilustrovan postupak dodavanja ¢vora 2 hipu sa slike 6.21.

Slika 6.23: Dodavanje novog ¢vora u hip.

Vreme koje je potrebno za izvrSavanje operacije dodavanja ¢vora u hip
je proporcionalno duzini puta koji novi ¢vor prelazi od pocetnog mesta
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na poslednjem nivou do svog pravog mesta. Ta duzina puta je ocigledno
ogranicena visinom stabla hipa, pa je vreme izvr$avanja jednako O(logn)
za hip od n ¢vorova.

Konstruisanje hipa. Pretpostavimo da je dato kompletno binarno sta-
blo ¢iji su ¢vorovi proizvoljno razmesteni tako da njihovi kljucevi ne za-
dovoljavaju hip svojstvo. Operacija konstruisanja hipa sastoji se od preu-
redivanja kljuceva tog stabla tako da ono na kraju bude hip.

Jedan ocigledan nacin da se ovo postigne je da se poc¢ne od praznog
hipa i da mu se zatim redom dodaju ¢vorovi datog kompletnog binarnog
stabla jedan po jedan. (Pri tome se, recimo, ¢vorovi datog stabla uzimaju
tokom obilaska tog stabla na jedan od tri standardna nacina — preorder,
inorder ili postorder.) Kako svaka operacija dodavanja ¢vora u hip pro-
izvodi stablo koje je takode binarni hip, to ¢e se posle dodavanja svih
¢vorova na kraju dobiti trazeni hip.

Medutim, ovaj postupak nije mnogo efikasan, jer bi za stablo od n
¢vorova njegovo vreme izvrsavanja bilo O(nlogn). To je zato §to se njime
obavlja n operacija dodavanja ¢vora, a svaka od tih operacija se izvrsava
za vreme O(logn), kao sto smo pokazali u prethodnom pododeljku. Po-
stoji bolje resenje za ovaj problem ¢ije je vreme izvrsavanja samo O(n). O
njemu se viSe govori u narednom odeljku koje je posveéeno jednoj kon-
kretnoj realizaciji binarnog hipa.

Predstavljanje hipa pomocu niza

Posto je hip skoro puno binarno stablo, ono se moze efikasno predsta-
viti na neobican nacin koristec¢i strukturu niza. Ideja ove reprezentacije
je pozajmljena od nacina na koji se ¢vorovi stabla mogu poredati u niz po
nivoima. To znaci da elementi jednog niza predstavljaju ¢vorove stabla
binarnog hipa nivo po nivo, poc¢inju¢i od korena i iduci sleva na desno
unutar jednog nivoa. Preciznije, prvi element niza sadrzi koren stabla,
drugi element niza sadrzi levo dete korena, treci element niza sadrzi de-
sno dete korena, cetvrti element niza sadrzi levo dete levog deteta korena
i tako dalje. Primer ovakve reprezentacije hipa sa 10 ¢vorova pomocu niza
a prikazan je na slici 6.24.

U opstem slucaju dakle, ako za i > 1 postoji levo dete ¢vora a[i], ono
je predstavljeno elementom a[2*i], a njegovo desno dete, ako postoji,



6.4. Binarni hipovi 179

Slika 6.24: Predstavljanje hipa sa 10 ¢vorova pomocu niza.

predstavljeno je elementom a[2*i+1]. Ekvivalentna interpretacija je da
se roditelj ¢vora a[i] nalazi u elementu a[i/2] zai > 1.

Radi jednostavnosti, za kljuceve ¢vorova hipa pretpostavljamo da su
celi brojevi i zanemarujemo dodatne podatke koje ¢vorovi mogu imati. Na
taj nacin se binarni hip moze jednostavno predstaviti celobrojnim nizom.
Naravno, u praksi Cesto ovakva jednostavna reprezentacija nije moguca,
ali se hip onda moze predstaviti nizom objekata odgovarajuceg tipa. Ili
jos bolje, posto se sve operacije nad hipom zasnivaju na mnogobrojnim
zamenama podataka pojedinih ¢vorova, hip bi se mogao predstaviti u obli-
ku niza pokazivaca na objekte-cvorove i onda bi se zapravo zamenjivali
samo ovi pokazivaci.

Prema tome, u daljem izlaganju algoritama kojima se realizuju ope-
racije nad hipom pretpostavljamo da je binarni hip predstavljen pomoc¢u
celobrojnog niza a ta¢no onako kako je to prikazano na slici 6.24. Da ne
bismo preopteretili listu parametara algoritama o kojima ¢emo govoriti,
dalje pretpostavljamo da se aktuelna veli¢ina hipa ¢uva u globalnoj pro-
menljivoj n. Na kraju, podrazumevamo i da je veli¢ina niza uvek dovoljno
velika za hip od n ¢vorova, kako u algoritmima ne bismo morali da prove-
ravamo da li je prekoracena gornja granica niza.

Za operaciju dodavanja ¢vora u hip smo pokazali da se ona zasniva
na postupku pomeranja novog ¢vora navise u stablu prema njegovom
pravom mestu. Kolokvijalno se za ovo pomeranje kaze da novi ¢vor is-
plivava na svoje pravo mesto u stablu. Rekurzivni algoritam u listingu 6.7
predstavlja realizaciju tog postupka isplivavanja ¢vora a; u hipu koji je
predstavljen nizom a.
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Listing 6.7: Isplivavanje ¢vora u hipu

// Ulaz: indeks ¢vora a; u hipu predstavljen nizom a
// Izlaz: &vor a; pomeren navise do svog pravog mesta u hipu
algorithm heap-bubbleup(a, i)

i=1i/72;, // a; je roditelj ¢vora a;

if ((j > 0) && (al[i] < al[j])) then
swap(alil,aljl);
heap-bubbleup(a,j);

return;
I

Algoritam heap-bubbleup se koristi u listingu 6.8 u algoritmu kojim
se realizuje operacija dodavanja ¢vora x u hip od n ¢vorova koji je pred-
stavljen nizom a.

Listing 6.8: Dodavanje ¢vora u hip

// Ulaz: hip predstavljen nizom a, <vor x
// Izlaz: hip proSiren za ¢&vor x
algorithm heap-insert(a, x)

n=n+1;
aln] = x;
heap-bubbleup(a,n);

return;
|

Operacija uklanjanja najmanjeg ¢vora pomera privremeni koren na-
dole u stablu do njegovog pravog mesta. Kolokvijalno se za ovo pome-
ranje kaze da se privremeni ¢vor prosejava kroz stablo do svog pravog
mesta u stablu. Rekurzivni algoritam u listingu 6.9 predstavlja realizaciju
tog postupka prosejavanja ¢vora a; u hipu od n ¢vorova koji je predsta-
vljen nizom a.
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Listing 6.9: Prosejavanje ¢vora u hipu

// Ulaz: indeks &vora a4; u hipu predstavljen nizom a
// Izlaz: &vor a; pomeren nadole do svog pravog mesta u hipu
algorithm heap-siftdown(a, i)

i =2*1; // a; je levo dete Cvora a;
if ((j < n) & (a[j+1] < a[j]1)) then
j=i+1

// a; je manje dete Cvora g;

if ((j <= n) & (al[i] > a[j])) then
swap(alil,aljl);
heap-siftdown(a,j);

return;
|

Sada je lako napisati algoritam, prikazan u listingu 6.10, kojim se iz
min-hipa od n ¢vorova predstavljenog nizom a uklanja najmanji ¢vor (ko-
ren) i vraca njegov kljuc.

Listing 6.10: Uklanjanje ¢vora iz hipa

// Ulaz: hip predstavljen nizom a
// Izlaz: hip bez uklonjenog korena i kljuc uklonjenog korena
algorithm heap-deletemin(a)

X = al[ll;
a[l] = a[n];
n=n-1;

heap-siftdown(a,1);

return x;
|

Preostalo je jos da pokazemo kako se moze formirati hip od niza sa
neuredenim elementima koji nemaju hip svojstvo. Pomenuli smo jedan
ocigledan, mada neefikasan postupak kojim se pocinje od praznog hipa
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i zatim mu se redom dodaju elementi niza jedan po jedan. Ovo resenje
prepustamo ¢itaocima za vezbu.

Bolji pristup je da se postupno konstruisu sve veci hipovi pocinjuci
od ¢vorova na poslednjem nivou. Svi ovi ¢vorovi na poslednjem nivou su
listovi stabla i svaki od njih trivijalno predstavlja hip sam za sebe. Zatim se
konstruisu hipovi od podstabala ¢iji su koreni oni ¢vorovi koji se nalaze
na pretposlednjem nivou. Za ovo je, u stvari, potrebno prosejati samo
korene tih podstabala.

U narednom koraku se konstruisu hipovi od podstabala ¢iji su kore-
ni oni ¢vorovi koji se nalaze na prvom nivou iznad prethodnog. Za ovaj
korak je opet potrebno prosejati samo korene ovih podstabala. To je do-
voljno posto su njihova leva i desna podstabla ve¢ formirani hipovi. Na-
stavljajuci ovaj postupak nivo po nivo, pri tome iduci navise dok se ne
dode do globalnog korena celog stabla, na kraju ce se formirati jedan hip.
Na slici 6.25 je ilustrovan ovaj na¢in konstruisanja hipa od stabla sa neu-
redenim ¢vorovima.

4. korak

3. korak

2. korak

Slika 6.25: Konstruisanja hipa od stabla sa neuredenim ¢vorovima.

Ova strategija je primenjena u upecatljivo jednostavnom i efikasnom
algoritmu, prikazanom u listingu 6.11, kojim se konstruise hip od n ele-
menata niza a koji se nalaze u proizvoljnom redosledu.

Listing 6.11: Konstruisanje hipa

// Ulaz: niz a od n neuredenih elemenata
// Izlaz: preureden niz a tako da predstavlja binarni hip
algorithm heap-make(a)
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for i = n/2 downto 1 do
heap-siftdown(a,i);

return;
|

Analiza algoritma heap-make nije jednostavna, jer se u njemu n/2 pu-
ta poziva rekurzivni algoritam heap-siftdown.! Sa druge strane, vreme
izvrSavanja algoritma heap-siftdown nije lako oceniti na standardan na-
¢in resavanjem neke rekurentne jednacine o ¢emu smo govorili u odeljku
5.2 na strani 121. Zbog toga ¢emo ovde primeniti drugaciji metod ko-
ji se u slicnim slucajevima Cesto koristi u analizi algoritama. Taj metod
se sastoji od odredivanja bliske gornje granice za broj poziva algoritma
heap-siftdown tokom rada algoritma heap-make za ulazni niz duZine n.
Nije se tesko uveriti da je taj ukupan broj poziva dominantan za vreme iz-
vrSavanja algoritma heap-make, jer se deo algoritma heap-siftdown van
rekurzivnog poziva izvrSava za konstantno vreme.

Primenjujuci dakle ovaj pristup, dobija se da je vreme izvrSavanja al-
goritma heap-make linearno, odnosno T(n) = O(n). Da bismo pokazali
ovaj pomalo iznenadujuci rezultat, posmatracemo najgori slucaj kada se
radi o hipu koji je dat punim binarnim stablom visine / za neko h > 0.
Ekvivalentno, duzina niza a koji predstavlja to stablo iznosi n = 2"+1 - 1.
Pored toga, mada algoritam heap-make pocetno ne prosejava listove tog
stabla, pretpostavicemo da ih on ne preskace u svom radu. Drugim reci-
ma, to je kao da u algoritmu heap-make u listingu 6.11 imamo da for petlja
pocinje od n, a ne od n/2.

Za ovaj najgori slucaj moze se zakljuciti da se najpre algoritam heap-
siftdown poziva za svaki od 2 listova. Zatim, za 2! ¢vorova na pret-
poslednjem nivou, algoritam heap-siftdown se poziva najvise dva puta,
posto se u ovoj fazi prosejavaju koreni podstabala visine jedan. Na slede-
éem gornjem nivou, koji ima 22 ¢vorova, za svaki od njegovih évorova
se algoritam heap-siftdown poziva najvise tri puta, posto se tada prose-
javaju koreni podstabala visine dva. Nastavljajuéi rezonovanje na ovaj
nacin, zakljuc¢ujemo da se na nultom nivou korena celog stabla algoritam
heap-siftdown poziva najvise & + 1 broj puta, posto se na kraju prosejava
ovaj koren citavog stabla koje ima visinu h. Na slici 6.26 je ilustrovana ova

10vde je tacnije reci da se algoritam heap-siftdown poziva |n/2] puta, ali smo veé
napomenuli da radi jednostavnosti zanemarujemo ovu malu nepreciznost.
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argumentacija tako $to su prikazani delovi niza a i odgovarajuci brojevi
poziva algoritma heap-siftdown za podstabla ¢iji se koreni nalaze u tim
delovima.

1 n/16 n/8 n/4 n/2 n
a|--|<4] <3 | <2 | 1

Slika 6.26: Ukupan broj poziva algoritma heap-siftdown.

Prema tome, ukoliko sa S(#) oznac¢imo ukupan broj poziva algoritma
heap-siftdown za puno binarno stablo visine i, onda je:

Sthy<2h-1+21.24+2/2.34 ... 421 h+20. (h+1)

h+1

— Qh+l-i g

Da bismo ogranicili poslednji zbir, ograni¢i¢emo njegovu beskonac¢nu va-
rijantu Y (i/2):

+2+3+4+
4 8 16

i

1

N[ =

DM

1

Il
—_

—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
2 \4 4/ \8 8 8) \16 16 16 16/

A da bismo ogranicili ovaj beskonacni zbir, najpre ¢emo ga preurediti u
Ltrougaoni” zbir, zatim sabrati redove i, na kraju, sabrati poslednju kolonu
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iza znaka jednakosti:

1+1+1 1+1 ~
2 4 8 16 32 B
1 1 1 1
-+ -+ =+ = =
4 8 16 32
1 —_—
8 16 32 B
1 1
— 4+ — —
16 32

Kakojel+1/2+1/4+1/8+--- =2,toje

DEEDES
i=1 21 i=0 21
i zato
h+1 - 0o+
1 1
i< N5 =2
i=1 i=1

Stoga, vreme izvrsavanja algoritma heap-make je
T(n) = S(h) - O(1)
<2m1.2.0(1)
=2(n+1)-0(1)
=0(n),

Sto je trebalo pokazati.

6.5 Primene stabala

RN R BRI RN| =R =

Od mnogobrojnih primena stabala u racunarstvo u ovom odeljku na-
vodimo samo dva primera koja se koriste u daljem tekstu u poglavlju 8.

Redovi sa prioritetima

Red za cekanje sa prioritetima elemenata predstavlja strukturu poda-
taka u kojoj je svakom elementu ove strukture pridruzena odredena nume-
ricka vrednost koja se naziva njegov prioritet (ili klju¢). Klasi¢nu prime-
nu ove strukture podataka nalazimo u operativnom sistemu sa deljenjem
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vremena Ciji je osnovni zadatak da rasporeduje razlicite procese u sistemu
radi izvr§avanja od strane procesora. U realizaciji tog zadataka takav ope-
rativni sistem koristi red ¢iji su elementi pojedini procesi u ra¢unarskom
sistemu koji ¢ekaju za izvrsavanje od strane procesora.

Medutim, svi trenutno aktivni procesi u sistemu ne moraju imati is-
tu vaznost i zato se klasifikuju prema svom prioritetu. Najvisi prioritet
verovatno imaju sistemski procesi kao sto su upravljacki programi za ta-
staturu ili mreznu karticu. Zatim po vaznosti dolaze korisnicki procesi u
kojima se izvrsavaju interaktivne aplikacije. Na kraju dolaze pozadinski
procesi kao $to su neki program za pravljenje rezervnih kopija datoteka
ili program za neko dugacko izracunavanje koji je namenski predviden da
radi sa niskim prioritetom.

Svaki proces u sistemu se zato predstavlja jednim objektom koji pored
ostalih polja koja blize opisuju proces sadrzi jos dva polja: jedno celobroj-
no polje za identifikacioni broj procesa i jedno celobrojno polje za prioritet
procesa. Operativni sistem sa deljenjem vremena rasporeduje ove procese
radi izvr$avanja na osnovu njihovog prioriteta. Kada se u sistemu pokrene
novi proces koji treba izvrsiti, on najpre dobija svoj identifikacioni broj i
prioritet. Ovaj proces se ne izvr$ava odmah, jer mozda po svom prioritetu
to ne zasluzuje, nego se dodaje u strukturu podataka reda svih procesa sa
prioritetima koji ¢ekaju na izvrsavanje. Kada procesor postane besposlen,
ili kada proces koji se trenutno izvrsava iskoristi svoj kvantum vremena,
operativni sistem odreduje proces najviseg prioriteta u redu procesa koji
¢ekaju na izvrsavanje i taj proces dodeljuje procesoru radi izvrsavanja.

Na osnovu ovog primera moze se zakljuciti da su osnovne operacije
nad redom sa prioritetima iste one koje se koriste za rad sa obi¢nim re-
dovima za ¢ekanje ili stekovima. To su operacije dodavanja i uklanjanja
elemenata, s tom razlikom $to se iz reda sa prioritetima uklanja element
koji ima najmanji prioritet. (Podsetimo se da se kod obi¢nih redova ukla-
nja ,najstariji” element, dok se kod stekova uklanja ,najnoviji” element.)

Red sa prioritetima g je dakle struktura podataka koja se sastoji od ko-
lekcije elemenata u kojoj svaki element sadrzi polje kljuca koje oznacava
prioritet elementa reda. Dve osnovne operacije nad redom sa prioritetima
g su:

1. Operacija dodavanja pg-insert(q,x) kojom se se u red sa priorite-
tima g dodaje novi element x.

2. Operacija uklanjanja pq-deletemin(q) kojom se u redu sa priorite-
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tima g najpre pronalazi element najnizeg prioriteta, a zatim se taj
element uklanja iz reda g i kao dodatni rezultat vraca se prioritet
tog ,najmanjeg” elementa.

Jedan efikasan nacin za implementaciju reda sa prioritetima je pomo-
¢u binarnog hipa o kome smo govorili u odeljku 6.4. Osnovne operacije
dodavanja i uklanjanja elemenata za red sa prioritetima odgovaraju bez
izmena algoritmima heap-insert i heap-deletemin, odnosno operacija-
ma dodavanja i uklanjanja elemenata za binarni hip. Primetimo i da je
vreme izvrsavanja ovih operacija logaritamsko, odnosno O(logn) za red
sa prioritetima od n elemenata.

U praksi je struktura podataka reda sa prioritetima obi¢no slozenija
zbog toga $to treba obezbediti dodatne operacije za sloZenije algoritme
koji koriste neki red sa prioritetima. Nepotpun spisak ovih dodatnih ope-
racija je:

+ pg-make(q,a): formirati red sa prioritetima g od datih elemenata u
nizu a.

« pg-changekey(q,x,Vv): promeniti prioritet datog elementa x u redu
sa prioritetima g tako da ima novu vrednost v.

« pg-delete(q,x): ukloniti dati proizvoljni element x iz reda sa prio-
ritetima 4.

Ako se podsetimo strukture podataka binarnog hipa iz odeljka 6.4, mo-
zemo primetiti da se sve ove dodatne operacije mogu efikasno realizovati
ukoliko je red sa prioritetima predstavljen binarnim hipom u obliku ni-
za. Naime, da bismo konstruisali red sa prioritetima od datih elemena-
ta, mozemo iskoristiti algoritam heap-make koji se izvr$ava za linearno
vreme. Da bismo promenili prioritet datog elementa koji se nalazi negde
unutar binarnog hipa, mozemo iskoristiti algoritam heap-siftdown za nje-
govo pomeranje nadole ako mu se prioritet povecava, ili algoritam heap-
bubbleup za njegovo pomeranje navise ako mu se prioritet smanjuje. Da
bismo uklonili proizvoljni element iz binarnog hipa, moZemo primeniti
postupak slican onom koji se koristi za uklanjanje minimalnog elementa.
Obratite paznju na to da u svim ovim operacijama dolazi do zamenjivanja
elemenata duz nekog puta u hipu, u najgorem slucaju od vrha hipa pa
sve do njegovog dna, ili obrnuto. To znaci da je vreme izvrsavanja ovih
operacija logaritamsko.
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Disjunktni skupovi

U nekim primenama je potrebno da podaci budu organizovani u vise
grupa pri cemu su vazne dve operacije: jedna kojom se odreduje kojoj
grupi pripada neki podatak i druga kojom se objedinjuju dve date grupe u
jednu. U tim slucajevima dolazi do izrazaja struktura podataka disjunkt-
nih skupova.

Apstraktna struktura podataka disjunktnih skupova predstavlja n ele-
menata grupisanih u kolekciju od najvise n disjunktnih skupova. Svaki
skup u kolekciji sadrzi dakle medusobno razlicite elemente koji su objekti
istog tipa. Efikasne operacije potrebne za rad sa ovom strukturom poda-
taka su:

« Konstruisanje skupa od jednog elementa. Operacijom ds-make(x) se
konstruise novi skup ¢iji je jedini ¢lan dati element x. Posto su sku-
povi u kolekciji disjunktni, podrazumeva se da se x ne nalazi ni u

jednom drugom skupu.

« Odredivanje maticnog skupa. Operacijom ds-find(x) se dobija iden-
tifikacija jedinstvenog skupa u kolekciji koji sadrzi dati element x.

+ Objedinjavanje dva skupa. Za data dva elementa x i y koji pripadaju
razli¢itim disjunktnim skupovima S, i S, u kolekciji, operacijom
ds-union(x,y) objedinjuju se skupovi S, i S, u jedan novi skup
koji predstavlja njihovu uniju. Preciznije, formira se treci skup S,
takav da je S, = S, U S,, a kako skupovi u kolekciji moraju biti
disjunktni, skupovi S, i S, se uklanjaju iz kolekcije nakon njihovog
objedinjavanja.

Primenom operacije odredivanja mati¢nog skupa datog elementa kao
rezultat se dobija identifikacija tog skupa. Ta¢na priroda identifikacije
skupova u kolekciji disjunktnih skupova obi¢no je vrlo fleksibilna pod
uslovom da je dosledna. To znaci da rezultat operacija ds-find(x) i ds-
find(y) mora biti jednak ukoliko elementi x i y pripadaju istom skupu, a
razli¢it u suprotnom slucaju. Najcesce se svaki skup u kolekciji identifi-
kuje nekim svojim ¢lanom koji se naziva predstavnik tog skupa.

Predstavljanje disjunktnih skupova pomocu stabala. Jedan efikasan
nacin za predstavljanje disjunktnih skupova je pomocu kolekcije (opstih)
korenskih stabala, pri cemu svaki ¢vor stabla predstavlja jednog ¢lana ne-
kog skupa i svako stablo predstavlja jedan skup iz kolekcije. U svakom
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stablu ove reprezentacije jedan ¢vor sadrzi, pored elementa skupa koga
predstavlja, jo§ samo pokazivac¢ na svog roditelja. Skup koji je predsta-
vljen jednim stablom se identifikuje preko predstavnika koji se nalazi u
korenu tog stabla. Na slici 6.27 je ilustrovana ovakva reprezentacija za
kolekciju disjunktnih skupova {a,b,c,d}, {e, f, g}, {h,i,j} i {k}.

Slika 6.27: Disjunktni skupovi predstavljeni kolekcijom stabala.

Tri karakteristicne operacije za rad sa disjunktnim skupovima pred-
stavljenim kolekcijom stabala mogu se algoritamski realizovati na sledec¢i
nacin:

« U algoritmu ds-make(x) se za dati objekat x sa odgovaraju¢im ele-
mentom skupa prosto konstruise jedan ¢vor stabla.

« U algoritmu ds-find(x) se prate roditeljski pokazivaci od ¢vora x
dok se ne dode do korena stabla. Za identifikaciju (predstavnika)
matic¢nog skupa ¢vora x vraca se kao rezultat element koji se nalazi
u korenu stabla.

« U algoritmu ds-union(x,y) se objedinjuju dva disjunktna skupa
predstavljena pomocu dva stabla sa korenima x i y tako sto se ko-
ren stabla manje visine vezuje za koren stabla vece visine. Drugim
re¢ima, koren stabla vece visine postaje roditeljski ¢vor za koren
stabla manje visine. (U slucaju dva stabla iste visine proizvoljno
se bira koren jednog stabla da bude roditeljski ¢vor drugog.) Ovaj
nacin objedinjavanja stabala naziva se objedinjavanje po visini.

Ovaj neformalni opis realizacije operacija za rad sa disjunktnim sku-
povima pokazuje da svakom ¢voru u stablima kolekcije treba pridruziti
informaciju o njegovoj visini. Zbog toga svaki ¢vor x sadrzi celobrojno
polje h za visinu tog ¢vora. Pored toga, svaki ¢vor x sadrzi polje klju¢ u
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kome se nalazi odgovarajuci element skupa, kao i polje p u kome se nala-
zi pokazivac na roditelja ¢vora x. Naravno, ovo pokazivacko polje korena
svakog stabla sadrzi vrednost null.

Kada se operacijom ds-make konstruise stablo od jednog ¢vora, po-
Cetna visina tog ¢vora je 0. Operacijom ds-find se visine ¢vorova stabla
uopste ne menjaju. Kod primene operacije ds-union mogu se desiti dva
slu¢aja zavisno od visina korena stabala koja se objedinjuju. U prvom slu-
¢aju u kojem ovi koreni imaju nejednake visine, koren vece visine postaje
roditelj korena manje visine, ali same visine ostaju nepromenjene. U dru-
gom slucaju u kojem ovi koreni imaju jednake visine, proizvoljno se bira
jedan od korena da bude roditelj drugog, ali se njegova visina uvecava za
jedan. U nastavku su u listinzima 6.12, 6.13 i 6.14 na pseudojeziku preci-
znije prikazani detalji algoritamske realizacije osnovnih operacija za rad
sa disjunktnim skupovima.

Listing 6.12: Konstruisanje disjunktnog skupa od jednog elementa

// Ulaz: objekat x sa odgovarajué¢im elementom skupa
// Izlaz: ¢vor x stabla u kolekciji stabala
algorithm ds-make(x)

x.h = 0;
X.p = null;
return x;

Listing 6.13: Nalazenje predstavnika elementa u disjunktnom skupu

// Ulaz: <&vor x u kolekciji stabala
// Izlaz: predstavnik skupa koji sadrzi element x
algorithm ds-find(x)

while (x.p != null) do
X = X.p;

return Xx;
|
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Listing 6.14: Objedinjavanje dva disjunktna skupa

// Ulaz: koreni x i y dva stabla u kolekciji stabala
// Izlaz: stablo koje objedinjuje stabla koja sadrze x i vy
algorithm ds-union(x, vy)

if (x.h > y.h) then

y.p = X;

return x; // x je koren rezultujuceg stabla
else

X.p =Y,

if (x.h == y.h) then
y.h =y.h + 1;
return y; // y je koren rezultujuceg stabla
|

Algoritmi ds-make i ds-union se ocigledno izvrsavaju za konstantno
vreme. PosSto vreme izvrsavanja algoritma ds-find zavisi od visina sta-
bala u kolekciji, pokazacemo da visina nekog stabla moze rasti najvise
logaritamski u odnosu na broj ¢vorova u tom stablu. Zbog toga kada
se prelazi put od nekog ¢vora u stablu do njegovog korena radi nalaze-
nja predstavnika odgovarajuceg skupa, vreme izvrsavanja tog postupka
je proporcionalno najvise logaritmu broja ¢vorova u datom stablu. Ova
logaritamska granica visine nekog stabla u kolekciji stabala koja predsta-
vljaju disjunktne skupove preciznije se izrazava na sledec¢i nacin.

LEMA Neka je T jedno stablo u kolekciji stabala koje je pocetno konstruisano
algoritmom ds-make i zatim formirano (visestrukom) primenom algoritma
ds-union. Ako je visina stabla T jednaka h, onda T ima bar 2" évorova.

Dokaz: U dokazu koristimo indukciju po h. Bazni slucaj & = 0 je ocigle-
dan, jer stablo mora imati samo jedan ¢vor i 20 = 1. Pretpostavimo da je
tvrdenje leme tacno za neko /1 > 0 i posmatrajmo stablo T u kolekciji koje
ima visinu /2 + 1. U nekom trenutku tokom formiranja stabla T operacija-
ma objedinjavanja po visini, visina tog stabla je prvi put dostigla vrednost
h + 1. Jedini nacin na koji je moglo da se tada dobije stablo visine & + 1 je
daje jedno stablo T, visine & postalo dete korena drugog stabla T, jednake
visine h. Stablo T se sastoji dakle od stabala T; i T5, i mozda nekih drugih
stabala koja su dodata kasnije. Izgled stabla T je ilustrovan na slici 6.28.
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T
" ‘ A ‘ ‘
Slika 6.28: Stablo T visine h + 1 koje je obrazovano operacijama objedinja-
vanja po visini.

Stabla T; i T, po indukcijskoj pretpostavci imaju bar po 2" ¢vorova. S
obzirom nato da T sadrzi ¢vorove stabala T i Ty, i mozda dodatne ¢vorove,
T mora imati bar 2" + 2" = 21 &vorova. Ovim je dokazan indukcijski
korak, a time i tvrdenje leme. U

Na osnovu ovog zapazanja sledi da ako neko stablo u kolekciji staba-
la koja predstavljaju disjunktne skupove ima m ¢vorova i visinu /s, onda
mora biti m > 2". Logaritmovanjem obe strane ove nejednakosti dobija-
mo h < logm. Stoga vreme potrebno za prelazenje puta od nekog ¢vora
u tom stablu do njegovog korena je O(logm). Prema tome, ako kolekcija
disjunktnih skupova sadrzi ukupno # elemenata, onda je naravno m < n,
pa vreme izvrSavanja algoritma ds- find iznosi O(logn).

Z.adaci

1. Odogovorite na sledec¢a pitanja u vezi sa stablom na slici 6.29.
(a) Koji ¢vorovi su listovi?
(b) Koji ¢vor je koren?
(c) Koji ¢vor je roditelj ¢vora C?
(d) Koji ¢vorovi su deca ¢vora C?
(e) Koji ¢vorovi su preci ¢vora E?
(f) Koji ¢vorovi su potomci ¢vora E?
(g) Koja je dubina ¢vora C?

(h) Koja je visina ¢vora C?
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Slika 6.29

2. Navedite listu ¢vorova stabla na slici 6.29 u preorder, inorder i posto-
der redosledu.

3. Nacrtajte reprezentaciju izraza ((a +b)+cx(d+e)+f ) +(g +h) u obliku
stabla.

4. Napisite i analizirajte algoritam za izracunavanje dubine ¢vora v u
stablu T.

5. Pokazite da je visina stabla T jednaka maksimalnoj dubini nekog lista
u stablu T.

6. Dokazite sledece Cinjenice o stablima:

(a) Svako stablo sa n ¢vorova ima n — 1 granu.

(b) Stepen ¢vora u stablu je broj njegove dece. U svakom binarnom
stablu je broj listova za jedan veéi od broja ¢vorova stepena dva.

(c) Binarno stablo je pravilno binarno stablo ako svaki ¢vor ima nula
ili dvoje dece. Ako takvo stablo ima n ¢vorova koji nisu listovi,
onda ono ima n +1 list. Dakle, svako pravilno binarno stablo ima
neparan broj ¢vorova.

(d) Podsetimo se da puno binarno stablo ima listove samo na posled-
njem nivou, a svaki ¢vor koji nije list ima tacno dvoje dece. Ako
je visina punog binarnog stabla jednaka /, onda je broj njegovih
¢vorova jednak 21 — 1.
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7. Ukoliko je binarno stablo predstavljeno na standardan nacin poka-
ziva¢ima na ¢vorove, napisite i analizirajte algoritme za preorder i
postorder obilaske ¢vorova binarnog stabla.

8. Za svaku od slede¢ih sekvenci klju¢eva odredite binarno stablo pretra-
ge koje se dobija kada se ti kljucevi dodaju pocetno praznom stablu,
redom jedan po jedan u datom redosledu.

@) 1,2,3,4,5,6,7.
(b) 4,2,1,3,6,5,7.
©) 1,6,7,2,4,3,5.

9. Zasvako od binarnih stabla pretrage dobijenih u prethodnom zadatku
odredite binarno stablo pretrage koje se dobija kada se ukloni koren.

10. Pretpostavimo da je dat sortiran niz a od n brojevaa; <a, < --- <a,
i, radi jednostavnosti, pretpostavimo da je n jednako stepenu broja 2.

(a) Koja je minimalna visina nekog binarnog stabla sa n ¢vorova?

(b) Napisite algoritam za konstruisanje binarnog stabla pretrage sa
kljuc¢evima jednakim datim brojevima sortiranog niza a koji se
redom dodaju u stablo tako da visina dobijenog stabla bude mi-
nimalna.

(c) Koje je vreme izvrsavanja tog algoritma?

11. U standardnoj reprezentaciji binarnog stabla pretrage pomocu poka-
zivaca, pretpostavimo da svaki njegov ¢vor dodatno sadrzi pokazivac
na svog roditelja. Napisite algoritam bst-successor(t,v) koji kao
rezultat vraca ¢vor sa kljucem koji je prvi sleded¢i iza kljuca ¢vora v
u sortiranom rastucem redosledu svih kljuceva binarnog stabla pre-
trage T. Koje je vreme izvrsavanja tog algoritma? (Savet: Sledbenik
¢vora v je minimalni ¢vor u desnom podstablu ¢vora v, ako ono posto-
ji; u suprotnom slucaju, to je najnizi (prvi) predak ¢vora v ¢ije je levo
dete takode predak ¢vora v.)

12. Pod istim pretpostavkama kao u prethodnom zadatku, napisite efika-
san algoritam bst-predecessor(t,v) koji kao rezultat vraca ¢vor sa
kljuc¢em koji je prvi prethodni ispred kljuca ¢vora v u sortiranom ra-
stu¢em redosledu svih kljuceva binarnog stabla pretrage T. Koje je
vreme izvr$avanja tog algoritma?
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13.

14.

15.

16.

17.

Napisite efikasan algoritam kojim se odreduje k-ti najmanji klju¢ u
binarnom stablu pretrage. Na primer, ako je dato binarno stablo pre-
trage sa n ¢vorova, za k = 1 treba odrediti najmanji kljuc, za k = n
treba odrediti najveci kljuc, a za k = n/2 treba odrediti kljuc u sredini
sortirane liste kljuceva u rastu¢em redosledu.

Za svaku od slede¢ih sekvenci kljuceva odredite binarni hip koji se
dobija kada se ti kljucevi dodaju pocetno praznom hipu, redom jedan
po jedan u datom redosledu.

(@) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

(b) 3,1,4,1,5,9,2,6,5,4.

) 2,7,1,8,2,8,1,8,2,8.

Za svako od binarnih hipova dobijenih u prethodnom zadatku odre-
dite binarni hip koji se dobija kada se ukloni njegov minimalni ¢vor.

Pretpostavljajuci da je hip predstavljen pomocu niza, napisite algori-
tam kojim se nalazi najveci klju¢ u min-hipu. Koje je vreme izvrsava-
nja tog algoritma? (Savet: Najpre pokazite da najveci klju¢ u min-hipu
mora biti jedan od listova.)

Razmotrimo jedan algoritam za sortiranje niza a neuredenih brojeva
a,dy, ... ,a, u rastucem redosledu u kome se redom izvrsavaju sledece
dve faze:

1. Faza dodavanja: Redom dodati ¢vorove sa kljucevimaay, ay, ..., a,
u pocetno prazno binarno stablo pretrage.
2. Faza izlistavanja: Izlistati kljuceve ¢vorova zavrsnog stabla.
(a) Ukojem redosledu treba izlistati ¢vorove u drugoj fazi ovog algo-
ritma — preorder, inorder ili postorder?
(b) Koliko je vreme izvrSavanja za fazu izlistavanja?
(c) Ako je ulazni niz brojeva a vec sortiran, koliko je ukupno vreme
izvrSavanja ovog algoritma?
(d) Ako se koristi binarni hip umesto binarnog stabla pretrage, koli-
ko je vreme izvrsavanja za fazu dodavanja ovog algoritma?

(e) Kako treba modifikovati fazu izlistavanja u slu¢aju binarnog hi-
pa?
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18.

19.

(f) Koliko je vreme izvrsavanja za ovu modifikovanu fazu izlistava-
nja?

Napisite algoritam heap-sort(a,n) kojim se niz a od n neuredenih
brojeva sortira u rastu¢em redosledu korisc¢enjem strukture podataka
binarnog hipa. Koliko je vreme izvrsavanja ovog nacina sortiranja
niza?

Implementirajte operacije nad redom sa prioritetima o kojima smo
govorili na strani 186. Konkretno, ukoliko je red sa prioritetima g
predstavljen pomocu binarnog min-hipa u obliku niza, na pseudojezi-
ku napisite algoritme:

e pg-insert(q,x)

e pg-deletemin(q)

* pg-make(q,a)

* pg-changekey(q,x,V)

* pg-delete(q,x)



7

Grafovi

raznim primenama racunara treba cesto predstaviti neke objek-

te i uzajamne odnose koji postoje izmedu tih objekata. Grafo-

vi su prirodan model za takvu reprezentaciju. Jedan primer je
auto-karta na kojoj se gradovi predstavljaju tackama, a medusobni odnos
povezanosti tih gradova putevima predstavlja se linijama koje povezuju
odgovarajuce tacke. Drugi primer je lokalna mreza rac¢unara u kojoj se po-
jedini racunari predstavljaju ¢vorovima, a direktni fizicki linkovi izmedu
racunara predstavljaju se linijama koje povezuju odgovarajuce ¢vorove.
U stvari, skoro u svim oblastima svakodnevnog Zivota nailazimo na grafo-
ve, doduse cesce pod imenom mreze: transportne mreze, komunikacione
mreze, informacione mreze, socijalne mreze i tako dalje. Nije daleko od
istine konstatacija da §to se vise radi sa grafovima, to se sve vise grafovi
prepoznaju u svemu.

Zbog svoje siroke prakticne primene, grafovi su sveprisutni model
podataka u racunarstvu, a algoritmi sa grafovima su osnovni gradivni
elementi sloZenijih algoritama. Iako grafovi matematicki predstavljaju
obi¢ne binarne relacije, oni se skoro uvek vizuelno predstavljaju pomocu
skupa tacaka povezanih linijama ili strelicama. U tom smislu je grafovski
model podataka uopstenje strukture podataka stabla koju smo izucavali
u poglavlju 6.

U ovom poglavlju se najpre definisu osnovni pojmovi koji se odnose
na grafove. Zatim se govori o nekoliko elementarnih grafovskih algorita-
ma koji su znacajni u primenama grafova. O slozenijim grafovskim algo-
ritmima Ce biti viSe re¢i na kraju ovog poglavlja, kao i u celom narednom
poglavlju.

197
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7.1 Osnovni pojmovi i definicije

Povezane strukture podataka o kojima smo do sada govorili, kao $to
su liste i korenska stabla, sastoje se od ¢vorova koji se povezuju na tac-
no odreden nac¢in. Na primer, binarna stabla pretrage imaju oblik koji
je diktiran nac¢inom na koji se obavljaju operacije pretrage, dodavanja i
uklanjanja ¢vorova u tim stablima. Medutim, priroda mnogih vaznih pro-
blema zahteva opstiju strukturu grafa koji se sastoji od kolekcije ¢vorova
povezanih na proizvoljan nacin.

Graf se dakle sastoji od skupa ¢vorova i skupa grana koje povezuju ne-
ke od tih ¢vorova. Grafovi se neformalno ¢esto predstavljaju dijagramima
u kojima se ¢vorovi prikazuju malim krugovima, a grane se prikazuju li-
nijama (ili strelicama) koje spajaju odgovarajuce krugove. Na slici 7.1 je
prikazan graf koji predstavlja vece gradove u Srbiji i njihovu povezanost
glavnijim putevima.

Slika 7.1: Graf gradova u Srbiji i puteva koji ih povezuju.

Formalno, graf G se sastoji od skupa ¢vorova V i skupa grana E, pri
cemu svaka grana iz E spaja dva ¢vora iz V. Graf se oznacava zapisom
G = (V,E) da bi se ukazalo da su V skup ¢vorova i E skup grana u grafu
G. Svaka grana e u E je dakle dvoelementni podskup ¢vorova iz V' koje
spaja, odnosno e = {u, v} za neke ¢vorove u iv iz V. Za ¢vorove u i v koje
spaja grana e kazemo da su susedni ¢vorovi ili da je grana e incidentna
¢vorovima u i v. Na primer, graf G gradova u Srbiji povezanih putevima
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na slici 7.1 sastoji se od skupa V sa 13 ¢vorova
V = {BG, NS, NI, KG, SD, PO, VA, CA, KV, KS, SA, ZR, SU},
kao i skupa E sa 23 grane
E = {{BG,NS}, (BG, VA}, {BG, NI}, (KG, CA, ...}.

Broj grana nekog ¢vora v koje ga spajaju sa drugim ¢vorovima grafa
je stepen ¢vora v. Cvorovi na drugom kraju tih incidentnih grana ¢vora v
nazivaju se susedi ¢vora v. Drugacije reCeno, stepen nekog ¢vora je broj
njegovih suseda. Na primer, u grafu na slici 7.1 stepen ¢vora BG je 9, a
stepen ¢vora SU je 1.

U stvari, prethodne definicije se odnose na neusmerene grafove kao
Sto je to graf na slici 7.1. Kod takvih grafova grane oznacavaju simetri-
¢an odnos izmedu ¢vorova na njihovim krajeva. Sa druge strane, ¢vorovi
Cesto stoje u asimetricnom odnosu i za takve slucajeve se koriste usme-
reni grafovi. Na dijagramima usmerenih grafova se grane koje spajaju
dva ¢vora prikazuju strelicama od jednog do drugog ¢vora da bi se uka-
zalo na njihov asimetrican odnos. Na slici 7.2 je prikazan primer jednog
usmerenog grafa.

Slika 7.2: Usmeren graf.

Formalno, usmeren graf G = (V,E) se sastoji od skupa ¢vorova V i
skupa usmerenih grana E. Svaka usmerena grana e u E je ureden par dva
¢voraiz V koje spaja, odnosno e = (1, v) za neke ¢vorove uiviz V. Drugim
re¢ima, uloga ¢vorova u i v nije zamenjiva u usmerenoj grani e, pa se ¢vor
u zove pocetak i ¢vor v se zove kraj grane e. Isto tako, u slucaju grane
e = (u,v), ¢vor v jeste sused ¢vora u, ali u nije sused ¢vora v. Na primer,
graf G na slici 7.2 sastoji se od skupa V sa 4 ¢vora

V=Aa,b,cdj},
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kao i skupa E sa 7 usmerenih grana
E={@b), @0), (a4d), bb), (cb), (cd)da).

Obratite paznju na to da usmerena grana u usmerenom grafu moze
imati pocetak i kraj u istom ¢voru. Takva jedna grana, koja se naziva
petlja, u grafu na slici 7.2 je grana kod ¢vora b. Sa druge strane, petlje u
neusmerenim grafovima nisu dozvoljene, jer grana u neusmerenom grafu
mora biti podskup od dva razli¢ita ¢vora.

Kod usmerenih grafova se razlikuje izlazni stepeni ulazni stepen nekog
¢vora v: izlazni stepen je broj usmerenih grana koje ,izlaze” iz ¢vora v i
ulazni stepen je broj usmerenih grana koje ,ulaze” u ¢vor v. Stepen ¢vora
u usmerenom grafu je zbir njegovog izlaznog i ulaznog stepena, pri ¢emu
se petlja broji dvaput.

Nije tesko primetiti da se svaki neusmeren graf moze smatrati ekviva-
lentnim jednom usmerenom grafu koji ima isti skup ¢vorova i ¢iji se skup
grana dobija tako $to se svaka grana {u, v} u neusmerenom grafu zame-
ni dvema usmerenim granama (u,v) i (v, u). Teorijski dakle neusmereni
grafovi su specijalan sluc¢aj usmerenih grafova, pa je dovoljno posmatrati
samo opstije usmerene grafove. Uprkos tome u ovoj knjizi, radi jednostav-
nosti, uglavnom govorimo o neusmerenim grafovima i zato ¢emo pod kra-
¢im izrazom ,graf” podrazumevati neusmeren graf ukoliko nije drugacije
naglaseno.

Putevi i povezanost. Jedna od osnovnih operacija u grafu je prolazak
kroz niz ¢vorova povezanih granama. Uzmimo na primer graf kojim se
moze predstaviti neki veb sajt. Utom grafu ¢vorovi odgovaraju pojedinac-
nim veb stranama i postoji grana izmedu ¢vora u i v ako 1 ima hiperlink
na v. U takvom grafu jedna operacija prolaska kroz ¢vorove odgovara
nacinu na koji neki korisnik pregleda veb sajt prateci hiperlinkove.

Prethodna operacija se formalizuje pojmom puta u grafu. Put u neu-
smerenom grafu G = (V, E) je niz P ¢vorova vy, vy, ..., Ux_1, Uy takvih da je
svaki susedan par ¢vorova v;, v;,1 u tom nizu spojen granom u G. DuZina
puta P je broj grana na tom putu, odnosno k—1. Za put P se cesto kaze da
je to put koji ide od ¢vora v; do ¢vora vy, ili da je to v;—v; put. Na slici 7.1,
niz évorova BG, CA, VA, BG, NS obrazuje put duzine 4 od ¢vora BG do
¢vora NS.

Put u grafu je prost ako su svi ¢vorovi na tom putu medusobno razli¢iti.
Ciklus je put vy, vy, ..., Ux_1, U, takav da je k > 2, prvih k — 1 ¢vorova su
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medusobno razliCiti i v; = v;. Drugim recima, ciklus u grafu je zatvoren
prost put ne ra¢unajuci prvi i poslednji ¢vor. Graf koji nema nijedan ciklus
se naziva aciklicki graf.

Sve ove definicije se prirodno prenose na usmerene grafove, uz jednu
izmenu: u putu ili ciklusu svi parovi susednih ¢vorova moraju biti po-
vezani usmerenim granama ¢iji se smer mora postovati izmedu susednih
¢vorova u putu ili ciklusu. Na primer, niz ¢vorovaa, d, a, ¢, b, b na slici 7.2
obrazuje put duzine 5 od ¢vora a do ¢vora b.

Za graf H = (V’, E’) kazemo da je podgraf grafa G = (V, E) ukoliko je
V’ € ViE C E. Drugim re¢ima, graf H je podgraf grafa G ako su ¢vorovi
grafa H podskup ¢vorova grafa G, a grane grafa H su podskup grana grafa
G koje su incidentne ¢vorovima u H. Na slici 7.3 je prikazan primer grafa
i jedan od njegovih podgrafova.

e

Slika 7.3: Graf G i jedan od njegovih podgrafova H.

Neusmeren graf G je povezan ukoliko G ima samo jedan ¢vor (i nijed-
nu granu) ili za svaki par ¢vorova u i v u G postoji neki put od u do v.
Primetimo da ovo ne znaci da u povezanom grafu postoji grana izmedu
svaka dva ¢vora, ve¢ samo da postoji put (moguce dugacak) izmedu njih.
Primetimo i da ako postoji u-v put u neusmerenom grafu, onda postoji
i v-u put u tom grafu koji se sastoji od obrnutog niza ¢vorova u-v puta.
Graf na slici 7.1 je primer jednog povezanog grafa. Sa druge strane, graf
na slici 7.4 nije povezan graf, jer ne postoji nijedan put, recimo, izmedu
¢vorova 11i6.

Nepovezan graf na slici 7.4 se o¢igledno sastoji od dva povezana dela.
Ti delovi se nazivaju povezane komponente grafa (ili krace samo kompo-
nente) koje predstavljaju maksimalne povezane podgrafove.! Primetimo

Komponenta grafa je maksimalna u smislu da nije pravi podgraf nijednog drugog
povezanog podgrafa datog grafa.
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Slika 7.4: Nepovezan graf.

da se u neusmerenom grafu svaki ¢vor nalazi u ta¢no jednoj od njegovih
povezanih komponenti.

Definicija povezanosti usmerenih grafova nije tako prosta kao za ne-
usmerene grafove, jer je moguce da postoji put od ¢vora u do ¢vora v, ali
ne i obrnut put od ¢vora v do ¢vora u. Zbog toga kazemo da je usmeren
graf jako povezan ukoliko za svaka dva ¢vora u i v postoji put od u do v i
put od v do u. Na primer, usmeren graf na slici 7.2 nije jako povezan, jer
ne postoji nijedan put, recimo, od ¢vora B do ¢vora A.

Slobodna stabla. Povezan graf koji nema nijedan ciklus naziva se slo-
bodno stablo. Slobodna stabla se razlikuju od korenskih stabala o kojima
smo govorili u poglavlju 6 jedino po tome $to su kod slobodnih stabala
svi ¢vorovi ravnopravni, odnosno slobodna stabla nemaju jedan poseban
¢vor koji se zove koren.

Neko slobodno stablo se lako moze transformisati u korensko stablo
ukoliko se najpre izabere proizvoljni ¢vor za koren i zatim se povezu svi
¢vorovi na drugom kraju svih grana koje idu od tog korena, zatim povezu
svi ¢vorovi svih grana koje idu od prethodnih ¢vorova (dece korena) i tako
dalje. Slikovitiji nacin za razumevanje ovog postupka je da zamislimo da
grane u slobodnom stablu predstavljaju konce kojima su povezani ¢vorovi
i da se to stablo podigne da visi u vazduhu drzec¢i ga za izabrani koren.
Tako, na primer, dva grafa na slici 7.5 predstavljaju zapravo isto stablo, tj.
imaju isti skup ¢vorovaiisti parovi ¢vorova su spojeni granama. Medutim,
graf na levoj strani slike 7.5 je slobodno stablo, dok je graf na desnoj strani
to stablo transformisano u korensko stablo sa ¢vorom 1 kao korenom.
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Slika 7.5: Slobodno stablo i korensko stablo.

U pravom smislu reci stabla su najprostija vrsta povezanih grafova,
jer uklanjanjem bilo koje grane iz stabla ono postaje nepovezano. Graf
koji se sastoji od vise stabala, ta¢nije graf Cije sve povezane komponente
predstavljaju slobodna stabla sama za sebe, naziva se suma. Na slici 7.6 je
prikazan primer grafa G koji je Suma.

Slika 7.6: Suma.

7.2 Predstavljanje grafova

Da bi se grafovi mogli efikasno koristiti u ra¢unaru, moraju se pred-
staviti u programima na nacin koji obezbeduje lako manipulisanje ¢voro-
vima i granama grafova. Najprostija struktura podataka koja se koristi za
predstavljanje grafova je matrica susedstva. Matrica susedstva je obican
dvodimenzionalni niz ¢iji su brojevi redova i kolona jednaki broju ¢voro-
va grafa. Obratite paznju na to da za matricu susedstva grafa nisu bitne
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oznake ¢vorova u grafu kojim su oni obelezeni, ve¢ je bitan samo njihov
ukupan broj.

Matrica susedstva za usmeren graf G = (V,E) od n ¢vorova koji su
numerisani u proizvoljnom redosledu tako da je V = {vy, ..., v, } jeste dakle
nxn matrica a takva da je 4;; = 1 ako postoji usmerena grana od ¢vora
v; do &vora vj, a u suprotnom slucaju je a;; = 0. Na slici 7.7 je prikazan
primer usmerenog grafa i njegova matrica susedstva.

o R O Ol
_ O = O =N
O O O O R W
O O O = Ol
O = = O O

Gl = W N =~

Slika 7.7: Usmeren graf i njegova matrica susedstva.

Matrica susedstva za neusmeren graf se obrazuje na slican nacin ta-
ko $to se jedna neusmerena grana izmedu dva ¢vora predstavlja zapravo
dvema usmerenim granama — jednom usmerenom granom od prvog do
drugog ¢vora i drugom usmerenom granom od drugog do prvog ¢vora.
To znaci da je matrica susedstva neusmerenog grafa simetri¢na, odnosno
a;; = a;; zasvakoiij. Pored toga, za matricu susedstva neusmerenog grafa
vazi da je a;; = 0 za svako 7, jer neusmeren graf ne sadrzi grane-petlje od
nekog ¢vora do istog ¢vora. Na slici 7.8 je prikazan primer neusmerenog
grafa i njegova matrica susedstva.

Slika 7.8: Neusmeren graf i njegova matrica susedstva.

1
0
1
1
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0
1

= W N =

Ako se koristi reprezentacija grafa (usmerenog ili neusmerenog) po-
mocu matrice susedstva, vreme pristupa bilo kom elementu matrice je
konstantno, odnosno to vreme ne zavisi od broja ¢vorova i grana grafa.
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Zbog toga je ovakva reprezentacija pogodna u slucajevima kada se u al-
goritmu Cesto proverava da li neka grana postoji ili ne u grafu.

Glavni nedostatak matrice susedstva za predstavljanje grafova je u to-
me Sto matrica susedstva za graf od n ¢vorova zahteva veli¢inu memorij-
skog prostora ®(n?), ¢ak i za grafove sa malim brojem grana. Zbog toga
vreme potrebno samo za formiranje cele matrice susedstva grafa iznosi
©(n?), ¢&ime se automatski ne mogu dobiti algoritmi brzi od ©(n?) za rad
sa retkim grafovima sa, recimo, n grana. Graf je redak ukoliko je njegov
broj grana mali deo od najveceg moguceg broja grana. Nije tesko prove-
riti da najve¢i broj grana za usmeren graf sa n ¢vorova iznosi n?, dok je
taj broj za neusmeren graf jednak n(n — 1)/2.

Da bi se resio ovaj problem za retke grafove, koristi se alternativna
reprezentacija grafova pomocu listi susedstva. Ova reprezentacija ima ne-
koliko varijacija, a u najprostijem obliku se graf predstavlja jednim nizom
povezanih listi susedstva za svaki ¢vor grafa. Lista susedstva za ¢vor v je
lista svih ¢vorova koji su susedni ¢voru v u grafu, u nekom redosledu.

Usmeren graf G = (V,E) sa skupom ¢vorova V = {vy,..,0v,} moze
se tako predstaviti pomocu jednog niza a veli¢ine n, pri cemu element 4;
sadrzi pokaziva¢ na listu susedstva ¢vora v;. Na slici 7.9 je ilustrovana
reprezentacija usmerenog grafa nizom listi susedstva.

‘o 1 a
(3) (4) EERE R D
[5 1]
(2 ]]
(5)
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Slika 7.9: Usmeren graf predstavljen listama susedstva.

Neusmeren graf se listama susedstva predstavlja na slican nacin tako
Sto se jedna neusmerena grana predstavlja dvema usmerenim granama.
Na slici 7.10 je ilustrovana reprezentacija neusmerenog grafa nizom listi
susedstva.

Nije tesko proveriti da je za predstavljanje grafa od n ¢vorova i m gra-
na nizom listi susedstva potreban memorijski prostor velicine @(n + m).
Naime, niz kojim se predstavljaju ¢vorovi grafa ocigledno zauzima me-
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Slika 7.10: Neusmeren graf predstavljen listama susedstva.

morijski prostor velicine ®(n). Duzine listi susedstva zavise od ¢vora do
¢vora i jednake su broju suseda (stepenu) pojedinih ¢vorova. Ali prime-
timo da, ako je n, broj suseda ¢vora u, onda je EueV n, = 2m. Naime,
svaka grana e = {1, v} se racuna ta¢no dvaput u ovom zbiru: jednom za n,,
i jednom za n,. Posto je ovaj zbir jednak ukupnom broju puta koliko se
racuna svaka grana, taj zbir je 2m. Drugim re¢ima, ukupna duzina svih
listi susedstva je 2m, odnosno memorijski prostor za sve liste susedstva je
veli¢ine ©(2m) = O(m).

Veli¢ina memorijskog prostora ©(n+m) za niz listi susedstva je mnogo
manja od ©(n?) za matricu susedstva u slucaju retkih grafova. Sa druge
strane, treba imati u vidu da potencijalni nedostatak reprezentacije nizom
listi susedstva moze biti vreme od ©(n) koje je potrebno za proveravanje
da li postoji odredena grana izmedu dva ¢vora, jer moze biti ©(n) ¢vorova
u listi susedstva za bilo koji ¢vor.

7.3 Obilazak grafa

U poglavlju 6 smo upoznali tri nacina za obilazak binarnog stabla po-
mocu kojih se svi ¢vorovi nekog stabla mogu sistematic¢no posetiti kreta-
njem duz grana stabla od ¢vora do ¢vora. Kod grafova se slican problem
tradicionalno naziva pretraga grafova i reSava se primenom dva metoda
koji se nazivaju pretraga u $irinu i pretraga u dubinu. Znacaj ovih postu-
paka pretrage grafova je u tome $to se na njima zasnivaju mnogi algoritmi
za reSavanje prakti¢nih problema koji se prirodno predstavljaju grafovi-
ma.

Jedan od takvih osnovnih algoritamskih problema za graf je pitanje
povezanosti dva ¢vora. Za graf G i dva njegova konkretna ¢vora s i t,
problem s-t povezanosti sastoji se u nalazenju efikasnog algoritma koji
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daje odgovor na sledece pitanje: da li postoji put u grafu G od ¢vora s do
¢vora t? Ovo prosto pitanje o tome da li postoji put izmedu dva ¢vora
moze se prosiriti pitanjem da li postoji kratak put izmedu njih. Naime,
u mnogim primenama grafova potrebno je pronaci put izmedu dva ¢vora
koji ima najmanje ,skokova”. Kod transportnih ili komunikacionih mreza,
na primer, vrlo je vazno znati najkraci put izmedu dve tacke.

Zbog toga se uvodi pojam rastojanja izmedu dva ¢vora u grafu koje
se definiSe da bude duzina najkraceg puta izmedu njih. (Ako ne postoji
nijedan put izmedu dva ¢vora, za njihovo rastojanje se obi¢no uzima da je
beskonacno.) Primetimo da pojam rastojanja u grafovima ne mora odgo-
varati geografskom znacenju tog pojma — dva ¢vora mogu biti na kratkom
rastojanju u grafu iako predstavljaju tacke koje geografski mogu biti vrlo
udaljene.

Pretraga u Sirinu

Mozda najprostiji algoritam za odredivanje s-t povezanosti u grafu je
pretraga u Sirinu grafa (engl. breadth-first search, BFS). Taj postupak je
dobio svoje ime po tome $to se, polazeci od ¢vora s, ide Sto Sire u grafu
posecivanjem ¢vorova u svim mogucim pravcima u $irinu.

Preciznije, za dati grat G = (V, E) i njegov ¢vor s, polazi se od ¢vora s i
u svakoj fazi pretrage u §irinu ¢vorovi se otkrivaju u ,talasima”. Prvi talas
se sastoji od svih ¢vorova koji su spojeni granom sa ¢vorom s. Drugi talas
se sastoji od svih novih ¢vorova koji su spojeni granom sa nekim ¢vorom
iz prvog talasa. Treci talas se sastoji od svih novih ¢vorova koji su spojeni
granom sa nekim ¢vorom iz drugog talasa. Ovaj postupak se nastavlja
na ocigledan nacin sve dok se ne moze otkriti nijedan novi ¢vor. Na pri-
mer, na slici 7.11 su prikazani talasi ¢vorova koji se otkrivaju pretragom
u Sirinu datog grafa ukoliko je pocetni ¢vor 1.

Talasi ¢vorova Wy, Wy, W, ... koji se redom dobijaju pretragom u Siri-
nu mogu se preciznije definisati na sledeci nacin:

« Talas W se sastoji od pocetnog cvora s.

« Talas W, za i > 0 sastoji se od svih ¢vorava koji ne pripadaju ne-
kom prethodnom talasu i koji su povezani granom sa nekim ¢vorom
u talasu W;.

Kako je rastojanje izmedu dva ¢vora najmanji broj grana na nekom
putu izmedu njih, primetimo da je talas W, skup svih ¢vorova na rastoja-
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Talas Wy: 1

Talas Wy:  2,3,4

Talas W,: 5,6

Talas W5:  8,9,10,7

Talas Wy: 11

Slika 7.11: Talasi pretrage u $irinu datog grafa G od pocetnog ¢vora 1.

nju 1 od pocetnog ¢vora s, da je talas W, skup svih ¢vorova na rastojanju
2 od ¢vora s i opstije, da je talas W; skup svih ¢vorova na rastojanju tacno
i od ¢vora s. Pored toga, neki ¢vor se ne nalazi ni u jednom talasu pretrage
u $irinu ako i samo ako ne postoji put do njega od ¢vora s. Stoga se pre-
tragom u Sirinu grafa otkrivaju ne samo svi ¢vorovi koji su dostupni od
¢vora s u grafu, nego se odreduju i najkraéi putevi do njih. Stoga, pretra-
gom u $irinu se lako resava problem s-t povezanosti u grafu — dovoljno je
tokom pretrage od ¢vora s proveriti da li je neki otkriven ¢vor jednak t.

Na osnovu ovih ¢injenica sledi i da pretraga u $irinu neusmerenog
grafa G otkriva sve ¢vorove komponente grafa G koja sadrzi pocetni ¢vor
s. Preciznije, unija svih talasa ¢vorova konstruisanih tokom pretrage u
Sirinu daje tacno ¢vorove komponente grafa G koja sadrzi ¢vor s.

Implementacija pretrage u Sirinu. Metod pretrage u $irinu zasniva se
na ispitivanju suseda ¢vorova radi konstruisanja talasa otkrivenih ¢voro-
va. Zbog toga je za efikasnu algoritamsku realizaciju pretrage u $irinu ide-
alna reprezentacija grafa nizom listi susedstva, jer ove liste upravo sadrze
susede pojedinih ¢vorova. Za algoritam pretrage u $irinu zato pretposta-
vljamo da je ulazni graf G sa n ¢vorova predstavljen globalnim nizom listi
susedstva.

Kada se konstruise naredni talas, pored ispitivanja suseda ¢vorova iz
prvog prethodnog talasa, potrebno je voditi racuna i o tome da neki od



7.3. Obilazak grata 209

tih suseda ne pripada ranijem talasu, odnosno da ti susedi nisu eventu-
alno ve¢ otkriveni dosadasnjom pretragom u $irinu. Da bi se ovaj uslov
mogao lako proveriti u algoritmu, koristi se globalni logicki niz p duZzine
n. Svi elementi ovog niza su pocetno inicijalizovani vrednoséu netacno, a
element p[v] dobija vrednost ta¢no ¢im se pretragom otkrije (poseti) ¢vor
v.

U listingu 7.1 je prikazan algoritam pretrage u $irinu datog grafa G
u kome se svi ¢vorovi posecuju tako §to se konstruisu talasi otkrivenih
¢vorova Wy, Wi, W,, ... na nacin koji je prethodno opisan. Ovi skupovi
¢vorova su predstavljeni globalnim nizom listi W[0], W[1], W[2], .... Pri-
metimo da je, radi jednostavnosti, niz W numerisan od 0, a ne od 1 kako
smo navikli. Isto tako, operacije za rad sa ovim listama u algoritmu nisu
pisane onako detaljno kako je to navedeno u odeljku 4.3. Nadamo se da to
nece izazvati zabunu i da pazljivi ¢itaoci mogu lako prepoznati standardne
operacije nad listom o kojima je rec.

Listing 7.1: Pretraga u Sirinu grafa

// Ulaz: <¢vor s u grafu G predstavljen listama susedstva
// Izlaz: pretraga u Sirinu grafa G od cvora s
algorithm bfs(s)

W[O] = s; // talas W, pocetno sadrzi ¢&vor s
pls] = true; // polazni cvor s je posecen
i=0; // brojac talasa ¢vorova

while (W[i] !'= 0) do // prethodni talas nije prazan
W[i+1l] = 0; // naredni talas je pocetno prazan
for (svaki ¢vor u talasa W[i]) do
// Ispitati sve susede ¢vora u
for (svaki ¢vor v u listi susedstva cvora u) do

if (p[v] == false) then // ¢vor v je novootkriven
plvl = true; // &vor v je posecen
W[i+1l] = W[i+1] + v; // dodati v talasu W;;,
i=1+1;

return;
I
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Analiza vremenske slozenosti algoritma bfs iskazana je sledec¢im sta-
vom.

LEMA Za graf G sa n ¢vorova i m grana koji je predstavljen nizom listi
susedstva, vreme izvrSavanja algoritma bfs je O(n + m). (To vreme je dakle
linearno u odnosu na veli¢inu ulaza algoritma.)

Dokaz: Ocevidno je da u vremenu izvrsavanja algoritma bfs dominira
vreme za koje se izvrSava glavna while petlja. Medutim, tacan broj ite-
racija ove while petlje nije lako odrediti, pa ¢emo postupiti na drugaciji
nacin i analizirati iteracije prve (spoljasnje) for petlje tokom izvrsavanja
svih iteracija while petlje u algoritmu.

Pre toga, posto se u svakoj iteraciji while petlje na pocetku konstruise
prazna lista za aktuelni talas i na kraju uvecava brojac talasa, potrebno je
odrediti ukupno vreme potrebno za ta dva koraka. To je lako oceniti uko-
liko se primeti da su talasi disjunktni skupovi ¢vorova tako da ih najvise
moze biti n. To znaci da je u algoritmu potrebno konstruisati najvise » pra-
znih listi i izvr$iti najviSe n operacija inkrementa brojaca, pa je ukupno
vreme potrebno za to jednako O(n).

Da bismo sada ocenili vreme izvrsavanja spoljasnje for petlje, prime-
timo da se svaki ¢vor moze naci najvise jedanput u nekom talasu. Stoga se
tokom izvr$avanja svih iteracija while petlje u algoritmu, telo spoljasnje
for petlje izvrsava najviSe jedanput za svaki ¢vor u grafa. Pored toga, ako
n, oznacava broj suseda (stepen) ¢vora u, onda je broj iteracija unutrasnje
for petlje jednak n,,. Kako se dalje jedna iteracija te unutrasnje for petlje
oc¢evidno izvrsava za konstantno vreme, to je vreme izvr$avanja unutra-
$nje for petlje za svaki ¢vor u jednako O(n,,). Ukoliko ovo vreme sabere-
mo po svim ¢vorovima grafa, dobijamo dakle ukupno vreme izvrsavanja
spoljasnje for petlje tokom izvrsavanja svih iteracija while petlje:

), O(m,) = O| 3] n, | = O@m) = O(m).

ueV ueV

Najzad, ako ovom vremenu dodamo prethodno izracunato vreme za
konstruisanje listi i uvecavanje brojaca tokom izvrsavanja svih iteracija
while petlje, dobijamo trazeno vreme izvrsavanja algoritma bfs: O(n) +
O(m) = O(n + m). [
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Stablo pretrage u Sirinu. Jedno vazno svojstvo pretrage u Sirinu grafa
je da se na vrlo prirodan nac¢in moze konstruisati stablo T' sa korenom koji
je poCetni ¢vor s i sa onim ¢vorovima iz grafa koji su dostupni od ¢vora s.
Stablo T se zove stablo pretrage u Sirinu i postupno se konstruise kako se
otkrivaju ¢vorovi grafa tokom pretrage u Sirinu na sledeéi nacin:

+ Pocetni ¢vor s je koren stabla T.

« Pretpostavimo da smo konstruisali delimi¢no stablo T koje pokriva
¢vorove u talasima Wy, Wy, ..., W; za i > 0 i da su svi ¢vorovi iz W;
listovi tog stabla. Za svaki otkriven ¢vor v u talasu W;,,, posma-
trajmo trenutak njegovog otkrivanja tokom pretrage. To se dogada
kada se ispituje neki ¢vor u iz prethodnog talasa W; i utvrdi se da je
v njegov sused koji nije prethodno otkriven. U tom trenutku se ¢vor
v i grana koja spaja u i v dodaju stablu T, odnosno ¢vor u postaje
roditelj ¢vora v u stablu T.

Primetimo da je ovaj postupak konstruisanja stabla pretrage u Sirinu
dobro definisan, jer se u svakom koraku dodaju samo novi ¢vorovi iz na-
rednog talasa, a uz to se dodaju i samo pojedine grane koje ih spajaju sa
¢vorovima iz prethodnog talasa. Odatle sledi da su novododati ¢vorovi
listovi uvecanog stabla i da novododate grane samo kompletiraju put do
njih ne formirajuci neki ciklus u stablu.

Prethodni algoritam bfs za pretragu u $irinu grafa G moze se lako
prilagoditi kako bi se, usput, konstruisalo stablo pretrage u Sirinu T. U
listingu 7.2 je prikazan prosiren algoritam bfs koji sadrzi neophodne iz-
mene napisane bez navodenja detalja za operacije dodavanja ¢vorova i
grana strukturi podataka stabla.

Listing 7.2: Stablo pretrage u Sirinu grafa

// Ulaz: <¢&vor s u grafu G predstavljen listama susedstva
// Izlaz: stablo T pretrage u Sirinu grafa G od c¢vora s
algorithm bfs(s)

W[O] = s; // talas W, pocetno sadrzi ¢&vor s
p[s] = true; // polazni ¢vor s je posecen

i=0; // brojac¢ talasa cvorova
T=s5s; // koren stabla T je cvor s
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while (W[i] != 0) do // prethodni talas nije prazan
W[i+l] = 0; // naredni talas je pocetno prazan
for (svaki ¢vor u talasa W[i]) do
// Ispitati sve susede Cvora u
for (svaki ¢vor v u listi susedstva za C¢vor u) do

if (p[v] == false) then // ¢vor v je novootkriven
plv] = true; // ¢&vor v je posecen
W[i+1l] = W[i+1] + v; // dodati v talasu W,
T=T+ v; // dodati ¢vor v stablu T
T=T+ {u,v}; // dodati granu {u,v} stablu T
i=1i+1;

return;
|

Na slici 7.12 je prikazano stablo pretrage u Sirinu T koje se dobija kako
se pretragom u $§irinu datog grafa G otkrivaju ¢vorovi u talasima istim
redom kao na slici 7.11. Isprekidanim linijama u grafu G na slici 7.12
naznacene su grane koje ne dovode do otkrivanja novih ¢vorova tokom
pretrage. U stablu T su grane stabla prikazane punim linijama, dok su
isprekidanim linijama prikazane grane grafa G koje ne pripadaju stablu
pretrage u Sirinu T.

Slika 7.12: Stablo T dobijeno pretragom u Sirinu datog grafa G od ¢vora 1.

Na slici 7.12 se moze primetiti da sve grane grafa koje ne pripadaju
stablu pretrage u Sirinu (tj. isprekidane linije) povezuju ¢vorove koji se
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nalaze ili u istom talasu ili u susednim talasima. Ovo nije slucajno i pred-
stavlja opste svojstvo stabla pretrage u $irinu nekog grafa.

LEMA Neka je T stablo pretrage u Sirinu grafa G i neka suu iv ¢voroviu T
koji pripadaju talasima W; i W;, tim redom. Ako neka grana grafa G spaja
¢vorove u i v, onda sei i razlikuju najvise za jedan.

Dokaz: Dokazizvodimo svodenjem na kontradikciju i zato pretpostavimo
da se i i j razlikuju za vise od jedan. Radi odredenosti, neka je W; talas
ranije otkrivenih ¢vorova od W;ii < j—1. U proirenom algoritmu bfs
posmatrajmo trenutak kada se ispituju susedi ¢vora x koji pripada talasu
W;. Posto je ¢vor y jedan od suseda ¢vora x u grafu G, y ¢e biti dodat talasu
W;,1 ukoliko taj ¢vor nije ranije otkriven ili y pripada nekom prethodnom
talasu ukoliko je taj ¢vor ve¢ otkriven. To znaci da mora biti j = i + 1 ili
j <, §to u oba slucaja protivreci pretpostavci dajei <j—1. U

Pretraga u dubinu

Drugi sistematican nacin za obilazak svih ¢vorova grafa je pretraga
u dubinu grafa (engl. depth-first search, DFS) koja je uopstenje postupka
obilaska ¢vorova stabla u preorder redosledu. Ime ovog metoda potice
od toga sto se ide sve dublje u grafu od pocetnog ¢vora, duz nekog puta
sve dok se taj put viSe ne moze nastaviti, bilo zato $to poslednji ¢vor ne-
ma grana koje vode od njega ili zato $to sve grane od njega vode do ve¢
posecenih ¢vorova.

Pretraga u dubinu grafa podseca na postupak koji se prirodno prime-
njuje kada se trazi izlaz iz nekog lavirinta. Ukoliko ¢vorove i grane grafa
zamislimo kao lavirint medusobno povezanih prolaza kroz koje treba pro-
naci izlaz od pocetnog ¢vora s, onda je prirodno probati prvu granu koja
vodi od s. Ako nas to vodi do nekog ¢vora v, onda bismo dalje sledili prvu
granu koja vodi od v. Ovaj postupak bismo zatim sli¢no nastavili od ¢vora
u koji smo dosli od ¢vora v, sve dok mozemo i ne dodemo u ,,¢orsokak”,
odnosno do ¢vora ¢ije smo sve susede ve¢ probali. Onda bismo se vratili
putem kojim smo dosli do prvog ¢vora Cije sve susede jos nismo probali i
zatim bismo odatle ponovili isti postupak.

Primetimo da se od svakog ¢vora ponavlja ista aktivnost: slediti prvu
granu koja vodi do nekog susednog ¢vora koji nije ve¢ posecen. Zato se
pretraga u dubinu moze najlakse opisati u rekurzivnom obliku u kojem
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ova aktivnost odgovara rekurzivnom pozivu, ali se evidenicja o tome koji
su ¢vorovi bili pose¢eni mora voditi na globalnom nivou.

Rekurzivni algoritam u listingu 7.3 za pretragu u dubinu grafa zasniva
se na istim strukturama podataka koje se koriste i u algoritmu za pretragu
u Sirinu. Pretpostavlja se dakle da je ulazni graf G sa n ¢vorova globalno
predstavljen nizom listi susedstva. Pored toga, globalni logicki niz p duzi-
ne n, ¢iji su svi elementi pocetno inicijalizovani vredno$cu netac¢no, sluzi
za vodenje racuna o tome koji ¢vorovi su ve¢ poseceni tokom pretrage.

Listing 7.3: Pretraga u dubinu grafa

// Ulaz: <¢vor u u grafu G predstavljen listama susedstva
// Izlaz: pretraga u dubinu grafa G od cvora u
algorithm dfs(u)

plu] = true; // ¢vor u je posecen

// Ispitati sve susede Cvora u
for (svaki ¢vor v u listi susedstva za cvor u) do
if (p[v] == false) then
dfs(v); // rekurzivna pretraga u dubinu od cvora v

return;
|

Primetimo da za algoritam dfs, zbog njegove rekurzivne prirode, nije
bitan pocetni ¢vor, ve¢ ulazni ¢vor moze biti bilo koji ¢vor grafa. Na pri-
mer, problem s-f povezanosti moze se jednostavno resiti pozivom dfs(s).
Pored toga, algoritam dfs ne proizvodi neki ,opipljiv” rezultat, nego sa-
mo propisuje odreden nacin obilaska svih ¢vorova grafa. (Ovo zapazanje
se odnosi i na algoritam bfs iz prethodnog odeljka — konstruisani talasi
otkrivenih ¢vorova su samo sredstvo za sistematican obilazak svih ¢voro-
va grafa.) Naravno, pravi rezultat zavisi od konkretnog problema ¢ije se
reSenje zasniva na opstem algoritmu pretrage grafa.

Svaki poziv algoritma dfs odvija se samo za neki neposecen ¢vor. Ta-
ko, za neki neposecen ulazni ¢vor u, u algoritmu se najpre registruje da
je u posecen, a zatim se ispituju svi susedi ¢vora u proveravanjem svake
grane koja ide od u. Ako se pronade neki jos uvek neposecen ¢vor v suse-
dan ¢voru u, u algoritmu se odmah posecuje ¢vor v rekurzivnim pozivom
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istog algoritma za ¢vor v. Posto se potpuno provere sve grane koje idu od
¢vora u, poseta ¢voru u se smatra zavrSenom i algoritam zavrsava rad.

Naslici 7.13 je ilustrovano izvrSavanje algoritma dfs na jednom prime-
ru grafa tako $to je uvladenjem naznacena struktura rekurzivnih poziva.
Obratite paznju na to da rezultat pretrage u dubinu nije jednoznacan i
da zavisi od redosleda kojim se pose¢uju susedi nekog ¢vora u for petlji
algoritma dfs.

dfs(1)
dfs(2)
dfs(3)
dfs(6)
dfs(10)
dfs(7)
dfs(4)
dfs(9)
dfs(8)
dfs(5)
dfs(11)

Slika 7.13: Izvrsavanje algoritma dfs od ¢vora 1 datog grafa.

Pretraga u dubinu i pretraga u Sirinu grafa imaju neke sli¢nosti i neke
razlike. Jedna slicnost ogleda se u ¢injenici da se na oba nacina na kraju
obide tacno ona povezana komponenta grafa koja sadrzi pocetni ¢vor. Po-
red toga, kao §to ¢emo u nastavku pokazati, pretraga u dubinu ima sli¢ne
performanse kao pretraga u $irinu, a i pretragom u dubinu se na prirodan
nacin moze konstruisati stablo posecenih ¢vorova sli¢no kao kod pretrage
u Sirinu.

Sa druge strane, iako se primenom oba nacina naposletku obide isti
skup ¢vorova one komponente grafa koja sadrzi pocetni ¢vor, pretragom
u dubinu se dobija potpuno drugaciji redosled obilaska ¢vorova. Naime,
pretragom u dubinu se obi¢no dobijaju vrlo dugacki putevi od pocetnog
¢vora, odnosno poziv algoritma dfs(u) generise lanac rekurzivnih pozi-
va, potencijalno vrlo dugacak, pre nego sto se uradi bilo §ta mnogo toga
drugog. Ovaj rekurzivni lanac poziva se prekida tek kad se od ulaznog
¢vora u dode do ¢évora v odakle se lanac vise ne moZe nastaviti, bilo zato
Sto ¢vor v nema grana koje vode od njega ili zato §to sve grane od njega
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vode do ve¢ posecenih ¢vorova. U tom trenutku se rekurzija ,odmotava” i
vraca se na prvi ¢vor od tacke prekida odakle se mogu ispitati alternativni
putevi.

Analiza pretrage u dubinu. Da bismo analizirali algoritam dfs, pret-
postavimo da ulazni graf G = (V,E) ima n ¢vorova i m grana. lako je
dfs rekurzivni algoritam, njegovo vreme izvrsavanja ne¢emo odrediti na
uobicajen nacin koji smo primenjivali kod analize rekurzivnih algorita-
ma. Nije naime jasno kako to vreme mozemo izraziti u obliku rekurentne
jednacine ¢ijim resavanjem mozemo dobiti funkciju vremena izvrsavanja.
Umesto toga, postupi¢emo tako da saberemo vremena izvrsavanja svih
poziva algoritma dfs, ne racunajuci tu vreme za rekurzivne pozive poje-
dinih poziva.

Da bismo ocenili vreme izvr$avanja jednog poziva dfs(u), izuzimaju-
¢i vreme za njegove rekurzivne pozive, primetimo da ono zavisi od broja
¢vorova koji su susedi ¢vora u. Ako je broj suseda (stepen) ¢vora u jednak
n,, onda se telo for petlje u algoritmu dfs izvrsava n, puta. Posto se u
telu te petlje ne racuna vreme za izvr§avanje rekurzivnog poziva dfs(v),
moze se zakljuciti da se to telo izvrsava za konstantno vreme. Prema to-
me, ukupno vreme za izvrSavanje poziva dfs(u), ne racunajuci njegove
rekurzivne pozive, jednako je O(1 + n,). Ovde je jedinica dodata broju
suseda 1, kako bi se u obzir uzeo slucaj kada je n, = 0, jer se onda poziv
dfs(u) ipak izvrsava za neko konstantno vreme O(1).

Da bismo dalje ocenili ukupan broj poziva algoritma dfs, primetimo
da se svaki poziv tog algoritma izvrsava najvise jedanput za svaki ¢vor
u grafu. Naime, ¢im se pozove dfs(u) za neki ¢vor u, odmah se taj ¢vor
obelezava da je posecen, a algoritam dfs se nikad ponovo ne poziva za
ve¢ posecen ¢vor. Prema tome, ukupno vreme izvrsavanja za sve pozi-
ve algoritma dfs od nekog pocetnog ¢vora grafa G je ogranic¢eno zbirom
vremena pojedinacnih poziva za sve ¢vorove grafa G:

Y, 0(1+n,) =0 D (1 +n,) =0 Y, 1+ Y, n,| = O(m+2m) = O(n+m).
ueV ueV ueV ueV

Drugima recima, algoritam za pretragu u dubinu grafa G izvrsava se za
vreme O(n + m), odnosno za linearno vreme u odnosu na zbir brojeva
¢vorova i grana grafa.
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Stablo pretrage u dubinu. Svaka pretraga u dubinu grafa na prirodan
nacin odreduje jedno povezujuce stablo komponente grafa koja sadrzi po-
Cetni ¢vor pretrage. Naime, pretragom u dubinu se svaki ¢vor te kompo-
nente posecuje samo jednom, pa se ni na jednom putu od ¢vora do ¢vora
ne formira ciklus. To znaci da ¢vorovi i grane grafa kroz koje se prola-
zi tokom pretrage u dubinu formiraju jedno stablo koje se naziva stablo
pretrage u dubinu. Preciznije, korensko stablo pretrage u dubinu T se po-
stupno konstruise kako se posecuju ¢vorovi grafa tokom njegove pretrage
u dubinu na slede¢i nacin:

« Pocetni ¢vor pretrage s je koren stabla T.

« Pretpostavimo da se tokom pretrage u dubinu izvrsava poziv dfs(u)
za neki ¢vor u. Ukoliko se za vreme tog izvrsavanja direktno rekur-
zivno poziva dfs (v) za neki ¢vor v, onda se ¢vor v i grana koja spaja
u i v dodaju stablu T. Drugim rec¢ima, ¢vor u postaje roditelj ¢vora
v u stablu T, jer je ¢vor u ,odgovoran” za posecivanje ¢vora v. Tako
se u stablu T ¢vorovi koji su deca ¢vora u nalaze, sleva na desno, u
redosledu po kojem se algoritam dfs direktno poziva za te ¢vorove
tokom izvrsavanja poziva dfs(u).

Sli¢no prosirenom algoritmu za pretragu u sSirinu grafa, osnovni algo-
ritam dfs za pretragu u dubinu grafa G moze se lako prilagoditi kako bi se
usput konstruisalo stabla pretrage u dubinu T. Pod pretpostavkom da je
stablo T pocetno prazno, ono se u modifikovanom algoritmu dfs u listin-
gu 7.4 postupno prosiruje dodavanjem ¢vorova i grana kako bi se dobilo
stabla pretrage u dubinu grafa.

Listing 7.4: Stablo pretrage u dubinu grafa

// Ulaz: <¢&vor u u grafu G predstavljen listama susedstva
// Izlaz: stablo T pretrage u dubinu grafa G od ¢vora u
algorithm dfs(u)

plu]l = true; // ¢vor u je posecen
T=T+ u; // dodati ¢vor u stablu T

// Ispitati sve susede C¢vora u
for (svaki ¢vor v u listi susedstva za cvor u) do
if (p[v] == false) then
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dfs(v); // rekurzivna pretraga u dubinu od cvora v
T=T+ {u,v}; // dodati granu {u,v} stablu T

return;
|

Na slici 7.14 je prikazano stablo pretrage u dubinu koje se konstruise
pretragom u dubinu koja pocinje od ¢vora 1 grafa G na slici 7.13. Pre-
dene grane grafa su predstavljene punim linijama, dok su isprekidanim
linijama predstavljene grane grafa koje nisu koris¢ene tokom pretrage.

Slika 7.14: Stablo T dobijeno pretragom u dubinu datog grafa G od ¢vora
1.

Grane grafa G se mogu klasifikovati prema tome u kom odnosu stoje
sa granama stabla pretrage u dubinu T koje se konstruise tokom pretrage
u dubinu. Grana e = {u, v} u grafu G koja prouzrokuje to da se u pozivu
dfs(u) direktno rekurzivno poziva dfs(v) naziva se grana stabla. Pune
linije na slici 7.14 predstavljaju grane stabla.

Primetimo da isprekidane grane na slici 7.14 spajaju dva ¢vora koja
stoje u odnosu predak-potomak u stablu pretrage u dubinu. Isprekidana
grana je granae = {u, v} u grafu G takvadanidfs(u) nidfs(v) ne pozivaju
jedno drugo direktno, ve¢ indirektno. Posto je isprekidana grana ,precica”
za put nagore od potomka do pretka u stablu T, ona se naziva povratna
grana. Jedno korisno zapazanje u vezi sa ovim jeste da je ovo potpuna
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klasifikacija grana neusmerenog grafa.

LEMA Neka je T stablo pretrage u dubinu povezanog grafa G i neka suu iv
¢vorovi u T. Ako jee = {u,v} grana grafa G koja nije grana stabla T, onda
je e povratna grana.

Dokaz: Primetimo najpre da za dati rekurzivni poziv dfs(u), svi ¢vorovi
koji su poseéeni izmedu pocetka i zavrSetka ovog poziva predstavljaju
potomke ¢vora u u stablu T.

Pretpostavimo sada da je e = {1, v} grana grafa G koja nije grana stabla
T. Radi odredenosti, pretpostavimo jos da se pretragom u dubinu dolazi
do ¢vora u pre ¢vora v, odnosno da je ¢vor v je u trenutku poziva dfs(u)
bio neposecen. Kada se ¢vor v ispituje u pozivu dfs(u), grana e = {u, v}
se nece dodati stablu T, jer e po pretpostavci nije grana stabla. Ali jedini
razlog zasto grana e ne bi bila dodata stablu T je taj sto je njen drugi kraj
v ranije ve¢ posecen. Kako ¢vor v nije bio posecen pre pocetka poziva
dfs(u), to znacida je ¢vor v posecen izmedu pocetka i kraja poziva dfs (u).
Na osnovu zapazanja na pocetku dokaza onda sledi da je ¢vor v potomak
¢vora u, odnosno da je e povratna grana. U

Skup povezanih komponenti grafa

Do sada smo govorili o povezanoj komponenti grafa koja sadrzi odre-
den ¢vor s. Kako se u neusmerenom grafu svaki ¢vor nalazi u ta¢no jednoj
od njegovih povezanih komponenti, postavlja se pitanje u kom odnosu
stoje ove komponente? Taj odnos je izrazen na sledeci nacin:

LEMA Povezane komponente bilo koja dva ¢voras it u grafu su ili identicne
ili disjunktne.

Dokaz: Tvrdenje leme je inuitivno ocigledno kada se graf nacrta, jer se
onda odmah prepoznaju povezani delovi od kojih se graf sastoji. To nije
tesko i formalno pokazati, jer treba samo iskoristiti ¢injenicu da su kompo-
nente grafa njegovi povezani delovi, odnosno da postoji put izmedu bilo
koja dva ¢vora u jednoj komponenti.

Pre svega, ukoliko postoji put izmedu ¢vorova s i t u grafu, onda su
povezane komponente koje sadrze s i t isti skup. Naime, svaki ¢vor v u
komponenti koja sadrzi s dostupan je i od ¢vora t — put izmedu t i v sastoji
se od dve deonice: deonice izmedu ¢ i s i deonice izmedu s i v. Posto ova
argumentacija vazi i kada ¢vorovi s i t zamene uloge, neki ¢vor se nalazi u
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komponenti koja sadrzi s ako i samo ako se taj ¢vor nalazi u komponenti
koja sadrzi ¢.

Sa druge strane, ukoliko ne postoji put izmedu ¢vorova s i t u grafu,
onda ne postoji nijedan ¢vor v koji se nalazi u povezanim komponentama
koje sadrze s it. To je zato sto ukoliko bi takav ¢vor v postojao, onda bi
putevi od s do v i od v do t obrazovali i put izmedu s i t. Prema tome,
ukoliko ne postoji put izmedu ¢vorova s i ¢, onda su njihove povezane
komponente disjunktne. 0

Ovaj vrlo strukturirani medusobni odnos povezanih komponenti gra-
fa moze se iskoristiti za njihovo efikasno nalazenje. Prirodni algoritam je
da se najpre izabere proizvoljni ¢vor s i da se zatim pretragom u Sirinu ili
dubinu grafa od ¢vora s proizvede povezana komponenta koja sadrzi taj
pocetni ¢vor. Isti postupak se zatim ponavlja od proizvoljnog ¢vora t koji
nije bio posecen prethodnom pretragom od ¢vora s, ukoliko se takav ¢vor
t uopste moze nac¢i. Opravdanje za ovaj pristup lezi u prethodnoj lemi:
povezane komponente ¢vorova s i t su medusobno disjunktne. Ako posle
zavrSetka druge pretrage od f jos uvek postoji neki ¢vor v koji nije bio
posecen prethodnim pretragama, isti postupak se ponavlja i od ¢vora v, i
tako dalje sve dok se ne posete svi ¢vorovi grafa.

Nije tesko proveriti da je vreme izvr§avanja ovog algoritma za nalaze-
nje povezanih komponenti grafa od n ¢vorova i m grana jednako O(n + m).
U ovom obliku smo ranije izrazili vremena izvr$avanja algoritama za pre-
trage u $irinu i dubinu grafa, ali to vreme je zapravo manje jer se u tim al-
goritmima koriste samo ¢vorovi i grane povezane komponente koja sadrzi
pocetni ¢vor pretrage. Mada se pretraga grafa u prethodnom algoritmu za
nalazenje svih povezanih komponenti grafa moze ponavljati vise puta, za
svaku granu ili ¢vor obavlja se aktivnost konstantnog vremena ipak samo
u iteraciji u kojoj se konstruise povezana komponete kojoj oni pripadaju.
Zbog toga je vreme izvrSavanja prethodnog algoritma za nalazenje svih
povezanih komponenti grafa ukupno jednako O(n + m).

Primer: velika TV mrezZa

Mnogi prakti¢ni problemi koji se predstavljaju grafovima mogu se efi-
kasno resiti algoritmom za nalazenje svih povezanih komponenti grafa.
Jedan primer takvog problema se dobija ukoliko se zamisli da je grafom
opisana velika TV mreza neke kompanije. U tom grafu svaki ¢vor predsta-
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vlja TV stanicu i svaka grana predstavlja dvosmerni komunikacioni kanal
izmedu dve stanice kojim su one direktno zemaljski povezane i mogu da
medusobno primaju signal jedna od druge. Na slici 7.15 je prikazan primer
jedne TV mreZe u obliku neusmerenog grafa.

Slika 7.15: TV mreza predstavljena grafom TV stanica.

Ukoliko TV mreza uzivo prenosi neki veliki svetski dogadaj (na primer,
svetsko fudbalsko prvenstvo), direktni prenosi se obavljaju preko satalita
jer je TV mreza geografski vrlo rasprostranjena. Satelit moze da prenosi
signal do bilo koje TV stanice, a kada neka TV stanica primi signal od
satelita, ona ga moze dalje zemaljski emitovati do susednih TV stanica.
Na primer, ako stanice a, b i ¢ na slici 7.15 istovremeno dobijaju signal od
satelita i difuzno ga reemituju, sve ostale stanice u mrezi ¢e dobiti signal
direktnog prenosa.

Zemaljsko emitovanje signala je mnogo jeftinije od satelitskog preno-
sa. Zato je potrebno odrediti minimalan broj TV stanica koje moraju da
dobiju signal od satelita kako bi i sve ostale TV stanice u mrezi mogle
primiti isti signal. Jasno je da se odgovor na pitanje koliki je ovaj mini-
malni broj svodi na nalazenje broja povezanih komponenti grafa G koji
predstavlja TV mrezu. Preciznije receno, grafovski problem c¢ije se efika-
sno resenje trazi je da se svakom ¢voru grafa G pridruzi broj takav da svi
¢vorovi u jednoj povezanoj komponenti grafa G dobiju isti redni broj te
komponente.

Resenje ovog problema je dato algoritmom connected-components u
listingu 7.5 i po strukturi je vrlo sli¢cno osnovnom algoritmu za nalazenje
svih povezanih komponenti grafa G sa n ¢vorova i m grana. U algoritmu
connected-components se za brojeve pridruzene ¢vorovima koristi glo-
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balni niz ¢ veli¢ine n. Ovi brojevi komponenti se ¢vorovima dodeljuju na
osnovu globalnog brojaca k kojim se prebrojavaju povezane komponen-
te grafa G. Rezultat algoritma su dakle elementi niza c takvi da za svaki
¢vor v u grafu vrednost ¢, predstavlja redni broj komponente ¢vora v. Za
otkrivanje jedne komponente grafa se, radi odredenosti, koristi pretraga
u dubinu grafa. Ona je u listingu 7.6 realizovana algoritmom dfs-cc koji
je prilagoden tako da se svakom posecenom ¢voru pridruzuje redni broj
njegove komponente.

Listing 7.5: Sve povezane komponente grafa

// Ulaz: graf G predstavljen listama susedstva
// Izlaz: niz c takav da je c, broj komponente ¢vora v
algorithm connected-components(G)

// Svi ¢vorovi su pocetno neposeceni
for (svaki ¢vor v u nizu listi susedstva G) do
plv] = false;

k = 0; // brojac¢ povezanih komponenti grafa G

// Ispitati sve C¢vorove grafa G
for (svaki ¢vor v u nizu listi susedstva G) do
if (p[v] == false) then
k =k+1; // ¢vor v je u novoj komponenti grafa G
dfs-cc(v); // nova pretraga u dubinu od ¢vora v

return c;
I

Listing 7.6: Jedna povezana komponenta grafa

// Ulaz: <¢&vor u u grafu G predstavljen listama susedstva
// Izlaz: broj c, dodeljen svim cvorovima komponente ¢vora u
algorithm dfs-cc(u)

true; // C¢vor u je poseden
k; // ¢vor u pripada aktuelnoj komponenti

plul
clul
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// Ispitati sve susede ¢vora u
for (svaki ¢vor v u listi susedstva za c¢vor u) do
if (p[v] == false) then
dfs-cc(v); // rekurzivna pretraga od ¢vora v

return;

Vreme izvrSavanja algoritma connected-components asimptotski je
ocigledno jednako vremenu izvrsavanja osnovnog algoritma za nalazenje
broja povezanih komponenti grafa, odnosno to vreme je O(n + m).

7.4 Obilazak usmerenog grafa

Podsetimo se da su grane u usmerenim grafovima usmerene od jed-
nog do drugog ¢vora: grana (u,v) ima smer od ¢vora u do ¢vora v. Ovaj
asimetricni odnos izmedu ¢vorova proizvodi kvalitativno razlicit efekat
na strukturu usmerenih grafova. Posmatrajmo na primer Internet iz gra-
fovske perspektive kao jedan veliki, komplikovan graf ¢iji cvorovi predsta-
vljaju pojedine veb strane, a grane predstavljaju medusobne hiperlinkove.
Pregledanje Interneta se onda svodi na pracenje niza grana u ovom usme-
renom grafu, pri ¢emu je smer grana od sustinske vaznosti jer obi¢no nije
moguce ,unazad” pratiti hiperlinkove koji vode to date strane.

Vaznost smera grana odrazava se dakle na bitno drugaciji pojam pove-
zanosti u usmerenim grafovima nego u neusmerenim grafovima. U usme-
renom grafu je moguce da od ¢vora s postoji put do ¢vora t, ali ne i put
od t do s. To se onda prenosi na slozeniji pojam povezanih komponenti
usmerenog grafa i zato se posmatra svojstvo jake povezanosti usmerenih
grafova. Jaka povezanost usmerenih grafova otprilike odgovara obi¢noj
povezanosti neusmerenih grafova: usmeren graf je jako povezan ako za
svaka dva njegova ¢vora postoji put od jednog do drugog ¢vora, ali i obr-
nut put od drugog do prvog ¢vora.

Skoro svi drugi osnovni pojmovi i algoritmi za neusmerene grafove
ipak se vrlo prirodno mogu prilagoditi za usmerene grafove. Ovo speci-
ficno vazi i za algoritme za pretragu u dubinu i Sirinu, koji se uz neznatne
izmene mogu primeniti za usmerene grafove.
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Pretraga usmerenih grafova se konceptualno ne razlikuje od pretrage
neusmerenih grafova, jer se jedino menja interpretacija pojma ,susedni
¢vor”. Kod usmerenog grafa, ¢vor v je susedan ¢voru u ako postoji usme-
rena grana (u,v). Ali ¢vor u nije automatski susedan ¢voru v, osim ako ne
postoji i grana (v, u). Ako se uzme u obzir ova promena interpretacije rela-
cije susedstva, osnovni algoritmi bfs i dfs mogu se bez izmene primeniti
i za usmerene grafove. Pored toga, na identican nacin se moze pokazati
da je njihovo vreme izvrSavanja za usmeren graf sa n ¢vorova i m grana
takode jednako O(n + m).

U nastavku ovog poglavlja se zato usredsredujemo samo na pretragu
u dubinu usmerenog grafa — pretraga u $irinu se moze sli¢no analizirati.
Na primer, na slici 7.16 ilustrovano je izvrsavanje osnovnog algoritma dfs
za jedan usmeren graf.

dfs(1)
dfs(2)
dfs(4)
dfs(6)
dfs(9)
dfs(11)
dfs(8)
dfs(5)
dfs(3)

dfs(10)
dfs(7)

Slika 7.16: Izvrsavanje algoritma dfs od ¢vora 1 datog usmerenog grafa.

Na potpuno isti nacin kao kod neusmerenih grafova moze se konstrui-
sati stablo pretrage u dubinu za usmerene grafove: ako se tokom izvrsava-
nja dfs(u) direktno poziva dfs(v), stablu se dodaje ¢vor v i grana stabla
koja v povezuje sa u tako da ¢vor v bude dete ¢vora u u stablu. Drugim
reCima, stablo pretrage u dubinu T koje se indukuje pretragom u dubinu
grafa G zapravo je stablo rekurzivnih poziva algoritma dfs koje se dobija
od pocetnog poziva tog algoritma za neki ¢vor grafa G. Na slici 7.17 je
prikazano stablo dobijeno pretragom u dubinu koja odgovara primeru na
slici 7.16.

Mada su algoritmi pretrage u dubinu usmerenih i neusmerenih grafo-
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Slika 7.17: Stablo T dobijeno pretragom u dubinu datog usmerenog grafa
G od ¢vora 1.

va konceptualno vrlo sli¢ni, njihovo izvrsavanje proizvodi prili¢no razlicit
efekat. Prvo, pretraga u dubinu moze proizvesti Sumu stabala ¢ak i kada je
usmeren graf povezan. Na primer, da smo pretragu u dubinu na slici 7.16
poceli od ¢vora 7, dobili bismo Sumu od dva stabla ili vise njih. Drugo, u
sluc¢aju neusmerenog grafa pokazali smo da grane grafa koje nisu grane
stabla pretrage u dubinu obavezno povezuju neki ¢vor sa jednim od njego-
vih predaka u stablu. Drugim re¢ima, grane neusmerenog grafa koje nisu
grane stabla uvek su povratne grane. Sa druge strane, grane usmerenog
grafa G u odnosu na njegovo stablo pretrage u dubinu T mogu biti jednog
od sledeca tri tipa:

1. Direktna grana. To je usmerena grana (u,v) u G koja nije grana
stabla T takva da je ¢vor v pravi potomak ¢vora u, ali nije dete ¢vora
uu T. Na primer, na slici 7.17 grana (4,7) je direktna grana.

2. Povratna grana. To je usmerena grana (1, v) u G koja nije grana sta-
bla T takva da je ¢vor v predak ¢vora u u T (u = v je dozvoljeno).
Na primer, na slici 7.17 grana (3, 6) je povratna grana. Obratite pa-
znju na to da se petlje, koje su dozvoljene u usmerenih grafovima,
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smatraju povratnim granama.

3. Poprecna grana. To je usmerena grana (u,v) u G koja nije grana
stabla T takva da ¢vor v nije ni predak ni potomak ¢vora u u T.
Drugacije reCeno, poprecna grana je preostali tip usmerenih grana
u G koje nisu grane stabla T. Na primer, na slici 7.17 grana (7, 10)
je popre¢na grana. Primetimo da poprecne grane mogu povezivati
¢vorove razli¢itih stabala u Sumi. Zato u opstem slucaju za odrede-
nu poprecnu granu (u,v) ne mora biti tacno da ¢vorovi u i v imaju
zajednickog pretka.

Primetimo na slici 7.17 da poprec¢na grana (7, 10) ima smer zdesna na
levo. To nije slu¢ajnost i vazi u opstem slucaju: svaka poprecna grana ima
smer zdesna na levo, ¢ak i u Sumi stabala pretrage u dubinu.

Da bismo to pokazali, neka je (1, v) poprec¢na grana i posmatrajmo po-
zivdfs(u). Ocevidno je ¢vor v potomak ¢vora u u stablu pretrage u dubinu
ako i samo ako je ¢vor v dodat u stablo izmedu vremena pocetka izvrsava-
nja dfs(u) i vremena zavrSetka izvrsavanja dfs(u). U tom vremenskom
intervalu, do trenutka kada se tokom izvr§avanja dfs(u) proverava grana
(u,v), ¢vor v je morao biti ve¢ posecen, jer (1, v) nije grana stabla. Prema
tome, ¢vor v je morao biti posecen ranije u toku izvrsavanja dfs(u) ili
pre poziva dfs (u). Ali prvi slucaj je nemogug, jer bi u suprotnom slucaju
¢vor v bio potomak ¢vora u. Dakle, ¢vor v je bio dodat u stablo pretrage u
dubinu pre ¢vora u, a posto se ¢vorovi dodaju u redosledu sleva na desno,
v mora biti levo od u.

Usmereni aciklicki grafovi

Ako neusmeren graf nema nijedan ciklus, onda ima vrlo prostu struk-
turu Sume: sve njegove povezane komponente su stabla. Ali za usmeren
graf je moguce da nema nijedan (usmeren) ciklus i da ima slozenu struk-
turu. Na primer, usmeren graf bez ciklusa sa n ¢vorova moze imati veliki
broj grana reda ©(n?), dok stablo (neusmeren graf bez ciklusa) sa n &voro-
vaima ,samo” n—1 granu. Usmeren graf bez ciklusa se standardno naziva
usmeren aciklicki graf (UAG) i jedan primer takvog grafa je prikazan na
slici 7.18.

Usmeren aciklicki graf se u racunarstvu ¢esto koristi za predstavljanje
uslovnog redosleda nekih zadataka po kojem se oni moraju zavrsavati.
Na primer, prilikom zidanja neke zgrade, prvi sprat se mora izgraditi pre



7.4. Obilazak usmerenog grafa 227

Slika 7.18: Usmeren aciklicki graf.

drugog sprata, ali elektri¢ni kablovi se mogu postaviti u isto vreme dok se
instaliraju prozori na jednom spratu. Drugi primer je program studiranja
na nekom fakultetu, gde su neki predmeti preduslovi za polaganje drugih
predmeta. Jo$ jedan primer je kolekcija paralelnih procesa od kojih se
sastoji neki racunarski program tako da izlaz nekog procesa predstavlja
ulaz za neki drugi proces i zato se prvi proces mora zavrsiti pre pocetka
drugog.

Prirodni model ovakvih struktura zavisnosti su usmereni aciklicki gra-
fovi: usmerena grana od nekog zadatka a do drugog zadatka b predstavlja
uslov da se a2 mora zavrsiti pre nego §to se moze poceti b. Na slici 7.19
je ilustrovana struktura zavisnosti pet zadataka. U tom primeru, recimo,
zadatak c se mozZe obaviti samo kada su zadaci a i b zavrseni.

O—©
()
O—@

Slika 7.19: Usmeren aciklicki graf zavisnosti pet zadataka.

U opstem slucaju, pretpostavimo da imamo skup zadataka {1,2, ..., n}
koje treba obaviti i da postoje zavisnosti medu njima takve da za izvesne
parove zadataka 7 i j imamo uslov da se i mora zavrsiti pre pocetka j. Ova-
kav skup medusobno zavisnih zadataka moze se predstaviti usmerenim
grafom G sa ¢vorovima koji predstavljaju pojedine zadatake i granama
(i,j) koje predstavljaju uslov da se i mora zavrsiti pre pocetka j.

Ocigledno da bi ova relacija medusobne zavisnosti zadataka uopste
imala smisla, dobijeni usmeren graf G mora biti aciklicki, jer ukoliko G
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sadrzi neki ciklus C, onda ne postoji nacin da se uradi nijedan zadatak u
C. Naime, kako svaki zadatak u ciklusu C ima neki drugi zadatak koji se
prethodno mora zavrsiti, nijedan zadatak u C se ne moze obaviti jer se
nijedan zadatak ne moze zapoceti.

Ukoliko usmeren graf zavisnosti zadataka nema cikluse, prirodno je
onda traziti redosled tih zadataka po kojem se oni mogu obaviti tako da
sve medusobne zavisnosti zadataka budu postovane. Takav ispravan redo-
sled zadataka se naziva topoloski redosled. Preciznije, topoloski redosled
usmerenog aciklickog grafa G sa n ¢vorova je neki linerani poredak nje-
govih ¢vorova u nizu vy, v, ..., v, tako da za svaku granu (v;, v;) vazii < j.
Slikovito receno, sve grane grafa G su usmerene sleva na desno ukoliko se
njegovi ¢vorovi nacrtaju duz horizontalno linije u topoloskom redosledu.
Na primer, topoloski redosled grafa na slici 7.19 je a, b, c, d, e, $to je odmah
uocljivo ukoliko se isti graf nacrta kao na slici 7.20. Obratite paznju na to
da taj linearni poredak ¢vorova nije jedinstven — drugi nacin za topoloski
redosled istog grafa je b, d, a, c, e.

Slika 7.20: Topoloski redosled grafa na slici 7.19.

Topoloski redosled usmerenog grafa zavisnosti zadataka obezbeduje
dakle redosled po kojem se oni mogu bezbedno uraditi — kada treba poceti
neki zadatak, svi zadaci koji su njegovi preduslovi sigurno su ve¢ zavrseni.
U stvari, posmatrano iz apstraktnijeg ugla, topoloski redosled usmerenog
grafa predstavlja dokaz da je graf aciklicki.

LEMA Ako usmeren graf G ima topoloski redosled, onda G nema nijedan
ciklus.

Dokaz: Pretpostavimo, radi kontradikcije, da G ima jedan topoloski redo-
sled svojih ¢vorova vq,vy, ..., v, i da u G postoji ciklus C. Neka je vj Evor
u C sa najmanjim indeksom i neka je v; ¢vor u C koji neposredno pretho-
di ¢voru v;. To znati da je (v;, vj) jedna od grana u G. Ali to dovodi do
protivrecnosti, jer onda mora biti tacno da je i < j zato $to svaka grana
za topoloski redosled ¢vorova ide od ¢vora sa manjim indeksom prema
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¢voru sa ve¢im indeksom, kao i da je j < 7 zato Sto su v; i v; ¢voroviu C i
vj je ¢vor u C sa najmanjim indeksom. 0

Prema tome, postojanje topoloskog redosleda usmerenog grafa je do-
voljan uslov da taj graf nema cikluse. Taj kriterijum mozZe ponekad biti
vrlo koristan, jer se vizuelno moze lako pokazati da je graf aciklicki. Na
primer, nije odmah jasno to da graf na slici 7.18 nema cikluse, ali ako
se isti graf prikaze u topoloskom redosledu kao na slici 7.21, onda je to

ocigledno posto sve grane idu sleva na desno.

Slika 7.21: Topoloski redosled grafa na slici 7.18.

Nalazenje topoloskog redosleda. Teze pitanje za usmeren aciklicki
graf je obrnuto od onog na koje odgovor daje poslednja lema: da li svaki
usmeren acikli¢ki graf ima topoloski redosled? Ako je to slucaj, dodatno
bi bilo vrlo korisno imati efikasan algoritam za nalazenje jednog topolo-
skog redosleda datog usmerenog aciklickog grafa, jer onda bi se za svaku
relaciju zavisnosti nad skupom zadataka bez ciklusa mogao efikasno naci
redosled po kojem se ti zadaci mogu bezbedno obaviti. Odgovor na pret-
hodno pitanje je potvrdan i, u stvari, to ¢emo pokazati na konstruktivan
nacin. Drugim recima, pokazac¢emo jedan efikasan algoritam kojim se za
dati usmeren aciklicki graf pronalazi njegov topoloski redosled.
Algoritam za nalazenje topoloskog redosleda usmerenog aciklickog
grafa G slican je algoritmu za nalazenje povezanih komponenti neusme-
renog grafa, osim Sto nije svejedno koja pretraga grafa se koristi nego
se mora koristiti pretraga u dubinu. Opsti pristup je dakle da se najpre
izabere proizvoljni ¢vor s u G i da se zatim pretragom u dubinu od ¢vo-
ra s posete svi ¢vorovi u G koji su dostupni od tog pocetnog ¢vora. Isti
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postupak se zatim ponavlja od proizvoljnog ¢vora f koji nije bio posecen
prethodnom pretragom od ¢vora s, ukoliko se takav ¢vor t uopste moze
naci. Ako posle zavrsetka druge pretrage od f jos uvek postoji neki ¢vor
v koji nije bio posec¢en prethodnim pretragama, isti postupak se ponavlja
i od ¢vora v, i tako dalje sve dok se ne posete svi ¢vorovi grafa. Na ovaj
nacin se indukuje Suma stabala pretrage u dubinu sa korenima s, f i tako
dalje.

Za razumevanje ovog algoritma je najvaznija ¢injenica to da jedno
stablo pretrage u dubinu u sustini predstavlja stablo rekurzivnih poziva
algoritma dfs od pocetnog poziva tog algoritma za neki ¢vor. Kako se za
svaki ¢vor v pocetak i zavrsetak poziva dfs(v) odigravaju u diskretnim
vremenskim trenucima, to se na vremenskoj osi moze pratiti izvrsavanje
celokupnog prethodno opisanog postupka za nalazenje topoloskog redo-
sleda. Na primer, na slici 7.22 su na vremenskoj osi prikazani intervali
trajanja svih poziva algoritma dfs tokom visestruke pretrage u dubinu
grafa na slici 7.19 od ¢vora b i od ¢vora a. Pravougaoni oblik ¢vorova na
toj slici ukazuje na interval izmedu pocetka i zavrSetka poziva algoritma
dfs za odgovarajuci ¢vor.

Slika 7.22: Intervali trajanja poziva algoritma dfs prikazani na vremen-
skoj osi tokom viSestruke pretrage u dubinu grafa na slici 7.19.

Podsetimo se da se tokom (visestruke) pretrage u dubinu grafa algo-
ritam dfs poziva tacno jedanput za svaki ¢vor grafa. Zbog toga je vreme
zavrsetka poziva dfs(v) za svaki ¢vor v nedvosmisleno odredeno. Pret-
postavimo da je tokom (viSestruke) pretrage u dubinu grafa G dobijen niz
¢vorova vy, v, ..., v, uredosledu koji je odreden po vremenu zavrsetka po-
ziva algoritma dfs za sve ¢vorove. To znaci da se tokom pretrage u dubinu
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grafa G prvi zavrsio poziv dfs(v;), zatim se zavrs$io poziv dfs(v,) i tako
dalje, poslednji se zavrsio poziv dfs (v, ). Recimo, u primeru na slici 7.22
dobija se redosled ¢vorova e, ¢, d, b, a. Kljucno zapazanje je da je ovaj
redosled zapravo obrnut topoloski redosled usmerenog aciklickog grafa.

LEMA Neka je tokom (viSestruke) pretrage u dubinu usmerenog aciklickog
grafa G dobijen niz ¢vorova vq,v,, ..., v, u redosledu koji je odreden po vre-
menu zavrsetka poziva algoritma dfs za sve ¢vorove. Ako je (v, v;) grana
grafa G, onda jei > j.

Dokaz: Neka je (v;,vj) grana usmerenog aciklickog grafa G. Buduc¢i da
(visestruka) pretraga u dubinu grafa G indukuje Sumu stabala pretrage
u dubinu, grana (v;,vj) u G se moze klasifikovati prema svom tipu kao
grana nekog stabla, direktna grana, povratna grana ili popre¢na grana. U
stvari, posto je G aciklicki graf, (v;, v;) ne moze biti povratna grana, jer bi
se njome ocevidno zatvorio jedan put u grafu G koji bi formirao usmeren
ciklus.

U slucaju kada je (v;, vj) grana stabla ili direktna grana, nije se tesko
uveriti da je i > j. Naime, u tom slucaju je ¢vor v; potomak ¢vora v;, pa se
poziv dfs(v;) svakako zavrsava posle poziva dfs (v;).

Najzad, ako je (v;,v;) popretna grana, onda se mogu razlikovati dva
slu¢aja zavisno od toga da li ¢vorovi v; i v; pripadaju istom stablu ili razli-
¢itim stablima u Sumi pretrage u dubinu. Ipak, u oba slucaja smer grane
(v;, ;) zdesna na levo ukazuje da je poziv dfs(v;) zapocet posle zavrSetka
poziva dfs(v;), pa se svakako poziv dfs(v;) i zavrSava posle zavrSetka
poziva dfs(v;). A to upravo znaci da je i > j, $to je trebalo pokazati.  [J

Da bi se odredio topoloski redosled ¢vorova usmerenog aciklickog gra-
fa G, dovoljno je dakle modifikovati osnovni algoritam dfs tako da se,
neposredno pre zavrSetka tog algoritma, ¢vor koji je njegov parametar
dodaje na kraj jedne povezane liste. Na taj nacin se obrazuje lista ¢vorova
V1,7, ..., U, U obrnutom topoloskom redosledu grafa G. Naravno, na kra-
ju ovog postupka nalazenja topoloskog redosleda treba jos samo obrnuti
dobijenu listu. Drugi ekvivalentni pristup, koji je zapravo primenjen u
modifikovanom algoritmu dfs u listingu 7.8, sastoji se u tome da se ne-
posredno pre zavrSetka modifikovanog algoritma dfs odgovarajuci ¢vor
dodaje na pocetak povezane liste. Koriste¢i ovaj pomo¢ni algoritam, u
listingu 7.7 je prikazan kompletan algoritam za odredivanje topoloskog
redosleda ¢vorova usmerenog aciklickog grafa.
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Listing 7.7: Topoloski redosled usmerenog aciklickog grafa

// Ulaz: UAG G predstavljen listama susedstva
// Izlaz: lista c¢vorova ¢ u topoloskom redosledu grafa G
algorithm topological-ordering(G)

// Svi ¢vorovi su pocetno neposeceni
for (svaki ¢vor v u nizu listi susedstva G) do
plv] = false;

list-make(l); // { je pocetno prazna lista

// Ispitati sve C¢vorove grafa G
for (svaki ¢vor v u nizu listi susedstva G) do
if (p[v] == false) then
dfs-11(v); // nova pretraga u dubinu od ¢vora v

return 1;
|

Listing 7.8: Dodavanje ¢vora na pocetak liste posle pretrage u dubinu

// Ulaz: ¢vor u u UAG-u G predstavljen listama susedstva
// Izlaz: ¢vor u na pocCetku liste £ posle pretrage u dubinu
algorithm dfs-11(u)

plul = true; // C¢vor u je posecen

// Ispitati sve susede ¢vora u
for (svaki ¢vor v u listi susedstva za ¢vor u) do
if (p[v] == false) then
dfs-11(v); // rekurzivna pretraga od ¢vora v

list-insert(u,null,l); // dodati c¢vor u na pocetak liste ¢

return;
|

Vreme izvrsavanja algoritma topological-ordering u listingu 7.7 za
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topoloski redosled usmerenog aciklickog grafa G sa n ¢vorova i m grana
asimptotski je ocigledno jednako O(n + m).

Z.adaci

1. Za usmeren graf G na slici 7.23 odgovorite na sledeca pitanja.

(a) Koliko ¢vorova i grana ima graf G?
(b) Navedite sve proste puteve od a do b u G.
(c) Navedite sve susede ¢vora b u G.

(d) Navedite sve cikluse od ¢vora b u G.

G

Slika 7.23

2. Odgovorite na ista pitanja iz prethodnog zadatka za neusmerenu ver-
ziju grafa na slici 7.23. Neusmerena verzija se dobija zamenom svih
usmerenih grana odgovaraju¢im neusmerenim granama tako $to se
strelice samo zamene linijama.

3. Dokazite da ako se granom spoje bilo koja dva ¢vora u slobodnom
stablu T izmedu kojih ne postoji grana, onda se formira ta¢no jedan
ciklus.

4. Dokazite da povezan neusmeren graf G sa n ¢vorova predstavlja slo-
bodno stablo ako i samo ako G ima n — 1 granu.

5. Predstavite graf G na slici 7.23 pomocu matrice susedstva i niza listi
susedstva.
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6. Predstavite neusmerenu verziju grafa G na slici 7.23 pomo¢u matrice
susedstva i niza listi susedstva.

7. Za usmeren graf G predstavljen nizom listi susedstva svojih ¢vorova
potrebno je ponekad za svaki ¢vor imati i povezanu listu njegovih
prethodnika, a ne samo njegovih sledbenika. Preciznije, za svaki ¢vor
v u G treba obrazovati povezanu listu svih ¢vorova u takvih da je (1, v)
usmerena grana u G. Napisite i analizirajte efikasan algoritam kojim
se obavlja ovaj zadatak konvertovanja reprezentacije grafa G.

8. Cvor s usmerenog grafa G sa n ¢vorova naziva se ponor ukoliko je
ulazni stepen ¢vora s jednak n — 1 i njegov izlazni stepen jednak 0.
Drugim recima, za svaki ¢vor v u G razli¢it od s postoji grana (v, s) i
ne postoji grana (s, v). Napisite algoritam vremenske slozenosti O(n)
koji odreduje da li usmeren graf predstavljen matricom susedstva ima
jedan ¢vor koji je ponor.

9. Za usmeren graf G na slici 7.24 odgovorite na sledeca pitanja.

(a) Odredite talase ¢vorova Wy, Wy, W, ... koji se dobijaju pretragom
u Sirinu grafa G od pocetnog ¢vora e.
(b) Konstruisite odgovarajuce stablo pretrage u Sirinu.

G

Slika 7.24

10. Odgovorite na ista pitanja iz prethodnog zadatka za neusmerenu ver-
ziju grafa G na slici 7.24.
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11. Napisite i analizirajte algoritam bfs za pretragu u Sirinu grafa koji
koristi jedan red za ¢ekanje umesto vise posebnih listi W[i] za svaki
talas W;. (Savet: U algoritmu se ispituju svi susedi onog ¢vora koji je
prvi u redu za ¢ekanje, a ¢im se neki ¢vor otkrije prilikom ispitivanja,
dodaje se na kraj reda za ¢ekanje.)

12. Neusmeren graf G = (V,E) je bipartitan ukoliko se njegovi ¢vorovi
mogu podeliti u dva disjunktna skupa takva da je svaka grana u G
incidentna ¢vorovima iz ovih skupova. Formalno, V=XUY,XNY =
@ifuv) €e E = ue Xive Y. Naslici 7.25 je prikazan primer
bipartitnog grafa.

Slika 7.25

(a) Pokazite da je svako slobodno stablo jedan bipartitan graf.

(b) Napisite efikasan algoritam kojim se proverava da li je dati neu-
smeren graf bipartitan. (Savet: Koristite pretragu u irinu.)

13. Za usmeren graf G na slici 7.24, kao i za njegovu neusmerenu verziju,
odgovorite na sledeca pitanja.

(a) Navedite sve rekurzivne pozive algoritma dfs za graf G koji se
dobijaju za pocetni poziv dfs(a) i uvlacenjem naznacite njihov
odnos. Pretpostavite da ako treba izabrati neki ¢vor izmedu vise
njih, onda se od mogucih bira prvi ¢vor po abecednom redosledu.

(b) Konstruisite odgovarajuce stablo (Sumu) pretrage u dubinu.

(c) Klasifikujte sve grane grafa G u odnosu na konstruisano stablo
prema tome da li predstavljaju grane stabla, direktne grane, po-
vratne grane ili poprecne grane.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Napisite i analizirajte iterativnu (nerekurzivnu) verziju algoritma dfs
za pretragu u dubinu grafa od pocetnog ¢vora s. (Savet: Rekurziv-
nu strukturu pretrage u dubinu simulirajte stekom na koji se ¢vorovi
smestaju kako se posecuju, a sa vrha steka se uklanja ¢vor kada treba
ispitati sve njegove susede.)

Dokazite da u povezanom neusmerenom grafu G postoji ¢vor od koga
su njegova stabla pretrage u dubinu i Sirinu jednaka ako i samo ako
je G slobodno stablo. (Savet: Ova stabla su jednaka ako imaju jedna-
ke skupove grana, odnosno redosled u kojem se grane koriste tokom
pretrage u dubinu i Sirinu nije vazan.)

Napisite algoritam connected-components na strani 221 tako da se za
otkrivanje jedne komponente grafa koristi pretraga u $irinu umesto
pretrage u dubinu grafa.

Navedite primer usmerenog grafa bez ciklusa sa n ¢vorova koji ima
©(n?) grana. (Savet: Uotite graf G = (V, E) kod koga je V = {1,2, ..., n}
1E={(,j):i<jzaijeV})

Ako d(u,v) oznacava duzina najkraceg puta (rastojanje) izmedu ¢vo-
rova u i v u grafu G = (V, E), ekscentricnost cvora u je:

maxd(u,v).
veV

Ekscentri¢nost ¢vora u je dakle duzina najduzeg najkraceg puta koji
polazi od u. Napisite efikasan algoritam kojim se izracunava ekcen-
tri¢nost svih ¢vorova usmerenog grafa. (Savet: Koristite pretragu u
Sirinu.)

Neka je G usmeren graf i T jedno njegovo stablo u dubinu.

(a) Dokazite da G ima usmeren ciklus ako i samo ako G ima povratnu
granu u odnosuna T.

(b) Napisite efikasan algoritam kojim se proverava dali je G aciklicki
graf.

Neka je G usmeren aciklicki graf.

(a) Dokazite da G sadrzi ¢vor bez ulaznih grana.
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(b) Dokazite indukcijom po broju ¢vorova grafa da G ima topoloski
redosled. (Savet: U dokazu indukcijskog koraka uocite graf G—{v}
dobijen uklanjanjem ¢vora v bez ulaznih grana.)

(c) Koriste¢i indukcijski dokaz napisite drugi algoritam za nalazenje
topoloskog redosleda grafa G.

21. Prost put u grafu je Hamiltonov ako prolazi kroz sve ¢vorove grafa.
Napisite efikasan algoritam kojim se odreduje da li dati usmeren aci-
klicki graf sadrzi Hamiltonov put. (Savet: Posmatrajte topoloski redo-
sled datog grafa.)
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Tezinski gratovi

prethodnom poglavlju je pokazano da se za nalazenje najkra-

¢eg puta izmedu dva ¢vora u povezanom grafu moze koristiti

pretraga u Sirinu. Naime, ukoliko se postojanje grane izmedu
dva ¢vora uzme za jedini¢nu meru njihovog rastojanja, podsetimo se da
i-ti talas otkrivenih ¢vorova tokom pretrage u Sirinu sadrzi ¢vorove grafa
koji se tacno nalaze na rastojanju i od pocetnog ¢vora. Pojam rastojanja
u ovom slucaju podrazumeva da su sve grane ravnopravne, odnosno da
sve imaju istu ,tezinu” u izracunavanju duzine puteva izmedu ¢vorova u
grafu. Medutim, u mnogim primenama ovaj pristup nije odgovarajuci.

Graf moze predstavljati, na primer, neku ra¢unarsku mrezu (kao sto je
Internet) sa ratunarima kao ¢vorovima tog grafa i komunikacionim linko-
vima izmedu pojedinih racunara kao granama tog grafa. Ako je cilj naci
najbrzi nacin za usmeravanje paketa podataka izmedu neka dva ra¢unara
u mrezi, onda se to svodi na nalazenja najkraceg puta izmedu dva ¢vora
koji oznacavaju date racunare u grafu. Ali u ovom sluc¢aju nije prirodno
da sve grane grafa budu ravnopravne posto su neke veze u mrezi racuna-
ra obi¢no mnogo brze od drugih — neke grane mogu predstavljati spore
telefonske linije, dok druge predstavljaju brze opticke veze.

Da bi se sli¢ni problemi mogli modelirati grafovima, u ovom pogla-
vlju se prosiruje pojam grafa i posmatraju se (usmereni ili neusmereni)
grafovi ¢ije grane imaju pridruzenu numericku vrednost. Ove vrednosti
dodeljene granama grafa se nazivaju tezZine grana, a odgovaraju¢i grafovi
se onda nazivaju tezinski grafovi.

239
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8.1 Osnovni pojmovi

Tezinski graf je obican (usmeren ili neusmeren) graf ¢ije sve grane
imaju tezinu u obliku numericke vrednosti. Primetimo da su teZine grana
neutralni naziv za brojeve koji su pridruzeni granama, ali u prakti¢cnim
primenama ti brojevi mogu predstavljati razne druge fizicke veli¢ine kao
$to su duzina, vreme, cena, brzina ili neka druga mera odnosa dva ¢vora.
Primer jednog tezinskog grafa je prikazan na slici 8.1.

Slika 8.1: Tezinski graf.

Koncepti u vazi sa tezinskim grafovima se bez izmena odnose kako
na neusmerene tako i na usmerene grafove. Zbog toga u ovom poglavlju
govorimo samo o neusmerenim tezinskim grafovima, a zainteresovanim
¢itaocima ostavljamo da izloZene probleme i reSenja prilagode usmerenim
tezinskim grafovima.

Tezinski graf je formalno dakle graf G = (V, E) takav da svaka grana
e u E ima dodeljen broj w(e) koji odreduje njenu tezinu. S obzirom na
¢injenicu da obican graf mozemo smatrati tezinskim grafom cije su sve
tezine grana jednake (na primer, moZemo uzeti da su sve tezine jednake
1), jasno je da svi osnovni pojmovi za obi¢ne grafove imaju smisla i za
tezinske grafove.

Cak se i dve uobicajene reprezentacije obi¢nih grafova u ra¢unarima,
matrica susedstva i niz listi susedstva, mogu lako prilagoditi za predsta-
vljanje tezinskih grafova. Podsetimo se da elementi matrice susedstva za
obican graf mogu biti brojevi 1 ili 0 ¢ime se odreduje da li grana izme-
du neka dva ¢vora postoji ili ne. U slucaju tezinskih grafova, postojanje
neke grane e i njena tezina w(e) zajedno se predstavljaju odgovaraju¢im
elementom matrice susedstva koji je jednak w(e). Ali zato ako neka grana
ne postoji u grafu, odgovarajuci element matrice susedstva mora biti neka
vrednost koja nije moguca za tezinu grane. Na slici 8.2 je prikazana matri-
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ca susedstva u kojoj se za predstavljanje nepostojece grane u tezinskom
grafu na slici 8.1 koristi specijalni simbol co.

a b c d
a| o 100 120 350
b | oo 1) 1) 1)
c| oo 80 co 300
d| 200 oo 1) %)

Slika 8.2: Matrica susedstva za tezinski graf na slici 8.1.

Niz listi susedstva za predstavljajnje obi¢nog grafa moze se lako pri-
lagoditi za predstavljajnje tezinskog grafa ukoliko se tezina neke grane e
prikljuci elementu povezane liste koji odreduje drugi kraj grane e. Na sli-
ci 8.3 je prikazana reprezentacija tezinskog grafa na slici 8.1 pomocu niza
listi susedstva.

——1e]100] H—{c[120] 5—~{d[350] |

a
b
¢| —p—le] 80 [4—{a]300]-]
d|  —g—1a]200]-]

Slika 8.3: Niz listi susedstva za tezinski graf na slici 8.1.

8.2 Minimalno povezujuce stablo

Da bismo uveli pojam minimalnog povezujuéeg stabla nekog tezin-
skog grafa, razmotrimo najpre jedan prakti¢an primer. Pretpostavimo da
neka kompanije ima vise filijala u razlic¢itim gradovima koje treba da se po-
vezu u jedinstvenu mrezu. Da bi povezala sve filijale u integrisanu mrezu,
za kompaniju je vazno da odredi najmanju cenu iznajmljivanja telekomu-
nikacionih linija izmedu svojih filijala.

Ovaj problem se moze predstaviti tezinskim grafom sa ¢vorovima koji
oznacavaju filijale kompanije i granama sa numerickim vrednostima koje
odgovaraju cenama zakupljenih prenosnih veza izmedu pojedinih filija-
la. Na slici 8.4(a) je prikazan hipoteticki graf koji predstavlja sve moguce
zakupljene linije izmedu odgovarajuc¢ih filijala i njihove cene.
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Slika 8.4: Tezinski graf filijala hipoteticke kompanije.

Nije tesko do¢i do zakljucka da najekonomicnije reSenje za ovaj pro-
blem treba da obuhvati podskup grana T datog grafa koji ispunjava ove
uslove:

1. Grane u T moraju povezivati sve ¢vorove, jer je neophodno da bi-
lo koja dve filijale kompanije mogu da medusobno komuniciraju,
makar indirektno preko drugih filijala.

2. Zbir cena grana u T mora biti najmanji, odnosno ne sme biti striktno
veci od zbira cena bilo kog drugog podskupa grana datog grafa koje
ispunjavaju prvi uslov.

Primetimo odmah da najekonomicnije reSenje T ne sadrzi ciklus, jer
bi u suprotnom mogla da se smanji njegova cena uklanjanjem bilo koje
grane u ciklusu. Pri tome povezanost izmedu bilo koje dva ¢vora datog
grafa ne bi bila ugrozena. Jedno optimalno resenje T za graf na slici 8.4(a)
prikazano je pod (b) na istoj slici tako $to su grane podgrafa T istaknute
u originalnom grafu.

U opstem slucaju, pretpostavimo da je dati tezinski grat G = (V,E)
povezan i da su sve tezine grana pozitivne. Problem o kome je re¢ u pri-
meru kompanije sa vise filijala jeste da treba naci podskup grana T C E
takav da podgraf (V, T) bude povezan i da ukupna tezina )] .. w(e) grana
u T bude minimalna. Osnovno zapazanje u vezi sa ovim problemom je da
svako njegovo resenje (V, T) mora biti slobodno stablo, odnosno povezan
graf bez ciklusa.
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LEMA Ako je (V,T) povezan podgraf tezinskog grafa G = (V, E) cija je ukup-
na tezina grana najmanja, onda je (V, T) slobodno stablo.

Dokaz: Posto je (V, T) po definiciji povezan graf, treba se jos samo uveriti
u to da graf (V, T) ne sadrzi nijedan ciklus. Ali ako bi graf (V, T) sadrzao
neki ciklus C, radi kontradikcije uo¢imo bilo koju granu e tog ciklusa C.
Onda bi graf (V, T—e) i dalje bio povezan, jer svaki put u (V, T) izmedu dva
¢vora koji koristi e moze i¢i zaobilazno u (V, T—e¢) preko ¢vorova u ostatku
ciklusa C. Stoga je i graf (V, T —e) jedno resenje za prethodni problem. Uz
to je resenje (V, T — e) ,jeftinije” od resenja (V,T), jer je ukupna tezina
grana u grafu (V, T — e) striktno manja za tezinu grane e. Ovo pritivreci
pretpostavci da je (V,T) ,najjeftinije” resenje navedenog problema, Sto
pokazuje da graf (V, T) ne moze imati nijedan ciklus. U

Podgraf (V,T) obi¢nog (netezinskog) grafa G = (V,E) naziva se po-
vezujude stablo grafa G ukoliko je (V,T) slobodno stablo. Cesto se radi
jednostavnosti sam podskup grana T C E naziva povezujuce stablo, jer
se podrazumeva da ono sadrzi skup svih ¢vorova V datog grafa G. Nije
tesko proveriti da povezujuce stablo grafa G postoji ako i samo ako je G
povezan graf.

U slucaju povezanog tezinskog grafa G, zbir tezina grana u nekom po-
vezujucem stablu T tog grafa naziva se cena stabla T. Problem nalazenja
povezujuceg stabla grafa G koje ima najmanju cenu, prema prethodnoj
lemi, zapravo je drugim re¢ima formulisan opsti problem koji smo ilustro-
vali primerom kompanije sa vise filijala: za dati tezinski graf G = (V, E)
naci podskup grana T C E tako da podgraf (V, T) bude povezan i da ukupna
tezina grana u T bude minimalna. Zbog toga se reSenje T ovog problema
naziva minimalno povezujuce stablo (engl. minimum spanning tree) grafa
G. Dakle, minimalno povezujuce stablo je stablo jer je aciklicki graf; ono
je povezujuce jer povezuje sve ¢vorove datog grafa; i ono je minimalno jer
ima najmanju cenu medu svim povezujuéim stablima.

Sem ukoliko G nije vrlo prost graf, G moze imati veliki broj povezuju-
¢ih stabala ¢ija je struktura potpuno razli¢ita. Zbog toga na prvi pogled
nije uopste lako naci povezujuce stablo sa najmanjom cenom medu svim
moguc¢im kandidatima. Ipak, otkriveni su mnogi efikasni algoritmi za na-
laZzenje minimalnog povezujuceg stabla datog tezinskog grafa. Interesant-
no je da se svi oni zasnivaju na relativno jednostavnoj ¢injenici koja se
zove svojstvo podele grafa.

LEMA (SVOJSTVO PODELE GRAFA) Neka je G = (V,E) povezan tezinski graf'i
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neka su V1 iV, dva neprazna disjunktna podskupa njegovog skupa c¢vorova
V takva da je V = V, U V,. Ako je e jedinstvena grana najmanje teZine u
E takva da joj je jedan kraj u Vy i drugi kraj u V,, onda svako minimalno
povezujuce stablo grafa G sadrZi granuce.

Dokaz: Pretpostavimo da je e = {vq, v,} jedinstvena grana najmanje tezine
od onih kod kojih je jedan kraj u V7 i drugi kraj u V,. Neka je T bilo koje
minimalno povezujuce stablo grafa G. (Primetimo da posto je G povezan
graf, G ima povezujuce stablo, pa zato ima i bar jedno minimalno pove-
zujuce stablo.). Radi kontradikcije pretpostavimo da T ne sadrzi granu
e. Ako granu e ipak dodamo stablu T, formirace se ta¢no jedan ciklus C
u stablu T. (Podsetimo se da je ovo jedna od osobina slobodnog stabla).
U ovom ciklusu C koji sadrzi granu e kao ,most” izmedu skupa ¢vorova
V1 i V, mora postojati jo$ jedna grana ¢’ = {v],v5} u T takva da v} € V
i vy € V,. U suprotnom, ciklus C se ne moze zatvoriti u T, odnosno ne
postoji nacin da idu¢i duz ciklusa C dodemo, recimo, od ¢vora v, nazad u
¢vor vy bez ponovnog prelazenja preko grane e. Ovaj argument je ilustro-
van na slici 8.5.

Vi Vs

&)

Slika 8.5: Formiranje ciklusa u minimalnom povezuju¢em stablu dodava-
njem grane e.

Ako se sada ukloni grana ¢’ iz stabla T, prekida se jedini ciklus u T i
dobija se novo stablo T’ = T—¢’ koje povezuje sve ¢vorove grafa G. Naime,
svaki put u T koji je koristio granu ¢’ moze se zameniti drugim putem u
T’ koji ide ,,zaobilazno” izmedu ¢vorova v} i v5 duz ciklusa C.

Kako je grana ¢’ jedna od onih koje imaju jedan kraj u V; i drugi kraj
u V5, to je po pretpostavci tezina grane e striktno manja od tezine grane
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/

¢’. Stoga je i cena stabla T’ striktno manja od cene stabla T. Ali to je
nemoguce, jer je T minimalno povezujuce stablo grafa G. U

Prakti¢no svi algoritmi za konstruisanje minimalnog povezujuceg sta-
bla tezinskog grafa koriste na neki nacin ovo svojstvo podele grafa radi
postupnog izbora njegovih grana koje pripadaju minimalnom povezuju-
¢em stablu. Kruskalov i Primov algoritam su klasi¢ni predstavnici ovog
pristupa.

Kruskalov algoritam

Radi konstruisanja minimalnog povezujuceg stabla tezinskog grafa
G = (V,E), u Kruskalovom algoritmu se polazi od sume (V, @) koja se
sastoji od svih ¢vorova grafa G i nema nijednu granu. Drugim re¢ima,
pocetna Suma se sastoji od stabala koja ¢ine pojedinacni ¢vorovi sami za
sebe.

U algoritmu se zatim redom ispituju grane grafa u rastu¢em redosledu
njihovih tezina. U svakom koraku kako se dolazi do neke grane e u ovom
redosledu, proverava se da li e proizvodi ciklus ukoliko se doda granama
koje su do tada izabrane za minimalno povezujuce stablo. Tacnije, ako
grana e povezuje dva Cvora iz dva razlicita stabla do tada konstruisane
Sume, onda se e dodaje skupu izabranih grana i ta dva stabla se objedinjuju
u jedno stablo. U suprotnom, ako e povezuje dva ¢vora iz istog stabla do
tada konstruisane Sume, onda se e odbacuje jer bi proizvela ciklus. Na
slici 8.6 je prikazano postupno izvrsavanje Kruskalovog algoritma za graf
na slici 8.4(a).

Ispravnost Kruskalovog algoritma je neposredna posledica svojstva
podele grafa.

LEMA Kruskalov algoritam konstruise minimalno povezujuce stablo pove-
zanog tezinskog grafa G.

Dokaz: Pretpostavimo privremeno da su sve tezine grana u grafu G =
(V, E) medusobno razlicite, a na kraju ¢emo pokazati kako mozemo elimi-
nisati ovu pretpostavku.

Razmotrimo bilo koju granu e = {u, v} koja je u Kruskalovom algorit-
mu dodata Sumi (stablu) T u k-tom koraku. Neka je A skup svih ¢vorova
povezanih putem sa ¢vorom u u T i B skup svih ¢vorova povezanih putem
sa ¢cvorom v u T u trenutku neposredno pre dodavanja grane e. Ocigled-
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Slika 8.6: 1zvrsavanje Kruskalovog algoritma za graf na slici 8.4(a).

no su A i B disjunktni skupovi, jer bi se u suprotnom slu¢aju dodavanjem
grane e obrazovao ciklusu T.

Nekaje Vi = AiV, = V- A, stogau € Vi iv € V,. Drugim re¢ima, V;
i V; su neprazni disjunktni podskupovi ¢vorova takvi da je V = V; U V,.
Pored toga, nijedna druga grana pre k-tog koraka nije imala jedan kraj u
V1 idrugi kraj u V5, jer bi u suprotnom takva grana bila ve¢ dodata posto
ne obrazuje ciklus u T. Zato je e grana najmanje tezine izmedu V7 i V,
u grafu G, a uz to je i jedinstvena s tom osobinom jer su sve tezine gra-
na razlicite. Prema svojstvu podele grafa dakle, grana e pripada svakom
povezujucem stablu grafa G.

Zbog toga ukoliko jos pokazemo da je zavrsna suma T koja je rezul-
tat Kruskalovog algoritma zapravo povezujuce stablo grafa G, onda ¢e to
automatski znaciti da je T ujedno i minimalno povezujuce stablo. Oci-
gledno je da T ne sadrzi nijedan ciklus, jer se u Kruskalovom algoritmu
eksplicitno odbacuju grane koje obrazuju neki ciklus. Isto tako, zavrsna
suma T ne moze se sastojati od dva nepovezana disjunktna stabla T" i T”
(ili vise njih), jer je graf G povezan i postoji bar jedna grana izmedu T’ i
T”, pa ¢e se u algoritmu od tih grana dodati u T ona prva na koju se naide
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u rastu¢em redosledu teZina.

Ostalo je jo§ da pokazemo optimalnost Kruskalovog algoritma u slu-
¢aju kada neke grane grafa G imaju jednake tezine. U tom slucaju zami-
slimo da smo od grafa G obrazovali novi tezinksi grat G* tako $to smo
tezinama svih grana sa jednakim tezinama u G dodali razlicite ekstrem-
no male vrednosti kako bi njihove nove tezine bile medusobno razlicite.
Takve vrednosti uvek mozemo izabrati tako da se ne promeni relativni
redosled cena originalnih povezuju¢ih stabala grafa G.

Nije se tesko uveriti da je svako minimalno povezujuce stablo T no-
vog grafa G* ujedno i minimalno povezujuce stablo originalnog grafa G.
(Obrnuto, naravno, ne mora biti tatno.) Naime, posto G i G* imaju istu
strukturu, ti grafovi imaju ista povezujuca stabla. Ali ako bi stara cena
stabla T bila veca od stare cene nekog drugog povezujuceg stabla grafa G,
onda za dovoljno male promene tezina grana ne bi cena tog drugog stabla
mogla da se uveca toliko da stablo T bude bolje sa novim tezinama u G*.
To pokazuje da je T minimalno povezujuce stablo i za graf G. Kako su
tezine grana novog grafa G* medusobno razlicite, Kruskalov algoritam ¢e
prema prethodnom delu dokaza konstruisati njegovo minimalno povezu-
juce stablo T koje je optimalno i za originalni graf G. U

Implementacija Kruskalovog algoritma. U Kruskalovom algoritmu
se polazi od Sume stabala koja se sastoje samo od pojedina¢nih ¢vorova
grafa bez ijedne grane. Ova pocetna trivijalna stabla u Sumi se zatim pro-
Siruju dodavanjem grana koje nikad ne proizvode ciklus.

U realizaciji Kruskalovog algoritma potrebno je zato voditi priciznu
evideniciju o tome koji disjunktni podskupovi ¢vorova grafa pripadaju
kojim stablima u $Sumi koja se postupno transformise u minimalno pove-
zujuce stablo. Pored toga, kako se neka grana e = {u, v} ispituje u svakom
koraku, potrebno je efikasno odrediti kojim stablima u $umi pripadaju nje-
ni krajevi u i v. Ako su ova stabla razli¢ita, onda se grana e dodaje jer ne
proizvodi ciklus i dva odgovarajuca skupa ¢vorova se objedinjuju u jedan
skup koji odgovara novom stablu u sumi. Ako krajevi u i v grane e pripa-
daju istom stablu, onda se grana e preskace jer bi proizvela ciklus u tom
stablu.

Za efikasnu realizaciju Kruskalovog algoritma potrebno je dakle tac-
no ono $to obezbeduje struktura podataka disjunktnih skupova o kojoj
smo govorili u odeljku 6.5 na strani 188. Citaoci se mogu podsetiti da se



248 8. Tezinski grafovi

tom strukturom podataka predstavljaju disjunktni skupovi nekih eleme-
nata. U slucaju Kruskalovog algoritma elementi disjunktnih skupova su
¢vorovi grafa. Za dati ¢vor u, operacija ds-find(u) kao rezultat daje ime
skupa ¢vorova koji sadrzi u. Ova operacija se onda moze iskoristiti za
utvrdivanje da li ¢vorovi u i v pripadaju istom skupu tako §to se prosto
proverava da li je ds-find(u) jednako ds-find(v). Isto tako, struktura
podataka disjunktnih skupova sadrzZi operaciju ds-union(u,v) kojom se
disjunktni skupovi koji sadrze u i v objedinjuju u jedan skup.

Koriste¢i ova zapazanja, u listingu 8.1 je prikazan Kruskalov algoritam
na pseudojeziku za nalazenje minimalnog povezujuceg stabla povezanog
tezinskog grafa G sa n ¢vorova i m grana.

Listing 8.1: Kruskalov algoritam

// Ulaz: povezan tezinski graf G
// Izlaz: minimalno povezujucée stabla T grafa G
algorithm mst-kruskal(G)

Obrazovati obican niz od grana G sa pridruzenim teZinama;

Sortirati taj niz u rastucem redosledu po tezinama grana i
neka je e[1l],e[2],...,e[m] dobijeni niz sortiranih grana;

T=0 // Suma T je pocetno bez grana

// Svi ¢vorovi su stabla Sume T

for (svaki ¢vor v u grafu G) do
ds-make(v);

for i =1 to m do
Neka je e[il={u,v};

a = ds-find(u); // ime skupa kome pripada ¢vor u
b = ds-find(v); // ime skupa kome pripada ¢vor v
if (a '= b) then // skupovi ¢vorova u i v nisu isti

T=T+ e[i]; // dodati granu e; Sumi T
ds-union(a,b); // objediniti skupove ¢vorova u i v

return T;
|
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Vreme izvrS$avanja algoritma mst - kruskal moze se odrediti ukoliko se
saberu vremena izvrsavanja njegovih glavnijih delova:

+ Ako je graf G predstavljen matricom susedstva ili nizom listi sused-
stva, nije se teSko uveriti da se obi¢an niz njegovih grana sa pridru-
Zenim tezinama moze lako obrazovati za vreme O(m).

« Za sortiranje tog niza u rastu¢em redosledu po tezinama grana mo-
ze se iskoristiti neki efikasan algoritam za sortiranje tako da vreme
potrebno za preuredivanje niza grana iznosi O(m log m).

« Vreme izvrSavanja prve for petlje u kojoj se inicijalizuje n disjunkt-
nih skupova iznosi O(n), jer za inicijalizaciju jednog skupa treba
konstantno vreme.

+ Telo druge for petlje se izvrsava m puta, a svaka iteracija se izvrsava
za vreme O(log n) ukoliko su operacije sa disjunktnim skupovima
realizovane onako kako je to opisano na strani 188. Prema tome,
ukupno vreme izvrsavanja druge for petlje je O(mlogn).

Kako za povezan graf vazi da je m > n -1, to je n = O(m). Takode,

posto uvek vazi m < n?, to je logm = O(log n). Uzimajudi sve u obzir dakle,
ukupno vreme izvrSavanja algoritma mst-kruskal je:

O(m) + O(mlogm) + O(n) + O(mlogn) =
O(m) + O(mlogn) + O(m) + O(mlogn) = O(mlogn).

Primov algoritam

U Kruskalovom algoritmu se ,pohlepno” biraju grane najmanje tezine
bez mnogo obzira na to u kakvom odnosu stoje sa prethodno izabranim
granama, osim $to se pazi da se ne formira ciklus. Na ovaj nacin se dobi-
ja Suma stabala koja se Sire prilicno nasumic¢no dok se ne stope u jedno
zavr$no stablo.

Nasuprot tome, u Primovom algoritmu se dobija minimalno povezu-
juce stablo tako $to se pocetno najprostije stablo postupno prosiruje. To
pocetno stablo je neki proizvoljno izabran ¢vor s, a u svakom koraku se
delimic¢no konstruisanom stablu dodaje novi ¢vor na drugom kraju grane
najmanje tezine koja izlazi iz tog stabla. Preciznije, u svakom koraku se
obrazuje podskup ¢vorova S € V nad kojim je delimi¢no konstruisano
povezujuce stablo. Pocetno je S = {s} i zatim se S postupno uvecava za
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jedan ¢vor v kojim se minimizuje ,,cena uvecanja” skupa S:

min w(e).
e={u,v}
ues,v¢sS

U svakom iteraciji Primovog algoritma se dakle grana e = {u, v} za koju se
postize ovaj minimum i ¢vor v dodaju povezujucem stablu grafa G koje se
konstruise. Na slici 8.7 je ilustrovana jedna iteracija Primovog algoritma
u kojoj je grana e = {u,v} izabrana kao grana minimalne tezine od onih
kod kojih je jedan kraj u S i drugi kraj je izvan S.

Slika 8.7: Jedna iteracija Primovog algoritma.

Na slici 8.8 je prikazano postupno izvr$avanje Primovog algoritma za
graf na slici 8.4(a) ukoliko je pocetni ¢vor izabran da bude ¢vor a.

Ispravnost Primovog algoritma je takode neposredna posledica svoj-
stva podele grafa.

LEMA Primov algoritam konstruise minimalno povezujuce stablo povezanog
tezinskog grafa G.

Dokaz: Ispravnost Primovog algoritma se dokazuje vrlo sli¢no Kruskalo-
vom algoritmu. Zbog toga ¢emo pokazati samo da se i u Primovom algo-
ritmu u svakom koraku dodaje grana koja pripada svakom minimalnom
povezujucem stablu grafa G.
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Slika 8.8: Izvrsavanje Primovog algoritma od pocetnog ¢vora a za graf na
slici 8.4(a).

Ali to je u Primovom algoritmu jo$ ociglednije, jer u svakom koraku
postoji podskup ¢vorova S nad kojim je delimi¢no konstruisano povezu-
juce stablo. Pri tome se bira grana minimalne teZine e sa jednim krajem
u u S idrugim krajem v u V - S, pa se grana e i ¢vor v dodaju stablu koje
se konstruiSe. Stoga na osnovu svojstva podele grafa neposredno sledi da
grana e pripada svakom minimalnom povezujucem stablu grafa G. U

Implementacija Primovog algoritma. Dabi se efikasno realizovao Pri-
mov algoritam, mora se pazljivo voditi evidencija o skupu ¢vorova S i sku-
pu grana T koji pripadaju delimi¢no konstruisanom povezujucem stablu
grafa G. Pored toga, grane ¢iji je samo jedan kraj u skupu S moraju se
organizovati na nacin koji omogucava da se od njih moze brzo izabrati
jedna grana minimalne tezine. Zbog toga se u ralizaciji Primovog algorit-

ma koriste ove strukture podataka:

« Zaskup grana T delimi¢nog stabla koristi se reprezentacija u obliku
povezane liste kako bi dodavanje grane u T moglo da se izvrsi za
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konstantno vreme.

+ Za skup ¢vorova S delimicnog stabla potrebna je reprezentacija ko-
ja omogucava da operacije provere ¢lanstva i dodavanja novog ele-
menta skupu mogu da se izvrse za konstantno vreme. Obicna re-
prezentacija pomocu karakteristicnog niza skupa S zadovoljava ovaj
uslov. Duzina ovog niza jednaka je broju ¢vorova grafa G i elementi
niza su indeksirani tim ¢vorovima. Pored toga, svaki element niza
ima vrednost ta¢no ili neta¢no prema tome da li odgovarajuci ¢vor
pripada skupu S.

« Da bi se brzo odredila slede¢a grana koju treba dodati delimi¢nom
stablu, koristi se red sa prioritetima ¢iji su elementi grane grafa G.
Preciznije, svaki element tog reda ima dva polja: jedno polje sadrzi
granu e = {u,v} i drugo polje sadrzi njenu tezinu w(e). Za kljuc
(prioritet) odgovarajuceg elementa u redu uzima se tezina grane u
drugom polju.

Imajuci ove napomene u vidu i pretpostavljajuci reprezentaciju grafa

G pomocu niza listi susedstva, u listingu 8.2 je prikazan Primov algoritam
na pseudojeziku za nalazenje minimalnog povezujuceg stabla povezanog
tezinskog grafa G.

Listing 8.2: Primov algoritam

// Ulaz: povezan tezinski graf G
// Izlaz: minimalno povezujuce stabla T grafa G
algorithm mst-prim(G)

Proizvoljno izabrati ¢vor s u G;
S ={s}; T=20; // inicijalizovati delimic¢no stablo

g = 0; // konstruisati prazan red sa prioritetima
for (svaka grana e={s,x} u grafu G) do
pq-insert(q, (w(e),e));

while (q != 0) do
e = pg-deletemin(q);
Neka je e={u,v};
T=T+ e; // granu e dodati granama delimicnog stabla
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S=S+v; // drugi kraj v dodati Cvorovima tog stabla

for (svaka grana e={v,x} za koju x nije u S) do
pq-insert(q, (w(e),e));

return T;
|

U vremenu izvrSavanja algoritma mst-prim dominiraju dve petlje: u
prvoj for petlji se inicijalizuje red sa prioritetima Q, dok se u drugoj whi-
Le petlji konstruise minimalno povezujuce stablo. Za graf G sa n ¢vorova
im grana vreme izvrSavanja for petlje je O(nlogn), posto se u njoj izvrsa-
va najvise n operacija dodavanja elementa u red sa prioritetima velicine
najvise n. Slicno, u while petlji se izvrsava najvise m operacija dodava-
nja i uklanjanja za red elemenata sa prioritetima duzine najvise m. Posto
se dodatne operacije u svakoj iteraciji te petlje izvrSavaju za konstantno
vreme, vreme izvrSavanja while petlje iznosi O(mlogm). Prema tome,
ukupno vreme izvrsavanja algoritma mst-prim je

O(nlogn) + O(mlogm) = O(mlogn).

Kao zakljucak se dakle moze izvesti ¢injenica da Primov i Kruskalov
algoritam za nalaZenje minimalnog povezujuceg stabla grafa imaju asimp-
totski jednako vreme izvrsavanja.

8.3 Najkrac¢i putevi od jednog ¢vora

Grafovi se Cesto koriste za modeliranje mreza u kojima se prelazi neki
put od jedne tacke do druge — na primer, od jednog grada do drugog pre-
ko puteva kojima su gradovi povezani ili od jednog racunara do drugog
preko komunikacionih linkova kojima su ra¢unari povezani. Zbog toga je
jedan od osnovnih algoritamskih problema za grafove nalazenje najkracih
puteva izmedu ¢vorova u grafu.

Neka je dat povezan tezinski graf G = (V, E). U vezi sa problemom na-
lazenja najkracih puteva u grafu G prirodnije je podrazumevati da nume-
ricke vrednosti pridruzene granama grafa predstavljaju njihovu duzinu, a
ne tezinu. (Naravno, duzina ili teZina mogu stvarno predstavljati nesto sa-
svim trece, recimo, vreme ili cenu.) Tome ¢emo se prilagoditi u tekstu do
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kraja ovog poglavlja i uzeti da svaka grana e = {u, v} u tezinskom grafu G
ima pridruzenu duzinu {(e) > 0 koja predstavlja meru prelaska u jednom
koraku od ¢vora u do ¢vora v.

Za neki put P u grafu G, duzina tog puta ¢(P) je prosto zbir duzina svih
grana na putu P. Formalno, ako se put P sastoji od ¢vorova vq,v,, ..., vy i
grana e; = {v;,v;,1} izmedu njih, onda je:

k-1
=Y le).
i=1

Problem najkracih puteva od jednog ¢vora sastoji se u tome da se za
dati ¢vor s u tezinskom grafu G odrede najkraci putavi od tog ¢vora s
do svih ostalih ¢vorova u grafu G. Interesantno je primetiti da naizgled
jednostavniji problem nalazenja najkraceg puta od jednog datog cvora
do drugog datog ¢vora ima istu slozenost u opstem slucaju kao problem
najkracih puteva od jednog datog ¢vora do svih ostalih ¢vorova. Jedno
efikasno resenje za ovaj problem prvi je predlozio Edsger Dijkstra i po
njemu se ono naziva Dijkstrin algoritam.

Dijkstrin algoritam

Podsetimo se da se problem nalazenja najkracih puteva od jednog ¢vo-
ra u specijalnom slucaju obi¢nog grafa, kod koga su sve grane jednake
duzine, moze resiti pretragom u Sirinu. U Dijkstrinom algoritmu se ovaj
pristup generalizuje za tezinski graf tako §to se na odreden nacin prime-
njuje ,ponderisana” pretraga u Sirinu od datog ¢vora. Radi jednostavni-
jeg izlaganja Dijkstrinog algoritma, najpre ¢emo pojednostaviti problem i
pretpostaviti da se traze samo duzine najkrac¢ih puteva od ¢vora s do svih
ostalih ¢vorova u grafu. U Dijkstrinom algoritmu se odredivanje samih
najkracih puteva, a ne samo njihovih duzina, moze lako rekonstruisati.

Sustinska odlika Dijkstrinog algoritma je da se najkraci putevi od da-
tog ¢vora s do ostalih ¢vorova otkrivaju u rastu¢em redosledu duzina naj-
krac¢ih puteva. U algoritmu se postupno konstruise skup ¢vorova S takav
da je za svaki ¢vor u u S odredena duzina najkraceg puta d(u) od ¢vora s.
To se skup resenih cvorova grafa G. Na pocetku je S = {s} i d(s) =

Da bi se u narednoj iteraciji skup resenih ¢vorova S prosirio za jedan
¢vor, za svaki neresen ¢vor v u V — S se odreduje duzina najkraceg speci-
jalnog puta od s do v. Specijalni put do ¢vora v je neki put koji pocinje od
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¢vora s, zatim prolazi samo kroz resene ¢vorove i, na samom kraju, dola-
zi do nekog ¢vora u € S i zavrava se jednom granom u ¢voru v. Jedan
specijalni put do ¢vora v je ilustrovan na slici 8.9.

G

reseni
¢vorovi

S

specijalni
put

Slika 8.9: Specijalni put od ¢vora s do ¢vora v u grafu G prema Dijkstrinom
algoritmu.

Drugim recima, za svaki nereSen ¢vor v izvan skupa S odreduje se

veli¢ina

0(v) = min d(u) + £(e).
e={u,v}
ueS

Nakon toga, radi prosirenja skupa S, bira se ¢vor x za koji se ova veli¢ina
minimizuje, odnosno bira se ¢vor x takav da je 6(x) = min,cy_g 0(v). Taj
¢vor se dodaje skupu S i za njegovu duzinu najkraceg puta d(x) uzima
se 0(x). Skup S se prosSiruje na ovaj nacin za jedan ¢vor sve dok se ne
obuhvate svi ¢vorovi iz skupa V grafa G.

Verovatno nije odmah jasno zasto je ovaj postupak ispravan. Zato da
bismo ga bolje razumeli, posmatrajmo jedno moguce stanje izvrsavanja
Dijkstrinog algoritma koje je prikazano na slici 8.10.

U trenutku izvrsavanja Dijkstrinog algoritma na slici 8.10 zavrsene su
dve iteracije: skup S je u prvoj iteraciji bio prosiren za ¢vor u i u drugoj
za ¢vor v. U trecoj iteraciji bi se dodao ¢vor x, jer se za taj ¢vor postize
najmanja vrednost 6(x). Naime, 6(x) = min{1 +1,0+4,2+2} = 2, 6(y) =
143 =41i06(z) = 2+3 = 5. Obratite paznju na to da bi dodavanje ¢vora y ili
z skupu S u ovom trenutku bilo pogresno; oni ¢e se ipak ispravno dodati
u narednim iteracijama zbog grana koje ih povezuju sa ¢vorom x.
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Slika 8.10: Primer izvrSavanja Dijkstrinog algoritma.

Primetimo da se u svakoj iteraciji Dijkstrinog algoritma trazi najkraci
specijalni put od ¢vora s i da se skupu S dodaje ¢vor x koji se nalazi na
kraju tog puta. Takode, taj najkraci specijalni put P, od s do x proglasava
se za globalno najkraci put od s do x, odnosno vrednost d(x) se izjednac¢ava
sa 0(x). Zasto je ovaj pristup ispravan? Kljucni razlog je to $to su duzine
svih grana u grafu nenegativne — u stvari, ukoliko je duzina neke grane
negativna, rezultat Dijkstrinog algoritma moze biti pogresan.

Da bismo pokazali da ne postoji kra¢i put od s do x u grafu G, posma-
trajmo bilo koji drugi put P od s do x. Ovaj put mora negde izaci iz skupa
S, jer je ¢vor x izvan S. Neka je y prvi ¢vor na putu P koji nije u S i neka
je P, deonica puta P od s do y. Kao $to je prikazano na slici 8.11, put P
iza ¢vora y moze krivudati unutar i izvan skupa S nekoliko puta dok se
najzad ne zavrsi u ¢voru x.

Kako je P, jedan od specijalnih puteva od ¢vora s i P, je najkraci takav
specijalni put, to je £(P,) > {(P,). Sa druge strane, {(P) > {(P,) jer su du-
zine grana nenegativne. Ove dve nejednakosti zajedno daju ¢(P) > ¢(P,),
Sto pokazuje da duzina svakog puta P od s do x nije kraca od duzine puta
P,. Preciznije tvrdenje o ispravnosti Dijkstrinog algoritma moze se for-
mulisati na sledeci nacin:

LEMA Skup S u toku izvrSavanja Dijkstrinog algoritma sadrZi ¢vorove x
takve da je d(x) duzina najkraceg puta P, od ¢vora s do ¢vora x.

Dokaz: Dokaz tvrdenja izvodimo indukcijom po broju ¢vorova u S. U

baznom slucaju za S = {s} tvrdenje je ocigledno, jer je d(s) = 0 i duzine
svih grana u grafu su nenegativne. Pretpostavimo da je tvrdenje ta¢no
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Slika 8.11: Najkraci specijalni put P, i proizvoljni put P od s do x ¢ija je
prva deonica do ¢vora y specijalni put.

kada S ima k > 1 ¢vorova i pokazimo da ono vazi i za skup S uveéan za
jedan ¢vor x u Dijkstrinom algoritmu.

Neka je grana {u, x} poslednja grana na specijalnom putu P,. Kako je
u neki ¢vor u S, po indukcijskoj pretpostavci je d(u) duzina najkraceg puta
P, od ¢vora s do ¢vora u. Neka je P bilo koji drugi put u grafu od s do x;
nas$ cilj je da pokazemo da njegova duZzina nije manja od duzine puta P,.
Put P mora negde izaci iz skupa S, jer je ¢vor x izvan S. Neka je y prvi
¢vor na putu P koji nije u S i neka je ¢vor v u S odmah ispred ¢vora y na
putu P (slika 8.11).

Neka je P’ deonica puta P od s do v. Kako je ¢vor v u S, po indukcijskoj
pretpostavci duzina puta P’ nije manja od duzine najkraceg puta od s do
v, odnosno ¢(P’) > d(v). Stoga deonica puta P od s do y ima duzinu {(P’) +
t(v,y) = d(v) + {(v,y) > 6(y). Posto je u Dijkstrinom algoritmu ¢vor x
izabran da bude dodat skupu S, to je 6(y) > 6(x) = d(x) = £(P,). Uzimajuci
sve ovo u obzir, kao i ¢injenicu da duzina deonice puta P od s do y nije
manja od duzine celog puta P jer su grane nenegativne, najzad dobijamo
trazenu nejednakost £(P) > £(P") + £(v,y) = 0(y) = 6(x) = d(x) = €(P,). U

Implementacija Dijkstrinog algoritma. Za tezinski graf G sa n ¢voro-
va im grana, u Dijkstrinom algoritmu se izvrsava n—1 iteracija dodavanja
novog ¢vora x skupu S. Na prvi pogled, u svakoj iteraciji se zahteva ispi-
tivanje svakog ¢vora v u V — S i svih grana izmedu ¢vorova u S i ¢vora v
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radi izracunavanja najpre minimuma 6(v) i zatim izbora ¢vora x za koji se
postiZe najmanji od ovih minumuma. U najgorem slucaju dakle vreme iz-
vrSavanja svake iteracije moze biti O(m), pa bi ukupno vreme izvrsavanja
Dijkstrinog algoritma bilo O(mn).

Da bi se efikasnost Dijkstrinog algoritma znatno unapredila, moraju
se koristiti prave strukture podataka. Pre svega, da se ne bi nepotrebno u
svakoj iteraciji ponovo izracunavale duzine najkrac¢ih specijalnih puteva
do ¢vorova u V - S, one se ¢uvaju u nizu d duzine n koji je indeksiran
¢vorovima grafa G. Tacnije, za svaki resen ¢vor v u S, element d(v) jednak
je duzini globalno najkraceg puta od s do v, dok za svaki nereSen ¢vor v
u V- S, element d(v) jednak je duzini najkraceg specijalnog puta od s do
v. Pocetno je dakle d(s) = 01d(v) = (s, v) ukoliko u grafu G postoji grana
od s do v ili po konvenciji d(v) = oo ukoliko takva grana ne postoji.

Dodatno poboljsanje moze se obezbediti u svakoj iteraciji kada se bira
neresen ¢vor x koji ima najmanju vrednost d(x) od svih neresenih ¢vorova.
Radi efikasne realizacije tog postupka moze se postupiti na slican nacin
kao kod Primovog algoritma i koristiti struktura podataka reda sa priori-
tetima za sve neresene ¢vorove u V - S. Ako jedan element takvog reda
predstavlja ¢vor v u V — S sa prioritetom jednakim elementu d(v) u nizu
d, onda se moze efikasno odrediti element tog reda sa najmanjim priori-
tetom, odnosno neresen ¢vor x koji ima najkracu duzinu d(x) specijalnog
puta od ¢vora s.

Nakon dodavanja izabranog ¢vora x skupu S, mora se uzeti u obzir
da je ¢vor x resen i da mozda postoje kraci specijalni putevi koji vode
do njegovih suseda. Zbog toga se mora proveriti vrednost d(v) za svaki
nere$en ¢vor v koji je susedan ¢voru x. Naime, za svaki takav ¢vor v, novi
specijalni put do v prati put od s do x u novom S i zavrsava se granom
{x, v}. Taj novi specijalni put do ¢vora v ima duzinu d(x) + £(x, v), pa ako je
taj put kraci od postojeceg najkraceg specijalnog puta do v duzine d(v), ta
stara vrednost d(v) mora se azurirati vrednos¢u d(x) + €(x, v). Jedan primer
ovog slucaja prikazan je na slici 8.12.

U slucaju kada vrednost d(x) + £(x,v) nije manja od stare vrednosti
d(v) nereSenog ¢vora v, novi specijalni put do v nije kra¢i od postojeceg,
pa stara vrednost d(v) treba da ostane nepromenjena. Oba slucaja pode-
Savanja vrednosti d(v) nereSenog cvora v koji je susedan novododatom
¢voru x mogu se krace zapisati u obliku d(v) = min{d(v), d(x) + {(x, v)}.
Ova operacija podesavanja duzine najkraceg specijalnog puta do nerese-
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~

d(s) =07~~~

Slika 8.12: Podesavanje neresenog ¢vora v.

nog ¢vora naziva se popustanje. Metafora za ovaj termin je stanje opruge
koja se najpre napinje i zatim opusta do svog normalnog oblika u stanju
mirovanja. Precizniji zapis Dijkstrinog algoritma na pseudojeziku kojim
su obuhvacene prethodne napomene prikazan je u listingu 8.3.

Listing 8.3: Dijkstrin algoritam

// Ulaz: tezinski graf G, c¢vor s u G
// Izlaz: niz d duzina najkrad¢ih puteva od s do svih ¢vorova G
algorithm dijkstra(G,s)

S = {s}h;
d[s] = 0;
for (svaki ¢vor v razlic¢it od s u G) do
if ({s,v} grana u G) then
dlvl = l(s,v); // duzina grane izmedu s i v
else
dlv] = o ; // beskonacna duzina

while (S je pravi podskup od V) do
Odrediti ¢vor x u V-S za koji je d[x] najmanje;
S =S + Xx;
for (svaki ¢vor v u V-S koji je spojen granom sa x) do
dlv] = min{d[v], d[x] + U(x,v)} // popustanje

return d;
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Na slici 8.13 je ilustrovano izvrsavanje algoritma dijkstra u listin-
gu 8.3 za jedan primer grafa i datog ¢vora u tom grafu.

iteracija | x S d(l) d@) d@E) d@) dG)  de)
0 - {1} 0 20 10 o o 8
1 6 1,6} 0 20 10 12 11 8
2 3 {1,3,6} 0 17 10 12 11 8
3 5 {1,3,5,6) 0 17 10 12 11 8
4 4 1,3,456 | 0 13 10 12 11 8
5 2 | {1,23456 | 0 13 10 12 11 8

Slika 8.13: Izvrsavanje Dijkstrinog algoritma za dati graf G od pocetnog
¢voras = 1.

Radi analize Dijkstrinog algoritma, pretpostavimo da je ulazni graf G
predstavljen nizom listi susedstva i da se za realizaciju reda sa prioriteti-
ma koristi binarni min-hip. Onda se inicijalizacija hipa izvrsava za vreme
O(n). Izbor ¢vora x ¢ S koji minimizuje rastojanja d sastoji se od uklanja-
nja korena iz hipa, $to se izvrSava za vreme O(logn). Dodavanje ¢vora x
skupu S izvrsava se za konstantno vreme ukoliko je skup S predstavljen,
recimo, povezanom listom. Postupak popustanja se sastoji od ispitivanja
svake grane koja povezuje ¢vor x i nekog njegovog suseda v koji se nalazi
izvan novog S radi provere da li je d(x) + {(x,v) < d(v). Ako je to slucaj,
mora se promeniti vrednost d(v) i ¢vor v s tim promenjenim prioritetom
~pogurati” uz hip, §to se opet izvrsava za vreme O(log n1). Primetimo da se
ovo radi najvise jedanput po svakoj grani grafa.

Prema tome, u algoritmu dijkstra se obavlja n — 1 operacija ukla-
njanja korena iz hipa i najvise m operacija pomeranja ¢vora na njegovo
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pravo mesto u hipu. Ukupno vreme za izvrSavanja tih operacija je dakle
O((n + m)logn). Ako je dati graf povezan, onda je m > n -1, pa se u
tom slucaju vreme izvrsavanja Dijkstrinog algoritma moze krace izraziti
u obliku O(mlog n).

8.4 Najkraci putevi izmedu svih ¢vorova

Problem najkracih puteva izmedu svih ¢vorova sastoji se u nalazenju
najkracih puteva izmedu svaka dva ¢vora u tezinskom grafu G. Ako u
grafu nema negativnih grana, onda se ovaj problem moze resiti visestru-
kim izvr§avanjem Dijkstrinog algoritma od svakog ¢vora grafa. Ukoliko
G ima n ¢vorova i m grana, vreme potrebno za ovo resenje je O(nmlogn),
pod pretpostavkom da je graf G povezan i predstavljen nizom listi sused-
stva. U najgorem slu¢aju kada je ulazni graf gust, odnosno m = ©(n?), ovo
vreme iznosi O(1® log n). U najboljem slu¢aju kada je graf redak, odnosno
m = ©(n), ovo vreme iznosi O(n? logn).

U ovom odeljku se pokazuje drugi nacin za resavanje problema nala-
zenja najkracih puteva izmedu svih ¢vorova koji se moze primeniti ¢ak i u
slu¢aju kada graf sadrzi grane negativne duzine (ali ne i cikluse negativne
duzine). Taj nacin se po svom autoru naziva Flojdov algoritam i pripada
kategoriji algoritama dinamickog programiranja. U ovom algoritmu se
pretpostavlja da je ulazni graf predstavljen matricom susedstva i njegovo
vreme izvr$avanja je O(n3).

Flojdov algoritam. Flojdov algoritam za reSenje problema nalaZenja
najkracih puteva izmedu svih ¢vorova je konceptualno jednostavniji od
Dijkstrinog algoritma, mada resava ocigledno tezi problem.

Neka je G = (V, E) tezinski graf i neka su svi ¢vorovi grafa G proizvolj-
no numerisani tako da je V = {vq,v,, ..., v,}. Flojdov algoritam se zasniva
na ideji da se nalazenje najkraceg puta izmedu bilo koja dva ¢vora v; i v;
podeli na nalazenje dva najkraca puta: jednog puta od v; do nekog posred-
nog ¢vora i drugog puta od tog posrednog ¢vora do v;. Tacnije, najkraci
put od v; do v; odreduje se koristeci na tom putu samo posredne ¢vorove
iz skupa prvih k ¢vorova Vi = {v1,0,, ..., v}. Ali taj postupak se ponavlja
redom za svako k = 1,2, ..., n, odnosno za niz skupova V1, V,, .., V,, tako

da se na kraju za V,, = V dobija globalno najkra¢i put izmedu v; i v;.
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Da bismo pojednostavili opis Flojdovog algoritma, pretpostavimo opet
da se traze samo duzine najkracih puteva, a ne i sami putevi. Dodatno, ra-
di pogodnosti oznacimo Vy = @. Duzina najkraceg puta D(i,j, k) od ¢vora
v; do ¢vora v;, uzimajudi u obzir posredne ¢vorove na putevima od v; do
v; samo one iz skupa V}, izraCunava se za k = 0,1, 2, ..., n na sledec¢i nacin.

]
Pocetno, za k =0,

0, akoi=j
D(i,j,0) = { £(v;,v)), ako (v;,v;) € E
0 inace

azak=1,2,..,n,
D(i,j, k) = min{D(,j,k - 1), D(i, k,k - 1) + D(k,j, k- 1)}

Rec¢ima, najkraci put koji ide od v; do v; i prolazi samo kroz ¢vorove iz sku-
pa Vj je jednak kracem od dva moguca najkraca puta. Prva mogucnost je
da najkraci put uopste ne prolazi kroz ¢vor v, — to je onda duzina najkra-
¢eg puta od v; do v; koji prolazi samo kroz ¢vorove iz skupa Vj_;. Druga
mogucnost je da najkraci put (jedanput) prolazi kroz ¢vor v, — to je onda
zbir duzina najkraceg puta od v; do vy koji prolazi samo kroz ¢vorove iz
skupa V}_; i najkraceg puta od vy do v; koji prolazi samo kroz ¢vorove iz
skupa V;_;.

Pored toga, ne postoji drugi kraci put izmedu v; i v; od ova dva koji
prolazi kroz ¢vorove iz V. Ako bi postojao takav kra¢i put koji ne sadrzi
¢vor vy, tada bi to protivrecilo definiciji D(i, j, k—1), a ako bi postojao takav
kra¢i put koji sadrzi ¢vor v, tada bi to protivrecilo definiciji D(i, k, k — 1)
ili D(k,j,k —1). U stvari, lako se proverava da ovo vazi i ukoliko postoje
grane grafa G negativne duzine, ali ne i ciklusi negativne duzine.

Na slici 8.14 je ilustrovano izracunavanje duzine D(i,j, k) prema pret-
hodnim formulama. Na toj slici, krajnji ¢vorovi v; i v; mogu pripadati ili
ne pripadati skupu V; koji je predstavljen desnim delom grafa G.

Flojdov algoritam u listingu 8.4 na pseudojeziku je jednostavna ite-
rativna implementacija prethodne rekurzivne formule za izracunavanje
duzine najkraceg puta izmedu svaka dva ¢vora. Ulazni graf G sa n ¢voro-
va je predstavljen n X n matricom susedstva M kod koje je element M(, )
jednak duzini grane izmedu ¢vorova v; i v; ili je jednak co ukoliko izmedu
tih ¢vorova ne postoji grana. Pored toga, M(i, i) = 0.
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Slika 8.14: Izracunavanje vrednosti D(i, j, k) u Flojdovom algoritmu.

Listing 8.4: Flojdov algoritam

// Ulaz: teZzinski graf G predstavljen matricom susedstva M
// Izlaz: matrica D takva da je D(,j,n) = d(v;v))
algorithm floyd(G)

for i =1 to n do
for j =1 to n do
D[i,j,0] = M[i,j];

for k =1 to n do
for i =1 to n do
for j =1 to n do
D[i,j,k] = min{D[i,j,k-11, D[i,k,k-1]1+D[k,j, k-1]1};

return D;
|

Obratite paznju na to da se u Flojdovom algoritmu izra¢unava trodi-
menzionalna matrica D(i, ], k), ali to se moze zamisliti kao izracunavanje
niza dvodimenzionalnih matrica Dy (i,j) za k = 1,2, ...,n. Matrica Dy se
izracunava u k-toj iteraciji prve od tri ugnjezdene for petlje. U nastavku
je prikazan ovaj niz dvodimenzionalnih matrica koje se dobijaju za dati
graf G u svakoj iteraciji te petlje.
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Dy b c d e f

a 8 10 oo oo 20

b 0 5 3 4 o

c |10 5 0 o 1 2

d c© 3 o 0 6 o

e |0 4 1 6 0 o

f 120 o 2 o o 0
D, b c d e f D, | a b c d e f
a 8 10 o o 20 a 0 8 10 11 12 20
b 0 5 3 4 28 b 8 0 5 4 28
c 10 5 0 o 1 2 c 10 5 0 2
d |0 3 o 0 6 d |11 3 8 0 6 31
e 0o 4 1 6 0 o e 12 4 1 0 32
f 20 28 2 o o 0 f |20 28 2 31 32 0
Ds b ¢ d e f Dy | a b ¢ d e f
a 8§ 10 11 11 12 a § 10 11 11 12
b 0 5 4 b 0 5 4
c |10 5 0 1 c |10 5 0 1
d |11 3 8 6 10 d |11 3 8 6 10
e |11 4 1 0 e |11 4 1 0
fl12 7 2 10 3 fl12 7 2 10 3
Ds | a b ¢ d e f Dg | a b ¢ d e f
a 8§ 10 11 11 12 a 8§ 10 11 11 12
b o 5 3 4 7 b o 5 3 4 7
c |10 5 0 7 1 2 c |10 5 0 7 1 2
d |11 3 7 0 6 9 d |11 3 7 0 6 9
e |11 4 1 6 0 3 e |11 4 1 6 0 3
f 12 7 2 9 3 0 f 112 7 2 9 3 0

Ispravnost Flojdovog algoritma moze se lako pokazati indukcijom po
broju iteracija prve od tri ugnjezdene for petlje: nakon k iteracija te petlje,
D(i,j, k) sadrzi duzinu najkraceg puta od ¢vora v; do ¢vora v; koji prolazi
samo kroz ¢vorove iz skupa V). Pored toga, ako je graf G predstavljen
matricom susedstva, vreme izvrsavanja Flojdovog algoritma je ocigledno
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O(n3). To sledi na osnovu toga $to je u algoritmu vremenski dominantno
izvrsavanje trostruko ugnjezdenih for petlji.

U slucaju kada svaka grana grafa ima nenegativnu duzinu, Flojdov
algoritam se moze poboljsati tako da se umesto trodimenzionalne matrice
koristi dvodimenzionalna matrica. Naime, onda su elementi u k-toj vrsti i
k-toj koloni matrice Dy isti kao oni u matrici Dy_q, posto je Dy_;(k, k) uvek
nula.

Preciznije receno, za svako k = 1,2, ..., n, jednakost Dy(i, k) = Dy_1(i, k)
vazi za svako i = 1,2, ..,n i jednakost Dy(k,j) = Dy_1(k,j) vazi za svako
j=1,2,..,n. Kako se nijedan element ¢iji je jedan ili drugi indeks jednak
k ne menja u k-toj iteraciji prve od tri ugnjezdene for petlje, nova vred-
nost za Di(i,j) moze se izracunati kao minimum stare vrednosti Dy_1(i, )
i zbira novih vrednosti Dy(i, k) i D (k, j), a ne kao minimum stare vredno-
sti Dy_1(i, /) i zbira starih vrednosti Dy_q(i, k) i Dy_1(k, ). To znaci da se u
Flojdovom algoritmu umesto trodimenzionalne matrice D reda n X n X n
moze koristiti dvodimenzionalna matrica D reda n X n.

Ova verzija Flojdovog algoritma je jednostavna modifikacija original-
ne verzije i ostavlja se ¢itaocima za vezbu. Obratite paznju na to da treba
zapravo samo zanemariti tre¢i indeks matrice D.

Zadaci

1. Odredite sva povezujuca stabla grafa G na slici 8.15.

Slika 8.15

2. Dokazite da je graf povezan ako i samo ako ima povezujuce stablo.

3. ,Inverzni” Kruskalov algoritam. Pokazite ispravnost sledeceg algorit-
ma za konstruisanje minimalnog povezujuceg stabla tezinskog grafa
G = (V,E). U algoritmu se polazi od celog grafa (V,E) i zatim se ukla-
njaju grane u opadaju¢em redosledu njihove tezine. Specificno, kako
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se dolazi do neke grane e u ovom redosledu (poc¢injuci od grane naj-
vece tezine), grana e se uklanja ukoliko bi bez nje dotadasnji graf i
dalje bio povezan, a u suprotnom slucaju se grana e zadrzava. (Savet:
Dokazite sledece svojstvo ciklusa grafa: Ako je e jedinstvena grana
najvece tezine u nekom ciklusu grafa G, onda e ne pripada nijednom
minimalnom povezujué¢em stablu grafa G.)

4. Napisite i analizirajte algoritam za nalazenje povezanih komponen-
ti grafa G koji ne koristi pretragu u dubinu ili Sirinu. (Savet: Ideja
algoritma je slicna Kruskalovom algoritmu.)

5. Napistite drugu verziju Primovog algoritma pod pretpostavkom da je
ulazni graf G sa n ¢vorova predstavljen tezinskom matricom sused-
stva. Ta verzija Primovog algoritma treba da se izvrsava za vreme
O(n?) nezavisno od broja grana.

6. Pokazite kako se najkraci putevi od datog ¢vora s do svakog drugog
¢vora u grafu mogu rekonstruisati u Dijkstrinom algoritmu usput ka-
ko se odreduju duzine tih puteva.

7. Navedite kontraprimer grafa sa negativnim granama za koji Dijkstrin
algoritam ne radi ispravno.

8. Za dati tezinski graf G na slici 8.16 slikovito ilustrujte izvrsavanje:

(a) Kruskalovog algoritma;

(b) Primovog algoritma od pocetnog ¢vora b;
(c) Dijkstrinog algoritma za izvorni ¢vor a;
(d) Flojdovog algoritma.

9. Odredite vreme izvrsavanja algoritma dijkstra ukoliko se koristi ma-
trica susedstva za ulazni graf G, povezane liste za skupove SiV - S,
kao i niz d za duzine najkracih puteva od datog ¢vora s.

10. Napisite i analizirajte algoritam za problem najkracih puteva od jed-
nog ¢vora u tezinskom usmerenom aciklickom grafu.

11. Napisite Flojdov algoritam u kome se koristi samo jedna dvodimen-
zionalna matrica za duzine najkracih puteva izmedu svaka dva ¢vora
grafa sa nenegativnim granama.
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Slika 8.16

12. Vorsalov algoritam. Problem povezanosti obi¢nog (netezinskog) usme-
renog grafa G sastoji se od utvrdivanja da li postoji put izmedu svaka
dva ¢vora. Ako je graf G predstavljen matricom susedstva M, pro-
blem povezanosti grafa G svodi se na izracunavanje druge matrice P
takve da je P(i,j) = 1 ukoliko postoji put od ¢vora v; do ¢vora v; i
P(i,j) = 0 u suprotnom slucaju. Napisite i analizirajte algoritam kojim
se izracunava matrica P. (Savet: Modifikujte Flojdov algoritam.)
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pretraga u dubinu
stablo, 224

A%
veli¢ina ulaza, 23
vezivanje
savrseno, 85
stabilno, 86
virtuelna inicijalizacija niza, 106
Vorsalov algoritam, 267
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Dejan Zivkovi¢

UVOD U
ALGORITME |
STRUKTURE

PODATI-\KA

METODI PISANJA TANALIZE ALGC)R/TA/\/I

Algoritmi i strukture podataka se nalaze u centru svih
tehnologija koje se koriste u radu sa savremenim
racunarima. Mada na prvi pogled mozda ne izgleda tako,
neka napredna metodologija se sigurno temelji na
sofisticiranim algoritmima i strukturama podataka. Skromni
cilj ove knjige je upoznavanje Citalaca sa osnovama ove
fascinantne oblasti racunarstva. Zbog toga se u knjizi
prevashodno razmatraju neke od najosnovnijih metoda i
paradigmi za dizajniranje i analiziranje struktura podataka i
algoritama. Pri tome je ucinjen poseban napor da se u knjizi
stavi naglasak na idejama i laksem razumevanju koncepata,
ane naimplementacionim detaljima. U knjizi se nalazi preko
150 slika i tabela koje sluze za ilustraciju teksta. Algoritmi u
tekstu su navedeni na jednostavnom pseudo jeziku tako da
¢itaoci ne moraju da uci novi programski jezik da bi razumeli
kako rade algoritmi. Dodatno, na kraju svakog poglavlja se
nalazi vise zadataka ¢ija tezina ide progresivno u rasponu od
prostih vezbi za utvrdivanje gradiva pa do kreativnih
problema. Ovi zadaci se smatraju integralnim delom knjige i
Citaocitreba dabar pokusajudaihrese.
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