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1.1. Ilpeomem cmamucmuukux ucnumuearea

1. OCHOBHH ITIOJMOBHA

1.1. IPEAMET CTATUCTUYKHUX
NCIIMTUBAIBA

b HayyHUX HCHNUTHBaWK-a j€ Jla CE OMNWIIY I[I0jaBe KOje Hac
OKpYXyJy M Ja ce YTBpPJAE 3aKOHUTOCTH Koje Biaaajy mehy mwuma. Y
LEJIOKYITHOM HallleM OKpyXemy Hajehu Opoj mojaBa cy mojaBe MacOBHOT
KapakTepa. To cy TojaBe Koje MOTy OMTH OINHCaHE JeMHO MPEKO BEIUKOT
Opoja mHpOpMaINFja HYMEPUIKOT U OMKMCHOT CBOjCTBA KOj€ C€ OJHOCE Ha
nojeiMHe eNeMeHTe IMocMarpaHe mnojaBe. Ha mpumep, ako ce xeau
aHaJTM3UPATH 3aMOCICHOCT MOpajy ce MOCMaTpaTH CBH 3allOCICHH, aKO Ce
KM HCIUTHBATH KpETame CTAaHOBHUINTBA, MOpa C€ IOCMaTpaTH
LEJIOKYTTHO CTAaHOBHHILTBO, 32 UCIUTHBaE NMpousBoame y Cpouju mopajy
ce MocMaTpaTH CBU MPOU3BONauM U CII.

CraTHcTHYKe MeTolle ce 0aBe NMPOyYaBambeM 10jaBa M3PAaKEeHHX
NPeKO0 BeJMKOr 0poja HyMEepHMYKHX W HEHYMEPHYKHMX MOJATaAKa KOjH
cajpxke HHGoOpMaLHje 0 MOCMATPAHUM I0jaBaMa.

AXO XenuMo J1a UCTIUTaMo IpoXyKTUBHOCT y CpOuju MopamMo 3HaTH
KOJIMKA j€ MPOJYKTUBHOCT CBAaKOI IpUBpeAHOT yuecHuka y Cpouju. dpyrum
pedrMa, MopamMo IMOCMaTpaTH CKYI MPHUBPEIHUX YYECHHUKAa U KOJ CBAaKOT
eJIeMeHTa TOT CKyna ,,u3MepuTH" mpoayKTuBHOCT. McTo Tako kaa xohemo
Jla TOoCMaTpaMO KpeTame JMYHUX JI0XOJaKa 3aloCiIeHUX, MOpPaMo
MOCMaTpaTH [EO0 CKYI 3alOCIEHUX M 3a CBAaKU HETOB CIIEMEHT YTBPIUTH
BUCUHY JIMYHOT J0XO0TKa. Ha Taj HaumH Ao0OMjaMO CTaTUCTHYKE MOAATKe
KOjH MOCTajy IPEeaIMET CTATUCTHYKUX UCTIUTUBAbA.

CTaTHCTHYKO WMCIUTHBAKE BPIIMMO Ha jEJHOM CKYIy elieMeHaTa
Kora hemo 3BaTH CTATHCTHYKH CKYN WIA NOMyJAlMja ¥ Ha CBAaKOM
eIeMEeHTY TOr cKyma ,,Mepumo" oxapeheHo cBojcTBo koje hemo 3BaTh
CTATHCTHYKO 00eexje.
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CTaTHCTHYKHU CKYyII

EnemenTn koju nMajy jeHy 3ajeTHUYKY OCOOMHY YHMHE jeJaH CKYTI.
Anm 3ajenmHMYKA 0OCOOMHA THX €JIeMeHaTa Mopa OWTH Tako JneduHHCAaHA Ja
MOTIYHO W HEABOCMHUCICHO ojpelyje ma a1 mocMaTpaHH €JIEMEHT MpHIaga
JaTOM CKyINy WIH My He mpunaaa. Ha eremeHnTuma moTmyHo oxpeleHor
CKyTa MPHUCTyTa ce UCIIMUTUBAKY WU MEPEHY jJeIHOT WM BHIIE 00enexK]a.
[Ipn TOM mocmaTpaHa oOesexja MOTY MMATH Pa3IUYUTE BPETHOCTH KOJI
eJIeMeHaTa JIaTor CKyTIa.

Ha mpumep, Ha ckymy mocioBHuUX cyOjekara y CpOuju y maTtom
TPEHYTKY MOXEMO HCIUTHUBATH Opoj 3alocCieHuX, MpOCeYHa JIMYHA
IpUMama, OCTBAapeHU Joxogak M ci. Mcro Tako Ha ckymy CcTyZeHaTa
beorpanckor YHuBep3urera MokeMo nocMarpatu GU3UUKy H3Ap>KJbUBOCT,
yCIIeX Ha M0jeINHUM MPeIMeTHMa, Op0j MPOYUTAHUX KEHUTA UT/.

CTaTHMCTHYKH CKYN WJIM NOMYJIALMja je OHaj CKyN Ha 4YMjuM
eJIeMEHTHMAa MEpHMO jeJHO WM BHIIe o0esexkja 4Huje BPEAHOCTH
BapHpajy O/ eJIeMEHTA /10 eJ1eMEHTA MIOCMATPaHOI CKYIAa.

CraTucThuku cKyn Mopa OuTH JeUHUCAH TPOCTOPHO U BPEMEHCKH.

Bpemencko faedunHmcamke CTATHCTHYKOI CKyma yTBphyje
TPEHyTaK WM pa3no0sbe KojuM he ce o0yXBaTUTH OHM €JIEMEHTH KOju he
OWTH MTpeIMEeT CTATUCTUYKUX UCITUTHBAa. Tako Ha IpUMeEp, HUje JJOBOJHHO
pehu: mocmarpamo CKyn MyTHHYKHX ayTomoOuia y beorpamy. Mopamo
noaatu u BpeMe. Ha npumep: nana 31.6.2006. ronune.

IpocTropHo neduHHCAKE CTATHCTHYKOr CKyNa [oOjpa3yMeBa
O3HauaBame MPOCTOpPA HA KOME C€ Halla3e CJIEMEHTH JaTor CKyma. AKO
nmocMaTpamo ckyn caoOpahajuux ygeca mopamo pehu ma i je To ckynm
yJlieca Ha mocMarpanom nyty, y Cpouju wim Ha ipoctopy basnkana u ci.

VY  CTaTUCTMYKO] aHaJuM3d Cce€ BEOMa YeCTO HCHHUTYyje JIeo
CTaTUCTUYKOI CKyIla M Ha OCHOBY OCOOMHA elieMeHaTa TOr Jejia JJOHOCE
3aKJBYUYIIM O IIEJIOM CTAaTHCTUYKOM CKYIy WJIM TOmyianuju. TakaB J1eo
CTaTUCTHYKOT CKyIa Ha3uBa ce y3opak. OCHOBHO MOJpy4Yje AHAJUTHUYKE
CTATHCTHKE TPECTaBIbajy y3pOLM M CTaTHUCTUYKA aHalu3a Oa3upaHa Ha
BUMa.
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CraTtuctuuko odesexje

[lon cratucTuukuM oOesexjeM IMoJpa3yMeBa Ce€ OHO CBOjCTBO
eJleMEeHaTa CTaTUCTHUYKOI CKyIla KOje Bapupa O] €JIeMEHTa JI0 eJIeMEHTa
JaTOr CKyna. 3a CBAaKM €JIEeMEHT CTaTUCTHYKOr CKyna YTBphyje ce
,,BPEIHOCT”’ IocMaTpaHor o0emnexja.

Cratuctnuka obenexja ce Jele Ha KealumamueHa W
K8AHMUMAMuGHa.

KBanuratnBHa o0enexja wu3paxaBajy KBaJUTaTHBHA CBOjCTBA
eJleMeHaTa CTaTUCTHUKOr ckymna. Ha mpumep: 60ja kKoce, IIKOJICKa cripema,
moJyi, Mecto pohema u ciI. CBakO KBAIMTATHBHO O0Oeliekje nmMa oxapeheHe
KaTeropuje U eJIeMEeHTH IMOCMaTPaHOr CKyMa CBPCTaBajy ce y ojaroBapajyhe
KaTeropuje.

KBanTuraTuBHa 00ejekja M3pakaBajy KBaHTUTAaTHBHA CBOjCTBA
eJIeMeHaTa CTaTUCTHYKOT CKymna. BpeaHocTu TakBuX o0enexja Cy peaaHH
OpojeBu, a yTBphuBame THX BPEIHOCTH BpIIH ce ,,MepemeM’”. Ha npumep,
KoJ CcKyma JjgoMahwHCTaBa MOXEMO ,,M3MepuTu’  Opoj UIaHOBa
nomahHCTaBa, WM KOJ CKyla CTaHOBHHMKa beorpama Moke ce MEpUTH
BHCHHA W TeKWHA cBakor beorpahanuna.

KBanTutaTuBHa O0enexkja ce Jeie Ha MPeKUOHa W HenpeKuoHda
obenexja.

AKO CTaTHCTUYKO OOeliekje MOXKe Yy3€TH HEKy BpEIHOCT U3
KOHAYHOT CKyma MOryhux BpeJHOCTH OHJa KaXKeMO Ja je TO NMPeKUuJIHO
obesie:kje. Ha mpumep: 6poj moBpesia Ha MOCITy, pealn3oBaHa MPOU3BOIHA,
Opoj wiaHoBa JoMahWHCTBA U CII.

Kan mocMarpaHo cTaTuCTHYKO oOesexje MOKe y3eTH OWIo KOjy
BPEIHOCT M3 KOHAYHOT WJIM OECKOHAYHOI MHTEpBasa, KaXeMmo Ja je TO
HenpekuaHO obesexje. Ha npumep: Bek Tpajama €IEKTPOHCKE LEBH,
BUCHHA CTYy/IEHTa, TeMIIepaTypa U CII.
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Mannua nmoaaTaKka

[Mpenmer wu3y4yaBame CTATHCTUKE Cy CTaTHCTUYKH CKYNIOBH U
o0erexja eleMeHaTa CTaTUCTHYKOT CKyTia. Y MPaKCu Cy TO BEJMKU CKYIOBH
ca BelMMKUM Opojem oOenexja. Hampumep, ckyn cranoBHuka beorpana,
Cpbuje, n ci. ca obenexjuma: MOJ, CTapoCT, MECTO polema, MIKOJICKA
crpemMa, eKOHOMCKH CTaTyc, UTA. Ped je o HajMame 2 MHIMOHA CTAHOBHUKA
ca HajMame 20 oOelexkja, a To je orpoMHa Maca mojaraka. Mcro tako, ckyn
npeny3eha y CpOuju ca CBUM TOJalMMa O HHUXOBUM KapaKTepUCTHKaMa H
aKTUBHOCTHMA, Ouhe omucaH ca OrpOMHOM MacoM IOJaTaKa.

OsnaunmMo ca N Opoj eneMeHaTa CTaTHCTHYKOT CKyma, a ca
X,, X, ,.,X,, k obenexja. U3MepeHe BpemHOCTH CBHX OOciexja He
CBAKOM €JIEMEHTY CTaTUCTUYKOI CKyIla MOXXEMO IIPUKa3aTy y BUIYy MaTpuLa
pena N x k, y xojoj he BpcTe mpencraBhaTH €JIEMEHTE CKyla, a KOJOHa
onrosapajyhe BpeaHocTH mnocmarpaHux oOenexja. Tako hemo noGutu
MaTpHUIy NoJaTaKa

X X Xy
X Xy Xk
X = :
LA X2 X

ca OHOJMKO BPCTa KOJMKO MMa CTaTHCTHYKH CKyI €JIEeMEHaTa M KOJIOHA
KOJIMKO o0enexja MEpUMO Ha €JIeMEHTUMa CTaTUCTUYKOr ckymna. OBa
MaTpulia MpeACTaBba CTATHCTHYKY rpaly U mpeaMer je CTaTUCTUYKUX
IpOyYaBama.

OcCHOBHHU MTPOOJIEM j€ HEMPETrJIeIHOCT CTATUCTUYKUX MOJaTaka, rna je
IUJb Ja ce MPUKYIJbEHU IMOJall cpeie M y4YHHe MperjeJIHujuM, a 3aTUM
na ce npelhe Ha BUXOBY AHAJIM3Y.
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1.2. TMOAEJIA CTATUCTHUKE

CratucTuka WM CTaTUCTHYKE MCTOAC CC MOry IIOACIUTU Yy [JBC
KJjiace:

L4 I[eCKpI/Il'[TI/IBHa CTAaTUCTHKA
e AHAJIMTHYKA CTATHCTHKA.

[Tog fAecKpUOTHBHOM CTATHCTHKOM C€ TIOJpa3yMeBajy OHE
CTaTUCTHYKE METOJIe Koje ce 6aBe MpUKYTJbamkeM, CpehuBameM 1 aHAIM30M
CTaTHCTUYKUX TojaTaka. theH 1musp je ma ce ommine M3MEpeHa IojaBa WiH
MIPOILIEC Y IOMEHY Meperba.

AHAINTHYKA CTATHCTHKA MMa 3a Wb Jla HA OCHOBY Mepema
YTBPJAH OIIITH]€ 3aKOHUTOCTU KOj€ BaXK€ U y IOMEHY OHOI IITO HHUje O1Ji0
MepeHo. Hanme, 3a MOTHYHO ONKMCHBaWk-E M0jaBe WM Ipoleca NOTPEOHO je
0eCKOHAYHO MHOro Mepema. [lomTo yBek pacroiaxemMo ca pe3yilTaTuMa
KOHA4YHOT Opoja Mepema MOpaMO KOPUCTHUTH HaydHE MeToje Kojuma hemo
Ha er3akTaH HA4MH OMUCATH KOMIUIETHY M0jaBy MJIH MPOIIEC.

Ha npumep, ako ce »enu IOYETH NPOU3BOAHA HEKOT HOBOT
IpOM3BOJAa MOpa C€ YTBPAWTH BpEeME NOTPEOHO 3a HHETOBY H3pany.
W3ppumhe ce oapehen Opoj Mepewa y Npeanpou3BOABM U MeToJama
JIECKPUIITUBHE CTATUCTUKE aHATU3UpaTu 100ujeHu pesynrtaTtu. [la 6u TauHo
olpenian TOTpeOHO BpeMe u3paAe Tor mpowsBona W y Oyayhoj
MIPOU3BOBLM MOPAaMO KOPHUCTUTH METOJAE AaHATUTHYKE CTATHCTHUKE KOjuMa
hemo Ha OCHOBY Mepemwa y NpeAnpOoU3BOIBY ,,IIPEIBUICTH BpeMe Koje he
OuTH NOTPeOHO 3a Taj MPOU3BOJl Y HAPEIHOM HEPUOTY.

Hcto Tako, ako mocMaTpaMo HEKYy €KOHOMCKY KaTETOPH]y MOXKEMO
MeToJlaMa JECKPUNTHUBHE CTATUCTUKE YTBPAUTU OCOOMHE T€ KaTeropuje y
JIOMEHY Mepema (Ha JaToM MPOCTOPY U Y AaTOM BPEMEHY). AJM 3a MOTITYHO
UCTIIUTUBAE T€ KaTEroprje U leHNX 3aKOHUTOCTH M M3BaH JIOMEHA Mepemba
MOpaMoO c€ KOPUCTUTH METO/1aMa aHAJIMTUYKE CTaTUCTHKE.

OcHoOBa aHAJIMTHYKE CTATUCTUKE j¢ Teopuja BepoBaTHohe koja
MaTeMaTHYKUM MOJICITMMA ONHUCYje ClIydajHe EKCIICPUMEHTE.
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AHAJIMTHYKA CTATHCTHKA CE cacToju u3 cieaechux nenona:
o Teopuje cmamucmuuxoe oyerusarsa u
o Teopuje cmamucmuuxoe 00ny4U8arsd.
JlecKpUNTHBHA CTAaTHCTHKA 00yxBaTa cienehe rpaxe:
o Cmamucmuky CmaHo8HUUMEA U OPYUMBEHUX OelAmMHOCIU,
o [Ipuspeony cmamucmuxy,
o  Cmamucmuxy npuepeoHux ouianca u

e  QuuancujcKy cmamucmuxy.

CraTHCcTHKA CTAHOBHUIITBA U APYIITBCHHUX JC€JIATHOCTH

OBa cratucThyka rpaHa oO0yxBaTa HEKOJIMKO Pa3IHUUTHX MOJIPYYja.
Jeman ox WweHUX BaXHMJUX 3aJaTaka je mnpoyuasarwe u npaherwe
ynpaewsara. CTaTUCTUUKA UCIIUTUBAbA U3 00JIACTH yNpaBibambha IpaTe:

e u300p W CTPYKTYpHHM CacTaB CBHX OpraHa yrpaBjbaba Ha
CBUM HHUBOMMA JPYIITBCHO-MOJUTHYKUAX 3aje[HUIA U
MECHUX 32aj€THUIIA,

e u300p W CTPYKTypHH CacTaB CBUX yIpPaBHUX OpraHa
npeay3eha 1 UHTEpPECHHUX 3ajeTHULIA,

® QAKTUBHOCTM MECHMX 3aJ€[JHHIIA, CKYIIITHHA OMNIUTUHA, U
3ajeTHUIIa ITOCJIOBHUX CyO0jeKara,

e u30ope AeneraTa 3a APYLUITBEHO-IIOJUTHYKE 3ajeTHULIE,
e Mel)yOmmuTHHCKY capamy U
e u300pe MOCIOBOJHHUX OpraHa.

Jlpyra BakHa (pyHKIIMja OBE CTaTUCTHUYKE TpaHe o0aBjba ce KpoO3
CMAmMuCMuKy CMAaHOGHUWIMEA U 0eMozpagcKy cmamucmuky Koja ce
0aBM TpHUKyIJbamkeM, cpehuBambeM M aHATM30M TOAATaka KOjU CajpiKe
uHpopmMmanyje o cienehem:
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e yKynaH Opoj ¥ TEpUTOpUjaIHA pacIo/iesia CTAHOBHUIIITBA,
e yKymnaH Opoj U pacnojena foMahiHCTaBa ¥ MOPOAUIIA,

® IIPUPOJHU NPUPAIITA],

® CTPYKTyp€ CTAaHOBHHUIITBA IIpeMa pa3HUM O0eexjuma,

e cacTaB W JPYIITBEHO-CGKOHOMCKH IOJIOKa] JoMahMHCTaBa |
MOpOIUIIA.

CratucTKa CTaHOBHHUILNTBA pPACMOjiaXe BeOMa BEIMKHUM cepHjama
nojiaTaka J0OMjeHUM MOMKCOM CTAaHOBHUIITBA U CBEOOYXBATHUM Ipahemem
pahama u ymupama, CKianama U pa3Boga OpakoBa u ci. OHa UMa U3Yy3E€THY
B2XHOCT Y TUTAHUPaky YKYITHOT APYIITBEHOT pa3Boja.

Cmamucmuka pada o0yxBaTa WCIUTHBaka U3  OOJIACTH
3aIl0CJICHOCTH, 3allollJbaBama, 3allTUTE Ha pay M JUYHUX J0XOJaKa
3amociaeHuX. basy craTUcTHKe paja YMHE 3aKOHOM IPOIMKCAHE EBUJICHIIH]C
y o0JlacTH paja W MAaTUYHE CBHJICHIM]jC OCUTYpPaHHMKA IICH3HM]CKOT U
3JIPAaBCTBCHOT OcUrypama. CTaTUCTHUYKA WCIUTHBaKba W3 O0JIACTH paja |
JMYHUX JI0XO0/aKa 0a3upajy ce Ha MojanuMa Koje Jajy CTaTUCTUYKU OpraHH
u Ciy>x0a 3a 3amnombaBame.

Cmamucmuka o6pazoearmwa ce 0aBU UCHUTHBaBUMA  KoOja
omoryhaBajy na ce carjena OopraHu3alliOoHa CTPYKTypa U TEPUTOPHUjaTHH
pacriopes IIKOJIa IpeMa BpcTaMa U CMEpPOBUMa, KPETambe U yCIeX yueHHKa
U CTyJleHaTa MpeMa paspernma OJHOCHO IpeMa roJHaMa CTyuja, TOKOBH
HACTaBHUX IIpolleca M KpeTame HacTaBHOI ocobsba. OBM ce mojaunu
NPUKYILBA]y PEAOBHO Y TOAUIIH0] IEPUOAMIINA OJ1 CBUX LIKOJIA.

Cmamucmuka HayuHoOucmpaxy@cueauke 0e1amHOCmu  TpyxKa
uHpoOpMaLMje O OpraHU3alMOHUM O00auIMMa, obOjJacTUMa U TIpaHama
UCTPaKMBamka, O KaJpOBHMa, O IPUXOJUMA HAYYHOUCTPAKUBAUKHX H
pPa3BOJHMX OpraHu3airja, o Opojy 3aBpIICHUX HAYYHOUCTPAKUBAYKHUX
paznoBa, Opojy nMpoHaja3aka 1 maTeHarta u Cll.

Cmamucmuka Kynmype u ymemnocmu oOyxXBaTa HCIUTHBAKA O
KBaHTUTATUBHUM AaCIEKTHMa KYJTYpPHUX W YMETHHYKUX 30uBama: Opoj
AKTUBHOCTH PAJHUYKUX M HApPOJHUX YHHUBEP3UTETAa U JIOMOBa KYJITYpE,
KyJATYPHO-YMETHUYKUX M KYJITYPHO-IPOCBETHUX JIPYILITaBa, MO30pHUILTA,
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aHcambana HaponHux wWrapa, (QuiaxapmMoHdja u npodecuoHaTHUX
opkecTtapa, apxuBa, OMOIHOTEKa, My3eja, Tajueprja, YMETHUIKUX 30UPKHA H
6uockomna. [loce6HO ce mpatu U BpIIM aHaIW3a U3aBamba KbUra, oOpourypa
M YacoIuca Kao U MPOM3BO/IHAa, YBO3 M U3BO3 (PUIMOBA.

Cmamucmuka u3uuke u mexHuuKe Kyamype TIOCTaje CBE
3HauyajHuja. OO0yxBaTa MpoyyaBama CIOPTCKMX OpPraHM3alldja U CHOPTCKY
aKTUBHOCT Ka0 U CIIOPTCKO peKpearnone odjexre. Opranuzanuje TeXHUUKe
KyJAType TocTajy OpojHE M 3HAYajHE IO aKTUBHOCTHU W TIO0 OpOjy dWiaHOBa
KOje OKYyILUbajy Ta je HEONXOJHO Mpaheme U aHalu3a KpeTama y OBOj
JIeJIATHOCTH.

Cmamucmuka  30paécmeeno2, NEH3UjCKOZ2 U  COUUJATIHO2
OCHTYypama IMPe/ICTaB/ba U3y3eTHO BaXKHY CTaTUCTHUKY JIEIAaTHOCT. baBu ce
MPHUKYIbalkeM, CpehBambeM U aHAIIM30M I10JIaTaKa O 3]PaBCTBEHO] CITYKOH
U 3JIPaBCTBEHOj 3aITUTH, O Opojy, MOJO0XkKajy M KpeTamy IMEeH3UOHepa, O
COIIMjaJTHOj 3alITHTH U O 3alITHTH JeIle U OMJIaJINHE.

Cmamucmuka npaeocyhja o0yxBaTa BeoMa IIUPOKY 0OJIACT
CTAaTUCTUYKUX HCTPAKUBAKa O OTKPUBABMMA U KaKIbaBamuMa IPOTHUB-
NIPaBHUX pajbh U JIela, HBUXOBUM YUYMHHOIMMA, O Ka3HaMa, 3aTHUM O
rpahaHCKMM M YIpaBHUM CIIOPOBHMMA, YNPAaBHUM CIHOPOBHMA M PaTHUM
CIOPOBHMMA, TPUBPEAHUM MIpPECTyNHMa Kao U O JPYrMM IojaBama Koje ce
pelaBajy IpaBOCYAHUM ITOCTYIIKOM.

IIpuBpeaHa craTHCTHKA

OBa cratucTuyka TpaHa mpyxa nHpopmaiuje norpebHe 3a Boheme
[EJNIOKYITHE EKOHOMCKE TIOJIMTHKE, 3a IUIaHMPamkeé Ha CBUM HHBOMMA
JPYIITBEHE U €KOHOMCKE JIETaATHOCTH U 3a 00aBelITaBambe CTPyUHe, HAyqHe
U HajlIMpe jJaBHOCTH O CBHUM IMPHUBPEIHUM Kperamuma. llpuBpenna
CTaTUCTHKA IIOCMATpa YKYIHY IpPHUBPEIHY AaKTHBHOCT II0 HPUBPEIHUM
nenatHoctuMa U y nenuHu. OOyxBara npahewe U aHaiaM3y MojaTraka Koju
HCcKazyjy:

® OCHOBHAa CpCACTBa,

®  3aI10CJICHOCT,
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® JIOXOJIAK,
® UHBECTHIIH]E,
e JIMYHY U ONIITY NOTPOIIBY,
® 13BO3 U yBO3,
e IICHE U
® WHTErpalyoHa KpeTama.
IIpuBpenna cratucTuka ce aenu Ha cineaehe obmacTu:
e (CrarucTuka MHIYCTpHUje U PYyIapcTBa,
e (CraTucTuKa MoJpONPUBPELE,
e (CraTtucTHKa IIIyMapCTBa,
e (CraTucTUKa BOJONPUBpPEIE,
e Craructuka rpaleBuHapcTBa,

e C(Craructuka ctaMOeHe u KOMYHAJIHC ACJIAaTHOCTH, HACCJba U
JKUBOTHC CPCIAUHC,

e Crarucrtuka caoOpahaja u Besa,

e CraTHCcTHKA YHYTpPAIIkHE TPTOBUHE,

e CraTHCTHKA YTOCTUTEIHCTBA M TypU3Ma,

e CraTHCcTHKa €EKOHOMCKHUX OJIHOCA Ca MHOCTPAHCTBOM U

e (CraTnucTHKAa IIEHA.

CrarucTuka npuBpeJHNX OMJIaHCA

OCHOBHHM 3aJlaTaKk CTaTHCTUKE NMPUBPEIHUX OWJIaHCA je aHalu3a U
IpUKa3uBame MelycoOHe MOBE3aHOCTH cucTeMa OMIaHca, (PYHKIMOHHUCAmbA
JPYIITBEHOT TpoIleca PEnpoAyKIHje y IEIUHH U TOCEOHO Yy HETrOBHM
¢azama. [ 1aBHe je0Be OBE CTaTUCTHKE MpeACTaBibajy cieaehu oumaHcu:
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ounaHc ¢opMmupama, pacrnojaene U ymnorpede ApYyIITBEHOT
pOU3BO/A,

tabene MehycoOHUX oiHOCa MPUBPETHUX JEIATHOCTH (T3B.
input-output Tabene);

OunaHcH (PMHAHCH]JCKHUX padyHa U

OWJIaHC HApOIHOT OOTaTCTBA.

Hajsehun nmeo momataka 3a CTaTHCTUKY NPHUBPEAHHMX OWIIaHCA
npyxajy 6anke u Haponna banka Cpbuje.

DUHAHCHUjCKA CTATUCTHKA

OcHoBHa noJipy4ja PUHAHCH]JCKE CTATUCTUKE CY:

(uHAHCHJCKO  TOCIOBame Tmpemy3eha ©  KOpUCHHKA
JPYIITBCHUX CPEICTABA,

U3BOPH CpeJCTaBa W HUXOBa ymnoTpeba 3a 3ajeJHHUYKy U
ONIUTEAPYILITBEHY NOTPOLIKY,

yTpOIIIEHa CPEICTBA 32 MHBECTUIMjE U CTAamhe OCHOBHUX U
oOpTHHX QOHIIOBA,

HOBaIl U KpCAUTHU

(1)I/IHaHCI/IjCKO MMOCJI0BaKLC €Ca HHOCTPAHCTBOM.

@duHaHCHjCKa CTaTUCTHKA KOPHCTH TIOAATKE O EBUICHLUJU
KOPHMCHHUKA JIPYIITBEHUX Cpe/icTaBa (IUIATHU HAJ03M, IPOMET Ha TeKyhuM u
JPyTUM padyyHHMa, HaIulaTe npuxoja OylieTa u CIl.) U Ha KEbUTOBOJICTBEHUM
€BUICHIIMjaMa IOMEHYTUX KOPUCHUKA.

HcnutnBama kojuMa ce 6aBu (pMHAHCHJCKA CTATHCTUKA 3aCHUBA]Y Ce
Ha 3aKOHY O CTaTUCTUYKUM HCTpaxkuBambuMa. OCHOBHE MOJAaTKe MpyXkajy
O6anke, Hapomna Oanka CpOuje um apyre HMHCTUTyLHje (PUHAHCH)CKOT

TPKULITA.
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2. JECKPUIITUBHA CTATUCTUKA

2.1. AHAJIU3A PEJJATUBHUM BPOJEBUMA

[lpukynsbeHH  CTAaTUCTHYKM  TOJAlM  TPEJCTAaBJbajy  OCHOBY
CTaTUCTUYKUX HUCIHUTHBama. [IpBH 3amaTak y THM HCIOUTHBamUMa je
npumpeMa TojaTtaka 3a aHAIW3y W HHTEpIIpeTalja 100ujeHuX pe3yJiTaTa.
Jlpyrum peurmma, Macy TMojaTaka MOpaMO CBECTH Ha MamH Opoj
HyMEpPUUKUX [OKa3aTesba KOju he OWTHM TMOroJHM 3a aHaau3zy |
UHTepIpeTanrjy, nomohy kojux hemo Mohu na oGjacHUMO MmocMmarpaHe
NojaBe WJIM TIpOIlece BE3aHE 3a JaTH CTaTHCTUYKH CKYN. Y MHOTHM
HUCTpaXUBakbUMa oOBa oO0NacT je BeoMa 3HAaYajHAa W HIMPOKO
pacrpocTpameHa, a M03HATa je U MO/ HAa3UBOM eKCHI0PaAmMOpPHA AHAIU3A.

CraTUCTUYKH TIO/IAIM TIPEICTaBIbajy arcolyTHE OpOjHE U3HOCE WU
aTpuOyTHBHE KapaKTEPUCTHKE TOjeANHUX €JIeMEHATa CTaTUCTUYKOT CKyTa
WIM HEroBUX MojelIuHUX JenoBa. MelhycoOHa mnopehema ancoiayTHHUX
OpojeBa WM KapaKTEpPUCTHKAa HE Jajy HaMm TpaBy CIUKY O IOCMAaTpaHO]
nojaBu. Y mopelhemumMa HaC HHTEPECY]y pelaTUBHU OJHOCH OATroBapajyhux
amcoJlyTHUX M3HOca Koju omoryhaBajy mnopehema Bullle pPa3THUUTHX
mokaszarejba IOCMaTpaHe I[0jaBe Yy CTaTHCTUYKOM CKymy. Tako je Ha
npuMep, JaleKko 00Jbe YTBPAWUTH T3B. CTOIY HE3AOCIEHOCTH HETo Opoj
He3anocieHux. Mcro Tako MOXeJbHO je 3HaTH OCTBAapeHH [OXOJaK II0
3aIl0CIICHOM, a HE CaMO YKYTIaH OCTBAapeH JOXOAaK y mpemy3ehy.

VY CTaTUCTHYKO] MpaKCH Ce€ KOPUCTE TPU KAaTErOpHje pelaTUBHUX
OpojeBa: mponopumje, peJIAaTHBHU MOKA3aTe/bH U HHAEKCH.

IIponopuuja

VY aHamuM3M CTAaTUCTHYKUX TOAaTaka KOju Cc€ OJHOCe Ha
KBaJIMTaTMBHA CBOJCTBAa CTaTHCTUYKOI CKyla CIYKUMO ce Hajyelhe
nponopiyjama. [lpernocraBumo 1a cBojcTBO X MMa k kareropuja, (k> 2) u
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na N eneMeHaTa CTAaTUCTHYKOI CKyna MpuUMaaa NpBOj KaTeropuju, N
eJeMeHaTa Mpumaaa APyroj KaTeropuju, ..., k-toj kateropuju mpumnama Ny
esleMeHaTa nocMarpasor ckyna. O3naunhemo ca N ykynaH Opoj enemeHara
cTaTUCTHYKOT ckyna. Tana je

Konuunuyu

P :ﬂ’ i=12 ..,k (2.1)
N
Hazusajy ce Mpomopuuje oocosapajyhux kamezopuja céojcmea X. Yecmo
ce nponopyuje uspadxcasajy y npoyewmuma. llpoyenmyanno uspadicene
nponopyuje ce 0obujajy ako ce P; nomnoorcu ca 100.

[Tongatke o mpomnopirjama Aajemo y Buay tabena. Tako je y Tabenu
2.1. nara crpykrypa 3anocierux y Cpouju y 2006. ronusu npeMa cMeHama
y Kojuma pazae 3anocieHn. CTpykTypa je maTa TpeKo oaroBapajyhmx
pornopuuja.

Cmena bpoj [Iponopuuja [Iponopuuja y %
[IpBa cmena 943.255 0,686 68,6
Hpyra cmena 256.371 0,186 18,6
Tpeha cmena 176.267 0,128 12,8

YKynHoO 1.375.893 1,00 100,0

Tabena 2.1. 3anocneno ocobswe npema cmeHama

[Iponopiyje cy cactaBHU A€0 CTATUCTUUKUX Tabena myOJIMKOBaHUX
MojaTaka y CKOpPO CBUM CTaTHCTHUYKUM myOnmkanujama. [Ipomopruje ce
MOTYy KOPUCTUTH W y aHaJIM3M KBAHTUTAaTHUBHUX oOenexja. Beoma cy
nmorojiHe 3a nopehema BpeAHOCTH o0eexja X Ha CTAaTUCTHYKUM CKYTTOBUMA
ca BeJIMKUM OpojeM ejemMeHaTa.
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PesaTuBHHE nmoka3are/bLu

MHore ce mojaBe MOTY H3pa3uTH MPEKO PEIaTHUBHHUX OJHOCA JBa
paznuuunta obenexja. Tako ce Ha mpuUMep, MocMaTpa ryCTHHA HACEJLEHOCTH
Kao KOJIMYHUK Opoja CTAaHOBHMKA U BEIUYHMHE TEPUTOpH]E, NOXOJaK per
capita (O TIaBHUW CTaHOBHUKA) Kao TMOKa3aTesb OCTBAPEHOI JOXOTKa
3eMJbE, YHCT JOXOAK TI0 3aIIOCICHOM UT/.

PeslaTuBHM moKa3aTe/b 10jaBe je KOJMYHHMK JiBa OOelexja Ha
InocMaTpaHoM CTaATUCTUYIKOM CKYITY.

N3abpana olenexja y penaTMBHUM IOKa3aTesbMMma Tpeba Ja cy
HajBa)KHU]a 3a 00jalImaBamke ocMaTpaHe mnojase. Bpeqnoctu tTux obenexja
MOTy OMTH AMPEKTHO yTBplheHa ,,MepemeM”’ Ha eJEeMEHTHMa CTaTHCTUYKOT
CKymna. AJM je 4ecTo MmoTpeOHO Te BPEAHOCTH KOPUIOBATH M Ha Taj HAYMH
nobutn Oosbe TOKa3aTesbe nare nojaBe. Ha mpumep, y mocmarpamy
npobyiemMa 3allITUTEe Ha pajly, OCHOBHH MoKa3aTesb je Opoj moBpena. bosbu
nokasatesb je Opoj n3ry0JbeHuX pagHux catu 300r moBpena. OBo obenexje
Tpeba mopeauTH ca OpojeM 3arocieHux y opranuszainuju. Hapasno, 6osbe je
nopeheme W3BpIWIMTH Tpema Opojy 3amoCieHuX Yy TNpOM3BOAWmU. Pamu
YIOPEUBOCTH OBa JiBa oOeliexkja Tpeba u3padyHaTH yKymaH Opoj paaHHX
caTl CBHUX 3alOCICHUX Yy TMPOM3BOAKBM M ca UM HOpPEeIuTH Opoj
n3ryOsbeHux catu 300r nospeaa. Tako he ce 1oOuTH Haj6OJbU MOKA3aTEIbU
OpPraHM30BaHOCTH 3aINTHTE HAa paxy Koju he OWTH ymopeauB ca TaKBUM
NI0Ka3aTe/bMa y Pa3IMuuTUM Mpeay3ehuma u y pa3IudyuTuM BpeMeHHMA.

3a penaTuBHE TOKa3aTe/be j€ OJf HM3Yy3eTHE BaXKHOCTH 0Oasza
MoKasaTesba, a TO je o0erexje ca KOjuM ce Jenu Ipyro odenexje. Tako ce
n300poM Oa3ze Moxe Johu 0 CacBHM CYNMPOTHHUX 3aKJbydakKa O IOCMATPaHO]
M0jaBM Ha OCHOBY HMCTUX BpEIHOCTH jemHor obenexja X. Y Tabemm 2.2.
natu cy mojanu o caoOpahajuum Hecpehama y CAJl 3a 1950. roguny u
1964. roguny. 13 yeTBpTE KOJNIOHE ce BUAM aa je y 1964. roquan 10110 10
noBehama Opoja nmorurynux 3a 37% y omgHocy Ha 1950. roguny. Takohe je
Opoj moruHyJux npemMa Opojy cTaHOBHMKaA mopactao 3a 8%. MehyTtum, kox
Opoja moruHyauX npema Opojy ayromoOuia AOLUIO je 10 CMamema 3a 23%.
CnuuHo je u ca OpojeM MOTHMHYIUX MpemMa yKymHoM Opojy mnpehenHux
KHJIOMETapa.
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bpoj morunynux 1950. 1964. |Cromne npomeHa
VYkynas 6poj 34763 | 47.700 +37
Ipema Gpojy 230 | 249 +8
CTaHOBHUKA ’ ’

IIpema 6pojy 7,1 55 23
ayrToMoOuia

[Ipema 6pojy mpehennx 76 57 95
KWJIOMEeTapa ’ ’

W3zBop: National Safety Council Accident Facts, 1965.

Tabena 2.2. Bpoj noeunyaux y aymomoounckum necpehamva

HNupexcu

Jeman op BaXHUjUX 3ajaTaka CTATUCTHMYKUX MCIIUTUBAma je
npaheme W aHanM3a AMHAMUYKHX KpPETama JPYIITBEHHX, EKOHOMCKHX H
NPUPOAHUX I10jaBa. 32 OBAKBE aHAIM3E MOJAIM C€ MPUKYTJbajy TaKO IITO Ce
y JaTUM BPEMEHCKUM HWHTEpBAJUMa BpIIC Mepema IoCMaTpaHe IojaBe
MIPEKO CTAaTUCTHYKUX o0enexja u (GopMHpajy ce T3B. BpeMEHCKe cepuje
MOCMaTpaHuX o0eNexja.

3a HajeTHOCTaBHHU]Y aHAJIM3Y TAaKBUX CEpHja CIY)KUMO Ce HHICKCHMa
KOJU TIPECTaBJbajy MOKa3aTeJhe MPOMEHa IMMocCMaTpaHuX obesexja y JaThuM
BPEMEHCKHAM HHTEpBaJIMMa (JHEBHE IPOMEHE, MECEUHE, TOIUIIELE U CIL.).

HNupexke je 0Opoj Kxoju npeocmasmwa KOMUYHUK — 8PEOHOCHIU
nocmamparnoz obenedxcja X y mpenymxy t, (X,), u epeonocmu moe

obenesicja y Hekom opyeom mpenymky t', (X,.),

1(t,1')=

HOCTOje ABC BPCTC UHACKCA: JIAHUAHU 1 Oa3Hu UHOCKCH.

2.2)

Xt
X,
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2.1. Ananuza cmamucmuukux nooamarka

JlaHYaHM HWHIEKCH C) KoIuyHuyu epedHocmu obdenexcia X y
mpenymky t, (X,), u wezose pednocmu y npemxoO0HOM mMpeHymKy meperoa

t-1,(X, ).

AX0 BpeMeHCKa cepuja caJipiKu IMoIaTKe 0 BpelHoCcTUMa obenexja X
y TpEeHyLIMMa Mepema 7, IpH 4yemy je
te[l,2,..T],
Taja cy JaH4YaHW WHJEKCH JJaTH HU30M OpojeBa

X A A (2.3)
Xl XZ XT—l

Hajuemrhe ce oBu OpojeBu MHOxe ca 100 ma ce MaHYaHU MHAEKCH
u3paxaBajy TMpolleHTyanHo. Hwu3 maHdanux wuHAekca (2.3) wu3paxkasa
y3acTorHe pomMene obenexja X. O3HauaBahemo ux ca

b, L, .. It

3a epemencky cepujy 00 T nodamaka ooduja ce (T-1) namuanux
uHoekca jep ce mnpeu nooamax y cepuju He Modice nopeoumu cd
npemxoOHUM.

AXO O] IPOIIEHTYaJTHO W3PaKEHOT MHJIEKCA y TPEHYTKY / 0Jy3MEeMO
100 noOuhemo mpoIeHTyaIHO U3paKeHy MPOMEHY olenexja X o1 MOMEeHTa
(-1) mo MOMeHTa ¢ KOjy Ha3MBaMo cmona npomene. Ha npumep, ako je /=
141,5 To 3Haum na je obenexje X mopacno 3a 41,5%, a ako je /~=92,3 onna
ce obenexje X cMamuio 3a 7,7%.

Hu3z nanganmx wWHOeKca ce Moke mnpenacraButu Tpadumukum. Ha
XOPHU30HTAJIHO] OCH C€ HAHOCH Bpeme (JaHH, MECEelu, TOJUHE U CIl.), a Ha
BEPTHKAJIHO] OCU oJroBapajyhe BpeIHOCTH JlaHYaHMX HHAeKca. JloOujeHe
TayKe Ce CIOje MOJUTOHATHOM JUHHUjoOM. Tako ce go0uje rpaduKoH KOju Ha
OUMWTJIEIaH HAYMH TOKa3yje KpeTame MOCMaTpaHOr o0elekja BPEMEHCKE
cepuje. Ha Cnunm 2.1. npukaszaHo je KpeTawe MHIAYCTPH]CKE MPOU3BOIE
MPEKO MeCEYHUX HHAeKca y nepuoay 1958-1966. roqune.

JlaH4aHN WHIEKCH C€ KOPHCTE 3a aHaJu3y BPEMEHCKUX cepuja
paznuuuTux obenexja. Ha mpumep, ako ce mocMarpa Kperame Opoja

15



Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

3aIO0CICHUX ¥ BPEIHOCT IIPOM3BO/IHC OH/Ia ce OMIIO KaKBa aHAJIM3a OBa JBa
obenexja 6a3upa Ha nopehemrMa oaroBapajyhnux JJaH4YaHUX WHAECKCA TaTHUX
BPEMEHCKHX cepHja.

19 ro1al i
pd
140
/|
_ -._ff
120 e
1009\
80

1958 1960 1962 1964 1966

Cnuxa 2.1. I pagpuxon kpemaroa undycmpujcke npouseoorse

Ba3Hu uHaeKkcH cayoce 3a uckasueare npomene NocmMampano’
obenedcja y 8peMeHcKoj cepuju y 0OHOCY HA jeOan MpeHymak mepersa cd
KOJUM JiCenumo 0a nopeoumo Hacmaie npomeHe.

ba3nu uHIEKCH Cy KOJIMYHUIIN BpeTHOCTH obenexja X y TpeHylnuMa
Mepema ¢, TIPU YeMy je

te[l2,..T],

U BpeaHOCTH olOenexja X y TpeHYTKy f. ba3HU WHAEKCH H3paKeHH Y
MPOLIEHTUMA JTI0OM]jajy ce aKo ce KOMMYHULIU momMHoxke ca 100.

Ako cy BpeaHocTH obenexja X y MocMarpaHUM TpPEeHyLHMa

X, X, X, , 0 Xo BeroBa BpeIHOCT Y TPEHYTKY #o, TaZa HU3 KOJIMYHUKA
Xl X2 XT
SRR TR X,

npejcTaBba 0a3He MHICKCE TOCMAaTpaHe BPEMEHCKE cepHje.

16



2.2. Pacnooena ppexeenyuja

2.2. PACITIOAEJIA ®PEKBEHIINJA

[Tocmarpahemo ctatuctuuku ckyn ox N enemeHara Ha kojuma hemo
WCIIUTUBATH KBAaHTUTAaTHUBHO obOenexje X. [IpernocraBumo ma oGenexje X
Ha jJeIHOM €JIeMEHTY CTaTUCTHYKOT CKyla MO)XKe Y3eTH caMy jelHy
BpPEHOCT U3 cKyna OpojeBa

{xlaxza "'rxk}3
rae je k 6poj mMoryhux pas3iM4uTHX BpPEJHOCTH MOCMAaTpaHOr olenexja,
KOHAaYaH je, aJli He CYBUIIIE BEJIUKH Opoj.

Ha mpumep, ako ce mocmarpa 6poj wiaHoBa 1oMahnHCTBA Ha CKYITy
nomahuHCTaBa y jeJHOM PErMoHYy OHJa je CKyIl MOryhux BpeJHOCTH OBOT
obenexja ckyn OpojeBa

{1,2,...,10}.

Hcro Tako Opoj cmena y mpeay3ehnma Moxe y3eTd jeqHy OJ

BPEIHOCTH
{1,2,3}.

Kox TakBor obenexja CBe HErOBe BPEIHOCTH HAa MOCMATPaHOM
CKYITy MO>KEMO H3Pa3uTH PaAcnooesiom ancojiymHuux ppexkeenuuja xoja ce
nobuja Tako IITO ce 3a CBaky Moryhy BpenHoOCT olenexja X, yTBPAU

KOJIMKO €J€MEHaTa CTaTUCTUYKOT CKYIIa y3uMa Ty BPEJHOCT.
O3HaunMo ca f; Opoj ereMeHaTa CTAaTUCTUYKOI CKyIa KOJ KOJHUX je
X =x,.

1

Taoa ce ckyn napoea epeonocmu

(xb _fl)) (xZ’ _fZ) y ooe )(xk’ﬁc)

Hazuea pacmnojesa ancoJyTHUX (peKkBeHUHja nocmamparnoz obenedxcja X
Ha 0amom Cmamucmuikom CKyny.

Hajuenthe ce, paau mperneqHocTH, pacmonena Jaje y BHIy Tadene
(Tabena 2.2.).

17



Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

Bpennoct obenexja X | AmconyTHe ppekBeHIrje
(X) %)
X, £
. /s
X, Je
YKynHo N

Tabena 2.2. Pacnodena obenedcja X

[lo mpaBmimy je CTaTUCTHYKH CKYNl BEJIMKH, a Opoj Mmoryhmx
BpPEAHOCTH 00enexja X Malu y OJTHOCY Ha BEJIMYMHY CTaTUCTHUYKOI CKyIa.
3aro HaM pacnojena (peKBeHIMja YNHU Macy HojaTaka MperjieJHUjoM, a
UCTO TaKO M IMOTOJHHUjOM 3a Aasby aHaimu3y. Caj ce ymecto N BpPEeTHOCTH
obenexje X mocMatpa k mapoBa BpeIHOCTH (X;, f;) ¥ TIpU TOME c€ He TyOH
HUIITa y YKyIHO] KOJMYMHU HH(pOpMalMja Koja je cajgpkaHa y THUM
nojanuMa.

[IperniocraBuhemo na je obenexje X HEMPEKUIHOT THUIA U J]a MOXKE
y3eTH Omio koju peanaH Opoj u3 uHTepBaia (a,b). Untepsan (a,b) moxe
OWTH KOHAYaH WM OECKOHAYaH.

Ilooenuhemo unmepsan (a, b) na k noounmepsana
Ag-A1y A1-A2 yeees Af-1-Afs
npu uemy je ag = a, ax = b, koje hemo 36amu TPyNHA WHTEPBAJIN.

Ha ocHoBy u3mepenux BpeaHocTu obenexja X Ha eleMeHTHMa
CTaTUCTUYKOT CKyna ozapehyje ce pacnojena (GpekBeHLMja TaKo IITO Ce 3a

18



2.2. Pacnooena ppexeenyuja

CBaKU I'PyIHHU UHTEPBAJ a;.1-a; YTBPAH OpOj eJIeMeHaTa CTaTUCTUYKOT CKyTIa
KOJI KOJUX BPETHOCT X MpHIaia TOM HHTEPBaIY, Tj. KOJ KOJHX je

ai.1<X<La;

3a cBako ie{l,2, ...k}. O3Haunumo Opoj Tux enemeHara ca f. [loOujeHa
pacnozena ¢ppekBeHIja npukazana je Tabenapuo (Tabema 2.3.).

['pymiHu nHTEpBaAIH AriconyTHe (hpeKBEHITH]E
- a I
a, —a, e
Ay — 4y S
Ykynuo N

Tabena 2.3. Pacnooena obenexcja X

I'pymau unTepBanu y Tabemu 2.3. He Mopajy OUTH jeTHAKE TyKHUHE.
Hajuemhe cy mpBu u mocienmsy HWHTEpBaN HajBehwm W ca HajMamUM
¢dpexsennujama. JyxuHe ocramux (k-2) uHTepBaja 3aBHUCE OJf HHUXOBOT
Opoja u of 1ojaBe Kojy u3paxana odenexje X. OnpehuBame Opoja rpymHUX
MHTEpBaJia ce Ha pa3Iu4yuTe HauuHe. Tpeba BOAUTH padyHa Ja MPEBEIUKH
Opoj MHTepBaja OTeKaBa aHAIM3y W YMHU mojaTke HemperieqHuMm. Ca
Ipyre cTpaHe, NpPEBUIIe Madu Opoj HWHTEpBajla HE CaApXKH JIOBOJHHY
KOJINYMHY MH(pOpMaIIHja O CTATUCTHYKOM CKYITY.

IIpu oppehuBamy rpynHuUX HHTEpBaja Tpeda ce NpuApKaBaTH
cineneher NpuHIUIA: 00pedumu Opoj u OyrHcuHE ZPYRHUX UHMEPEANa
maxko 0a OHu caopiice MAKCUMATHY KOJAUYUHY UHQoOpmauuja y3 rmuxoe
MuUHuUManan Opoj.
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

PenaTuBHe ppexkBeHumje

Pacriogena amconyTHUX (QpEeKBEHIIMja je TOJECHA 3a aHalu3y |
rocMaTpame IOojeIMHUX o0enexja ojJBojeHo. Mehytum, ako Tpeba
nopeauTu odenexje X Ha JBa WIM BUIIE CTaTUCTHYKUX CKYIOBA, OHJA
arnconyTHe (ppekBeHIMje HEe O/Apa)kaBajy yrnopeauBe peaiiHe m3Hoce. Mcto
TaKo, ako Tpeba mopeauTu odenexje X ca HeKuM ApyruM obernexjeM Y tamga
HaMm arcoslyTHe (pekBeHLMje He omoryhaBajy TakBa mopehema. 3aro je
noTpeOHO arcoayTHEe OpojeBe MPETBOPUTH Y PEIATHBHE M AHAINU3Y BPIIUTH
Ha OCHOBY T3B. PEJIATUBHUX (DPEKBEHITH]a.

[IpernocraBumMo na obenexje X w©Ma HEKy O pacrojena
anconyTHUX ¢pekBeHnMja kao y Tabemama 2.2. u 2.3. 3a cBaku TpynHU
WHTEpPBAI M 3a CBaKy BpeTHOCT obOenexja X oJpeauMo pelaTHBHY
(pEeKBEHIN]Y Ka0 KOTUIHHUK

Py

npu yemy je i€{l,2,...k}, a ca p; CMO O3HAUMJIM BPEIHOCTU pPEJATHUBHE
¢pexBenuyje. PenatuBHe (pekBeHIMje cy OpojeBH KOjU 3aJ0BOJbaBajy
cieneha nBa yciosa:

1)p;>0,3acBakoie { 1,2, ...k} u
k
Dprtprto =145 p =1
i=1

PenatuBae u amconmytHe (pexBeHIMje ce Hajuemthe majy y jemHOj
ncroj Tabenu kao mto je To y TabGenu 2.4 mpukazano. [Ipouentyanno
U3pakaBame pelaTUBHUX (PPEKBEHIMja YMHU MX MOTOJHUJUM 3a nopehema
¥ 32 rpauKo IpeCTaBIbambe.

20



2.2. Pacnooena ppexeenyuja

PenaruBhe
Bpennoct ArncomyTHe Penarusne )
obenexja, X dpexsenmje, / | Qpexsenmuje, p dpexsenmuje y
’ ' ’ npoLeHTuMa , %
_ N
a, — a, f1 Pl—N p, 100
S
o : P2 = P, 100
Apy — A S b - S p, -100
TN
YxynHo N 1,00 100,00

Tabena 2.4. Pacnodena peramushux ¢pexeenyuja”

KymynaruBHe ¢ppexkBeHuuje

VY ananuzama Hekor o0enexja X Ha CTATUCTHYKOM CKYITy Y€CTO Hac
UHTEpecyje oaroBop Ha cienehe mnurame: Konmko mma eneMeHara y
CTaTHCTUYKOM CKYTy KOJ KOjuxX obesexje X uMa BPeIHOCT Mamy Off HEKOT
yHanpen aaror 0poja x? Ha npumep, uHTepecyje Hac KOJIMKO UMa paJHHUKA
ca JTMYHUM J0XO0TKOM MamuM o 4000 nuH, MM KOJHMKO MMa OIIIITHHA ca
HaIlMOHAJIHUM JOXOTKOM IO TJIaBM CTAHOBHMKAa MamUM O] MPOCEYHOT
HalMOHAJIHOT 1oX0TKa y PenyOmuuu Cpouju u ci.

Jla Ou naxiie JOUUTH JI0 OATOBOpa Ha OBaKBa MUTaHa CIIY)KUMO CE
T3B. KyMyJIaTUBHUM (peKBeHIIMjamMa Koje ce ojpelyje Ha OCHOBY
ariCOJIYTHHUX WUJIM PEJIATUBHUX (DpEeKBEHLIN]a.

" Ako je obenesxje X IpeKHIHOT THIIA OHJIA Y TIPBO]j KOJOHH YMECTO IPYIHHX HHTEPBAIa
cToje oarosapajyhe BpenHocTH TOT o0esexja.
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Cmamucmuxa 3a UHIICUIbEDE

H3 pacnooene anconymmuux ¢ppexeeHyuja 6peOHOCm KyMYlamueHe
@yHKyuje 3a i-mu epynHu uHmepean 0oduja ce Kao ce ceée (pexeeryuje 3a
npemxooHe unmepsaie cabepy. Tako he ce 0obumu oa je

ci=fitfot...

sa ie{l, 2, ..., k}, a c; o3nauaea KymyJaaTuBHY (peKBeHIHUjy i-moe
2PYNHO2 UHMEPB8ad.

Kan ce kymynaruBHe (hpekBeHIHje ¢; mojelne ca OpojeM ereMeHaTa
CTaTUCTUYKOT CKyma J00uhe ce penaTuBHE KyMyJlaTUBHE (PPEKBEHIIH]E KOje
03HauaBaMo ca F; 1 Koje Cy Jare ca

3a cBako ie{l, 2, ...k}.

Pacnonena kymynatuBHuX (ppekBeHLMja prKka3aHa je y Tabenu 2.5.

PenatuBHe
Ipymiu AriconyTHe KyMmynaTusHe
nHTEepBaIN, X ¢dpekBenuyje, [ dpexBenumje, ¢ KyMyJIaTUBHE
’ ’ ’ bpexsennyje, F
¢
%4 ! o= f=y
C
/ F =2
a4~ a4 ’ & =1i+/ :
a,,— a, fk Cr :f1+f2+“"fk F :C—kzl
k
N
Toran N

Tabena 2.5. Pacnodena kymyniamusHux gpexeenyuja

PenatuBHe KyMmynaTuBHE (pEKBEHILMjE€ C€ MOTY OJPEIUTH U U3
penatuBHUX (ppexBeHunja. Hanme, us uspasa 3a C; u F; Buau ce aa je
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2.2. Pacnooena ppexeenyuja

F,=L+f—2+...+£
N N N

’

OJIHOCHO
i
F,=2p;
j=1

3a cBako i€ {1, 2, ....k}.
PenatuBHe KyMynaTuBHE (PpEKBEHIIH]E
Fi, Fa, .. F

YiHE jeqaH Heonanajyhn Hu3 peanHux Opojesa u3 natepsaina [0,1].
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

2.3. TPAOUYKO ITPUKA3SUBAILE PACIIOJAEJIA
OPEKBEHIINJA

Jla Ou nakiie youuiau U UCTAKIIM TJIaBHE KapaKTepUCTUKE PacHojerne
(dpekBeHnja HeKor obenexja X Ha MOCMATPAHOM CTATUCTUYKOM CKYITY
CIIy’KMMO ce rpapuKOHHUMA.

I'pagpukone pacnogena ¢ppekBeHIHja KOHCTPYHUIIEMO TAaKO INTO Ha
XOPHU30HTAJIHO] OCH HAHOCUMO BpeIHOCTU obenexja X (ako je X mpeKkugHor
TUNIA) WIM TpaHUIlE I'PYNHUX HHTEpBana (ako je X HENpeKUJIHOT THIIA).
YMecTo rpaHuIia Ha OCH X C€ MOTY HAHOCHUTHU CpeJIMHE TPYIHHUX WHTEepBaa.
Kon rpadukona arcomyTHuX (peKBEHIM]ja Ha OCY } € HAHOCE BPEIHOCTH
onrosapajyhux (pekBeHlMja 3a TPyIHH MHTEpPBaJ WIM 32 BPEAHOCTH X U
KOHCTpPYHILy TpPaBOYraOHWLIM M3HAJ TIPYNHUX HHTEpBajla ca BHUCHHAMa
jenHakuMm (pekBeHIMjaMa. AKO Ce Tadke KOje OJroBapajy cpeauHama
TpyIHHUX WHTEpBajia U (pPEeKBEHINja CTIoje qy’Kuma goouhe ce T3B. nonuzou
ancoaymuux gpexeenyuja. llpumep: Tabena 2.6. u Cnuka 2.2.

X f P C
2,25-235 2 0,01 2
2,35-2,45 23 0,11 25
2,45 -2,55 49 0,23 74
2,55-2,65 63 0,29 137
2,65-2,75 45 0,21 182
2,75-2,85 25 0,12 207
2,85-295 3 0,01 210
2,95-3,05 4 0,02 214

Ykynuo 214 1,00

Tabena 2.6. Pacnoodena obenexcja X
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2.3. I'pagpuuxo npukazusarve pacnooena gpexsenyuja

GZ : //\\ :

30 | \ i
20 | // \ 4
1: - }Z -

225 235 245 255 265 2,75 2,85 2,95 3,05

Cnuka 2.2. I[lonueon u pacnooena gppexeenyuja obenesxncja X

3a mpHUKa3uBambe pacrojena peaaTUBHUX (pEeKBEHIMja KOPHUCTE ce
xucmozpamu. KoHCTpyully ce Tako IUTO C€ Ha OCYy X HAHOCE CPEIUHE
rPYIIHUX MHTEpBaja, a 3aTuM C€ OKO THUX Tadaka KOHCTPYyUIIy
MpaBOyraoHIM 4nje he moBpimHe OUTH jeHAKe BPEAHOCTHMA PEeaTHBHUX
(dpexBeHIHja.

AKO je nyXuHa I-TOT WHTEpBasa d =a,—a,_,, OHIAa BHCHHA

a,+a, : bi ;
MABOYTAOHUKA H3HAX TAUKe, ==, Tpeba ma je h, = - py YeMy je
i

i=1,.2, ...k, apje onroBapajyha pemaruBHa ppeKBeHIIH]a.

Taxo ce 3a monatke u3 Tabene 2.6. 1o6uja XxucTorpam MpuKa3zaH Ha
Cnuum 2.3.
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

i
30 [
D; /\‘
i 25 1/ \
0,1 7 .
20 | / \
X
15| / N
, AY
10 | 7 \
| / \
05 001 Jo11 (023|020 | 021|042 [\oo1 002
1 1 1 1 1 1 I 1 .

23 24 25 26 27 28 29 30

Cnuxa 2.3. Xucmoepam penamusHux gpexsenyuja

XucTorpaM je BeoMa 1moroJiaH 3a nopeheme pacrozenna GppekBeHImja
jenHor obenexja Ha BUIIE CTaTUCTUYKUX CKymnoBa. Tako ce Ha mpumep ca
Crnuke 2.4, Ha K0jOj Ccy AaTu Xucrorpamu obenexja X — nBe kiace A u B,
BUJIM Jla TIOCTOje pa3iiuKe y pacmonaenama. Y kimacu A Behe BpeaHOCTH
obenexja X Cy KOJ BEIHMKOT Opoja elleMeHaTra MOCMaTpaHOT CKyma, a y
kiacu B je o6pHyTO.

40 T T T T T T T T T T T
klasa B

20 r E
klasa A

10 L

205 245 225 235 245 255 265 2,75 2,85 205 205

Cnuka 2.4. Pacnoodena obenesicja X na 0sa ckyna
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2.3. I'pagpuuxo npukazusarve pacnooena gpexsenyuja

KymynatusHe (pekBeHInje ce Takohe MOry MpuKazatu U rpa@uuku
Kao mTo je aaro Ha Ciuiy 2.5. Ha K0joj Cy npuKa3aHu nogany u3 Tabene
2.6.

214 T
200

100
ne vige od... ! ! ' ' :

ne manje od...

150 |

100 | — 50

50 L — 25

o 1 1 1 1 1 1 1 o
2,25 2,35 2,45 2,55 2,65 2,75 2,85 2,895 3,05

Cnuka 2.5. I paghuxon kymynamusHux ghpexeenyuja

Ha ocnoey xucmocpama koju oozosapa pacnooenu penamusHux
@pexsenyuja Henpekuonoz obenexcja X, modxce ce uzabpamu Kpuea IuHUja
Koja he anpoxcumupamu nocmampany pacnoodeny ¢gpexeenyuja. Ta kpusa
JuHUja ce 306e 3aKOH BepoBaTHoOhe wiu QyHKHHUja TycTHHe U
npeocmassa cpaHuyHy 00IUK Xucmoepama axko ce 0Opoj enemenama y
CMamucmu4kom CKyny HeocpaHuueHo nosehasa, a Oydcune 2pynHux
UHMEPBANA HA OCHOBY KOjUX NPAGUMO XUCMOZPAM HEOSPAHUYEHO CMArbY]Y.

TakaB jeman 3akoH BepoBaTHOha nat je Ha Cnumm 2.6. OnpehuBame
3aKoHa BepoBaTHOha Ha OCHOBY IIOJaTaka O BPEJAHOCTHMA Y KOHAYHOM
CTAaTHCTUYKOM CKYyNy TMPEJACTaB/ba jelaH OJ OCHOBHHX mpoOiema
aHAJIMTUYKe cratuctuke. Kajg ce yTBpAM TayHO 3aKOH BepoBaTHOhAa KOjH
OJIrOBapa JaTUM MEpeHhHMa MOXE Ce CMAaTpaTH Ja Cy YCIEIIHO PEIleHH
CKOPO CBH MPOOJIEMH Be3aHH 3a OJUTyYHMBara Ha OCHOBY IOCMAaTpPaHOT
obenexja.
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2.4. Cpeore epednocmu

2.4. CPEAILE BPEJHOCTHU

Kopucrehu penatuBHe OpojeBe u pacnojeny (ppeKkBeHINja MOXKe ce
crehn u3BecTan riao0alHM YTHCAK O MOCMATPaHO] IMOjaBU U MOCMATPaHOM
CTaTUCTUYKOM CKymy. Mmak 3a najby M CBPCUCXOAHHU]Y aHAIM3y MOTpeOHe
Cy HaM Npelu3HHje METoJle¢ KojuMa heMo Macy CTaTUCTHUKHUX MojaTaka
00paJuTH TaKOo J1a MOCTaHe YINoTpeOsbHBa y MPOLIECy JOHOLICHA OAJTyKa.

AHanu3y CTaTUCTHYKUX MOAAaTaka MOXKEMO BPIIMTH Tako MTO hemo
ne(puHUCATH U3BECHE MOKa3aTesbe WM MapameTpe, uije he HaMm BpeIHOCTH
n3pakaBaTu oapeheHe cymMapHe KapaKTepHCTHKE JaTHX II0/aTaka.
Bpeanoctu ytBphenux mapamerapa omoryhuhe noHomeme 3akjbydaka o
onpeheHoj TMojaBM WM TIPOIECY KOJH CYy W3PAKEHU IMOCMATpPaHUM
noJanyuMa.

[IpBa Tpyma TakBHX Mapamerapa Cy T3B. Cpedwe 8PeOHOCHmU VU
npoceyu. Beoma 4ecTo ce KOpPHCTE M y CBAaKOJHEBHOM JXKHMBOTY. Hamme,
CBAKOM je MO3HATO IITa 3HAYM MPOCEYaH JIMYHHU JT0XOJaK, MPOCEYHA CTOIA
pacTa, Wiu MpoceYHa MpOAYKTUBHOCT U cj1. OBU MapamMeTpu MOKa3yjy HEKYy
IEHTPAJIHy BPETHOCT TocMaTpaHor obenexja X Ha eleMeHTHMA
cTatTucTUIKor ckyma. [lojkesbHO je na cpeame BpeqHOCTH uMmajy cienehe
ocoOuHe:

o AKO Ccy cBe BpeIHOCTH IOCMaTpaHor obesexja X Ha CTaTUCTUYKOM
ckymy Mel)ycoOHO jeTHaKe, OH/Ia U IbUXO0Ba Cpeha BPEIHOCT Tpeda
11 je jeIHaKa TOj BPEHOCTH.

o Y 1atoM CTaTUCTUYKOM CKyIy IIOCTOjU HajMama U HajBeha
BpPEAHOCT TocMaTpaHor obenexja X. Cpenma BpeHOCT Tpebda na je
Beha o1 HajMame, a Mama o1 HajBehe BpegHOoCcTH 0bOemexja X.

o Cpenma BpegHOCT Tpeba J1a 3aBUCH O]l CBUX BpeAHOCTH olenexja X
Ha [1€JIOM CTaTHCTUYKOM CKYILY.

VY oBy rpyily mapamerapa crajajy: apuTMeTHYKa, XapMOHUjcKa U
reoMeTpHjCcKa cpeiMHa, 3aTUM MOAYC U MeAnjaHa.
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ApHUTMETHYKA CPpEeAUHA

Y CBakOJHEBHOM JKHBOTY Kao cpejma BPEIHOCT Hajuenihe ce
KOPUCTU apUTMETHYKAa CpeAMHA. 3aTO CE€ 4YeCTO MOJ IO0jMOM ,,IIpOCceK”
MoJpa3yMeBa apuTMETHYKA CPEINHA.

ApHTMeTHYKA CPeAUHA Hu3a bpojesa je Opoj Koju ce 0oduje kaoa
ce wuUx06 30up nooenu ca YKynHum Opojem 4ianoea moz Hu3d.

OCHOBHHM METOJl M3pavyyHaBama apPUTMETHYKE CpPEIMHE je HCTH 3a
HEerpyIucaHe u rpynucaHe nojaTtke, a GopMmysie ce Majio pasiuKyjy.

[TocmaTpajMo cTaTHCTHUKM CKynm of N elleMeHara Ha KojuMa
UCIIUTYjeMO KBaHTHTAaTUBHO oOenexje X. Heka cy yrtBphene cruenehe
BpPEIHOCTH 00enexja X Ko/ elneMeHaTa CTaTUCTHYKOT CKyTa:

X1, Xo, .oy X.

Tana je aputmeTnuka cpenuHa obenexja X jenHaka
_ 1
x:—(X1 +X, +...+XN),
N
nim Kpahe HarmmcaHo

¥=—3 X (2.4)

npu yemy je x (,,ukc 0ap”) 03HaKa 3a apUTMETHUUKY CpeiuHy obenexja X.

Ako je obOenmexje X mpeKkuIHOr THMAa ca k MOTYhHMX pa3TUYUTHX
BPEIHOCTH

X1y X2y eees Xk

Taja Cy BPEAHOCTH obOenexja X Ha CTAaTUCTUYKOM CKYITy JaTe pacloiesioM
(bpexBeHIMja,

X X1 X2 ... Xk

F h fow f

IIpH Yemy je
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2.4. Cpeore epednocmu

Zf,:N.

i=

ApuTMeTHYKa CpeHa OBOT o0elexja je
1 k
X=—)>Xx-f, 2.5
TIRL (2.5)

jep y mpazy (2.4) mehy OpojeBuma X;, Xa, ..., Xy Koju oaromapajy
BpeHOCTHMA olenexja X Ha elleMEeHTHMMa CTaTUCTUYKOI CKYyIa, f| OBHUX
OpojeBa numahe BpemHOCT x|, f, he uMaTu BpPEAHOCT X,, UTH., f; he umaTu
BPEIIHOCT X, 1A Y HbHUXOBOM YKYITHOM 30Hpy Tpeba CBaKO X; MOMHOXHTHU ca
/. Tako ce nobuja hopmyia gara uzpazom (2.5).

N xonayHo mpernocraBuhemo aa je obenexje X HEMPEKUIHOT TUIIA
U Ja Cy HEroBe BPETHOCTH HA CTATUCTHUKOM CKYIMy JaTe pacroiesioM
(bpekBeHIMja, IPH YeMy je

X dp— ai ar —dp Af.] — A

f N S S

fi=N (2.6)
i=1
Jla 61 TayHO OApEeNNNIM apUTMETUYKY CPEIUHY 3a OBO obenexje X
cmaTpaheMo /1a CBU €JI€MEHTH CTaTUCTHYKOI CKYIa KOJ Kojux obenexje X
yhnaza y jenaH rpylHA UHTEpBall, UMajy UCTy BpeaHocT. HajnpuxBatibuBuje
je 1a 3a Ty BpeIHOCT Y3MEMO CpeArHY OJroBapajyher uHTepBaia.

3ato hemo y ciydajy Kaj je IyXKHHA TMPBOT M MOCIEIHEr TPYITHOT
WHTEpBaJla NPUOIMKHO jeIHAKa Jy)KHHU OCTAUX HWHTEpPBAJIA, [-TOM
WHTEPBAy MPUIPYKUTH BPEAHOCT 00eIexK]ja x; Koja je jeqHaKa

o= diata (2.7)
3ai=1.2, ..,k ’ -

AKO ce TIpBU U TOCTEAHU TPYITHA MHTEPBAJ 3HATHO PA3JIUKY]y IO
Ty>KUHU O] OCTaJINX WHTEPBAJa, WM aKO j€ HEKU O] ’hbUX OCCKOHAYaH, Taja
hemo 3a x| U X y3eTUX BPEIHOCTH
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X =al_iﬁ xk:ak—l"'éa (2.8)
2 2 :
rae je d npoceyHa JykuHa npeoctanux (k-2) unrepBana. Tako he ce
no0uTH cienehy HU3 Tayaka Ha PeasHoj OCH.
d
x1:a1_5 X X Xp =0 T

dy=a a, &, a; G a=b
Apurmerndka cpeauHa obenexja X nator pacnoaenom (2.6) jeaHaka
je
1 k
X=—>x,-f, 2.9
N2 2.9)
IIpY YeMy Cy BPEIHOCTH X; oapehene mpeko (2.7) u (2.8).

ApUTMETHYKY CpPEIMHY MOXXEMO OJPEIUTH M U3 PaCHojelie
penatuBHuX (ppexBennrja. C o63upoM aa je

_Ji
P N’
3a cBako ie(1,2, ..., k), To ce u3pa3 (2.5), onHocHO (2.6) 32 apUTMETUUYKY
CpeMHY MOJKE HAITUCATH U Yy OOJIUKY
k
X=)%-p, (2.10)
i=1

ApuUTMeTHYKa CpeIMHa UMa CBE TPU OCOOMHE KOje Cy IMOXKEJbHE 3a
JeaHy cpelllby BPEeIHOCT. 3aucTa

1. Ako cy cBe BpenHocTH obenexja X Ha TOCMaTPaHOM CKYITy jeTHaKe,
Tj. aKo je 3a cBako i=1,2,...N, X, =c, tana je
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2.4. Cpeore epednocmu

1
x=—~N-c=c,
N

IITO 3HAYM J]a X MMa 0coOuHYy 1.

2. Heka je x HajMama BpenHOCT obOenexja X y MOCMAaTpaHOM

CTaTUCTUYKOM cKymy. Jlako je mpoBeputu aa je X > x. AKO je X’
HajBeha BpegHocT ofenexja X y HOcMaTrpaHOM CKymy, Tajaa je

X <Xx’, a To 3Ha4u JAa X WMa ocoOuHy 2, Tj. Beha je ox HajMame, a
Mama o071 Hajpehe BpemHOCTH TTOCMaTpaHoT 00esekja y TaTOM CKYTIY.

3. U3 m3paza (2.4) xojuMm je nepuHMCAHA apUTMETUYKA CpeHa BUIU
ce Ja IMOCTOjU IUPEeKTHa (YyHKIMOHATHA 3aBHUCHOCT OJ CBHUX
BpeIHOCTH obenexja X.

[Topen oBux ocoOWHa apUTMETHYKa CpelUHAa MMa U HEKe Jpyre
KOPHCHE OCOOHHE.

Ocoouna 1. 36up oocmynarwa epedHocmu obenedxcja X Ha
NOCMAMPAHOM CKYNYy 00 HUX08e apummemuyke cpeouHe je jeOHaKo Hyiu,
mj.

fk&—EZO, (2.11)

0OHOCHO

k

Z(xi -x)f,=0

i=1

Kao je X oamo pacnooenom gppexsenyuja.

Jloka3. PactaBibameM Ha JiBa 30upa jeBe cTpaHe u3paza (2.11)
nobuhe ce

N _ N
DX, -x)=) X,-N-x
i=1 i=1

Ca gpyre crtpaHe W3 u3pa3a KOjuM je nedUHHCAaHA apUTMETHYKA
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cpenuna nobuja ce
N
D X,=N-x
i=1
TaKo Ja je

N p—
> (X,—x)=N-Xx-Nx=0, (2.12)
i=1

a To je 1 Tpebayo MPOBEPUTH.

Ocobuna 2. 36up keadpama oocmynarea epeonocmu oodenedxcja X na
elleMeHmuUMa CmamucmuyKo2 cKyna 00 ouno Koz bpoja a je Hajmarsu ako je
a=x ,mj.

3 (X, — )’ = min, (2.13)
; 1

3a a=X.

Jloka3. O3naunmo ca F(a) ¢yHKOHMjy Koja TpelncTaBiba JIEBY
cTpany u3zpasa (2.13). [la 6u ogpenunu munumym yukmuje F(a) moxeMo
KOpPHCTUTH U3Bojie. Anm hemo oBje TO ypaauTu jenHocTaBHHje. DyHKIM]jA
F(a) je

N
F(a)=).(X,—a)’ (2.14)
i=1

JlonaBameM U Ooy3UMameM X Yy Majoj 3arpaau y ¢yHkuuju F(a),
KBaJIpUpameM U pacTaBibamkheM Ha Tpu 30upa moduhe ce

F(a) :Z(X,. ~Xx)’ —22()(1. —)?)()?—a)JrZ()_c—a)z,
OJHOCHO

F(a)= i(){[ -X)° —2(f—a)i(Xi ~X)+N(x—-a)’, (2.15)
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2.4. Cpeore epednocmu

N3 ocobune 1. cnenu ma je apyru unaH y (2.15) jenHak HyIM Tako Ja je
N
F(a)=) (X, -%)*+N(Xx-a)’, (2.16)
i=1

[IpBu unaH Ha JieBOj cTpaHW M3pa3za (2.16) He 3aBUCH 04 a W UMa
HEHEeraTuBHY BpeAHOCT. [[pyru unaH je Takole HEHeraTuBaH U 3aBUCH O] 4 .
Munnmanny BpenHocT GyHkuuja F(a) he nmaTtu 3a OHO @ 3a KoOje APYTH

YjlaH uMa HajMamy BpeaHocT. To he Outu y cinydajy kag je x—a =0,
OIHOCHO X =d.

Ocobuna 3. Axo uzmehy obenexcja X u Y xoja ce ucnumyjy Ha
jeoHom cmamucmuukom CKyny, HOCMOju JUHeApHA 3Aa8UCHOCH, maod
HOCMOju UcCma maxkeéa 3a8UCHOC U U3Mely MUX08UX apUMMemuyKux
cpeouHa, mj. ako je

Y=aX+b, (2.17)
maoa je

y=ax+b, (2.18)

npu yemy cy a u b peannu opojesu (a #0), X u y apummemuuxa cpeouHa
obenesicja X, oonocHo Y.

/Jloka3. V3 nunHeapHe 3aBucHOCTH (2.17) cieau na je 3a CBaky
BpeAHOCT obenexja X; oarorapajyha BpegHoct obenexja Y; jeqHaka

Y, =aX, +b (2.19)

Apurmernuka cpeanna obenexja Y je
1 N
s_1sy
y=o Z;, :

onakiie ce mocie 3amene (2.19) nobuja

1 N
y=— aX. +N-by,
g N{Z | }

OJHOCHO
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N
y=a%ZX,.+b (2.20)

[Tomro je

TO 3HAYM J1a je u3 u3pasa (2.20)

a To je u Tpebayo NpOBEPUTH.

Ocoobuna 4. [Ipemnocmasumo o0a Ha jeOHOM CIMAMUCMUYKOM CKYN)
00 N, enemenama obenesicje X uma apummemudxy cpeOuty X, a Ha 0py2om

ckyny 00 N, enemenama uma apummemudyxy cpeouny Xx2. Taoa je
apummemuuxa cpedutna 3a X Ha 0ba cmamucmudka cKyna 3ajeoHo jeOHaka
m36. NOHOEPUCAHO] apUMMeEMUUKO] CPeOUHuU

7= % NoX, 221)
N,+N,

Jloka3. Axo ca XI,X2,...,XN1, OHOCHO X ,)(2,...,)(]\,2 03HAYHMO

BpeaHocTH obenexja X Ha eJIeMEHTHMa IIPBOT, OJHOCHO JPYror CKyIa,
apuTMETHYKa cpeirHa o0a ckyma Ouhe jegHaka

N, {ZX +2X} (2.22)
[Tomro je
> X, =N,-% iZX,ﬁ =N, X, (2.23)

3aMeHOM y u3pa3 (2.22) nobuhe ce (2.21), onHocHO 0cobuHa 4.

Ocobuna 5. Ilocmampajmo s cmamucmuuxux ckynosa ca Nj, N, ...,
Ns, enemenama pecneKmugHo u ca apumMmMemuyKuM cCpeouHama Xi, Xz, ...Xs.
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2.4. Cpeore epednocmu

Taoa je apummemuuka cpeduna obenexcje X Ha c8UM CKYNOBUMA 3AjeOHO
jeOHaka nonoepucamoj apummemuykoj cpeouHu

x=—S'N.-x:, 2.24
Nz ) ( )

npu yemy je N ykynau 6poj enemenama ceux cmamucmudkux cKynoea.

Jloka3. Taunoct u3paza (2.24) moxxe ce MNPOBEPUTH HA OCHOBY
ocobuHe 4. kopuctehy NPUHLIKIT MaTEMATUYKE UHTyKLH]je.

HaBenene ocobune apurmeTndke cpennHe oMmoryhasajy y U3BECHUM
CllydajeBUMa 3HATHO JIAKIIa W TadyHWja padyHama. Ako je obemexje X
HETMPEKUIHOT THIIA ¥ ]ATO PACIIOIEIOM (PpEKBEHIIH]ja

X a, —a, a—a, .. a,,—a,
/ S S Ji
Taja ce oroJHUM m300poM /iBa 6poja A u d MOKe yBECTH CMEHa
y=X-4 (2.25)
d

TaKo Ja ce yMecTo OpojeBa X,,X,,...,X, J00U]y MamU OPOJEBU V|, V,,..., V,
KOju he OUTH MOroJIHY 3a payyHamwe.

Kan cy rpynHu uHTEpBaNM jeHakH, OHIA 3a d Tpeba y3eTu JyKUHY
TPYNIHUX WHTEpBala, a 32 A y3€TH CpeAWHy OHOI HWHTEepBala KOjH HMa
HajBehy (pekBeHUM]y. Y TOM ciydajy BpeAaHOCTH 3a Y he Outu wenu
OpojeBu 0, +1, £2,... ma je jako 3a Y cpauyHaTH HETOBY apUTMETUUKY
cpenuny. U3 penammje (2.25) u OcoOunHe 3. crieaw na je apuTMETHUYKA
cpenuHa X jeHaKa

x=dy+A4.

VY mpakcu cy 4ecTu CilydajeBH KaJl HaM je TMOo3HaTa CPerHA jeJTHOT
obenexja, a )KEIMMO JIa OJIPEANMO CPEIMHY HEKOT JIPYTor 00elex]a.

Ha mpumep, ako je mpoceyHH HETO JHWYHH JOXOAAK Y jeTHOM
npeny3ehy x =5000 nuHapa, kakaB Ou OWO TMpoceyaH JMYHH JTOXOJaK
nociie noBehama? Heka je mo 3aBpiiHoM pauyHy npuxBahen mpeasior 3a 8%
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noBehama 1 mwryc 300 nuHapa 3a cBakor pagHUKa 3a TOIIu 00pok. Komnku
he OuTn mpoceuan JuyHU 10X0AaK? AKO je X calalimby TUYHU JOX0aK, a ¥’
HOBH JINYHH JJOXOJIAK, Ta/Ia je

Y =1,05X +300,
Te ce u3 Ocodbune 3. nobuja na je
y =1,05x+300,
OJTHOCHO
y =5350 nunapa.

To je mpocedHn TMYHU TOXOAAK Tocie nmoBehama. Kao mro ce Buawy,
3a BEroBo ojpehuBame HUje HaM OWIO NOTPEOHO payvyyHawe JUYHUX
JI0XOJlaka CBUX paJHMKA, A Ha OCHOBY THX pauyHama yTBphHUBame
poceKa.

YecTo ce CTaTUCTHYKU CKYIIOBH CacToje U3 T3B. cmpamyma. Axo je
yeo CKyn nooemen Ha NOOCKYnose Koju ce mMehycoOHO uckmyuyjy, oHoa
KasicemMo 0a je mo cmpamu@uko8aHu Cmamucmuyku cKyn, a ooeosapajyhu
NOOCKYNO8U CY CIpamyMmu.

3a crpaTu(UKOBaHM CKYIl CTATUCTUYKH TOJAIM CE TPUKYIIbAjy
OJIBOjJEeHO M0 CTpaTyMHMa W BpIIM ce HuxoBa oOpama Takohe 10
cTparymuma. Hekana je aHanm3a 1enor CTaTUCTHUYKOT CKymna Hemoryha, Te
ce Mopajy 3HaTH METOoJIe 3a 00paay mojaTaka koje he omoryhutu na ce Ha
OCHOBY pe3yJiTaTa aHaJIu3e 10 cTpaTyMuMa Jiohe 10 pe3ynrara 3a 1eo CKYII.

I'eomerpujcka cpennna

VY aHanm3aMa BPEMEHCKHUX CepHja HaJIOr0IHH]ja Cpeha BPEIHOCT je
reOMeTpHjCcKa CpeIrHa.

I'eomeTpujcka cpenuna nusa opojesa je N-mu KopeH u3z npouszeo0oa
wezcosux unawosa. Hexa cy X;, Xo, .., Xy eépeonocmu nocmampanoz
obenexcjia X Ha enemenmuma cmamucmuuxkoe ckyna. Ieomempujcka
cpeouna obenexcja X je jeonarka

G=NX X, .- X, (2.26)
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Kan je obenexje X naro pacrnozenom GpeKkBeHIH]a,

X X1 X2 Xk

/ h /2 i

TreOMETpPHjCKa CPEe/INHA je

G=Nxl-xl-..-x], (2.27)

Jep ce cBaka BpeJHOCT oOelnexja x; ojaBibyje f; myTa.

Jla Ou oxpenmv TEOMETPHUJCKY CpeArHy 3a CBako N BPEIHOCTH
obenexxja X Mopajy OWTH TO3WTHBHE. 3aTO je W ymoTpeda TeoMeTpHjcKe
CpeAMHe OrpaHMYeHa caMo Ha OHa 00eJeKja Koja Cy O3UTUBHA.

JloraputmoBameM n3pasza (2.26) nobuhe ce
1 N
log G = FZ log X, , (2.28)
i=1

IITO 3HAYU JIa je JorapuTaM T'€OMETPHjCKE CPEIMHE jeHAK apUTMETHUYKO]
CpeIuHHM JIoTapuTaMa BpEAHOCTH o0elexja X Ha eeMeHTUMa CTaTUCTUYKOT
CKyTIa.

Ha cnuyan HauwH ce u 3a obenexje X Koje je JaTo pacroiesioM
¢bpexBenmja u3 (2.27) nodbuja

k
log G = %Z f; -log x, (2.29)
i=l1

W3 pacnionerne penatuBHUX (PpeKBeHIMja qoouhe ce 1a je jorapuram
T€OMETPH]CKE CPEUHE jeTHAK

k
log G = Z p,logx,, (2.30)
i=1

npu ueMy je3aie {1,2, ...k}
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CBe o0cOOMHE apuUTMETHYKE CpEIAMHE IOCeayje | JIoTapuram
TreOMETpPUjCKE CpeIMHE jep je TO Takole jeHa apuTMEeTHYKa CpeIruHa.

3a BpeMeHCKy cepujy obenexja X

X1, Xo,.... X7
JaHYaHU MHJIEKCH YMHE HU3 OpojeBa
XZ X3 XT
T, 0 <, 2t o
‘le XZ XT—I

KOJU TIOKa3yjJy y3acTtomHe npomeHe obOenexja X. Jla Ou nobwiu cpenmwy
BpPEIHOCT TUX IpOMEHa 3a 1eo mnepuoj 7, oapeauheMo TreOMETpHjCKY
CpeaMHy OBOT HH3a

Gor|X2 X X 2.31)
Xl XZ XT—l
[Tocne ckpahuBama moa kopeHom y uspasy (2.31) nobuja ce
(2.32)

OJIaKJIe CEe BUJHM JIa TEOMETPUjCKa CPEIMHA 3aBHCHU O] T3B. CIHONE pacma 'y
NIOCMaTpaHOM HWHTepBaly. IbeHo pauyHame je J0ocTa jeJHOCTaBHO.
JIOBOJRHO j€ TMO3HaBaTH BPEIHOCT oOenexja X Ha TOYETKY W Ha Kpajy
BPEMEHCKE cepHje.

'eomeTpujcka cpearHa je TOrogHa 3a ojApehuBame MPOCECYHHX
MpOMEHa Ca HEMOTIIYHUM TOoJalMa, Tj. 3a Cepuje y KOojuMa He 3HaMo
BpeIHOCTH obenexja X 3a cBe roamHe. Tako ce Ha MPUMEpP Ha OCHOBY
MonKca CTAaHOBHUILTBA J10OWjajy BPEIHOCTH Yy roJlMHamMa IoIuca, ajl ce Ha
OCHOBY THX BPEJHOCTH MOPajy M3BPIIMTU MPOIEHE BPETHOCTH U 32 TOIMHE
m3mely momuca. IlpBa aHamm3a TakBUX TOJaTaka yKIbydyje y cebe
oapehuBame MPoCevHe CTOIE pacTa.

VY Tabenu 2.7. maTu cy pe3yiTaTH IMOMKCA CTAaHOBHHILITBA OMBIIE
COPJ u onrosapajyhe reomerpujcke cpenuHe.
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Bpoj
Jloraput™mu .
lNoguHa |CTAaHOBHHKA ['eomeTpujcka
log X JaHYaHUX
ronuca X cpenuHa
UHJIeKCa
(y mu.)

1948 15842 4,199814 - -

1953 16991 4,230216 0,030402 1,014

1961 11549 4,268318 0,038102 1,011

1971 20523 4,312243 0,043925 1,010

Tabena 2.7. Pauynarbe npoceunux cmona pacma cmaposHuumea ousuie
CoOPJ

W3 nocnenmwe xonone Tabene 2.7 BuaM ce Ja je mpoceyHa croma
pacta y nepuony 1948-1953. rogune Ouna 1,4%, y nepuogy 1953-1961.
ronune 1,1% ay nepuony 1961-1971. rogune 1,0%.

XapMoHMjcKa cpeauHa

3a aHamM3y OHMX T[I0jJaBa YWJU J€ HUHTEH3UTET OOpHYTO
MPOTOPITMOHANIAH BPEJHOCTHMA TIOCMATpaHOr o0eNeXkja, HajImoroaHuja
Cpelma BPEIHOCT je XapMOHMjCKa cpeanHa. Ha mpumep, npu UCIUTHBAY
MPOAYKTHBHOCTH MEpPU C€ BpEeMe MOTPEOHO 3a M3pagy HEKOT IMPOM3BO/IA,
aJli je TIPOIYKTHUBHOCT OOPHYTO MPOTNOPIHMOHATHA TOM BPEMEHY, a 3aTO0 Yy
OBOM Cily4ajy TpeOa KOPHUCTHTH XapMOHHUJCKY CpEAMHY Kao Cpeliby
BPEIIHOCT.

XapMoHHjcKa cpeaWHa Huza Opojesa je peyunpoyHa 6peoHOCH
apummemuuke cpeouHe peyunpoyHux 6peOHOCmU 4IaH08d moe Hu3d. Ako

cy
X1, Xo,.. Xn

gpeonocmu obenedcja X na N enemenama cmamucmuykoz cKyna maoa je
XAPMOHUJCKA CpeOUHa jeOHaka
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N
H = 7 7 T (2.33)
ettt
Xl XZ XN
OOHOCHO
N

N3 (2.33) nobuja ce peuunpoyHa BpeAHOCT XapMOHHU]CKE CpeHE
N
INNE 23

LITO 3HAa4YM Ja je pEeLUIpPOYHa BPEIHOCT XAPMOHMJCKE CpEAMHE jeAHaKa
ApPUTMETUYKO] CPEIMHU PELMIPOYHUX BPEAHOCTH MOCMATPAaHOT obOenexja
X.

3a obenexje X maro pacnozenom (pekBeHija qoduhe ce cienehu
U3pa3 3a XapMOHU]CKY CPEIHHY

k
1 :Lzﬁ (2.35)
H NI x,

a MPeKo pe’aTuBHUX (PEeKBEHIMja XapMOHHUjCKa cpeanHa he ce mobutn u3
bopmyne

—==>—p (2.36)
Ha npumep, ma O6u ce oapeawno moTpeOHO BpeMe 3a BOXKBY

aytobyca om mecra A mo mecta B um3BpmieHo je 40 mpoOHUX BOXHU H
noOujenu cy cienehu moganu:

YTponieHo Bpeme 4 5 6 10
bpoj BoxmH 5 5 20 10
3a masby aHaM3y MOTPEOHO je OAPEAUTH CPEiby BPEAHOCT 3a OBa
Mmepema. Kako je Bpeme OOpHYTO NPOMOPIMOHAIHO >KEJbEHOM e(eKTy
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2.4. Cpeore epednocmu

BOXKIbE, TO j€ XapMOHHM]jCKa CpellMHa HajIIOTOAHM]ja Cpeiha BpeAHOCT. Tako
hemo moouTH
I 11 1 1 1
—=—(=5+--5+—-20+—-10),
H 40 4 5 6 10
omHocho H = 6,07 ma y nasp0j aHanmM3W Kao TOKa3aTesb ,,IIPOCEYHO”
noTpeOHOr BpeMeHa Tpeba y3eTu OBY BpeaHocT. HHTepecaHTHO je
MOPEAUTH APUTMETUUKY, TEOMETPH)CKY M XapMOHH]CKY CPEIIUHY.

To nopehemwe omoryhasa T3B.

KommjeBa (Cauchy) Teopema: Xapmonujcka cpeouna je marwa 00
2eomempujcke, a 2eOMempujcKa je Mara 00 apummemudxe cpeouHe, mj.

H<G<m (2.37)

Monyc u meaujana

Y MHOTMM HCIUTHBAKBMMa MHTEPECY]y HAC BPEIHOCTH obOenexja X
Koje ce Hajuemrhe mojaBibyjy y nmocMmarpaHoM ckymy. Ha mpumep, ako ce
nmocmaTtpa jemHa TenedOHCKa IIEHTpalla OHJa HAac HWHTEpecyje Koju je
Hajuenrhu Opoj Mo3uBa y MocMaTpaHOM BPEMEHCKOM HMHTepBany. Mnmm Hac
MOKE€ MHTEPECOBATH BEIMYMHA JMYHOT JIOXOTKA KOjy MMa HajBehm Opoj
3anocienux u ci. [Tapamerap obenexja X koju n3paxana OBy 0COOUHY 30B€
ce moaoyc.

Moayc je owna epeonocm obenexcja X xoja uma Hajeehy
ppexsenyujy y nocmMampanom cmamucmuyKom cKyny uid OHd 8peoHOCH
yujoj ce oxonunu Hajueuthe nojasmwyjy ,,usmepene” epeonocmu X Ha
CMamucmu4Kom CKyny.

Monyc je noGap mokasaresb Cpeilbe BPeIHOCTH 32 OHE CTaTUCTHUKE
CKyIIOBE KOjU Cy XOMoreHu. HajBuine ce KOpPHCTH y TMpOILECy TOHOIICHA
pasHuUX TMOCIOBHUX omiayka. Kam je oOemexje X TrpymucaHo W Jaro
pacrionenoM (GpeKBEHIUja, 3a MOAYC C€ y3MMa CpeIuHa OHOT' TPYITHOT
WHTEpBaJIa KOju uMa HajBehy dpekBeHIH]y.
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

[lpu wucnuTHBaKUMa jEAHOT CTATUCTUYKOT CKyla MOXEMO Ce
MHTEPECOBATHU 3a OHY CpPe/by BpeIHOCT oberexja X Koja Jesn 1eo CKyI Ha
JIBA jeTHaKa Jiena.

Menujauna je ona epeoHocm obenexcja X koja oenu cmamucmuixy
CKYN Ha 08a jeOHaka oena.
Menujany hemo o3HauaBatu ca M, U TO je OHa BPEAHOCT 00esex)a

X 3a K0jy 10J1a eJeMeHaTa CTaTUCTHUKOT CKyna uMa obenexje X He Behe ox
M, a npyra nonoBHHa UMa BPEJHOCTHU KOj€ HUCY Mame o1l M, .

Hexka cy
X1,X2,..., XN (2.38)

M3MepeHe BpeaTHOCTH obenexja X Ha N eneMeHara CTaTUCTHUYKOT cKyna. [la
OoucmMo oapenunau MeawjaHy npBo hemo BpemHoctu (2.38) mopehatu y
Heomnaaajyhu Hu3

X, <X,<.<X,.

Meoujana je jeonarka
X ako je N HenapaH 6poj.
2
M, = (2.39)
%(X;v + X J ako je N napaH 6po;j.
- —l
2 2

3a obenexje X Koje je TpynucaHo U J1aTo pacnojenoM (hpeKkBeHIHja
MeaMjaHy oapelyjeMo Tako MITO MPBO OAPEAUMO IPYITHU UHTEPBAT Y KOME
ce Hajmasu MenujaHa M,, a 3atuMm hemMo mo aoroBopy u3abpatu jeiHy

BPEIHOCT M3 TOT MHTEpBaja 3a MeIujaHy.

Heka je oGenexje X nato pacnoaenom.

X a, —a, a, —a, a,,—a,

f S e Ji
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2.4. Cpeome epednocmu

3a onpehuBame UHTEpBaIa MeaujaHe, oApeuheMo OHaj MHICKC S 32
koju he 6utu 3amoBosbeHe crenehe nBe jeqHaunHE

s N

Z iS5

i=1

s+1

e

3a menujaHy hemo y3etm BpenHocT obenexja X y HHTepBalLy
a,—a,, Tako IITO heMo Ha JeBy IpaHMIly TOI MHTEpBajia AOAATU jeIHY

N

SN

BpPEIHOCT KOja he 3aBUCHTH OX Iy’KUHE TOI MHTEpBaja, (PEKBEHLUjEe U
pasnuke y 30upy (ppekBeHIMja 0 TOT MHTEpBaja U TMOJOBHUHE eJieMEHaTa
CTaTUCTUYKOT CKYyTIa.

Tako hemo nooutn

M, :aS+M(£_Z f’j (2.40)
f?+1 2 i=1

Ha ocnoBy momartaka 3a 429 mpenyseha y 6usmoj COPJ y 1972.
rojivHu, mocMarpahemo Opoj 3amociaeHuX U oApeauTH Meaujany. [lomxamm u
pesynratu ¢y natu 'y Tabenm 2.8.

bpoj 3anocnennx | bpoj npenyseha |KymynatuBHe ppekBeniuje
X / c
mo 15 22 22
15-30 10 32
30-60 27 59
60 - 125 68 127
125 - 250 77 204
250 - 500 100 304
500 - 1000 65 369
1000 - 2000 38 407
rpeko 2000 22 429
YKynHo 429

Tabena 2.8. Bpoj 3anocnenux y caobpahajuum npedysehuma
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

W3 xonone 3a kyMynatuBHe PPEKBEHIIM]E BUIU CE A je
5 6
D f,=204 <2145 ) f, =304 >214.5,
i=1 i=1
TaKo J1a je s = 5, a MeaujaHa je

M :250+500—250 429_204
100 2

ogHocHO M ,=276,25.
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2.5. Mepe sapujabunumema

2.5. MEPE BAPUJABUJ/IUTETA

Jpyry rpymy Tapamerapa KOjuMa Cc€ ONHCYjy pe3yJiTaTh
nocMarpaHor obesnexja X Ha 1aTOM CTaTUCTUYKOM CKYIy YMHE MapaMeTpH
KOjHU W3pakaBajy BapHjaOWIMTET IocMaTpaHor obenexja. To cy oHHM
MOoKa3aTesbu KOjU 3aBUCE O] YKYIHHUX pa3jiika y BpeIHOCTHMa obenexja X
Ha eJIEMEHTUMa CTaTUCTHYKOT CKyma. Ta rpyma mapamerapa cy T3B. Mepe
BapHujaduIMTeTa WIK Mepe Qucnep3uje.

VY mepe Bapujabunurera crnajajy ciaenehu napameTpu:
e Pa3mak Bapujauuyje,
e KgapruiHa JeBujaIyja,
e Cpenma neBujanyja,
e Bapujanca u ctanmapHa AeBjanmja u
o KoeduuujeHrt Bapujamuje.

BpennocTu mapamerapa Koju cnaaajy y Mepe Bapujabunurera Tpeda
Ja yKaXy Ha JBe unmbeHure. [IpBo, HBHUXOB W3HOC TOBOPU KOIUKO CYy
cpedme BpeAHOCTH obOenexja X m00pH TpPEACTaBHUIM CBUX HETOBUX
BPEIHOCTH Ha TIOCMAaTpaHOM CKYIly, ApPYro, OBH MapaMeTpu Tpeda naa
MMOKa)Xy KOJUKO CE€ CBH €JIEMEHTH Ha TOCMAaTpaHOM CcKyiy MehycoOHO
pasnuKyjy y OJHOCY Ha J1aTo obenexje X.

Axo je eapujabunumem nocmamparoe obenedcja Manu, oHOA MO
3Hauu 0a cpedrwa 8pedHocm Modice Oumu 006ap npeocmasHUK
nocmampanoz obeneicja, a ako je we206 apujabunumem eIuKu mo 3Havu
0a he cpedrwa epednocm bumu 10w NPeOCmMasHuK moe odenexcja.

Ha npumep, ako ce yTBpAM Ja je BapujaOWIUTET y JIAYHUM
npUMamkiMa 3allOCICHUX BEIHKH, OHJA TO 3HA4W Ja he mpoceyHa JHYHA
npuMama OUTH JIONI TIOKa3aTesb MpUMamka MojeIuHUX pagHuka. Mcro Tako,
aKko ce yTBpAM 3a nomahmHCTBa y beorpany na je BapujaOUIUTET BUXOBUX
W3/1aTaka 3a OCHOBHE JKMBOTHE MOTpede (CTaH, XpaHa M CII.) jako MajH, TO
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Cmamucmuxa 3a UHIICUTBEDE

he 3nHaumtu na he mpocewnn wm3manm gomahuHcTBa OMTH 1M0cTa JH00ap
nokasareJsb u3j1aTaka cBux qoMahuncTasa y beorpany.

Ca apyre cTpaHe, ako ce 3Ha KOJIMKH je BapujaOMIUTET HEKe T0jaBe
MOJKE Ce YTHIIATH Ha Ty I0jaBy y IMJbY WeHE cTadmim3anuje. Ha nmpumep,
MPOMEHE, OJIHOCHO BapHjadWJIUTET y TeMIepaTypu, IyJCY, KpPBHOM
MPUTUCKY | CII. CIYXKEe Ka0 OCHOBHHU IOKa3aTeJbU Y MOCTaBJbakhy JHjarHO3e
U ofipehuBamy Tepanuje Koj pasHuX 000Jbemba.

Pasmak Bapujauuje

Pasmax  eapujayuje je HajjeqHOCTaBHUja Mepa BapujaOuiHMTeTa
caMHM THUM U Hajiakuie ra je oapeautu. To je pasmak u3mely HajBehe u
HajMamke BPEJHOCTH oOeexja X Ha MOCMaTpaHOM CTaTUCTHUYKOM CKYILY.

Osnauumo ca Xyux Hajeehy epeonocm obenesxcja X, a ca Xwn
Fe208y HajMary 8peoHocm Ha cmamucmuukom ckyny. Taoa je pasmak
eapujauuje jeonax

R :XMAX_XMIN (241)
20e cmo ca R osnauunu pasmak eapujayuje.

Heka je oGenexje X rpynucano u JaTo pacnoieiaoM (ppekBeHIuja,

X ap—daj a;—az Q] — Ay

f i Ve Ji

(2.42)

IIpH yemy je

=

> f=N,

Jla OucMO TayHO OApeAWSIM pa3MaK BapHjalHje MOpPaMoO TOpe
pacnozene (2.42) 3HaTH HajMawy BpeJHOCT obenexja X'y IpBOM MHTEpBAILy
aop - a) v HajBehy BpeaHOCT obenexja X y mociuemheM UHTEPBATY dk - 1 — dj.
AXo0 HaM OBe BPEJIHOCTH HHUCY IIO3HATE€ HE MOXKEMO HHM OJPEAUTH pa3Mak
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2.5. Mepe sapujabunumema

Bapujauuje. Pazmak Bapujanuje je morojHa mMepa BapujaOmiIMTeTa 3a OHA
o0enexja Koa Kojux ce Hajpeha M HajMama BPEIHOCT HE Pa3JIMKyjy MHOTO
0J1 OCTaJIUX BpeaHocTu obenexja X. Mcto Tako, TO je BakaH MOKa3aTesb 3a
OHE I10jaBe KOje Cy ONUCAaHE BEIMKUM M MaJIM BPEAHOCTHMA 00eIex]a.

Ha npumMep y BpeMEHCKHM HM3BEIITajUMa BaXKHA je pa3nuka m3mehy
HajBULIE W HajHWXKE TeMIeparype, WM u3Mely HajBUILEr U HajHMKEr
BojocTaja. Hajehy mnpumeHy pa3Mak Bapujanuje uUMa Yy KOHTPOJIHU
KBAJIMTETA Y MHIYCTPH)CKO] TTPOU3BOIEHH.

OBaj mokasaresb je JIollia Mepa BapujaOuINTeTa 32 OHE CTAaTUCTHYKE
CKyINOBE KOJ KOjUX IOCTOjU Maju Opoj eleMeHaTa ca MajluM WU ca
BEJIMKUM BPEIHOCTUMA o0elexja X, JOK ce BpeIHOCTH X KOJ OCTaIHX
eJleMeHaTa He Pa3inKyjy MHOro. Tako Ou Ha mpuMep y mocMaTpamiMa [eHa
CBUX NpuUBaTHUX Kyha y rpaay, pa3Mak Bapujangja OMO JIOII MOKa3aTelb
BapHjabmiIMTeTa jep Cy IojenHe JTyKCy3He Kyhe BeoMa CKyIe y OJTHOCY Ha
HajjedTUHH]e.

KBapTuina neBujanmja

Ja Ou enMMHMHHUCAIM yTHULA] EKCTPEMHUX BPEAHOCTH Yy
MOCMaTPaHOM CTATUCTHYKOM CKYIy MOXKEMO IMOJATKe PEIyKOBAaTH, TaKo
mro hemo U3 mocmarpama UCKJbYYUTH OHE €JIEMEHTE CTaTHCTUYKOI CKyIa
KOJ Kojux obenexje uma Te BpenHoctd. Ox ykymHor Opoja eneMeHaTa
CTAaTUCTUYKOI CKyma Tpeda MCKJbYUYUTH jenaH ojpeheH mpoueHar.
Hajyenrhe To yuHMMO NpeKO KBapTHIIA.

O3naunmo ca Xpps OHy BpenHocT obenexja X 3a kojy 25%
eJleMeHaTa rocmarpaHor ckymna uma X mame of Xpas. Ca Xp75 03HaUMMO
OHY BpeIHOCT oOenexja X 3a kKojy 75% enemMeHaTa CTAaTHCTHUYKOT CKyTla IMa
BpeaHocT X Mawy of Xo 75, UM OHY BPEIHOCT 3a Kojy 25% enemenara uma
BpeaHoct X Behy ox Xp 7s.

Bpeonocm Xy ,s nazusa ce nowm KBapTHa obdenedxcja X, a Xjs
roOpHBM KBapTWI ooenedxcja X.

JIoWHY U TOpHU KBapTHIT JIEJIe 11€0 CTATUCTHYKHM CKYIl Ha TPH Jeja.
Jemna 4eTBpTHHA erleMeHaTa Cy OHHM elleMeHTH Kox kojux je X < Xpos ,
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JIpyra 4eTBPTHHA Cy €JIeMEHTH KoJa Kojux je X > Xjy7s a mpeoctamux 50%
eJieMeHaTa UMa BpeTHOCT obenexja X koja je Xo2s < X < Xo7s

Keapmunna oesujayuja Q je 6poj oopehen uspazom
-X,

Q — 0 75 0,25 . (243)
2
Jlomu ¥ TOPHU KBAPTUIK C€ payyHa]y CIMYHO Kao U MeaujaHa. AKO
Cy BpeaHocTH obenexja X koa N elneMeHara CTaTUCTHUKOT ckymna X, Xa, ...,
Xy nopehane mo BenwuuHH, Tpebda OAPEIUTH OHE BPEIHOCTH Y HU3Y X, X7,
., Xy 32 KOj€ je YeTBPTUHA HU3a Mama 0]l X 25, @ YeTBpTUHA Beha oa Xj 7s.

Ananorno opapehuBamy MeaujaHe 3a TpyNHMCaHE TOAATKe
onpennhemo u kBaptuie. Heka je obenexje X maTo pacromenom,

X dg—dj a;—dp Aj-] — dg
f /i 12 Ji
IIpU Yemy je

> fi=N.

i=1

3a oxapehuBame Jomer KpapTwia ojpeauheMo TMpBO TPYHHH
uHTEpBaN y kKome he ce Hamazutu Xjos. To he Outm mHTEpBaN ca peaHUM
OpojeM s 3a KOjU cy UCIyHeHe cliefiche HejeTHauYnHe

s+1

iﬁ<% Zf_ (2.44)

Tana je nomMu KBapTUI

Xo,zs =a, + P} (_ - Zf) (2.45)

Ha canuan Haune oapelhyjemo u ropwmu kBaptuil. [IpBo ogpenumo
MHTEPBAJI ca peHUM OpOjeM p 3a KOjH Cy HCIyHhEHE HejeJHaunHe
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i 3N & 3N
< — > —
2,157 2,027
l'opmu kBapTui je
a,.,—a, 3N &
Xogs = a, +L2 (=== ) (2.46)
fp+1 4 =1

Ksaptuie hemo Hajmakiie u3padyHaTH aKo c€ KOPUCTHMO TaOeIoM
noJaTaka u KyMyJIaTHBHUM (DpEKBEHITHjaMa.

[TocmaTpajMo  mpumep  pacmojene Opoja  3alMoCiICHUX Y
YTOCTHTEJbCKUM Tipeny3ehnma. Pacnionena je nara y Tabemm 2.9.

Bbpoj 3anocinennx bpoj KymynatusHe
X npemyseha, f dbpexBeHmyje, ¢
-6 73 73
6- 15 51 124
15- 30 45 169
30- 60 63 232
60- 125 72 304
125- 250 54 358
250- 500 30 388
500-1000 14 402
1000-2000 2 404
YkynHo 404

Tabena 2.9. Pacnodena bpoja 3anocienux y y2ocmumesscmesy

Ogne je N=404, na je N/4= 101 tako na ce u3 tpehe xomone Tabene
2.9. BuaM 1a je JomM KBapTuil y uHTepBaiy 6-15. Ha ocHoBy oOpacia
(2.45) nobuhe ce

X0 s =6+%(IOI—73)=11.

l'opwu xBaptun ce Hanasu y uHTepBainy 60-125, u Ha OCHOBY
dhopmyne (2.46) uma BpeTHOCT
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12560
—

X5 =60+ 303-232).

KBaprunna neujanmja 3a O6poj 3amociieHuX Ha OCHOBY (2.43) mma
BpeaHoct Q=25,5.

Bapujanca u cranjgapana neBujanuja

Bunenu cMo ma BapujabunmuteT oOenexja X MOXEMO H3pa3uTH
IIPEKO OJICTyHama IMO0jeIUHUX HErOBUX BPEIHOCTH O] CPEIe BPEIHOCTH.
Ta oxctymama Mory OWTH TO3WTHMBHA WM HETaTHBHA, a 3a YKyHaH
BapujaOUIMTET HHUje HaM BaXXaH 3HAK OJICTYNamwa. 3aTO MOXKEMO
nocMaTpaTt KBaapare TUX OJACTyIlalbda MU HAa OCHOBY BUX }]e(bI/IHI/ICElTI/I
napamerap Bapujabunutera. Tako ce neduHUNLy gapujanca u cmaHoapoHa
Oegujayuja.

Bapmujanca je apummemuuka cpeouna keaopama oocmynared
speonocmu obenedxcja X 00 mwuxoge apummemuyke cpeoune. llozumuena
8peOHOCm KOpeHa éapujance Ha3uea ce CTAaHAApAHA JeBUjaluja.

Heka cy Bpemnoctn obGenexja X Ha N eneMeHaTa CTaTUCTHYKOT
CKyTia

Xla XZ’ 7XN

Tana je HU3 KBajpaTa OJCTyNama BpeIHOCTU 00enexja X o/l lerose
apUTMETHUKE CPEUHE

(x, -x),(x, -x), ..(x, —-x). (2.47)

Apummemuuxa cpeouna Huza (2.47) je
2 1 < —\2
S :FZ(X" ~-x)?, (2.48)
i=1

u Hasuea ce BapujaHca oobenedcja X, a

S =+’ (2.49)

je we2osa cTaHAAPAHA JeBHjalnja.
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Heka je oGenexje X rpymucaHo u 1aTo pacroaesioM GpeKBeHIIN]a,

dg—dAdj ay—dy ... djp]—dg
X
X7 X2 Xk

f /i Ve Ji

Taja je BapujaHca odenexja X gara uspasom

S? :%,Z:(Xi -%) 1, (2.50)

Bapujanca obenexja X ce MOKe HM3Pa3UTH U TPEKO PEIATUBHUX
¢pexBeHIja

S? =Zk:(x,.—)?)2 D . (2.51)

Panu TauyHOCTH pauyHama W MPETJICIHOCTA BapUjaHCY W CTaHIAPIHY
neBujanujy Tpeda pauyHatu npeko tadene (Tadema 2.10).

X / X-f | x-3) | (x-x).s
X fi x -/ X, =X (xl_)_c)z'fl
X, /> X+ X, =X (xz_)_c)z'fz
Xy S X, X=X (xk_f)z'fk
YkynHo Zk:x,-fi Zk:(xf _)7)2 fi

Tabena 2.10. Pauynare sapujarce

W3 mopgataka ce mpBO MOMyHE mMpBa U Apyra koyioHa Tabeme 2.10.
Tpeha xonona ce 1o01ja MHOKEHEM TIPBE JIBE KOJIOHE U U3 BEHOT 30upa ce
onpehyje X . 3aTuM ce oj MpBE KOJIOHE OAy3MMa X M Jo0uja ce 4eTBpTa
kosoHa. KBanprupameM 4eTBpTe KOJIOHE U MHOXKEHEM ca JIPYyroM J00mja ce
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neTa KoJIoHa 4Hju 30up Tpeba moaenuty ca N U Ha Taj HA4MH je oapeheHa
- 2
BapujaHca S

Bunenu cMo na je aputmeTHyka cpenuHa umana cieaehy ocoOuHy:
30up KBajpara OJICTyMama BpPEAHOCTH obenexja X om Ouio kor Opoja
HajMamkU je 3a ag=X. 3ar0 ce apuTMETHYKa CpelIuHa X KOPHUCTH 3a
onpehuBame BapujaHce U CTaHAApAHE JAeBHUjaImje odenexja X.

Hagenthemo Heke ocoOuHe BapujaHce, koje he omoryhutu meHy
ynoTpely y 1ajb0j CTATUCTHYKO] aHAJIM3H U Koje he onakmaTy padyHama.

Ocobuna 1. Bapujanca obenesxcja X je jeonaka wyau, ako u camo
ako je obenedcje X KOHCMAHMHO HA CEUM eleMeHmMUMA CMAMUCmMuyKoe
cKkyna, mj.

{s? =0} (X, =c,Vie[1,2,N].

Jloka3z. Ilomro je Bapujanca 30up MO3UTUBHUX OpojeBa, oHna he oHa
MMaTH BPEIHOCT HYJTy aKO U CaMO aKo je CBakH Taj Opoj jenHak Hynu. To he
OWTH UCTTYEEHO jeTMHO Kanje X =c.

Ocobuna 2. Bapujanca obenexcja X ce moaice uspasumu ghopmynom
1 N
§*==—>X}-%*, (2.52)
N5
a ako je obenedxcje X epynucatno, sapujanca je
1 & _
S*==>xf,-%". (2.53)
NS
Jlokas3. IlomiTo je BapujaHca aaTa u3pa3om

S2 :ii(){/ _x)2 s
NS

nocJie KBaJjpupama U pacTaBjbamba AECHE CTpaHe Ha TpU cabupka Jobuja se

S? :ii)(f —iix’i -f+i§xz (2.54)
NS NS NS
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VY npyrom unany u3pasa (2.54) X He 3aBUCH OJf MHJEKCAa U Ma ce
Moke u3Byhm mpen 3HaK curma, a y Tpehem umany 30up je jemHak N -X.
[Tomro je

1 N
—>'x,,
N3
TO ce mocJie 3aMeHe (2.54) cBoau Ha

1<y 1
=—> X -2-%-X+—Nx
. N

oJlakJie ce nmocie ckpahuBama 1 cabupama 1061ja odpaszar (2.52).

Ocobuna 3. Hexa obenedxcje X uma sapujancy S°, a obenedxcje Y

x?

uma eapujaucy S yz u nexa uzmehy X u Y nocmoju nuneama 6eza ooruxa

Y =aX +b. (2.55)
Taoa je eapujanca obenexcja Y jeonaxa
S} =a’s;. (2.56)

Jloka3. 3a cBaky BpemaHocT obenexja X = X;, u3 penamuje (2.55)
nobuhe ce oarorapajyha Bpeanoct obenexja Y

Y =aX, +b. (2.57)
Aputrmerndka cpeanna obenexja Y je
y=ax+b. (2.58)

3amewyjyhu (2.57) u (2.58) y u3pa3 3a BapujaHcy obOenexja Y
nobuhe ce

A—ax

Mz

Sz—ii _—2_L
NG N

i=

Tj.
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Cmamucmuxa 3a UHIICUTBEDE

2 o2 1 -y
S, =a N (X, -¥)

i=1
0JIHOCHO m3pa3 (2.56), mro nokazyje OcobuHa 3.
Ocobuna 4. Illpemnocmasumo oa jedan cmamucmudky NOOCKYn uma

N, enemenama ca apummemuukom cpeOuHoM X, u eapujancom odenedcja X
. 2
jeonaxom S;°. Heka opyeu cmamucmuuxu noockyn uma N, enemenama,

apummemuyxy CcpeouHy X, U 6apujaHcy S’ Taoa je eapujaHca
cmamucmu4koe cKynd jeoHaxka
N,S} +N,S; NN, _ _
§? =11 2 4 L2 2(xl—x2)2 (2.59)
N, +N, (N, +N,)

Joka3. O3naunmMo ca
X, X550 Xy
BpPEAHOCT 00enexja X Ha MPBOM IOJACKYILY, a ca
XX 5, Xy
HEroBE BPEIHOCTU Ha JIPYTOM MOJICKYITY.

ApuTMeTHYKa CpeArHa IeJOr CKyla jelHaKa je TOHIepUCaHO]
aApPUTMETUYKO] CPEUHU

g N NG (2.60)

a ’eroBa BapHjaHca je

s? ;(i(xz -5, ) +§:(le —x)zj (2.61)

B N, +N,\ ‘T

JlogaBameM M OAy3UMameM X, Yy 3arpagd KoJ IpBOI 4jlaHa Ha
JIECHO] cTpaHu u3pasa (2.61), a y qpyrom wiaHy JOJaBambeM U Oy3HMambEeM
X, nobuhe ce
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2.5. Mepe sapujabunumema

g2 :;(i(xz -x, ) +§:(le —x) N, (x, %) + N, (%, —f)zj

N, +N, '3 il
(2.62)
N3 (2.60) ce nobuja
)—Cl_)—C:Nz()_Cl_fz) fz_f:Nl()?Z_)_Cl)
N, +N, N,+N,
na ce mocje 3amene y (2.62) nobuja
N,N
o1 N,S? +N,8; +—2(x,-x,)
N, +N, N, +N,
jep je
Nl NZ . 2
Z(Xi_)_cl)zzNISlz Z(Xi_)?2) :N2S22

i=1 i=1
Tume je u nokazaHa ocobuna 4.

OBy 0COOMHY MOXEMO YONIITHUTH U Ha CIy4a] KaJl C€ CTAaTUCTHUYKU
CKYyIH CacTOjH O/ BUILIE MOACKYTIOBA.

Ocobuna 5. Hexa ce cmamucmuuxu ckyn cacmoju 00 k noockynosa
genuyuna N;, No, ..., Ny uuje apummemuuke cpeouHne cy X,,X,,...,Xy, d
sapujance

2 2 2
S2,82,..,82.

Taoa je eapujanca cmamucmuykoz cKyna jeoHaxka
S = izK:N.S? +iiN4 (x, -x)
N P i~ N = i i 2

k

npu wemy je N = ZN . BeIUYUHA CMAamucmuyKkoz CKyna, a X je 1e2o8d
i=1

apummemudxka cpeouHa.
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Cmamucmuxa 3a UHIICUTBEDE

/Jlokas. [IpyuMeHOM TPHHIIAIIA MaTeMaTHUKe WHIYKIUjE JIaKO CE W3
OcoOune 4 no6uja Ocobuna 5.

Koeduuujent Bapujannje
Yecro cMo y cuTyanuju 1a Tpeda Ja nmopeaumMo BapujaOUIUTET ABa
paznuuuTa obenexja. Ha mpumep BapujaOUIUTET y BUCHHU M TEKUHU
yueHuka. [lomro cy cBuM 10 caja HaBeleHM IapaMeTpH BapujabuiaureTa
M3paXCHU y jeUHHUIIAMA y KOJUMa j€ MEPEHO MocMaTpaHo olernexje, oHaa

HeMmoryhe je BpeIHOCTH TUX Mapamerapa MOpeiuTH 3a olerexja Koja Ccy
MEpEeHa y pa3IMuUuTHM jeIUuHUIIaMa.

3a oBakBa nopehemwa MOrofHMjU Cy peJaTUBHU IOKa3aTeJbH, KakaB
je Koeghuyujenm sapujayuje.

Koedunujenr Bapujauuje je npoyenmyanno uspagicen 00HOC
cmaHoapoHe degujayuje u apummemuyxe cpeourHe nocmampanoz odenexicja
X

Heka je X apummemuuka cpeduna obenedxcja X, a S mweecosa
cmanoapoHa oesujayuja. Taoa je koedpuumjeHt Bapujauuje V jeonax
S

v =100-= (2.63)
X

Ha mpumep, Heka je Ha jeTHOM CKyIMy CTyJIeHaTa MepeHa HhHXOBa
BUCHHA U TexuHa. Heka X mpencraBiba BUCHHY, a Y TeXHHY M HEKa je
apuTMETUYKa CpeJUHa BUCHHE X, a S , HBbeHa CTaHJapJHa JAcBHjalyja.

Jlajbe, HEKa je apUTMETHYKa CpeIuHa TSKHWHE ), a HCHAa CTaHIapIHa
nesujaumja S, . IlpernocraBumo ja cy ce U3 pesynrara Meperwma 1o0uie

cienehe BpemHOCTH
X =174 cm; S.=11cm, y =69 kg; S,=7kg.

WuTepecyje Hac na nM je Kox cTyJeHarta Behu BapujaOuUiIMTET Y
TEXHUHU OJ1 BapHjaOMIUTeTa Y BUCUHHU UM OOPHYTO.
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2.5. Mepe sapujabunumema

[omro ¢y S, w® §, u3paxeHW y pasIMYUTUM jEUMHHUIAMA,

Hemoryhe je mwuxoBo mnopeheme. 3ato Tpeda oapeauTH KoedHUIUjEHTE
Bapujaluje.

3a X ce gobwuja

v =100- - = 632%,
174

azaY

v, = 100~L =10,14%,
169

a ce MOXE 3aK/by4UTH Jla je 3a IOoCMaTpaHu CKyHn CcTyjAeHata Behu
BapHjaOMIIMTET Y TEKUHU O]l BapUjaOMIUTeTa Y BUCUHH.
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

2.6. KOEOUIIMJEHTU ACUMETPHUJE U
CIIJbOLITEHOCTH

butHa kapakTepucTHKa pacrojenie obenexja X Ha CTaTHCTUYKOM
CKyIy je CHMETpHYHOCT. MoOXe ce JEeCHTH Ja Cy IOjenHE BPEIHOCTH
obenexja X cuMmeTpuyHO pacriopeheHe y OJHOCY Ha HEKy onapeheny
BpenHocT. Mame BpenHoctu obOenexja X, melyTuM, MOry HMMaTH Mambe
¢bpexBennyje y ogHocy Ha Behe BpenHoctu win oopuyTo. Ha Commm 2.7. cy
npukasase ase pacrnojene. Koa pacnozene (a) Mawe BpegHocTu obenexja X
nMajy Behe ppekBeniuje, a koj pacnozene (b) je oopuyTo.

3a 00e pacrioziesie KaKeMo J1a Cy aCUMETPUYHE.

P

Cnuxa 2.7. Acumempuune pacnooene obenedxcja X

3a Mepeme acHMETPUYHOCTH pacmojene ooOenexja X CIyxu
JeIHOCTaBaH MapaMeTap Koju je 0a3upaH Ha pas3iulu usMmely aputmernuke
cpeauHe x u Mmeaujane M,. Haume, ako je pacmogena obenexja X

CUMETpUYHA, OHJ]a Cy apUTMETHYKa CpeJuHa W MeAMjaHa jelHake. A Kaj
IIOCTOJU aCUMETPUYHOCT OHJa he nocrojartu u paznuka usmehy x u M, . Ta

pasnuka je Beha mro je acumeTpuyHoCT Beha jep MeaujaHa 3aBUCH CaMo O/l

60



2.6. Koegdhuyujenmu acumempuje u cnboouimeHocmu

¢dpekBennja U momepahe ce ka BpegHocTMMa 3a X Koje uMmajy Behe
(bpexBeHMje. ApUTMETHYKA CpEAMHA 3aBHCH W Of (PpeKkBeHIMja M O
BpeHOCTH obenexja X na he meHo nomepame Ka BpegHocTuMa obenexja X
koje uMmajy Behe ¢pekBeHIMje, OUTH CIOpHje Yy OJHOCY Ha IMOMEparmbe
Me/fjaHe.

Koepuumjent acumerpuje je konuunux
K,=——, (2.64)

npu yemy je X apummemuyka cpeouna, M, medujana, a S cmanoapona

oesujayuja obenexcja X.

Koepuyujenm acumempuje je jeOwax Hyau 3a cumempuyne
pacnodene. AXo je pacriojiena acumempuyna y negy cmpany (pacmnojena (a)
Ha Coumm 2.7) xoeduuujeHT acumerpuje Ky je nozumuean, a axko je
pacnionena acumempuuna y decHy cmpany (pacnonena (b) ma Cuumum 2.7)
koedunmjeHT acumetrpuje K, je Hecamuean. Hamomenmmo na je
koeunmjeHT acumetpuje K, permaTuBHH Opoj 0e3 AMMEH3Hje KOjU Ham
omoryhaBa nopehemwa pacnozena obenexja X u ¥ MepeHUX y paziIuduTHM
jenrMHuIIaMa Mepe.

Mana je Koe(UIMjeHT AaCUMETPUYHOCTH BeOMa jeJHOCTaBaH 3a
padyHame HUIak ce y npakcu yenthe kopuctu 13B. [lupconos (Pearson) npsu
koeumujeHT kao Mepa acumerpuje. JepuHucan je Ha oacTynamuMa
NOjeIMHUX BPEeIHOCTH 0berexja X of] bUXOBE apUTMETUYKE CPEIAHHE.

Oppeaumo mpBo T3B. Tpehm wneHtpamnu Momenar. To je
apUTMETHYKa CpeuHa HU3a

(X, =) (X, = %) (X %)

KOjU TpeAcTaB/ba Tpehu cTenmeH OJCTyINama IOjJeJUHUX BPEIHOCTH
obenexja X o1 lbUXOBE apPUTMETHUYKE CPEINHE.

Tpehu ueHTpaJIHU MOMEHAT je jeOHak

o= (X, -Xx) (2.65)
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

Ako je obenexje X rpynucaHo u AaTo pacmoaenoM (ppeKkBeHIHja

X X7 X2 oo Xk
f /i 12 e Ji
Taja je Tpehu LeHTpaTHU MOMEHAT jeTHAK
1 & _
= 2 = %) S (2.66)
i=1

WM TIPEKO peslaTUBHUX (HPEKBEHITH]a

k

py=2 (x=%) p,. (2.67)
i=1
IpBu IlupconoB koepuuujeHT je Oedunucan npexo mpehee
YeHmpannoe Momenma u cmanoapoue Oesujayuje obenexcia X Kao
KOJIUYHUK

B, =%. (2.68)

Ako je pacmogena obenexja X cuMeTpuyHa, KoeHIHjeHT S je

jemHak Hymu. YcBojuhemo m oOpHyTO: ako je B, = 0 pehm hemo na je

pacnofena obenexja X cuMeTrpuuHa. AKO je pacrojeiia acUMeTpU4yHa y

JeBy CTpaHy KoepUIHjeHT f; je TO3UTHBAaH, a aKo je pacmojena

acCUMETpUYHa y JIECHY CTpaHy Koe(UIMjeHT [, je HeraTuBaH. INTO je
acMMeTpUIHOCT Beha To je arcoyTHa BpeqHOCT KoeduimjeHTa S, Beha.

[Tpumep: Heka je obenexje X maTto pacroaenom

X|-6|-5]-4-3[-2|-1]011,5/3,5/55|7,5|9,5
17 (15|34(19|19]19(6 |9 |10/ 6 |1 |3

N3pauynaTtu koedunmjeHt acumerpuje!
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2.6. Koegpuyujenmu acumempuje u cnmwoumeHocmu

Tabena 2.10. Pauynare xoedhuyujenma acumempuje

x | rlc| x | (-5 (=3 | (x-57s)| (x2s)
o 7] 7| 42| 12| 6892 43245 | 252
5| 25| 32| -125| 31| 2979 74478 | 625
4] 34| 66| -136| 21| 926 31487 | 544
-3 19| 85 -57 -1.1 -1.33 -25.29 171
2] 19104 38 01| =000 20.01 76
g o19l123] -9 0.9 0.73 13.85 19
0 61129 0 1.9 6.86 41.16 0
15 9|38 135 34| 3930 35374 | 2025
35| 10| 148 350 s4| 15746 157464 | 12250
55| 6|154| 330 74| 40522 2431.34 | 181.50
75| 1|155| 75 94| 83058 83058 | 56.25
os| 3|1s8| 285| 114 1481.54 4444.63 | 270.75
Viymro | 158 2995 8122.54 | 233825

N3 tpehe xomnone TabGene 2.10. ce BuAM aa Menujana oodenexja X
npuraja rpynHoM uHtepsaiy (-3,5; -2,5) Tako J1a je MeujaHa jeiHaKa
1
M, =-35 +E(79 —66)=-2_816.

W3 gerBpTe KOJIOHE ce 00Hja Ja je apuTMETHYKa CpeIiHa 00eexK)a
X jennaka
X= L(— 229,5)=—1,896.
158

Bapujancy u cranmapaHy neBujanudjy noOujahemMo u3 mocieame
KOJIOHE

63



Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

S? = L2338,25 —(-1,896)* =11,204,
158
TaKo J1a je cTaHgapHa nesujanuja S = 3,347.

Koegunujent cumerpuje K4 uMa BpeAHOCT

~ 3(-1.896+2.816)
3.347

N3 Tabene 2.10. nobuja ce Tpehu 1eHTpaTHU MOMEHAT

|
— " 8122.54=51.41,
3= 58

K, =0.824.

na je npBu [InpcoHOB KoehUIUjEeHT jeTHaK

= 51'4131 =1.37.
3.347
Kao mro ce Buau o6a koeduiivjeHTa cy No3UTUBHA, LITO 3HAYU J1a je

pacrioziena acuMeTpuuHa y jeBo. To ce BuAM W Ha ciuim 2.8. Ha K0joj je
MpHUKa3aHa pacrojiena mocMarpaHor odenexja X.

)

41000 P =i
N

200
160
120
80

-8 6 4 2 2 4 6 8
Cnuxa 2.8. Pacnooena penramusHux gpexsenyuja 3a X

Mapna nBa oGenexja X u Y MOTY MMaTl MCTYy aCUMETPUYHOCT WIIH
YaKk OWTH TMOTIYHO CHUMETPHYHA, HHUXOBE pacrojieie MOry OWTH CaCBUM
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2.6. Koegpuyujenmu acumempuje u cnmoumeHocmu

paznmuunte. Ha Ciumm 2.9 npukaszane cy aBe TakBe pacnojene. OHe ce
Pa3uKyjy y CIIJbOIITEHOCTH.

KoepuuujeHT CIULOIITEHOCTH CYJiCU KAO Mepa Ch/bOUlmeHoCmu
jeoue pacnodene. [legpunuuie ce Ha OCHO8Y M38. YemMEPMO2 YEHMPATHO2
Momenma.

N
()

|
AT T R=
AT/ NS
" ! | . =
..-"T‘“Ii, : ,:/ ; | | | \:\*&IME‘I‘-R
o 10 T T O T O 1 O ¥t
Xy X2 Xk

Cnuxa 2.9. Pacnooene ca paziudumum ch/b0umeHoCcmuma

[TocmarpajMo oacTymama MOjeIMHUX BpenHocTH obenexja X on
BIXOBE APUTMETHYKE CPEIUHE U HU3

(o, %), (X, %) (3, — %) (2.69)

quBpTI/I HEHTPAaJHU MOMEHAT je ApUTMETUYKA CpCIuHa HHU3a
(2.69), Tj.
1 N

1y =N;(x,» -x)". (2.70)

3a rpymnucaHo o0enexje AaTo pacroieioM (pEeKBEHIM]ja YETBPTH
LIEHTPAJTHA MOMEHAT C€ CBOJIM Ha

Hy :%Zk:(xi_)_c)4']ri: (2.71)
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OHOCHO

NS
3a pacnojeny peslaTUBHUX (PpEKBEHLH]a.

Apyru ITupcoHos KoedunujeHT unu
CILbOIITEHOCTH je KONUYHUK

7]
ﬂzzS_j

npu uemy je S cmanoapoua desujayuja obeneicja X.

(2.72)

KoeduujeHT

(2.73)

Axo je koepuuujeHT £, =3, KaKeMo 1a obenedxcje X uma nopmanmy

cnwowmenocm. Kan je [, >3 xaxemo na X uma eehy cnmwowmenocm 00

Hopmanne, a Kaj je [, <3 KaxeMo Ja je cnwowmeHnocm obenexcja X marea

00 HOpMaiHe.

YMecTto KoeduIUjeHTa CIJBOIITEHOCTH f3; MOXKE CE€ KOPUCTUTH

KOCUIIH]eHT

7,=p,-3

KOJU MMa BPEIHOCT HyJy Kaj obenexje X UMa HOPMaJHy CIUbOLITEHOCT. Y
OCTaJIUM CJIy4yajeBUMa KOS(PUIU]EHT ), j€ WIN MO3UTUBAH UM HEraTUBaH.
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3.1. Cueypnu, nemoeyhu u ciyuajnu docahaju

3. CJIYYHAJHHU JOT'ADBAIU U
BEPOBATHORE

[{nsb necKpUINTUBHE CTAaTHCTUKE je OMO Ja ce MPHUKYIE IMOJald O
T3B. MAacCOBHMM TII0jaBaMa W Jla C€ W3BpIIM aHaJIW3a [OCMATPAHOT
CTaTUCTHYKOT CKyTla Ha OCHOBY NPUKYIUbEHUX IO/aTaKa. Takpa aHanmsa je
y BEIIMKO] MEpH HEMOTIyHa jep He o0jalimaBa MocMarpaHy I0jaBy WU
MPOIIEC ca CTAaHOBUINTA Y3pOUYHO-TOCIeANYHUX onHoca. Ca Jpyre cTpase,
METOJle  JECKPHUIITHBHE CTAaTUCTHKE He omoryhaBajy yTBphuBame
3aKOHUTOCTH KOj€ BakK€ Y MAcOBHUM Il0jaBama, a To O Tpebasno aa Oyze
OCHOBHH IMJb CBAKOT MCIIUTHBAMA.

ITopen Tora MHOTe MojxaTke je HeMoryhe y mOoTIyHOCTH 00yXBaTUTH
300r ’UXOBE MAaCOBHOCTH. 3aTO j€ MOTPEOHO M3y4aBaTH M0jaBe Ha BEJIMKUM
CTaTHUCTUYKUM CKYIIOBMMAa M TO Ha OCHOBY Mamer Opoja mojaTaka, a 3aTUM
W3BPIINTH YONIITaBake JOOMjCHUX pe3yiTara U Ha 11e0 CTATUCTUYKU CKYTI.

Teopuja BepoBaTHohe mpencTaB/ba OCHOBHY HAY4HY AWUCIHILIHHY
Koja oMoryhasa peliaBame oBa JBa MpobiemMa CTaTUCTHUYKE aHaju3e. 3aTo
cy cneneha mormassba mocBeheHa ocHoBama Teopuje BepoBaTHOhE W TO Y
OHOj MepH Koja je MOTpeOHa 3a Jjajba CTATUCTUYKA UCTPAKHUBabA.

Pa3Boj crarucTMUke METOJOJIOTHjE TOYMIbEe OHAAa Kaja Cy
CTaTUCTHYApU TIOYENH KOPHCTUTH AcPUHUIMjE, TOCTylaTe W Teopeme
MaTeMaTHuKe meopuje eeposammnohe. OBa MaTeMaTUyKa TUCIMIUIMHA CE
0aBM M3y4yaBamkEM 3aKOHUTOCTH CIy4YajHUX I0jaBa M IpPEICTaB/ba OCHOBY
cratuctuke. [louena je na ce pazsuja cpenuaoM XVII Beka U TO Ha OCHOBY
U3BECHUX IMpoOJieMa BE3aHMX 3a XazaplHe urpe. 3axBajbyjyhu y3ajaMHOM
CTUMYJIATUBHOM JICJIOBakby TEOpHje M MpPUMEHE JAOLUIO0 je A0 pa3BUTKa
OIIITE MaTeMaTUYKe TEOPHje KOja UMa BEIMKY MPUMEHY Y BeoMa HIMPOKOM
CIEKTPY PA3TUYNUTHX 00JIACTH NPUPOAHUX U APYLITBEHUX I10jaBa.
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Cmamcucmuxa 3a UHIICUTBEDE

3.1. CATYPHU, HEMOT'YRHU U CJIYUYAJHU
JTOTABAIU

N3yyaBame 1mojaBa WM mporeca, Ouio y Npupoau Wik y APYIITBY,
BpIIM C€ TakO INTO c€ MocMmarpajy noraljaju Be3aHW 3a Ty TIOjaBy.
VYrBphuBamem onpehenux penaumja mehy pasuum porahajuma omucyjy ce
nojase 1 ofipel)yjy 3aKOHUTOCTH Be3aHe 3a Ty 10jaBy WJIU MPOIIEC.

Cge norahaje Be3aHe 3a jeiHy 110jaBy WJIH MPOLIEC ASTUMO y TPH KJlace:
e Hemoryhu norahajm,
e Curypnu norahaju n
e Cuayuajuu norahaju.

VY mpupoju mocToje mojaBe Koje ce€ MOTy MOTIIYHO OMUCATH MoMohy
curypuux u HeMmoryhux gorahaja. To cy mojaBe IeTepMUHHUCTUYKOT
kapakrepa. Ha mpumep, mo3HaBajyhm 3akoHe KpeTama HEOSCKHX Tela y
CYHYEBOM cHcTeMy Moryhe je cacBUM TayHO YTBPAMTH TOJOXKa] CBaKe
TUIAHETe Y CBAaKOM TPEHYTKY, MPEIBUACTH IMOMpaueHe CYHIA, YTBPIUTH
yAaJbEHOCT W Op3WHY KpeTama IiaHeTa u cii. Mcro tako, 3Hajyhu HbyTHOB
3aKOH TpaBHUTanuje Moryhe je yTBpAuTH Op3WHY Majama Teina, Ha OCHOBY
BpeMeHa U Op3WHE YTBPIHUTH TOJI0XKaj TeJa U CII.

[IpoyuyaBamke OBakBUX TI0jaBa C€ 3acHMBAa Ha yTBphuBamy
3aKOHUTOCTHU U3 KOJUX CJe/ie CUTYpHU Win Hemoryhu norahaju. Mehytum, y
MPUPOHU, & HAPOUUTO y JPYIITBY JajneKko je Behu Opoj mojaBa koje ce He
MOTY MOTITYHO OMKCAaTH TOMOhy cUrpHHMX 1 HeMoryhux norahaja.

Y3MHUMO HajjeTHOCTAaBHUJU Mpumep Oalama Kolke. JacHo je na ce
MO’K€ YTBPAMTHU Ja he KOIlKa CUT'ypHO MAacTH Ha CTO, Ja je Hemoryhe na ce
3a[p’Ku y Ba3Ayxy U cii. TakBa TBphema HaM HM W3JajieKa HE ONHCY]y Taj
eKCriepuMeHT. 3Hamo jga he mpum Oamamy mactd jemaH ojn OpojeBa
{1,2,3,4,5,6}, anu He 3HaMO KOju. AKO TMpH Oaramy KOIIKE MocMaTpamo, Ha
npumep, gorahaj: mao je O6poj 4, jacHo je na ce Taj gorahaj MoXKe, aJld U HE
MOpa OCTBAPHTH.

68



3.1. Cueypnu, nemoeyhu u ciyuajnu docahaju

Osakey epcmy dozalaja Koju ce y 0amoj nojagu modice ocmeapumil,
anu u He Mopa Hasueamo cay4ajHum aorabhajem. /lojase unu npoyece koje
hemo npoyuasamu npexo cayuajuux ooeahaja 36ahemo eKciepUMeHTH.

Ckyn esiemMeHTapHuX Aorahaja

Y  wusyuaBamuMa ciayyajHux jorahaja  mpBo  yTBphyjemo
eKCIIEpUMEHT WJIM TI0jaBy KOjy heMOo MCIUTHBATH, a 3aTHM CKyIl Moryhux
pe3yJaTara mocMaTpaHor ekcrepuMenTa. [locmarpajmo cnenehnx HEKOIMKO
npuMepa.

Ilpumep 1. Tlpu OGamamy mpaBwiHOT HOBUWMha yTBphyjemo nma ce
eKCIIEPUMEHT cacToju y Oanamby HOBUMha U 1a je ckyn moryhux pesynrara
eKCIIepUMEHTA!

{riucmo, rpo}.

Ilpumep 2. Pacniogena tpu ciaykO0eHUKA Y TPU KaHIIEJIapHje BPIIH CE
TaKo IITO CE 3a MPBOT CIyKOCHWKa OWpa CIydajHO jelHa O]l KaHIelapuja,
3aTUM ce 3a JApyror Oupa jeaHa oj npeoctanux M 3a Tpeher Tpeha
kannenapuja. Ckyn wmoryhux pesynrata OBOT EKCHEPUMEHTa j€ CKYyN
cnenehux pacrnojena ciryxOeHuKa a, b 1 ¢ o kaHIenapujama:

1.|]a|b|c[; 4. |b|c|al;
2.|ale[b[; 5. [c[bla];
3.|bjajc|; 6. |c|alb|.

Ilpumep 3. Ha jemHom wmecTy ce Oenexu Opoj caoOpahajHmx
Hecpeha. Ako ce mocmarpajy JaHd y HeJeJbu U pacrnojena n Hecpeha 1o
JlAaHMMa, OHJIAa je CKyI MOryhux pesyniraTta eKcliepuMeHTa CKyIl paciojiena n
necpeha y 7 naxa. Pasnumuutux Moryhux pesynTata HMa yKyIHO i1’

Ilpumep 4. Y Mety ce raha 10 myTta. Ako ce Oenexxu Opoj morojaka,
cKyn Moryhmx pesynirara ekcriepuMenTa Ouhe ckym 6pojeBa

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Ilpumep 5. bana ce komka 10 mpBOr mnaaama mectune. Kag ce
Oenexxu Opoj Oalama, ckyn Moryhux pesynrara je ckym opojesa {1,2,3,... }.
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Ilpumep 6. V3 ckyna OpavyHHMX MapoBa OWpa ce Ha Clly4ajaH HAYMH
jenan Opaunu map u Oesexu ce crapocT oba cynpykHuka. Ckynm Moryhmux
pe3yunrata je Omiio Koja tadka (x, y) u3 paBHu x0y y npaBoyraonuky ABCD
JaToM Ha ciuuu 3.1.

A
d D C
0 a b
Cnuxa 3.1.

Kao mTo ce BuAM W3 OBHUX MpHMeEpa, 32 CBAaKU EKCIIEPUMEHT
Be3yjeMO jemaH CKym Moryhux pesyirara ekclepuMeHTa. Y jeIHOM
n3Bohewmy eKkcrepuMeHTa octBapuhe ce TauHo jenan oJl Moryhux pesyinrarta.
VYHanpes ce He Moke 3HATH Koju he To pesynrar 6utu. Kaxkemo na ce oBu
Moryhu pesynratu MmelhycoOHO wuckibydyjy. Ilopen Tora cBaku oa HBHUX
mpelcTaBjba ciiydajaH jgorahaj jep ce y u3BOhemy EKCIepUMEHTa MOXKE
OCTBAapHUTH, a U HE MOpa.

Ckyn moeyhux ucxooa excnepumenma 306emo CKYI eJleMeHTAPHUX
nporahaja. buno xkoju pezyimam excnepumeHma NOMNYHO ce Onucyje jeOHum
U camo jeOHum enemeHmom ckyna moeyhux ucxooa.

W3 HaBeneHnx mpuMmepa ce BHIM Ja CKyIl elIeMeHTapHuXx jgorahaja
Mory OUTH CJIOBa, pacrojese eJeMeHaTa, peaaau opojesu u ci. [lopen Tora
CKyN eleMeHTapHux jorahaja Moxxe OWUTH: KonauaH, OecKonauawn, anu
npebpojue v 6eckonauno Henpeopojue.

Ckyn enemeHTapHux porahaja Moxke OUTM CKyn Tadaka Yy
JETHOMMEH3UOHAIHOM IPOCTOPY, CKyI Tadaka Yy JABOJMMEH3UMOHATHOM,
TPOANMCH3NOHAJTHOM HJIM BUIICIUMCH3UOHAIHOM IIPOCTOPY.
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Ha mpumep, mpu Mepemy Beka Tpajamba jelHE CHUjaJHIEe CKYM
eJeMeHTapHuX jaorahaja je CKym Tadaka Ha peajHOj OCH TaKBUX Ja je
{t|t>0}.

Axo ce Ha mpUMep Ha CIy4ajaH HAa4MH W3 CKyla HPUBPEIHUX
npey3eTHUKa Oupa jeHo npenysehe u ucnuryje ce:

e 0Opoj 3aIOCIICHHUX,

® yKyIaH JOXOJaK,

® TPOIIKOBH IMOCJIOBaA,

® [IpPOCEYaH JIMYHU JIOXO/aK,
e 0Opoj moBpenaa Ha paiy;

oHpa he ckyn enemeHTapHux gorahaja OuTM CKymn Tayaka |y
METOJUMEH3MOHATTHOM MIPOCTOPY KOJU OJArOBapa OrpaHUYeHUMa BE3aHUM 3a
CBaKo MOCMaTpaHo obenexje.

[locmarpajmo cana mpousBoJbHU ciydyajHu gorahaj A. 3a cBaku
€JIEMEHT CKyTa eJeMeHTapHHUX Jorahaja 3HaMO J1a JIM HeroBa peannsalnja
3HaYM OCTBapeme jaorahaja A, WIM HEroBO ,,HE ocTBapeme”. Jpyrum
peunmma, CKyINl eJIeMEeHTapHuX jorahaja MoOXKeMO TMOJCIUTH Ha JBa
MoJICKyna:

1. moackym enemeHTapHuX norahaja dYuja peanu3anyja 3HAYU
peanuzauujy norahaja A, u

2. TOJACKYN elleMeHTapHuX norahaja umja peanusammja 3HA4YM J1a ce
norahaj A HHje peaanu30Bao.

[IpBu moackyn eneMeHTapHUX jgorahaja MOTHyHO omucyje jaorahaj
A. Ca nmpyre ctpane, OMJI0O KakaB TOJICKYI CKyIa eJIeMeHTapHuX jgorabhaja
KOJU CaJpXH JeHy WIM BHUIIE Tayaka MOXKE Ce MOoCMaTpaTd Kao Cily4yajaH
norahaj A Koju ce OCTBapyje ako ce OCTBapH je/Ha Of] Tayaka MocMaTpaHor
TIOJICKYTIA.

[Ipema Tome, ciyuajuu norahaj ce mMoxe gepuHHCATU Ha cienehu
HAYMH:
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Jdedbununuja 3.1. Cayuajun nporahaj je noockyn ckyna enemenmapHux
odoeahaja.

Cnyuajuun  gorahaj wMoke OWTH UCKazaH pedynma. Hberoso
npoyuaBame Moryhe je jeAMHO ako OJpenuMo OAroBapajyhm excriepuMmeHT,
CKYTI eJIeMEHTAapHUX Jorahaja U MOJACKYT KOjH OAroBapa JaToM CIy4ajHOM
norabajy.

Ha mpumep, Heka cimydajam jgorahaj A 3Hauw: mpu Oamnamy KOIKE
nao je Opoj nesbuB ca Tpu. OBJe je eKCIepuMEHT Oalama KOIKE, a CKYII
eleMeHTapHux jaorahaja je ckym OpojeBa {1,2,3,4,5,6}. Ciny4yajaom norahajy
A oxarosapa MOJICKYII YHjU Cy elleMeHTH OpojeBu {3,6}, jep ocTBapeme OMI0
KOT O] ’bUX 3HA4M M ocTBapeme norahaja A. Ca apyre crpane norahaj A ce
OCTBapyje jeIMHO OHJA KaJ Ce€ OCTBapHu jeJaH O]l eJeMeHaTa MOCMaTPaHOT
MOJICKYTIA.

ITocmarpajmo npyru mpumep. Heka ce u3 jeqHe Beluke Tpyrie
CTyJeHaTa Oupa, Ha CllydyajaH HAuMH, JeJlaH CTYJEHT U HEKa Ce MEpe HhEeropa
TexxrHa X U BUcuHaA Y. AKO ce TeXHHa CBHX [TOCMAaTpaHMUX CTyJeHaTa Kkpehe
y uHTepBainy [55, 100], a Bucuna y wuHTepBamy [150, 198], mra he
npencraBibaTh norahaj A: ,,m3abpanm ctyneHT je Texku on 80 kg, a Hmje
By ox 180 cm”.

A
198 [----1======---
| |
| |
| 1
170 }-mmmgpomomee- '
1
150 ____*:-____I ]
D 55 80 100

Cnuka 3.2. [lpumep y 2 oumensuje
Ha coumm 3.2. norahaj A je ckyn Tauaka y mpadupaHoj MOBPITHHU.

AKO ce y jeIHOM eKCIIepUMEHTY foralhaj He MoXe OCTBApUTH, Tj. aKO
je To Hemoryh norahaj, oHga HeMy OAroBapa MOJICKYII CKyIla eJIeMEHTapHUX
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norahaja Koju HeMa HU jeJjaH eJNEeMEHT, a TO je mpa3aH noackym. [Ipema
tome, Hemoryh norahaj Tpeba nedunncaTu Ha cienehn HaYMH:

Jdepununuja 3.2. Hemoryh norahaj je noockyn ckyna enemenmaprux
0ozahaja Koju Hema HujeoaH enemenm u o3Hauasa ce ca Q.

Onepaunuje ca caydajuum gorahajuma

CnyuajHe norahaje neduHumieMo kao MOJACKYyNoBe M Mehy mbHUMa
MOXXEMO JepMHHCATH W3BECHE OIEepalyje aHaJIOTHEe olepanujama Ha
ckynoBuMa. HapaBHo, 0 TUM omepalidjamMa roBopuheMo Kao o orepaiujama
Melhy ciydajaum porahajuma.

Hedbununmja 3.3. Hexa je oam cayuajan ooeahaj A. Cynporan aorahaj je

ooeahaj A Koju ce ocmseapu oHOa u camo oHOa Kao ce A e ocmsapu.

CynpotHoM porahajy A 0JIroBapa MOJCKYI eJIeMEeHTapHUX Jorahaja
KOjJU He Mpunajajy oarorapajyhem noackymy gorahaja A. Ha camum 3.3. o
Cy Tauke y mpadpupaHo]j MOBPILIUHY.

Cnuka 3.3. Cynpoman oozahaj

Ha npumep, Ganajy ce uctoBpemeHo 4yetupu HoBumha. benexumo
KOJIOKO myTa je mano nucmo. Heka ciywajuu norahaj A 3Hauu: ,,HH

jenanmyT Huje najo nucMo’”. Tana he cynpotan A norahaj 3HAYUTH ,,0ap
jemanmyT je mano mucmo”. Ciydwajum gorahaj A je MOACKYIl ca jeTHUM
enementToM A={0}, a cynporan fgorahaj je moackyn 4={1,2,3,4}.
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Adedbununuja 3.4. Cynpoman oocahaj nemocyhez Ooeahaja je curypan
norabhaj. Osnauasahemo 2a ca .

Hemoryhem norabajy oaromapa mpaszan moackyrn. CBU elleMEHTH
KOJU HUCY Yy MPA3HOM TOJACKYIY Cy eleMeHTapHu gorahaju. 3aTo je curypan
norahaj y cTBapH CKyn elleMeHTaMuXx jaorahaja.

Adedbununuja 3.5. /fama cy 0sa cnyuajua doeahaja A u B. Axo ce céaku nym
Kkao ce ocmeapu Ooeahaj A ocmeapyje u oocahaj B kascemo oa A
uMIMuupa B u osnauasamo mo ca

AcB. 3.1)

Penanuja (3.1) 3HauM Aa CBU €NE€MEHTH MOJCKyNa KOJU OJroBapa
norahajy A mpumnanajy u moJcKymny Koju ofaronapa aorahajy B, 1j. kag je A
cazpxkaHo y B.

Jedbununuja 3.6. 3a 0sa ciyuajna docahaja A u B kasicemo Oa ¢y jenHaKu
axo ucmospemeno A umnauyupa B u B umnnuyupa A, mj. axo je

Ac BuBc A 3.2)

Kao mro ce Ha peamnuMm OpojeBUMa JePUHUIIY OIepaluje
cabuparma 1 MHOYKEHA TaKO Ce W Ha ciy4ajHuM jgorahajuma nedunumy nse
onepanuje. To cy yHHja U Ipecek ciaydajHux jgorabhaja.

Onepauuja vuuje: Hexa cy oamu cayuajuu oocahaju A u B, yHuja
norahaja A m B je oocahaj xoju ce ocmeapu onda u camo owoa Kao ce
ocmeapu bap jeoan 00 doeahaja A u B. Yuujy 0ea docahaja oznauasahemo
ca

AUB (3.3)

Cnyuajaum  norahajuma A wm B oaromapajy 1Ba mMOACKyma
eneMeHTapHux norahaja. buxoBoj yuuju 4 B he oaroBapaTu HOACKYM
eleMeHTapHux jorahaja koju mnpumnagajy Oap jeIHOM O] TMOACKYIOBa
Be3aHux 3a gorahaje A m B. Ha coumm 3.4. cy 1o Tauke mpadupane
MOBpILUHE.
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Ckyn enemeHTapHux jorahaja Q

Cnuxa 3.4. Ynuja osa doeahaja

Ha npumep, 3Ha ce fa jenaH mpou3BOJ MOKE MMAaTu Je(eKT mpBe
BpcTe U nedekrt apyre Bpcre. Heka ciaydajuu gorahaj A 3Hauu: ,,ipoU3BOA
uMma nedekt npse Bpere”, a qorahaj B 3Hauwm: ,,mpou3Boa uMa aeQeKT apyre
BpcTe”. thuxoBa yanja 4 U B he Outn cnyuajuu norahaj xoju he 3HaunTH:
,,[Ipon3BOJ MMa fedext ”, ili ,,[Ipon3BO/ je HercnpaBaH .

Onepanuja npeceka: /lama cy osa cinyuajua Odoeahaja A u B, mpecek
norahaja A u B je cnyuajan docahaj xoju ce ocmeapyje onoa u camo onoa
Kao ce ocmeape oba dozahaja, mj. Kao ce ucmopemerHo ocmseapu u ooz2ahaj
A u 0ooeahaj B. Ilpecex 0osa docahaja o3nauasahemo ca

A-B umu ANB. 34

JHlorahajuma 4 um B oxaroapajy JaBa IMOACKyINa eJIeMEHTapHHUX
norahaja. tbuxoBom mpeceky A-B onrosapahe moJCcKyn eleMEHTapHUX
norahaja Koju HMCTOBPEMEHO IMpHUNaJajy oJAropapajyhum mnojackynoBuma
norahaja A u B. To cy ycTBapu 3ajeTHUYKU €JIEMEHTH MOJACKymnoBa A u B,
Kao IIITO C€ BUIU Ha CIUIH 3.5.

Ckym eneMmeHTapHuX fnorahaja

Cnuxa 3.5. Ilpecex 0sa ooeahaja

Heka ce cratuctiuku ckyn cactoju ox N cryaeHara Mehy Kojuma je
jeman Opoj mymada. Ha ciywajan HaumH ce Oupa jemaH crymeHT. Heka
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norahaj A 3HauM: ,,u3abpaHa je CTyJACHTKUIA~, a jorahaj B Heka 3HAYM:
,,A3a0paH je mymray”. tbuxos npecek 4 N B Ouhe cimyuajan norahaj xoju he
3HAUUTHU: ,,u3a0paHa je cTyAeHTKuma mnymad’. [logckyn koju oarosapa
norahajy A je moJCKyI CTYJEeHTKUIbA, a TIOJCKYII KOju oroBapa jnorahajy B
cy mymauu (CTYJEHTH M CTyJeHTKHIbe). [lofcKyn Koju oAroBapa mpecexy
AN B cy CTyICHTKHIbE TyIIa4H, Tj. OHU €JIEMEHTH KOju Tipunianajy A u B.

Jedbununuja 3.7. 3a osa docahaja A m B kadxcemo oa ce melycoOHO
HUCKIBYYUY]jY ako je mwuxos npecex nemocyh doeahaj, mj. axo je

ANB=02. (3.5)

Horahajuma xoju ce MeljycoOHO UCKIbYUY]y OJroBapajy MoJICKyOBH
eJIeMeHTapHUX noralaja Koju HeMajy 3aje JHIYKHAX Tadaka.

Axo ce 0sa docahaja A u B mehycobHo uckmyuyjy maoa je muxosa
VHUja 30up mux dozalhaja, wmo o3Hauagamo ca

AUB=A4+B. (3.6)

Taga BHHUXOBO] YHHJH OJATOBapa IOJICKYI €JIIEMEHTapHuX jorabhaja
KOjU Tpumnanajy uinum noackyny A wiu mnoiackymy B. To cy Tauke y
mpadupaHoj HOBPIIMHU Ha cIUIH 3.6.

Ckyn enemeHTapHux jgorahaja €

Cnuka 3.6. 36up 0ea oozcahaja A+B

3a omepanyje yHHje U Tpeceka Koju ¢y nedUHUCAHU Ha CIy4YajHUM
norahajuma Baxke cieneha Tpu 3aKoHa:

1. Komymamuenocm: A-B=B-Auw AUB=BUA,;
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2. Acouujamusnocm: (AU B)UC=AU(BUC)u
(4-B)-C=4-(B-C);

3. Jucmpubymuenocm: A-(BUC)=(B-A)u(4-C).

3a HaBeneHe neduHHUIMjE W olepanyje Ha CiaydajHUM aorahajuma
Baxke ciuenehe ocodune :

Ocobuna l. Au A ce MelhycobHO ucKmyuyjy jep je
A4-4=0. (3.7)
Fbuxosa ynuja je cueypan ooeahaj

A+A4=Q. (3.8)

Ocoobuna 2. Ceaxu cnyuajan docahaj A umniuyupa cueypau dozahaj €2
Ac Q.

Ocoouna 3. Axo A umnauyupa B, maoa je
AuB=B u A-B=A4.

Ocoouna 4. Ynuja cnyuajuoe ooeahaja A u nemozcyhee docahaja & je
AvD =4,
a PwUX08 npecex je

A-B=0.
Ocobuna 5. Ynuja u npecex cnyuajuoe ooeahaja A ca camum cobom je cam

doeahaj A, mj.
AuvA=A4 u A-A=A.
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Ocoouna 6. [locmampajmo cnyuajuu ooeahaj
AUB

Koju ce ocmsapyje kao ce ocmseapu bap jeoan 00 rwux. Cynpoman dozahaj je
doeahaj xoju ce ocmeapu kao ce He ocmeapu HujedaHw 00 rUX, mj. Kao ce

ocmeapu npecex AuB . 3amo je
AUB=A-B.
Ha ciinyan HauuMH ce MOXe 3aKJbY4HTH /12 je
A-B=AUB.

VY pemaBamnuMa pa3HuX mnpoOjema Be3aHUX 3a CiydajHe morabhaje
KOpHUCTE C€ HaBeJeHEe OCOOMHE W olepaluje U MoMohy jeTHOCTaBHUjUX
cily4ajHUX Jorahaja onucyjy ce HeKu JApYyTH cllydajHu aorabhaju.

Ha mpumep, raha ce mera 3 myra u mocmarpajy ce CilIy4yajHU
norahaju A, A>» u Az Koju 3Hade norahamwe MeTe y MPBOM, IPyroM u Tpehem
rahamy, peciektuBHO. Tana he ciydajuu morahaj A koju 3Ha4H: ,,MeTa je
noroljena ca Tpu nmororka” OUTH jeTHAK

A=A -A, - A4,
a norahaj B: ,,MeTa norolhena 6ap jexannyr” jeJIHaK je
B=40UA4,0A4,,
1ok ciydajuu gorahaj C 3Hauw: ,,MeTa HHUje yomuTe moroheHa” u jeaHax
je
C=d 4,4,
OJTHOCHO

C=(404,04,).
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3.2. BEPOBATHORA

Kao mro je Beh pedeHo, 3a omucuBame T3B. MAacCOBHHMX IOjaBa U
1ojaBa ca CJIy4ajHUM HMCXOJUMa CIIyXKHMO ce ciaydyajHum paorahajuma. Can
CMO y CTamy Ja Ta4HO OMHUIIEMO Ciy4yajHe forahaje W Ja yCrocTaBUMO
n3BecHe penanyje mehy mruma. OHO ITO je OUTHO 3a MOCMAaTpaHy IM0jaBy Cy
3aKOHUTOCTU Koje Tpeba na yrBpaumo. To hemo mohu na ypaaumo onaa
Kan OyJIemMo y cTamy J1a Ha M3BECTaH HAYUH ,,MePUMO” CIy4ajHOCT KOJ
cinyvyajuux pnorahaja. Ha ocHOBy ,,u3mepeHux” ciy4ajHOCTH Moryhe je
KBaHTUTATHBHO Topeheme cirydajuux jgorahaja, a To he Ham omoryhutu u
NOTITyHHjEe OINHMCUBamkE MocMmarpaHe mojaBe. CllydajHOCT KOJ CIydYajHUX
norahaja ce ucnuryje U ,,MepH” BepoBaTHONOM Koja je y pa3IUYUTHM
TpeHylMMa CBOI' pa3Boja Owia aeduHucaHa pasnuuuto. Panm OGosber
CXBaTamwa CyLITHHE, yro3Hahemo ce ca Tpu JeduHHIMje BepoBaTHOhe U TO
peaocie oM HCTOPH]CKOT pa3Boja OBE TEOpHje.

Kiuacnuna ne¢punnnmja sepopatuohe

Knacuuna nedunummja sepoBataohe oapehyje 138. BepoBaTHohy a
priori a nojam BepoBaTHOhe ce Ae(UHMILE MPEKO T3B. jeAHAKO BEPOBATHHUX
norahaja. Kiacuuna nedununumja BepoBatHohe omoryhaBa aa ce oapenu
BepoBaTHOha ciydajHux jorahaja jeqHe peNaTUBHO YCKE  KJace
eKCIIepUMeHaTa, a TO je Kjaca eKCIepuMeHaTa ca KOHAYHMM OpojeMm
jenHako BepoBaTHuX Moryhux pesyarara.

[TocmatpajMo ekcriepuMeHT KoMe OJroBapa KoHadaH Opoj moryhux
pesynaTata, perumo n. Heka je cBaku 01 m MOTyhux pe3yJiTara IojijeTHaKo
BepoBaTaH y cienehem cMuciay: Ha OCHOBY €KCIEpPUMEHTAa HEMaMo
HUKAKBOT' pasjiora Ja Bepyjemo Ja he HeKku pe3yJaTaT HACTYNUTH Mpe Hero
HEKH JIPYTH.

Ha mnpumep, ako OamamMo TPaBWIHY KOIKY, CKym Moryhux
pesynTata cy 6pojesu {1,2,3,4,5,6} . Hemamo HUKaKBOT pasiiora ga BepyjemMo
na he penumo 2 mactu npe Hero 5 (MO YCIOBOM Jia je KOIKa MPaBHITHOT
o0nuka). AKO KOIIKa HHUje MPAaBWIHOT OOJMKAa HE MOXKEMO YHarpes
NPUXBATUTH PE3yJITaTe Kao MOJIjeJHAKO BEpOBATHE.
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Jaxne, npernocraBuhemMo aa CKym elleMeHTapHuX norahaja mma n
MoJijeTHAaKO0 BepoBaTHUX enemeHara. [locmarpajmo cimydajuu gorahaj A.
Hexka je m 6poj enemenara nojckyma Koju oJroBapa ciiydajHom jporahajy 4.
Kaxxemo na je m Opoj ,,TOBOJBHUX’ pe3yiTara eKCIIEpUMEHTa 3a CITy4ajHH
norahaj A.

Jdedunnuuja 3.8. BepoBaTtHoha cayuajuor norahaja A je oonoc Opoja
,,nosobHux” pezynmama 3a odoecahaj A u 6poja mocyhux pesyrmama
excnepumenma. Beposamuohy cnyuajnoe docahaja osnauasahemo ca

P(),

npu wemy hemo y 3aecpaou ynucamu oocahaj u uyumamu ,,Beposamnoha
doeahaja...”.

U3 oepunuyuje 3.8. cneou oa je
P(4)=—, (3.9)

npu uyemy je m 0poj ,,nogomHUX’’, a n Opoj Mmoeyhux pezynimama
excnepumenma. Beposamnoha (3.9) ce 306e BepoBaTHoha a priori .

[lomto cy m u m uenu HEHeraTuBHU OpOJEBHU, HHUJE TELIKO
MIPOBEPUTH Ja eeposamnoha a priori uMa cienehe ocooune:

Ocoouna 1. Beposammnoha 6uno koe doeahaja je nenecamusan Opoj, mj.

P(4)>0. (3.10)

Ocobuna 2. Beposamnoha cueypnoe docahaja je jeonaka jeounuyu. Axo je
Q cueypnu 0oeahaj onoa je za Q 6poj ,,noosnux’ pezyimama m =n,
mako oa je u3 (3.9)

P(Q)=1. (3.11)

Ocoouna 3. Axo ce cinyuyajuu porahaju 4, u A, melhycoOHO HCKIBYUY]y,
OHJIa je Opoj ,,[IOBOJBHUX pe3yiTara 3a lUXOBY YHUJY A| + A, jeqHax
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m=m, +m,,
pu 4emy je m; O0poj ,,MOBOJBHUX" pe3yJiTaTta 3a A, a my Opoj ,,[IOBOJLHUX
3a A,.
Ha ocHogy (3.9) mobuhe ce na je
P(A1 + 4, ) =My &, OJITHOCHO
n n

P(4, + 4,)= P(4,)+ P(4,). (3.12)

Ocoouna 4. Beposammuoha nemoeyhee doeahaja jeonaxa je Hynu, mj:

P(D)=0. (3.13)

Ocobuna 5. Beposammnoha cynpommnoe doeahaja jeonaka je
P(4)=1-P(4). (3.14)

IIpu onpehuBamwy a priori BepoBaTHohe TpeGa OMTH JOCTa OIMpe3aH.
[IpBo mro Tpeba yTBpAMTH je Opoj Moryhux pesyirara eKCepUMEHTa 7.
Jpyro, Tpeba IpOBEPUTH Aa JIU CY TH PE3YJITATU MO/AJEJHAKO BEPOBATHU.

Ha mpumep, aBa myTa ce Oara mpaBHIIHA KOITKAa B O€Jiexu ce 30up
Ta4KHIla y oBa JBa Oanama. Ckyn Mmoryhux pesyirara cy OpojeBu

{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

OBu pe3yiaTaTH HHUCY TNOJjE€HAKO BEpPOBATHU, j€p HA MpPUMEP
pesyaTtat he O6utu 2 ako je maja jeJUHUIA y TIPBOM U JPYroM Oamamy.
Pesynrar Ganama he Outu cepam ako cy nanm ciieaehu maposu OpojeBa y
Oamamuma:

(1,6) (2,5) (3,4) (4,3) (5,2) (6,1).

3aTo je BepoBaTHHje Aa he pe3ynTaT OMTH cedaam Hero ja he 6utu aBa. Y
0BOM TIpuMepy Opoj Moryhux pesynTata je #=6°, 1 TO Cy IapoBu Gpojesa y
Oanamruma

(1.1) (2,1) ... (6,1)
(1.2) (2,2) ... (6,2)
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(3.15)
(1,6) (2,6) ... (6,6).

Cpaku ox pesynrata (3.15) je momjeaHako BepoBaTaH. 3aTo je
BepoBaTHoha aa he 306up Outu 2 jegHaka

1
PQ2)=—,
(2)=5¢
a BepoBaTHoha na he 30up Outn 7 jenHaka je
6
P(7)=—,
(7)=5¢

YecTo ce HEMOTIYHOM aHAJM30M JIaKO IPHXBAaTH 3aK/bydakK o
je}lHaKO BCPOBATHHUM HCXOAMUMA, IMITO MOXKC HAOBCCTU OO0 TMMOIpCHIHUX
3aKJby4YaKa.

TakaB je Omo ciydaj ca 13B. mpooiemom CHEAVALIER DE
MERE: [Tocmatpajy ce aBa eKCIIepUMEHTA:

a) Oara ce mpaBwWJIHA KOIlka 4 MyTa U rocMmatpa ce aorahaj na 6ap
jenaHnmyT naone wecmuuya;

0) Oamajy ce HMCTOBpEMEHO IBe KOIke 24 myTa W TocMaTrpa ce
norahaj na 6ap jenaHmyT najgHe Nap wecmuuya.

[Ipo6Gnem je na ce oapenu koju o aBa aorahaja je BepoBaTHU]H.

N3BecHo Bpeme ce cmaTpaio jaa cy oba morahaja jemHako BepoBaTHA
jep ce 3akJbyuHBalio Ha ciiefichu HauuH: Opoj pa3aIUUUTUX pe3ysTara ca JIBe
Korke 6 myTta je Behu ox Opoja pesynrara ca jeqHom korkowm. [lomTo y a)
Oaramo kouky 4 myTa a 'y 0) aBe Kolke O6aramo 6 myta Buiie (Tj. 24 myTa)
OHJIa CYy MCTE IIaHCe Ja MajHe jeHa MecTuIa y 4 0arama jeIHe KOIKe Kao
U TIaJIama mapa mectuia y 24 0arama mnapa KOmKH.

MehyTtum, kan je Owna opraHm3oBaHa Wrpa Ha 0a3W OBa JBa
eKCIIepUMEHTa YTBPl)EHO je OWIIo /1a y BETMKOM Opojy urpama denrhu je 6mo
noOuTak 06a3upaH Ha UTPH TIOJT @) OJ1 JOOUTKA Oa3MpaHOT HA UTPH IO 0).

3ancra, y 6amamy jeqHe Kolke 0poj Moryhux pesysnrara je
n=6",
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3.2. Beposamnoha

a Opoj pe3yJiTaTa aa HMjeIaHITyT He TaaHe 6 je
m=5".

3aro je TpaskeHa BepoBaTHOha
5 4
le—(gj =0.516 (3.16)

Kao BepoBaTHOha cympoTHor norahaja.V ciydajy Oarnama mapa KOukH, 0poj
Moryhux pesynrara je

n=236",

a mehy wuma Opoj pesynrara 1a He MajiHe HUjeJaHIyT Map LIeCTHULIa je
m=35".

Tpaxena BepoBaTHOha je jeHaKa :

24
P:I—(3—5j =0.491. (3.17)
36

N3 (3.16) u (3.17) ce Buau na je BepoBaTHUjU jaorahaj moxa a) on
norahaja mox 6), MITO je CACBUM y CKIITy ca eKCIIEPUMEHTAITHO yTBpheHOM
YUEEHUIIOM Ha 0a3u urapa.

Knacuuny nedununmjy BepoBaTHohe wmoryhe je y u3BeCHHM
Clly4ajeBMMa TIPOIIMPUTH W Ha EKCIIEpUMEHTE ca OeckoHauHO Moryhwmx
pesynrata. Tako ce nobuja T3B. ceomempujcka eeposamnoha.

Ha npumep, Heka je y paBHu x(y para orpanudeHa oonact G u
yHyTap ®e japyra oOmact g. 3amuciauMo cienehm  ekcriepuMeHT:
NPOM3BOJEHO Majla KyTJIMIIa c€ Ha Ciy4ajaH HayuH Oarm y obmact G u
nocMarpa ce Tadka y kojy he mactu kyrimuna. CBaka Tauka obmactu G je
Moryhu pe3ynTar ekcriepuMeHTa U CBe Tadke CY ,,I10/jeIHAaKO BEpOBaTHE .
[Tocmarpajmo ciywajuu norahaj A Koju 3Hauu: ,,0a4eHa Kyrjuia je naua y
tauky obiactu g”. Tana je BepoBaTtHoha nmorahaja A jenmHaka

_ Pov(g)
P(4)= Por (@)’ (3.18)
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Tj. BepoBaTHONa je jeJiHaKa OJHOCY MOBpIInHA obnactu g u G.

Jlepunannmja reomeTprjcke BepoBaTHOhE ce MOXE MPOUTUPUTH U HA
JeOHOAMMEH3UOHAIAH, TPOJMMEH3WOHAJAH WIM BHIICIUMEH3HOHAJAH
npoctop. Y jeOHOAMMEH3MOHATHOM NPOCTOPY IocMaTrpa ce KOHadaH
MHTEpBaJ OyXUHE D 1 WHTEepBal TyKuHe d. AKO je cBaka Tayka MHTEpBaja
D ,,nogjennako BepoBaTHa” Kao MoOryh pe3ylTaT eKCIepuMeHTa OHJa je
BepoBaTHoha 1a he ce ciyyajHo nzaOpana Tauka Hahu y UHTEepBaly 4yuja je
nyKuHa d jeHaKa

P(4)==, (3.19)

U YeMy je HHTEpBaN Qy>KUHE d caipykaH y MHTepBaly 1yXune D.

Y TpoaMMEH3MOHAJHOM IPOCTOpPY, F€OMETpHjcKa BepoBaTHoha je
0JIHOC oJiroBapajyhux 3anpemMuHa

P(4)= 7(g) (3.20)

a y BHUIICIUMEH3MOHATHOM HIPOCTOPY TO j€ OJHOC ojarosapajyhux
XHIIEp3apeMHHa.

Ha mpumep, y pyJlieTy KpyKHHUIIA je TIojIeJbeHa Ha 37 moJba Koja cy
HaW3MEHUYHO 000jeHa I[PBEHOM W ILPHOM 00joM. JeIHO IMOJbE je OCTallo
Oeire 60je. CBako moJee Hocu Opoj 1, 2, ..., wmm 36, a 6ero mosbe nma 6poj 0.
VYdecHuln y Wrpu craBibajy onpeheH m3Hoc Ha mosbe Koje xene. Kyrmuma
KpY’KM WMBHIIOM Kpyra Koju ce Takohe BpTH, anu y OOpHYTOM CMepy O
kyraume. CBaka Tayka KPY)XKHHUIE je TOJjeTHAKO BEpOBAaTHA. 3aTO CBAKO
M0JbE UMa UCTY BepoBaTHONY Koja je jeHaka

1
37’
a TO je OJHOC NyXWHE KPYXKHHIIE KOja OJroBapa HCEYKy U o0bOmMa

KPY>KHUIIE.

MMPOBJIEM CYCPETA. Ilocmarpajmo cienehu npumep. JIBa nuia
ce JIoroBope 1a ce Hal)y Ha JOrOBOPEHOM MECTY y BPEMEHCKOM HHTEpBAITY
on jemHor cara. [IpBu koju nohe Ha yroBopeHo MecTo uyeka 20 MUHYTAa,

P(4)
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3.2. Beposamnoha

nocje yera ojiyia3u. AKO CBaku 0O/ BbHX MOXe JIohu y OHII0 KOjeM TPEeHYTKY
MOCMaTPaHOT caTa, a ’UXOBU J0JACIU Cy He3aBUCHHU Mel)ycoOHO, KOJIUKa je
BepoBatHoha cycpera? Ha cnumu 3.7. mpukazaH je MOCMAaTpaHH
eKCTICPUMEHT.

60 Cf~"""77" 4 &B

40

20

4

20 40 60 A
Slika 3.7 Ilpobnem cycpema

Ha ocu x HaHemieH je TpeHyTak Jojacka HpPBOT JIMIA, a HA OCH Y
TPEeHyTaK Jojacka apyror juna. Moryhum pesydaraté cy cBe Tauke y
npaBoyraoHuky OABC.

Jlo cycperta he nohu ako je |x - y| <20,
a TO Cy Tauke y mpadupaHoj MOBPIIUHU. 3aTO je TpakeHa BepoBaTHOha

Ty
p:u:i
60 9

Emnupujcka BepoBatHoha

[TocmaTtpajmo ciyuaj kag u3zabepeMo jeTHO JHIE U HCIHUTY]eMO
BEroBy crapocT. Ako je 77 Bpeme Koje JOKUBH IMOCMATPaHO JIUIIE, OHJIA je
cKyn Moryhux pesyiTaTa ,,eKCIepUMEHTa” CKyNl HEHEeraTMUBHHUX OpojeBa f,
npu uemy je 0<¢<7,, rae je 7, HajBeha cTapocT KOjy MOXE J0KUBETH

Heko juie. 13 nckycTBa 3HamMo Ja je BepoBaTHHjE Aa he mocMaTpaHo JIHIe
noxkusetn 60 roauHa, Hero na he moxxuBeTH, peuumo, 100 roguna. [Ipema
TOME, CKYIl eJIeMEHTapHUX Jorahaja He MOXKEMO OAPEIAUTH TAaKO Jla CBAKH
eJIeMEeHT Oy/ie T0/]jje/IHaKO BepoBaTaH, Ila CaMMM TUM HE MOKEMO OJPEIUTH
HU BepoBaTHohe ciydajHux foralaja Be3aHUX 3a OBa]j ,,eKCIIEPUMEHT .
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3aro je u geduHUCAHA emnupujcka eéeposamuoha  Wn
eéeposamnoha a posteriori xoja he Ham omoryhutu oapehuBame
BepoBaTHOha M 3a OHy KJacy eKCIepUMeHaTa KOju JOBOJE /10 HEJeTHAKO
BEPOBATHUX pe3yJiTaTa.

[IpeTrnocTaBUMO J1a €KCIIEPUMEHT MOYKEMO MOHOBUTH HEOTPAHUYCH
Opoj myta. [TocmaTpahemo ciyuajuu gorahaj 4 Be3aH 3a Taj €KCIIEPUMEHT.

AKO eKCIIEpUMEHT TIOHOBHMO A TIyTa W TPU TOM C€ MOCMATpPaHH
norahaj A peann3oBao Ta4yHO n(A) MyTa, Taaa ce KOJTUIHHUK

y=) G2
n

Ha3WBa penamuena (pexeenyuja docahaja A.

Hedbunummja 3.9. Axo 6Opoj nonasmarba excnepumenma HeOSPAHUYEHO
pacme u axko peramusHa @pexsenyuja oocahaja A medxicu HeKoM KOHAYHOM
Opojy, oHOa my epaHuuHy 8peOHOCm Ha3ugamo eeposamuohom doeahaja A.

Beposamnoha oopehena oeom Oeunuyujom Hazuea ce emnupujcka
eéeposamnoha unu eeposammuoha a posteriori. Yecmo ce ma eeposamuoha
306e u cmamucmuyika geposamuoha.

VY crBapu, emnupujcka BepoBaTHoha ciyuajHor norahaja 4 je
jenHaka

P(4)= 1imM : (3.22)
n—>o0 n

OcHoBHU TIpoOiieM y neduHHCamY eMIMpHjcKe BepoBaTHOhE je
po0JIeM eTr3UCTEHIIM]E M JeTHO3aYHOCTH TpaHudHe BpeaHocTH (3.22). Axo
Ta TPAHUYHA BPETHOCT He MOCTOjU U HHje jeJHO3HAYHA 33 HEKe CITydajHe
norahaje, oHIIa HEMa CMHUCIIa HU BepoBaTHOha fneduHuCcaHa TOM rPaHUYHOM
Bpennomhy. I'pannuna BpeanocT (3.22), 0AHOCHO a posteriori BepoBaTHOha

MOKC CC OAPCAUTHU CKCIICPUMCHTAJIHHUM ITYTCM.

Taxo je Ha mpumep, BypoH M3BE0 EKCIIEpUMEHT KOjU CE CacTojao y
4040 Gamama npaswiHOT HOBYMha. J[oOWo je, na je penaTuBHA GPEKBEHITH]a
nojaBJpuBama ,,Ilucma’ 6mma 0,5080.
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3.2. Beposamnoha

[Tupcon je oBaj ekcrnepumeHT noHoBuo 12000 myTta u mobuo je
penatuBHy ¢pekBenuunjy 0,5016, a nHa ocHoBy 24000 moHaBibama OBOT
excriepuMenTa 1o6mo je BpenHoct 0,5005. Ha ocHoBYy oBHX mojaTaka ce
MOXK€ 3aKJby4YUTH Ja je BepoBaTHoha mamama ,llucma” mpu Oanamy
npaBWIHOT HOBUMha jeanaka 0,5.

WNnu Ha npumep, Tabnuiia ciyyajHux OpojeBa ce mpaBu Tako IITO Ce
Ha ciyvajaH HauuH Oupajy Opojesu {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} u cBakoj
uudpu ce npunucyje ucra seposatHoha koja je jenqnaka 0,10.

Ako ce y Tabnauiu ciy4ajHuX OpojeBa mocMarpa pellaTUBHA

(dbpekBeHIIMja TIOjaBJbUBama peuuMo ceamuie gobuhe ce crnenehu
pe3yJTaTu:

Bbpoj mudapa y
Tabnuuu 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
ciydajHuX Op.

OpexBeHIMja
nojaBpuBamba | 0,095 0,088 0,095 0,120 0,095 0,099 0,082 0,089 0,111 0,102
Opoja 7

Buau ce nma je rpaHM4YHAa BPETHOCT peEATHBHUX (DPEKBEHIIM]a
nojaBsbHBama ceamuile jenHaka 0,10, onHocHo BepoBaTHOha MOjaBJbUBAKA
ceamurie je jeanaka 0,10.

MelhyTum, TO WIaK HUje TOTIYHO pelierke mpobaemMa er3ucTeHIIN]e
emnupujcke BepoBaTHohe. OBM mpumepu TOTBphyjy NpeTnocTaBKy aa
MOCTOJU TpaHW4yHa BpeAaHocT (3.22) 3a mocMarpaHe EKCHEpUMEHTEe U
nocMmarpase ciaydajHe morahaje. [lormyHo pereme oBor mpobdiaema mMoryhe
je UMaTH TeK OHJA KaJ| ce JIOKaXke Ja TpaHuYHa BpemHocT (3.22) mocToju u
3a CBe JIpyre eKCIIepUMEHTE U 3a CBe Jpyre ciydajHe norahaje. To he 6utu
IpeIMeT U3ydaBama 4. oraBiba (3aKOH BEIMKUX OpojeBa).

3a a posteriori BepoBaTHOhY MOXe C€ JaKO MPOBEPHUTH Ja TOCEAYje
CBe OCOOMHE Kao 1 a priori BepoBaTHONA:

1. 0<P(4)<1,
2. P(Q)=1,
3. P(@)=0,
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4. P(4,+4,)=P(4,)+ P(4,),
5. Pd)=1-P(4),
6. P(4UB)=P(4)+P(B)-P(4B).

AkcuoMarcka nepuHMINja BepoBaTHOhe

Jla Ou onpeawsiv eMOUPHUJCKY BepoBaTHONY ciydajHux porahaja
NOTPEOHO j€ M3BECTH BEJIMK Opoj MyTa MOCMAaTpaHU EKCIEPUMEHT U TEK
OHJa YTBPAWUTU TpaHU4YHY BpeaHocT (3.22), OAHOCHO BepoBaTHONY.
MebhyTtum, y npakcu Hajuemhe HUCMO y CTamy Ja MHOI€ €KCIEpUMEHTE
MIOHOBMMO BHIIIE ITyTa.

Ha mpumep, ako ce oapehyje BepoBatHoha cynapa kocMudkor 6poja
ca BaCMOHCKHMM 4YecTHIlaMa Hemoryhe je TO ypaJuTH EeKCIIePHUMEHTATHUM
nyreM. HcTto Tako, ako TpebGa onpenuTd BepoBaTHOhy na oapehenu
NPOM3BOJ] MMa JKEJbEHY TpPaXmy IITO Takohe HE MOXKEMO YpaJuTH
ekcriepuMenTanHo. [Ipema Tome, jorn yBek ocTtaje mpoodyieM Kako OJApEIUTH
BepoBaTHohe ciyuyajHux jnorahaja Be3aHUX 32 HEKE €KCIIEPUMEHTE.

CaBpemena nepunnnyja BepoBaTHOhe omoryhaBa pa3Boj Teopuje
Koja Jmaje pemema 3a onpehuBame BepoBaTHOhe OWIIO KOT Ciy4ajHOT
norahaja. Ilocmatpa ce ckym ciy4ajHux paorahaja ¥ TpeciuKaBame TOT
CKylla Ha CKyINl pealHux OpojeBa, Tako IITO he ce CBAKOM CIIy4ajHOM
norahajy A npuapyxutu peaian 0poj P(A).

Jdedbunummja 3.10. Beposammuoha cnyuajnux dozahaja, je ceaxa yukyuja
P oegunucana na cayuajuum odoeahajuma Koja npeciuxasa ciyyajHe
doeahaje y peanne bpojese u koja uma credehe mpu ocooune:

1. HeneratuBnoct. Ceaxom cnyyajuom odocahajy A ¢yuxkyuja P
npuopyaicyje Henecamugawn opoj P(A) mj.

P(4)>0. (3.23)

2. Hopmupanoct. Cueypnom ooeahajy ¢ynxkyuja P npuopyscyje
opoj jeoan, mj.

P(Q)=1. (3.24)
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3. AIMTHBHOCT. Ako ce cayuajuu doeahaju A,, A,, ... mehycobno
UCKBYUYJY, oHoa @yukyuja P npudpysicyje muxoeoj yHuju 6poj Koju je
Jjeomak 36upy 6pojesa koje pynkyuja P npuopysicyje docahajuma A,, 4,, ...,
mj.

P(4, + A4, +--)=P(4,)+P(4,)+ - (3.25)

OBe Tpu ocoOMHE TMpEACTaB/ba)y aKCHOMe KOju onpehyjy
BepoBaTtHohy. CBe ocrtaje ocoOuMHE M MpUMEHa Iiejie TeopHje BepoBaTHOhe
0a3upaHa je Ha OBUM aKCUOMHUMA.

Onmax ce nHamehe numame: Jla mu a priori BepoBaTHoha u
eMIMpHjcka BepoBaTHOoha umajy ocobmne 1. 2. u 3. kojuma je nedurrcaHa
BepoBatHoha? Jlpyrum peunmma, Ja JM ce MOXKE CMaTpaTH Ja Cy Te JBE
BepoBatHOohe Koje cmo panuje neduHucanmm 3a onpehene Kiace
eKCIIeprMEeHaTa, YyjeHO W BepoBaTHOhe KoOje OIroBapajy CaBpeMEHO]
neduHUIMjH BepoBaTHOhe?

0o02060p je nozumuean. W3 nebununumja 3.7. u 3.8. nako ce
mpoBepaBa Ja OBe JBe BepoBaTHOohe HMajy 0COOHMHY HEHEraTUBHOCTH,
HOPMHPAHOCTH U aITUTUBHOCTH.

W3 akcrnoma HeHeraTUBHOCTH, HOPMHUPAHOCTH M aJIMTUBHOCTH CJICIE
ocoOuHe BepoBaTHOhe.

Ocoobuna 1. Beposammnoha cynpomuoe doeahaja je jeonaxa
P(d)=1-P(4). (3.26)

Bamcra, nocMarpajmo jgorahaje 4 u A . To cy morajaju koju ce
MehycoOHo nckipyuyjy. Ha ocHOBY akcnoma aIuTUBHOCTU MUMaJu OU

P(4+4)=P(4)+ P(4) (327)
Ca apyre cTpaHe BUXOBa YHH]a je cUrypaH aorahaj Tj.
A+4=Q,
Ta je Ha OCHOBY aKCHOMa HOPMHPAHOCTH
Pla+4)=1. (3.28)
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Kan ce (3.28) 3amenn y (3.27) nobuhe ce (3.26).

Ocoouna 2. Beposammuoha nemoeyhee ooeahaja je jeonaxa Hyau, mj.
P(@)=0. (3.29)

[Tomrro ce norahaju 2 u & Mel)ycoOHO HCKIbYUYjy U TaKBH Cy J1a je

Q+0=0Q

Ha OCHOBY aKCHOME a/INTUBHOCTH CIICIH

P(Q)+ P(@)=P(Q),
onHocHO (3.29).

Ocobuna 3. Beposamnoha 6uno xoe ciyuajnoe ooeahaja je 6poj Koju ce
Hanaszu usmehy 0 u 1, mj.

0<P(4)<1. (3.30)

Ocobuna 4. Axo oocahaj A umnauyupa Ooeahaj B, maoa cy wujuxoge
seposamnohe makee 0a je

P(4)< P(B). (3.31)
3aucrau3z A C B cnenu na je
B=A+A4 B,
I1a Ha OCHOBY aJJUTUBHOCTHU CJICIH
P(B)=P(4)+P(4-B) (3.32)
Kako je Ha 0CHOBY 0cOOMHE HEHETaTUBHOCTH
P(4-B)=0,
u3 (3.32) cneqm (3.31).
Ocoouna 5. BepoBatHoha yHuje n1Ba fgorahaja 4 u B je jeqHaka
P(4UB)=P(4)+ P(B)-P(4-B). (3.33)
Ca cnuke 4.9. ce Buam 11a je
AUB=A+4-B
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B=A-B+A4-B (3.34)

npu uemy ce A u A-B melhyco6HO mckibyuyjy. Mcro Tako ce i A-B u
A - B Takohe Mehyco6HO HCKIbYUY]y.

300r agutuBHOCTH U3 (3.34) ce nobuja
P(4U B)=P(4)+P(4-B)
P(B)=P(4-B)+P(4-B) (3.35)

Ony3uMameM o npBe jenHauune apyry y (3.35) noouhe ce (3.33).

Cnuxa 3.8. Yuuja ooecahaja
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3.3. YCJIOBHE BEPOBATHORE 1
HE3ABUCHOCT

VY ucrnmtuBamuMa ojpel)eHNX MmojaBa M CiIy4ajHuX gorahaja Be3aHHX
3a IojaBe YeCTO C€ MOCTaBjba MpodieM MelycoOHe 3aBUCHOCTH CITydajHUX
norahaja, Tj. mocTaBjba ce MPOOJEM KaKO pealin3annja jeTHOT CIIy4ajHOT
norahaja yTude Ha peaau3aiujy Ipyror.

[Tocmarpajmo nBa ciydajHa norahaja 4 u B. Iloctoje n1Be KpajHOCTH
y wuxoBoM Mmehycobnom oanocy. IlpBo, norahaju 4 u B cy TakBU Ja u3
peannzauuje norahaja B cienu curypHa peanuzauuja jnorahaja A. Jpyro,
peannzanuja gorahaja B uckibydyje MoryhHocT peanusanuje norahaja A.
Ocranu mehycobHu omnocu norahaja 4 u B Hamaze ce usmely oBe aBe
KpPajHOCTH.

Melhyco6Ha Be3a norahaja A u B y Teopuju BepoBatHohe mpoyuana
Ce MPEKO T3B. ycioeHe eeposamuolie.

O3Hauumo ca
P(4/B)
YCIOBHY BepoBaTHOhy peanu3anuje norahaja 4 moa ycloBOM jJa ce
peanu3oBao jnorahaj B.

[TocmaTpajmo mpumep jeIHOT eKCIepUMeHTa ca KOHayHUM OpojeM
Moryhux ucxoja koju cy mojijeaHako BepoBaTHU. Heka je m ykyman 6poj
Moryhux ucxona, a n(B) Opoj ucxona y Kojuma ce peanusyje norahaj B.
Heka je n(AB) Opoj moryhux mcxoja KOju JTOBOJE A0 peann3anmje oda
norahaja.

Tana je BepoBaTtHOha norahaja B jennaka
B
P(B):M, (3.36)
n

a BepoBaTHOoha peanm3anuje u norahaja A u gorahaja B je
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3.3. Vcnosne seposamnohe u nezagucrnocm

n(4B) |

P(4B)= (3.37)

Can mocmatpajmo norahaj A /B, Tj. norahaj na ce A peanusyje 1o
yclioBOM Jia ce B peannszoBao. Ako je yclOB UCIYHEH OHJa MocToju n(B)
moryhux ncxona a mehy muma je n(4B) noBosbHUX 3a norahaj A.

3aro je ycioBHa BepoBaTHoha norahaja 4 / B jenHaka
n(A . B)
n(B)

Axo y u3pasy (3.38) u Opojunar; u UMEHWIAIl TIOJEIUMO ca N U
3ameHuMo BpeaHocTH u3 (3.36) u (3.37) nobuhemo penanujy

P(4-B)
P(B)

Opnasne ce BUAM /1a YCIOBHY BepoBaTHOhy Tpeba neduHucaTi mpeKo
konuHuka (3.39).

P(A4/B)= (3.38)

P(A4/B)= (3.39)

Hedbunummja 3.11. Venosna eeposammnoha docahaja A, noo ycinosom oa ce
peanusyje ooeahaj B jeonaka je KonudHuxy

P(4-B)

P(B)
mj. jeoHaka je KOMUYHUKY 6epoeamuohie UCmospemMeHoz O0Cmeapersa
odoeahaja A u B u eeposamnohe ooeahaja B, (P(B ) > O).

P(4/B)=

VYcnoBHa BepoBaTHOha 3a/10BOJbaBa CBa TPU aKCHOMa KOjUMa je
nepunucana Bepoarnoha. Haume, n3 xonuunuka (3.39) ce Buau:

1. P(4/B)>0

2. P(A/ B) =1 u 10 y ciy4ajy kajn gporahaj B umrmmmmpa A, Tj.
KanjeB cC A.

3. Ako ce A Moxe M3pa3uTH Kao yHMja jorahaja A4, 4,, ...
Koju ce Mel)ycoOHO HCKJbY4y]y, OHJIa C€ U YCIIOBHU jgorahaj
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Cmamucmuxa 3a UHOICUIbEDE

A /B MoOXe Wu3pa3WTH Kao YHHja YCIOBHUX Jorabaja
A /B, A,/B, ...,naje

P(4/B)=>"P(4,/B).
k=1
3a oapehuBame BepoBaTHOhe mpeceka aBa morahaja KOpUCTH ce
ycrnoBHa BepoBatHoha. U3 (3.39) ce nobuja na je

P(4B)=P(B)-P(4/B). (3.40)
Axo A u B 3amene mecta nobuhe ce penamuja
P(4AB)=P(4)-P(B/ A). (3.41)

Y npakTUYHHM TPOOJIEMHUMA YECTO je JIAKIIE OAPEAWTH YCIOBHE
BepoBaTHohe, ma ce penamuje (3.40) u (3.41) Mory KOpPUCTUTH 3a
onpehuBame BepoBaTHOhA HCTOBPEMEHOT OCTBapema jaorahaja A u B.

®opmyJia mnornyHe BepoBaTtHohe. Y MHorum npumepuma
BepoBaTHohy ciydajHor pgorahaja je Temko oapenutd Oe3 mocMmaTpamba
Ipyrux cinydajaux pgorahaja. Ha mpumep, w3 jenHe KyTuje y Kojoj uma 6
Oenux u 4 LpHE KyIJHIle W3BJade ce JBE KYIJUIIC je[Ha 3a JpyroMm 0e3
Bpahama u mocmarpa ce norahaj ga y apyrom m3Biadewmy Oyje H3BYUYCHA
Oena kyrmia. HapaBHo, peanu3anuja Tor gorahaja 3aBUCH O] Tora Koja je
Ky[JIMIla OWiia M3By4YeHa y MPBOM HM3BIadermy. 3aTo oBaj norahaj mopamo
U3pa3HuTH MpeKo joralaja Be3aHUX 3a MPBO U3BJIAUCH-C, @ 3aTUM HA OCHOBY
tux porahaja oapenuT W BepoBaTHOhy mocMmaTpaHor porahaja. 3a
pelIaBame OBaKBUX MPOOJIeMa CIIYXKH T3B. (hopmynia nomnyne (momaie)
eéeposamnohe:

Hexka cy
B, B,, .., B,

cinydajuu norahaju koju ce Mel)ycoOHO UCKIbYUY]y M UHja yHU]a je CUTypaH
norahaj, Tj.

3a CBaKo i # j, I, ] € {1, 2, . n},
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3.3. Vcnosne seposamnohe u nezagucrnocm

o
k=1

Taoa je éeposammnoha dozcahaja A jeonaxa
P(4)= Zn:P(Bk)-P(A/Bk ), (3.42)
k=1
pu 4emy cy P(Bk) BepoBaTHOhe norahaja B, , a P(A/ Bk) YCIIOBHE

BepoBaTHohe forahaja A moj ycioBoMm a ce peann3zoBao B, .

Joxa3. Jlorahaju B, uuHe pa3dujame ckyma Moryhux ucxoma 2.

[Moackyn xoju oaromapa jgorahajy A ce cacToju oJ MOACKYIOBa KOjU Cy
3ajeqHuuku ca A u ca B, , (Cauka 3.9.) Tako aa je

A=AB, + AB, +---+ AB, . (3.43)

Horahaj A
| I

Cnuxa 3.9.

BepoBarHoha cBakor on mgorahaja Ha [eCHO] CTpaHU jeIHAYMHE
(3.43) Moke ce u3pa3uTH MPEKO yCIOBHE BepoBaTHOhE
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P(ABk): P(Bk)P(A/Bk)’
1a Ha OCHOBY aKCMOMa aJUTHBHOCTH 1 penanyje (3.43) cinenu (3.42).

V3mumo cnenehu mnpumep. JenaH mnNpous3BOA Cce IpUIlpeMa 3a
3aBpUIHY OIEpalnjy Koja ce 00aBsba yCHELIHO aKo je MpHUIpemMa Mpou3Boja
6una nobpa. [Ipunpema ce ob6aBspa Ha jeHO] oA yeTHpH MaimuuHe. Heka je
noysaanoct MamuHa 0,90; 0,91; 0,90 n 0,92 pecniekTuBHO 3a NpBY, APYTY,
Tpehy 1 4eTBpTy MalIUHY.

Pacniogena mpom3Boja MO MallMHaMa 3a TPUIPEMY C€ BpIIU
CIIy4ajHO M TO TaKO Ja C€ JAPYroj M 4YeTBPTO] MAIIMHH J0JIeJbyje IO JIBa
MOCTO BHWINIE TIPOM3BOJIAa HEro MamuHamMa jeaaH W Tpu. Kosmka je
BepoBaTHoha nma he mpomsBox OuTH ycnemHo oOpaheH y 3aBpIIHO]
onepanuju?

Jla Ou ogpenunu TpaxkeHy BepoBaTHOhy o3Haumhemo ca:

e B, — norahaj ma he mpouwsBon y mpumnpemu jgohm Ha 1.
MaIlHY;

e B, — norahaj na he mpousBon y mpumnpemu jgohu Ha 2.
MaIlHY;

e Bs; — noraha) na he mpousBox y mpumpemu jgohu Ha 3.
MaIluHY;

e Bs — nmorahaj ma he mpousBon y mnpumpemu nohm Ha 4.
MaIluHY.

Ca A hemo o3Hauntu norahaj na he mpousBoj OMTH yCHEUIHO
oOpahen. Taga je

P(B;) = 0,244
P(B>) = 0,256
P(B;) = 0,244
P(B,) = 0,256,

a ycJoBHe BepoBaTHohe cy
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3.3. Vcnosne seposamnohe u nezagucrnocm

P(4/B;) = 0,90
P(4/B;) = 0,91
P(4/B3) = 0,90
P(A/By) =0,91.
Horahaju By, B,, B; u B4 ce meljyycoOHO ncKibyUyjy U BUXOBa yHH]a

je curypan pnorabaj. 3ato ce BepoBatHoha morahaja A MoXxe oApenUTH
npeko (hopmyIie moTImyHe BepoBaTHONE, TaKo J1a je

P(4)=0,244-0,90 + 0,256 - 0,91 + 0,244 - 0,90 + 0,256 - 0,91,
Tj.
P(4)=0,90512.

[locmarpahemo jom jenman mpumep wurpe. bama ce mnpaBuian
HoBuuh. Urpau npe G6auama ,,moraha” koja he crpana Hopumha nactu. Ako
oroAu cTpaHy JoOuja nuHap, a ako He moroau Iutaha aunap. Wrpau
noceayje X IWHapa U Pelro je a urpa cBe Jo0K He moBeha cBoj M3HOC Ha A

nuHapa. Konuka je BepoBatHoha na he urpau u3ryourtu uemny cymy X mpe
HEro ILITO OCTBapu KeJby?

O3uaunhemo ca
p(X)

BepoBaTHohy na he urpau u3ryoutu cymy X. Ilocie npBor 6anama meroa
cyma wiu he 6utu (X+1) nunapa wnn (X-1).

BepoBarnoha na y Hapenaum Oanamuma u3ryou cymy X+1 ouhe
p(X+1)
a BepoBaTHoha f1a u3ryou cymy X-1 6uhe
p(X-1)

Heka je B, norabhaj na urpau y npom Oanamy noroau, a B, norabhaj
na He noroau. Taga ce By u By uckipyuyjy U BHXOBa yHHUja je CUTYypaH
norahaj. Ako je A norahaj na urpau usryOu cymy X OHJIa je Ha OCHOBY
(dhopmyne normyHa BepoBaTHOha
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p(X) = 0,5p(X+1)+0,5p(X-1)
Pememe oBe jenHaunHe je muHEapHa (PyHKIH]ja
p(X) =C+CX (344)

npu uemy C; u C,; tpeba oapemuTH W3 MoOYeTHHX Yyciosa. [lomro je
BepoBaTHoha /1a urpad u3ryou cymy oJl HyJia IMHapa jeHaKa

p(0)=1 (3.45)
a BepoBaTHONha /1a U3ryou cymy oa A quHapa
p(A)=0 (3.46)

(Jep kanm octBapu cymy oA A AuHapa IpecTaje J1a urpa), To 3Hauu 1a he ce
u3 (3.44), (3.45) u (3.46) nobutn

C 1= 1; C2 =——
Tpaxxena BepoBaTHoha ryOWTKa IMOYETHE cyMmMe o X JAWHApa je
jenHaka
X
X)=1-—-
plX)=1-=

BajecoBa (Bayes) ¢opmyaa. [locmarpajmMo mpumep npoiaBHHILE
KOja mpojaje jeaan npoussoJl. Heka taj npousBoa nmpogaBHUIA HA0aB/ba 011
nBa npowusBohaua u To y onHocy 2:1. 3Ha ce na je 1% mpousBoaa mpBor
npousBohaya HeucmpaBHo, a 2% kox npyror mnpousBohaua. 3a jemaH
MIPOU3BOJ] CIIy4YajHO M3a0paH y MPOJABHUIM YTBPIMU CE€ Ja je HEHCIIpaBaH.
Konuka je BepoBaTHOha Aa je TO mpou3Bo Ipyror npousBohaua?

Osznaunmo ca B, B, u A cnenehe norahaje
e B;: m3abpaHu NPOH3BO/I j€ MPOU3BO/I MIPBOT MPOU3BOhaua
e B m3abpaHu MPOU3BO/I j€ TIPOU3BOJ APYTOT Mpon3Bohaua
e A: uzabpaHu NPOM3BOJ j€ HEUCIIPABaH.

Tana je BepoBaTHOha nmorahaja B, jenqHaka
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2
P(Bl)=§,

a BepoBaTHOha norahaja B; je

YcoBHe BepoBaTHOhEe HEUCTIPABHOCTH TIPOU3BOIA CY
P(4/B,)=0,01
P(4/B,)=0,02,

na je sepoBaTHoha jorahaja A

P(4)= 20,01420,02.
3 3

MebhyTtum, 3Ha ce ma ce morahaj A peanw3oBa0 M TPaKH ce
BepoBaTHOha 1a je m3abpaHu MPOU3BOJ JAPYror Mpou3Bohaya Tj. TPaxH ce
yClIOBHa BepoBaTHOha morahaja B, mon yciIOBOM Kaja ce peanu3oBao A.
3Hauu Tpaxku ce

P(B,/A).

Ha ocHoBy JnedpunuiMje ycloBHE BepoBaTHOhe, TpaxkeHa
BepoBaTHoha je jenHaka

P(4-B
P(B, /A):—(P(A)Z),
OAHOCHO
P(BZ/A)zp(BZ)'P(A/Bz) (3.47)

P(4)
jepje P(4-B,)=P(B,) - P(4/B,).

Ha taj naunn hemo no6utn
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Lo,02
P(B, | 4)=~ 3 ——=05.
£0,01+-0,02
3 3

Hspaz (3.47) noznam je noo uasuseom bajecoBa dopmya. Cnyoicu
3a oopehusare ycnoene eeposamHohe uzeecHux doeahaja Koju ¢y
npemxoouniu peanuzayuju jeonoe cuyyajHoe dozahaja.

[Tocmatpahemo ommtuju ciy4aj. Heka je gatr HU3 choydajHHX
norahaja

B, B,, .., B,

Koju ce mMel)ycoOHO MCKIJbydyJy M uWja yHMja je curypan nporahaj Q, Tj.
TaKBUX JIa je

B,-B, =0,
3a CBaKo i # J, i,je{l, 2., 1 }
B +B,+---+B =Q.

Hexka je A wHeku cayuyajuu jgorahaj Be3aH 3a [OCMaTpaHH
excriepuMeHT. Taza je 3a cBaku gorahaj B, , ycioBHa BepoBaTHoha jeHaKa

P(4-B,)
P4)
Bpojunan y uzpasy (3.48) moxe ce u3pa3urtu ca

P(4-B,)=P(B,)-P(4/B,),

P(B,/A4)= (3.48)

a 3a UMEHMJIAIl Ce MOXe KOPUCTHTH (popMyJia MoTiyHe BepoBaTHOhe. Tako
ce pobwuja:
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3.3. Vcnosne seposammnohe u nezagucnocm

BajecoBa dopmyaa. 3a ceaku doeahaj B, ycnosna eeposammnoha rwezose

peanuzayuje xkao ce peanuzosao dozahaj A je jeonarka
P(B,)-P\A/B
P(B,/A4)= ( ) P(4/B,) (3.49)

ZP A/B)

Heka ce Ha npuMep y jeaHOj JIabopaTopHju Hama3e TPH PA3THUNTE
MIOJTUIIE Ca eTpyBeTaMa y KOjuMa je KpB M3 TPH pa3IMuuTe KpBHE Tpyme. Y
MIPBOj MOJIAIIK Cy 2 eNpyBeTe ca MPBOM KPBHOM TpyriomM, 1 ca apyrom u 3 ca
tpehom. ¥V nmpyroj monmmu cy 3 ca npBom, 2 ca apyrom u 4 ca tpehom, a Ha
tpehoj monmumum cy 4 ca mpBom, 3 ca apyrom u 2 ca tpehom. Ilo3utnBHA
peaxiija ce TIOCTHKE JeIMHO aKo ce MmomenIajy Tpeha u 1pyra KpBHaA rpyra.
JlaGopaHT je Ha ciy4ajaH HauWH W3a0pao jeAHy IOJIMILYy, a 3aTHM ca Te
nonuie u3abpao aBe emnpyBere. EKcrepruMEHT je MOKa3ao IMO3WTHBHY
peaxiujy rmomeniane KpBu U3 Te JaBe enpysere. Komuka je BepoBaTHOha na
Cy To OwmIIie enpyBeTe ca MpBe Mmouie?

Oznauumo ca B;, B, u B; cnyuajuu norahaj ma he wuzabOpane
enpyBere OuTu ca mpBe, apyre, oaHocHo Tpehe momuue. Ca A hemo
O3HAUYMTH cllydajaH Aorahaj na he ce noctuhu no3utuBHa peakuuja. Tana je

P(B)=P(B.)=P(B))= .

YcnosHe BepoBaTHOhE cy

parp)=21, 131
65 65 5
2

P(4/B,)= 5
1

P(4/By)=—

P(A/B,) =<

[Mpumemyjyhu bajecoBy popmymny nobuhe ce

P(B,/A)= 18
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He3zaBucuu porahaju. Ilocmarpahemo nBa ekcriepumeHTa KOjU ce
U3BOJIE€ HE3aBHCHO j€JJaH OJ1 APYIOr.

Hexa je A, cnyuajnu oocahaj eéezan 3a npeu excnepumenm, a A,
cyyajuu  0oeahaj eesam 3a Opyeu excnepumenm. Taoa peanuszayuja
oocahaja A, mHe ymuue Ha peanusayujy oozcahaja A, u kasxcemo oa cy

oocahaju A, u A, meljycoono nezagucnu.

HapaBHo, ocHOBHHM mpo0OJieM Be3aH 3a OBakBa jJBa jorahaja je
npobisiem onpehuBama BepoBaTHOhE BUXOBOT HCTOBPEMEHOT OCTBApEHHA, Tj.
npoOieM ozapehuBama BepoBaTHOhe mpeceka He3aBUCHHMX Jorahaja A, u

A,.
Hpyru npoGnem mnpencTtaBiba yTBphHUBame HE3aBUCHOCTU 3a OHE
norahaje koju cy Be3aHM 3a jelaH HUCTH ekcrnepumeHT. Oppeauhemo

BepoBaTHOhy Tmpeceka He3aBUCHUX jorahaja TMpeKo  eMIHPHUjCKe
BepoBaTHohe, a 3aTuM hemo Taj pe3ysITaT YONIITUTH U 3a OCTaJle ClTy4dajeBe.

IIpernocTaBuMo 1a JBa MOCMaTpaHa EKCIEPUMEHTa MOXKEMO
MMOHOBUTHU HEOTpaHW4YeH Opoj myTa. Heka cMO MCTOBpEMEHO MOHOBHIN 00a
eKCIIepUMEHTA 7 ITyTa.

O3Haunmo ca n(Az) Opoj MoHaBJbamka EKCIEPUMEHATa y KOjuMa ce
peanuzoBao gorahaj 4,, a ca n(A1 Az) Opoj TMoHaBJbamka EKCIEpUMEHATa Y
KOjUMa Cy ce peaJu30Baiu UcToBpeMeHO U A, u A,. Tajga je emnupujcka
BepoBaTHOha NpUOIMIKHO jeTHaKa

(3.50)
A A
p( A A, ) ~ M :
n
A cax mocMaTpajMo caMO OHa MOHABJbaka y KOJUMa CE PEeaTn30Bao

norahaj A,. lbux uma ykynHo n(A2 ) Mebhy wuma Ouhe u HEKHX y KOjuMa

ce peanu3oBao u gorahaj 4,. TakBuUX UMa yKyIHO n(Al Az). Ako je n(Az)
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JIOBOJbHO BEJIMKO, TajJa j€ eMIupujcka BepoBaTHoha porahaja 4,
NpUOJIMIKHO jeTHaKa

”(AlAz) )
n

P(4,)= (3.51)

BepoBatHoha npeceka 4,4, y (3.50) ce Moxe Hanucatu y 00JIHMKY

P(A1A2) _ ”(A1A2) . ”(Az)

oJlakJe ce qo0uja aa je
P(4,-4,)=P(4,)- P(4,) (3.52)
W3pa3z (3.52) coyxu 3a nepuHUIMjy HE3aBUCHOCTH Joraljaja.

Hepunuyuja 3.12. Hexa cy A, u A, d6uno xakea osa ciyuajua
oozahaja. Pehu hemo 0a cy A u A,, Mel)ycoGHO He3aBHCHH, ako u camo
ako je

P(4,- 4,)=P(4,)- P(4,) (3.53)

HesaBucHocT cinydajumx jgorahaja Moke ce mocMarpaTd M IMPEKo
ycinoBHUX BepoBaTHoha. Hamme, ako cy norahaju 4, m A4, mehycobno

HE3aBUCHU OHJIa j€ YCIIOBHA BepoBaTHOha, jeiHaKa
P(A /A)=P(A

(4,7 4,)=P( 1)' (3.54)

P(Az /Al):P(AZ)

OO6pHyTO, aKo je yCIOBHA BepoBaTHONA jeTHaKa
P(A,/A4,)=P(4))
Taja je
P(A,- A,) = P(4,) - P(4,/ 4,)=P(4,) -P(4,)

Tj. Tanacy A4, u A, He3aBUCHH. 3aTO ce MOke pehu:
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Hozcahaju A, u A, cy Mel)ycoGHO He3aBUCHM, aKo U camo aKo je
yenosna eeposamuoha jednoz 00 1ux, noo YCiosoMm 0a ce peanu308ao
opyeu, jeOHaka seposamuohu moe doeahaja.

VY HeKMM TpuMepuMa HUje JIaKo OJMaX Ha OCHOBY EKCICPUMEHTA
YTBPJAWTH HE3aBHCHOCT clydajHux gorahaja. Tama ce mopa mpoBepaBaTh
TauHOCT u3pasa (3.53) wnu (3.54) u Tex oHJa YTBPAUTH HE3aBUCHOCT.

Ha mpumep, 3 mmmna ox 36 xapara Ha ciydyajaH Ha4WH ce Oupa
kapra. Heka porahaj 4, 3maum: ,m3abpaHa kapra je Tped”; a A,:
,,A3abpaHa kaprta je nama’. Ha OoCHOBY ekcliepuMeHTa He MOXXEMO OJMax
pehu na nmu cy norahaju 4, u A, He3aBucHu. IIpoBepuhemo HHUXOBY
HE3aBUCHOCT Ha OCHOBY nedunuimje (3.53).

BepoBatHohe norahaja 4, u 4, cy

9 4
P4, )= —, P4, )= —- 3.55
(4) = 5 P(4:)= (3.55)
Jlorahaj (A1 -A2) 3HA4U Ja je u3adpaHa kapra aama Tped U Bberona
BepoBaTHoha je
1
P4 -A)=—. 3.56
(4, 4,) =< (3.56)

N3 (3.55) u (3.56) ce Buam na je 3am0BosbeHa penanyja (3.53), mro
3HaY| J1a Cy TO He3aBHCHHU jorahaju.

Huje temko npoBepuTu U He3aBUCHOCT cienehux norahaja. Axo cy
A, n A, mehycoOHO He3aBHCHU Taja cy He3aBUCHU U cieaehu norahaju

A i Ay A A A A

Jledunummja He3aBUCHOCTH /1Ba orahaja ce MOKe MPOIIMPHUTH U Ha
Buile fgorahaja.

Heka je A, A,, .. nus cayuajuux oozahaja. Axo je 3a ceaxu
usabpanu Hu3
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A Ay, A

il» in

seposamHoha npecexa jeOHaka npou3eooy seposamuohe, mj. axo je

P(Ail -4, '---'Am): P(An)'P(Aiz)'---'P(Am) (3.57)
mada kadxicemo oa je nus A, A,, ... nuz nesasucnux dozalaja.

Ha npumep, ucroBpemeHo ce Oarajy aBe koike. Heka cy nmaru
cnenehu norahaju:

e 4, :HanpBOj KOLIKM Ia0 je HemapaH Opoj,
e 4,:Ha Ipyroj KOUKH Iao je HemapaH 0poj,
e 4,:30up Taukuna Ha 00€ KOLKe je HenapaH 0poj.
Jlako je BuaeTH 11a je
P(4,/4,)=05 P(4,/4,)=05 P(4,)=0,5
LITO 3Hauu Ja cy gorahaju 4, u A, Mel)ycoOHO HE3aBHCHH, a UCTO TAKO Cy

He3aBUCHHU U jorahaju 4, u A4,.

MebhyTtum, ako cy ce ucroBpeMeHo ocTBapwid U A, u A4,, Taga ce
norahaj A, He MoOxe yommre OoCTBapuUTH. To 3HauM Ja ce He MOXKe
cMmartpaTd Aa je A, HesaBucaH o A u A, nma ce He moxe pehu nma cy
norabaju A4,, A, u A, He3aBucHM forabhaju.

Ilpumep 1. IlytHuk xpehe u3z mecrta O y mecto A. Y CBakOM MeECTy
Ha ciyvajaH HauMH Oupa myT 3a Jajbe KpeTtawme. Konmuka je BepoBaTHoha 1a

he myTtHuk ctuhu y mecro A Ge3 Bpahama Hazaj ako cy MyTeBH JaTH Ha
memu?
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Jla 6u myTHUK gomao y A Mopa mpohu kpo3 jeaHo on mecta By, Bo,
B; unu By. 3ato je

P(B,)=—,i=1,2,3,4.

N

P(41B)=7.

1
P(A/Bz):z,
P(4/B,)=1,
P(A/B4):%.

Tpaxena BepoBaTHOha je

P(A):l l+l+1+l é

4\4 2 3)48
Ilpumep?2. Y xyTuju ce Hajmazu n; OeNUX M Ny UPHUX KYTJIUIA.
CnyuajHo ce Oupa jenHa KyTrjiuia, a 3aTUM ce y KyTH]y J0Aaje m KyIJMla

oHe 0Ooje koje je Omna u3BydeHa Kyriauua u k kyrnmuna apyre 6oje (m u k
MOry OUTH M HEraTMBHU OpOjeBHM LITO 3HAYM Ja C€ U3 KyTH]E€ OJly3UMajy
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3.3. Vcnosne seposamnohe u nezagucrnocm

kyrauue). Oapeautu BepoBaTHONY /1a ce y JpyroM M3Bllauewy U3Byue Oena
Kyrjuia. AKO je y Ipyrom M3BJladery U3BYUEHA I[PHA KYTJIUIA, KOJHKA je
BepoBaTHOha /1a je y IpBOM U3BJIauey Ouila n3BydeHa Oena Kyriauna?

Ilpumep 3. Jenan crpenan raha mety n myrta. BepoBarnoha nororka
MeTe y cBakoM rahamy je jeqHaka p, (O <p< 1). Konuka je BepoBatHOha na

he mera OGutn morohena Gap jemanmyt? Konmko Tpeda n3BpiuTu rahama na
6u ca BepoBatHOhoM 0,999 TBpmmmm na he mera Outh morohena Oap
jenmaHmyT?

BeposatHoha mpomarmiaja mete y cBakoM rahamy je (1— p), a
BepoBaTHOha mpomariaja y n rahama je

(t-p)
300r He3aBUCHOCTH. TpakeHa BepoBaTHONa je
P(4)=1-(1-p)’ (3.58)

Ha 6u ogpenunu n, BepoBatHohy (3.58) uzjennaunmo ca 0,999. Tako
nobujamo 1a n Tpeda 1a 3a10BoJbaBa jeTHAKOCT

(1-p)" =0,001,
OJIHOCHO
log 0,001
n=——j,—-=.
log(1 - p)

Ilpumep 4. Hahu BepoBaTHOhy 1a ce CTpOj KOjH paau y TPEHYTKY 7,
Hehe mokBapuTH 10 TpEHyTKa 7, + 7 aKo:

a) BepoBaTHOha KBapa 3aBHCHM CaMO OJ JYXXHHE BPEMEHCKOT
MHTEpBaJIa,

0) BepoBaTHOha pama 0e3 KBapa 3a MHTEpBal Af je MPOIOPIMOHATHA
At ca tay”ourhy 10 0eCKOHaYHO Malie BpeAHOCTH BHILIET pefa,

B) HCIPaBHOCT CTpOja y MHTEpBaJMMa KOjU CE HE CEKy HE3aBHUCHE CY
MehycoOHo.
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O3HaunMmo ca p(t) BEepOBaTHONY KBapa cTpoja of ¢, a0 ¢, +¢. Tana
je BepoBaTHoha pajia 3a Bpeme At jenHaka

1- p(At) = aA(t)+ o(At),
IIpU YeMY j€ a@ KOHCTaHTa.

Pan on t, mo t,+t+Afr u BepoBaTHOha KBapa CTpoja y TOM
WHTEpBAITY j€ jeJTHaKa

plt+Ar)

Wnrepsan (¢ +At) ce cacToju off 1Ba MHTepBana IyKuUHA ¢ U At
koju ce mel)ycoOHo He ceky. 3aTo je

ple+At)= p(e)p(ar),

TaKo Ja je

ple+a1)-ple) - —ap(t)o(1)

At
['panndHa BperHOCT OBOT M3pasa, kax At — 0, je jeqHaunHa
dplt
% = —ap(t). (3.59)

Tpaxena BepoBatHoha he O6utn pemiewe jennaunne (3.59), a To je
byHKIHja

p(t) — e—at
Ilpumep 5. BepoBatHohe 3a T3B. mabnuye cMpmuocmu.

[Ipernocraske:

1. BepoBatHoha na he Heko mwie ymMpeTH y BpeMeHY Oj ¢ 10
t+ At jenHaka je

plt.t + At) = a(t)At + o(At). (3.60)

IIpU YeMy je a(t) HEHEeraTHUBHA U HEMpeKuaHa QyHKIIN]a;
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3.3. Vcnosne seposamnohe u nezagucrnocm

2. Cwmartpa ce 1a yMUpame HEKOT JIMIA y UHTEPBAIy (tl,tz) HE
3aBUCH OJ TOTa LITa je OMJIO 10 MOMEHTA 1, ;

3. BepoBaTHoha cMpTH y MOMEHTY paljama jeiHaKa je HyJIu.

Tpeba onpenutu BepoBaTHOhy ma he jegHO JHIE YMpPETH Kaj
noxkuBH ctapoct 7. O3naunmo ca P(t) BepoBaTHohy na he nuue noxuBeTH

crapoct t. Ca P(t +At,, ¢ ) O03HAYMMO BepoBaTHOhy mga he nwuie koje
JO’KUBH CTApPOCT ¢ TOKUBETH U cTapocT £ + Af. Tana je

P(t+At)= P(t)P(t + At, ),
N3 (3.60) nobuja ce naje
P(t+ At)= P(e){1 - p(z, t + Ar)},
OJTHOCHO
P(t + At) = P(t){1 - a(t)At — o(At)} (3.61)
U3 uzpaza (3.61) nobuhe ce na je

P 8)=PO) __ iyt of)

At

YyHja je TpaHu4YHa BpeIHOCT Kajg Ar — 0 jeqHaka
) a)pe) (3.62)

Pememe mudepennujanne jeqHaunne (3.62) je dbyHkuja

Ha OCHOBY Koje ce nobujajy TpaxkeHe BpemHocTH. CHemnmjaHO, aKo je
a(l) = a + fe” Tajia je TpakeHa BepoBaTHONA jeIHaKa

t :e’“’—ﬁe”— .
P(r) 7( 1)
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4. 3AKOH BEJIMKUX BPOJEBA

Axcuomarcka aeduHuIMja BepoBaTHOhe ciydajumx porahaja He
onpehyje HauMH Ha KOjU heMO y HEKOM pealHOM €KCIIEPUMEHTY OJpPEIUTH
BepoBaTHohe ciydyajHux pgorahaja. 3aTo Hac W WHTEpECyje OJrOBOp Ha
cinenehe murame: Jla oM mocToje M3BECHE 3aKOHUTOCTH Y MPAKTUYHHM
n3BohemHMa HEKOI eKCIepuMeHTa W ojaroBapajyhux BepoBaTHOha
ciydajHux jgorahaja? JIpyrum peuumma Ja JU Ce€ Ha OCHOBY pe3yJTara
n3Bohema eKCriepuMeHTa MOXKe OJIpeIuTH oAroBapajyha BepoBaTHoha?

3aro je HapegHO INoriaBibe IocBeheHo pa3zmaTpamwy Mpobiema
MOCTOjamha TUX 3aKOHUTOCTH Jia OU Ce JIOILIO /10 MO3UTHUBHUX OJATrOBOpa Ha
nocraBjbeHo nuTame. [lomro hemo ce y HapeagHUM H3BOheHUMa KOPUCTUTH
Crupnunarosom (Stirling) popmynom u I"'aycoBom (Gauss) KpuBOM, yKpaTKO
hemo laTu BUXOB Mperie]l ¥ OCHOBHE OCOOUHE.

4.1. CTUPJIMHI'OBA ®OPMVJIA U TAYCOBA
KPUBA

[TocmaTtpajMo n enemeHara jemHor ckyna. Ilepmyrammja n
eJeMeHara je pefocie]] OBUX eJleMeHaTa TaKo Jia Ce 3Ha KOjU eJIeMeHaT je Ha
MIPBOM MECTY, KOjU Ha JPyrOM, UT/I.

Bpoj nmepmyranmja n enemenara je jenHak (akropujeny Opoja n.
Taj 6poj ce o3HavaBa ca

n!
U TIpU TOME je
n=1.2-3-..-(n-1)-n

3a Benmke BpeqHOCTH Opoja m ompehuBame n! je mocTa OTEKaHO.
Crupnunrosa Qopmyna ciyxu 3a npuOmmxkHO oapehuBame TOr Opoja, a

110



4.1. Cmupnuneoea ¢popmyna u I'aycosa kpusa

Takohe MMa BEIMKY BaXXHOCT Yy pellaBambUMa pPa3IMYUTHX TEOPH)CKUX
MUTamka BE3aHUX 3a IPAaHUYHE BPEJIHOCTU HU30BA KOJU 3aBUCE O] 7! .

Ctupaunrosa gopmyJa ce modice npedocmasumu ciedehom uspazom:
nl=~2m -n"-e"[l+ 0(n))], (4.1)
npu wemy O(n) osnauasa ocmamax Koju megicu Hynu Kad n — .

CrupnuHrosa ¢popMylia ce MOXKe HalUCcaTH U 'y 00JIUKY

n —-n 0}1
nl=~2m-n"-e"-e" ,

npu yeMy €, 3a70BOJbaBa HEjeTHAYNHY

1
<—

0 1< )
12n

n

3amo y3umamo oa je npubaudicua epedHocm 3a n! jeonaxka

nl=2m-n"-e"

CrupnuHroBa gopmyia aaje gocta OJrcKe BPEIHOCTH 3a 7! Yak U 3a
Majsie BpeIHocTH Opoja n. Tako ce 3a n =1 gobuja aa je

'~ 1,0023,
3a n =2 nobuja ce

2!~ 2,0007,
3an=>5

5!~ 120,01.

3a n =10 tayna BpeaHoct he 6utn
10!= 3628800,
a Ha ocHOBY CtupiuHroe ¢popmyse ce 1oouja
10!~ 3598600

LITO Y OJHOCY Ha MpaBy BPEAHOCT YMHU rpeniky oj cera 0,8%.
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Jloka3 Ctupnunarose ¢popmynie moxe ce Hahu kox W. Feller-a y [2],
i R..von Mises [6].

VY mpuMmeHu Teopuje BepoBaTHOhe BeNMKY YJory uma (QyHKIHja
no3Hata moa uMeHoMm [aycoea wiu Iayc-/lannacosa (Gauss-Laplace)
Kpuea Koja ce 4ecTo 30Be U 3aKoH éeposamnoha nopmanne pacnooene.

I'aycoBa kpuBa je KpuBa JaTa QyHKIN]OM

(4.2)

Koja je nehrHucaHa 3a CBaKO PEasTHO X M3 HHTEpBAIa (— 0, + oo).
dyHKIIM]a ¢(x) je cuMerpuyHa (yHKIMja KOja UMa MaKCHMyM Yy
tauku x = 0. MakcumainHa BpeAHOCT oBe QyHKIIH]E je
1

¢(O) = \/g

[IpeBojHe Tauke pyHKIHjE q)(x) cy Tauke x =+l y xojuMa QyHKIHja ©Ma

~ 0,3989.

BPETHOCT

[Topen Tora je

lim ¢(x)=0,

X—>+0

lim ¢(x)=0.

X—>—00

['aycoBa kpuBa je mpuKa3aHa Ha cauLu 4.1.
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Cnuka 4.1. I'aycosa kpusa ¢(x)

[ToBpmmna u3mely kpuse @(x) U OCe X je ycTBapu jeaHaka
UHTErpay

j B(x)dx
Y ¥Ma BPEJHOCT jeTHAKY jeINHUIIH, Tj.
\/_ J’e 2 dx—l (4.3)

Ha je jennauuHa (4.3) 3a710BOJbEHA HUjE TEIIKO MpoBeputTu. Tpeda
MOCMAaTpaTH JBOCTPYKH MHTErpal

— ”67777dxdy (4.4)

Wnterpan (4.4) ce nako pemiaBa INpelackoM Ha IOJIApHE
KOOpJMHATE.
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Bpennoctu dyHKIHje ¢(x) najy ce tabemapuo. Y tabenu A-1 (Buau

[Ipunor, TaGena A-1) nate cy meHe BpeJHOCTH 3a CBAKO X U3 uHTepBaia [0,
3,99]. 3a x = 3,99 ¢ynkuuja uma Bpeanoct 0,0001, a 3a BpeqHoctu x Behe
on 3,99 dbynknuja ¢(x) uMa Malie BpeTHOCTH KOje Cy MpakTu4IHO jeanake 0.

Ha ocnoBy I'aycoBe kpuBe neduHucaHa je T3B. (YHKIHja
HOpPMAJIHE pacrojeJie gb(z) 4uje Cy BPEAHOCTU jAare TaOelapHO U Koja

ciIyu 3a oapehuBame moBpiinHe u3Mely KpuBe ¢(x) U 0Ce X Y HEKOM
IPOU3BOJFHOM MHTEpBANYy [a, b].

[Jlepununuja 4.1. ®yHknuja HopMajaHe pacrnojgese @(z) Odegunucana je
3a ceaxo z € (— oo, + o) jednauunom

= _;[¢(x)dx = —\/;_7[ _£e2dx
u npeacmaefba noBpPUUHY Z/I3M€by Kpuee ¢(X) uocexy unmepeainy (— 0, Z].

I'padmuxku npukas mpeko NOBpHIMHE (YHKIHUjE ¢(x) JaT je Ha
ciunu 4.2.

2
f’rx)-—- ez

_ // |
o

Cnuxa 4.2. @ynxyuja Hopmanue pacnooeie

ODyHKIMja HOPMAJHE pacIojelie GD(Z) jé MOHOTOHO pactyha

dbyHKIMja KOja MMa acUMMTOTe ocy x M mpaBy y = 1. I'paduuku je
npuKa3aHa Ha ciuiu 4.3.
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iz

I
Cnuka 4.3. Dyukyuja @(z)

Bpennoctn  QyHKIIMje HOpMalHE pacrojene CD(Z) jare cy
TabenapHo 3a BPEIHOCTH Z U3 UHTEepBaja [O, + oo). 3a HeraTMBHE BPEIHOCTH
byHKIH)Y (15(2) onpehyjemo u3 penanuje

@(— z) =1- QD(Z)
KOjy HHj€ TEIIKO MPOBEPUTH, Ha OCHOBY Neununmje (4.1).

VY Tabenn A-2 (Bumu Ilpunor, TabGena A-1) nate cy BpeaHOCTH
¢ynkumje 3a z w3 unrepBana [0, 3,49]. 3a Bpeamnoctu Behe on 3,49
¢byHkja @ MpakTUYHO UMa BPEIHOCT 1.

Jla 6u oopeounu noepuiuny usmelly Iaycoee u oce x y
NpPOU3B0/LHOM UHMEPBATY (a, b] KOpUCMuUMOo ce ()yHKyujom @(z). Ca cnuke
4.4. 6uou ce 0a je ma nospuuna oama ca

2

b
p:%j "2 g = o) d(a)

115



Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

$

///

a

S\

Slika 4.4. Ilpuxaz nospwune u gpynkyuje @(z)

Hajuemhe ce mocmaTtpa cuMeTpuyaH UHTEPBAI [— z, z]. [ToBprmHa
mmehy pyHkimje ¢(x) 1 O0Ce X, y TOM UHTEpBAIY jeTHAKA je

z 2

X
P=L Ie 2 dx=2d5(z)—l.
2

Tako ce moOuja /1a je TOBPIIMHA y HHTEPBAITY (— 1, 1] jemHaka
P =0,6826 =68,3%,
a y UHTepBaIy (— 2, 2] MOBPIIIMHA j€ jeTHaKa
P =0,9544 =95,4%,
JI0K je 3a unTepBan (-3, 3]
P =0,9974=99,7%,

mTo 3Ha4M aa ce 99,7% on ykymnue nospurHe uzmely ["aycoBe kpuse ¢(x)

u oce x, Hajma3u y uHTepBany (-3, 3] AOK je U3BaH TOI MHTEpBala CBEra
0,03% Tte nmoBpiKHE.

OBe mporente Tpeba 3amamMTuTH jep he KacHuje OWUTH
MHTEPIPETHPAHU IPEKO BepoBaTHOhe.
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4.2. BEPHYJIMJEBA HIEMA HE3ABUCHHUX
IHOHABJbAIBA EKCIITEPUMEHATA

N3y3eTHO BakHY yJIOTY y TEOpHjU BepoBaTHOhe, HeHO] MPUMEHU U
pa3Bojy CTaTHCTUKE, OAWrpalia je jeJHa Kilaca eKCIepuMeHaTa MO3HATHX
nox wumeHoMm bepuynujeeu (Bernoulli) excnepumenmu wunu xiaca
HE3aBUCHUX IIOHaBJbama eKcrnepumeHta. OppehuBame BepoBaTHOha
ciy4ajHuX gorahaja BezaHux 3a bepHynMjeBe eKCIepUMEHTE INpeaCcTaBba
T3B. BepHy/njeB npooem.

[IpernocTaBuMo Ja jedaH EKCHEPUMEHT MOXKEMO IIOHOBUTH
HeorpaHnuyeHo nyrta. Ilpu Tome ce muciu na je moryhe octBaputu
HEOTrpaHUYEHO IyTa jeJaH UCTH KOMIUIeKc ycioBa. CBaku MyT Kaja ce
OCTBapH Taj KOMIUIEKC yclioBa HEKH Jorahaj A ce MOXe OCTBApUTU WM HE
Tj. norahaj A je cimyuajan gorahaj. Kag ce ekciepuMeHT MOHaBJ/ba BUIIIE
MyTa MPETIOCTaBbaMO Ja pe3yJiTaT y jJeJHOM IOHAaBJbalby HE YTHYE Ha
pe3ynraTe eKcIepuMeHTa y JApyruM TIoHaBjbambuMa. Kaxemo mpa cy
IIOHaBJbakha eKcrepuMeHTa MelycoOHo He3zaBucHa. Ilopen Tora ce
MIPEIIIOCTaB/ba J1a J€ y CBAKOM IOHABJbalky EKCIEpUMEHTa BepoBaTHOha
ocTBapema norahaja 4 ucra.

EB0 HekoMKO MprMepa TaKBUX €KCIIEpUMEHATA.

Ilpumep 1. Y cratuctudukoM ckyny on N einemeHnara p% HHX UMa
onpeheHo cBojcTBO, Aok mpeoctanmux (1—p)% Hema To cBojcTBO. Ha

ClIy4yajaH HayuH C€ U3 MOCMAaTpaHOr CKyma Oupa jefjaH eJIeMeHT U Oenexu
ce J1a JIM OH MMa TIIOCMaTpaHo CBOjCTBO WK He. [Ipu Tome ce mpeTnocTaBiba
7la ce M3BJIAYCH-E BPIIM ca BpahameM, Tj. CBaKU IMyT CE U3BYUYCHH €JIEMEHT
Bpaha y mocMmaTpaHM CKyH Ma ce€ MOHOBO M3 LEJOr CKyma Oupa Ipyru
€JIEMEHT, UJTU Ce MPETIIOCTaBIba Ja je Opoj eneMeHara N jako BEJIHUKH.

Nurepecyje Hac npobnem aa ce oapenu BepoBatHoha na he mehy »
M3BYYCHHUX eJIeMeHaTa OWTH TauyHO k ca MOCMAaTpaHUM CBOjcTBOM. McTo
TaKo HaC MHTEpecyje BepoBaTHoha /ia he ce KOMMYHUK k/7 pa3IMKOBATH O]
p 3a HE BUIIE O] jeAHOr yHampen nparor Opoja. CreunujaqHo Hac
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UHTEepecyje yemy he TeXUTH KONMMYHUK Ak/n Kaa Opoj M3BIAYeHa n TEXKH
0ECKOHAYHOCTH.

Ilpumep 2. bana ce HEOrpaHMYEHO IMyTa NpaBWIaH HOBUMh H
Oenexxu ce Opoj magama ,nucma’. MHTepecyje Hac deMmy he TexXUTH
(dbpekBeHIMja MOjaBJbUBamka ,,MIUCMA~ KaJl HEOTPAHMUYEHO IyTa Oaramo
HOBuMh.

Ilpumep 3. Jeqna mammHa ayToMatcku oopal)yje HeKu Mpou3BoJ ca
BEpOBAaTHONOM morpeniHe oopaje jeIHaKOM p . AKO ce Y BEJIHKO] CEpUjU O]

10000 komama wmmum 100000 komanma IOjaBH BENMKH OpOj HEMPABHIIHO
oOpaheHux Komasa, Ja Ji TO 3Ha4H Ja Ce MOY3IaHOCT MallIMHE MPOMEHMIIA?

Ilpumep 4. 3na ce na je mehy cBum mopohajuma p% OnuzaHara.

AKO ce y jelHO] KJIIMHUIM Ha KOjy J10J1a3e MOpOJusbe n3abpaHe Ha CilyvajaH
HauuH Hahe 1000 nopoausba, KOJUKU CE MOKE OUEeKHBAaTH Opoj Oau3aHana?

Y cBUM OBHM NpuUMEpUMa IOCMAaTpa C€ jeJaH EKCICPUMEHT U
cinyuajaH gorahaj A Koju ce ocTBapyje ca BEpoBaTHONOM p , TIpH YeMy je
q =1- p BepoBatHoha na ce norahaj A nehe octBaputu. Ilpu Tome je

p+qg=1.

3a nu3 nezagucHux nonasmarba 0602 ekcnepumenma pehu hemo oa
npeocmassa bepHyujeB eKCeEPpUMEHT aKo ce y C8aKOM 00 mux dozahaj
A ocmeapyje ca eeposamnohom p u npu mom eeposammnoha p ocmaje

HENPOMErEHA ) C6AKOM NOHAB/bARD) .

O3HaunMo ca n Opoj IOHABJbaEkA IOCMATPAHOI EKCIEPUMEHTA.
HajjennoctaBHuju U 3a Hac HajUHTEPECAHTHUJU NpoOJieM je odpelusarve
eéeposamnohe oa he ce y n nonasmwarwa nocmampanu oo2ahaj A
peanuzosamu mauno oopehen opoj nyma, peyumo k nyma. To 3Hauu 1a ce
y mpeoctanux (n—k) moHaBsbama norahaj A nehe peanuzonatu. [Ipu Tome
je k jeman oxmpehen 6poj u3 ckyma 6pojesa {0, 1, 2, ..., n}. O3naunhemo Ty
BepoBaTHohy ca P, (k).

[Ipe nero nmpehemo Ha oapehuBame BepoBaTHOhe P,(k) y omiTeM
ClIyuajy, MoCMaTpajMo jeIaH mpumep.
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Heka ce y jenHoj KyTHju Hanasw 5 cUjajuIia 3a Koje ce 3Ha Ja je
0,95 BepoBatHOha 3a cBaky o mHX Aa Oyzae ucnpaBHa. Konwka he Outu
BepoBatHoha 1a he ce y oBOj KyTuju Hah¥l TpU UCIIPABHE U JIBE HEUCIIPABHE
cujanuie?

Horahaj A koju mocMaTpaMo y OBOM ,,eKCTIEpUMEHTY  je morahaj:
,CHjalllla je WchpaBHA”, a cymporaH jgorahaj je A: ,cujaauma je
Heucnpaua”. Ilpu tome je p=0.95, ¢=0.05, a Opoj moHaBBama je
jenHak Opojy cujanuna, 1j. n=>5. Tpaxena BepoBaTHoha je Ps(3). Ako
CBAKoOj cujaiuiy npuiapyxumo norahaj 4 umm A, onga he ce morahaj na
Melyy meT cujanuua Oyqy TpU MCIpPaBHE pealin30BaTH aKoO Ce pean3oBaia
jemHa o MmoryhHOCTH nucama HU3a OJ1 TIET CJIOBHUX MECTa y KOjuMa je Ha 3

MecTa CcJIoBO A a Ha JiBa Mecta cioBo A . Heka je jenHa o Tux MoryhHocTH
Ha TIpUMep HHU3

AAAAA.
BepoBartHoha f1a ce ocTBapu oBaj HU3 j€ jeTHaKa
0,95-0,95-0,05-0,95-0,05=0,95 - 0,057,

jep cy morahaju y oBoM HHM3y He3aBUCHU. OBakBUX MOTyhuX HHU30Ba MMa
ykynHo 10. To cy

1. AAA A A4 6.AAAAA
2.AAAAA 7. AAAAA
3.AAAAA 8.AA AAA
4. AAAAA 9. AAAAA
5.AAA4 A4 10. A AAAA.

CBaku 0J1 OBUX HM30Ba MMa UCTY BEpPOBATHONY Koja je jeHaKa
0,95°-0,05%.

CBu 0BU HH30BU ce Mel)yCOOHO MCKIJbYUY]y jep C€ Yy JeHOM MakeTy of 5
CHjaliiIla MOXKe peali30BaTh Ta4yHO jenaH on muX. [locmarpanu norahaj ce
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peanu3yje KaJl ce pealn30Ba0 jeJJaH OJ OBUX HH30BAa. 3aTO je HEroBa
BepoBaTHoha jegHaka 30upy BepoBaTHONA CBaKOT O BHX, Tj.

P,(3)=10-0,95"-0,05".
Ha cimuan nHaunn ce MOTY OAPCANUTH U BepOBaTHOhe
P5(0), Ps (1), Ps(2), Ps(4), P5(5).

A can hemo mocmaTpaTu ONIITH Ciiy4aj. AKO ce n IyTa MOHaBJba
eKCIIepUMEHT, KoJiuKa je BepoBaTHoha na he ce y k moHaBsbama norahaj A
peanu3oBaTy, a y nmpeocranux (n — k) uehe ce peanuzoBatu?

CBakoM u3BOheHY eKcIiepuMeHTa mpumnucaheMo cioBo A wiu A,
3aBUCHO OJ] Tora jJa Jiu ce A peannzoBao uiau Huje. Tako hemo, HU3Y on n
MIOHABJbAKA EKCIIEPUMEHTA PUIPYKUTH HU3 O] /1 CIOBHHX MECTa, KOjH je

cactaBibeH 011 ciioBa A u A . Ilocmatpanu norahaj he ce peanmsoBatu ako
ce peanusyje HU3 y kome he Ha k mecta OUTH CIIOBO A, a Ha TPEOCTATUX

(n — k) mecra, 6uhe croBo A4 .
BepoBatHoha cBakor TakBOT HU3A j€ je/HAKA:
k _n—k
p4q
300r HE3aBUCHOCTH Jlorahaja.

Ca gmpyre crpane, cBU TH HU30BH ce Mel)ycoOHO HCKIbYUyjy, jep jeIHOM
BepHynujeBoM eKCepUMEHTY OJ 7 MOHaBJbamba OJroBapa TauyHO jeJJaH Of
TuX MOryhux HH30Ba y KOjuMmMa ce mocMarpanu norahaj 4 peanmsoBao k
nyTa. TakBUX pasIMUUTHX HU30BAa UMa OHOJHMKO KOJMKO MMa MoryhHocCTH
Jla ce O]l 1 CIIOBHUX MecTa u3abepe k MecTa Ha Koja ce CTaBjba CIIOBO A4, (Ha

rpeocTala MecTa ce cTaBjba A ), a Taj Opoj je jeHaK:

ok (nj n!
m\k) kNn=k)"
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4.2. bepnynujesa wema He3a8ucCHUX NOHABbAILA eKCnepUMeHama

3amo je mpadicena éeposamnoha jeonaka:
n n!
P k _ ( j k n—k _ k n—k )
Hus3 seposammnoha

P,(0), £, (1)..... P,(n)

je Hu3 OmHOMHHX BepoBaTHoha u npedocmaswa eeposammnohe oa ce y
bepnynujesom excnepumenmy oocahaj A peanuzosao maunwo 0 nyma, 1
nyma,..., n nyma.

Bunomne BepoBatHohe P,(k) nMajy Mane BpeIHOCTH 3a BEIHKH
Opoj n, 4ak u 3a n =50, Te BepoBaTHOhe Ccy mocra Maie. Buau ce To u3

Tabene 4.1. Hajseha BepoBatHoha, 3a n=50 1 p = %, jennaka je 0,1178.

Axo je n=501 p =0,5, Hajseha BepoBarHoha je mama oj 0,08. 13 Tabene

4.1. Bumu ce na OMHOMHE BepoBaTHOhe pacTy /10 W3BECHE BPEIHOCTH, a
3aTHM OIajajy.

Pok) | k | Puk)

5 | 0,0001 [ 17 | 0,1178
g8 | 0,0033 | 18 | 0,1080
10 | 0,0157 | 19 | 0,0910
12 | 0,0470 | 20 | 0,0704
14 | 0,0879 | 22 | 0,0332
15 | 0,1077 | 25 | 0,0059
16 | 0,1178 | 30 | 0,0001

Tabena 4.1. bunomne eeposammuohe san=50u p = %

3naun nga he ce, 3a jemHy BpenmHocT k, nooutu HajBeha BpemHOCT
OouHOMHUX BepoBaTHOha. IHTEpecyje Hac Koja je TO BPEIHOCT.
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bunomue BepoBaTHohe 3a ki 3a (k +1) cy jenHake

n!
P k — k _n—k
, (k) —k!(n_k)!p q
|
P.(k+1) n. pk+1qn—k—1

T k+D)(n—k—1)!
HbuxoB konuyHUK je Opoj

P(k+1) _n-kp
P(k) k+1¢q

(4.5)

AKoO je oBaj KOJMYHUK Behw o jemaH 3Haduhe ja ca mopacTtoM k OMHOMa
BepoBatHoha pacte. To he 6utu cirydaj kan je

n—k£21’

k+1 g
OJIHOCHO KaJ je

k<mp—-gq.
3a

k>np—gq

KOJUYHHUK (4.5) je Mamu OJ] jeliaH, mTo 3Hauu na he 3a k > np — g OuHOMHE
BepoBaTHOhe omaiaT.

Ako je (np—¢g) 1eo Opoj, KOMMYHUK OMHOMHHX BepoBaTHOha 3a
(np—q +1) 1 (np — q) bice jednak
Pnp—q+l) n—(np—q)p
P(np—q)  np—q+l q

OnHOCHO

P(mp—q+1)
Pn(np_Q)
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4.2. bepnynujesa wiema He3a8UCHUX NOHABbAILA eKCNepUMeHama

Ha ocHOBy m3noxeHor ce Moxe pehu:
Axo mp—q Huje yeo Opoj, oHOa je HajeeposamHuju OpPoj
NOHABLARA Y KOJUMA ce peanusyje cayuajan ooeahaj A, jeonax:
k= [np - q] ,
npu uemy je [ ] o3HaKa 3a Hajeehu yeo 6poj Koju Huje sehu 00 np —q .

Axo je np—q yeo 6poj, onHoa nocmoje 0ge eépednocmu k xoje cy
Hajeéeposammuje, a mo cy 6peOHOCMu:

k=np—gq k+1=np—-—q+1

3a me apednocmu, bunomne eeposamuohe cy mehycobrno jeonaxe, u éehe cy
00 ceux ocmanux eeposamuoha.

[Tomro hemo ce y kacHWjUM H3BOhEHHMa BeOMa YECTO CITYKHUTH
30upoBUMa TMOjeAMHMX OWHOMHUX BepoBaTHOha, J[oka3ahemo jenHy
TeopeMy Koja Jiaje TOpHe rpaHulle THX 30UpoBa.

Teopema 4.1. Axo je s yeo b6poj koju nuje eehu 00 np, tj. ako je
s<np

maoda 36up OounomHux eeposamuoha 00 0 0o s je ocpanuuen ca 2oprve
cmpane ca

s _ 1

3 P, () < P, () LSt DE (4.6)
i=0 (n+Dp-s

a ako je r yeo Opoj Koju ucnyrasa ycios

r2np

maoa je 30up OuHuUMHUX 6epoeamuoha 00 1 00 N 02PAHUYEH CA 20PHe
cmpane ca

Z . (r+1g
P P
2O e T @)
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N3pa3z (4.6) mpencraBba TOpHY TpaHUIly BepoBaTHohe a
nojaBJbHBaa CKCIIEPUMEHATa y KojuMma ce peanu3oBao pgorahaj 4 Hehe
outu Behu ox s. U3pas (4.7) npencrasiba Topwy TpaHHIly BepoBaTHOhe 1a
Opoj TojaBJbHBaE-a CKCIIEPUMEHATa y KojuMa ce peanusyje norahaj 4 nehe
OUTH MabH Of 7.

AKO BOJIMII POBEPY CBOT JIOTMYKOI pasMHILbamba npohu 10ka3
Teopeme. Mo:kaa hem oTKpuTH HeKy rpeliky. AKO He, TH Bepyj aa je
Ta4yHa U 3a1aMTH je!

/Jloka3. Konmnunuk OuHOMHHMX BepoBatHoha 3a (k+1) u k nat
u3paszom (4.5) Moke ce HanmucaTu U Ha cliefehu HauYuH

Pn(k+l)_[n+1_1j£
Py \k+1 Jq

OoJaKJI€ C€ BHAM Ja OH oOIlaJa Kal k pacte. To 3mauu nma he peuuIpovIHa
BPCAHOCT OBOI' KOJIMYHHWKA pacCTH. 3aTo HU3 KOJIUYHHUKA

£,0) 7,1 B (s—1)
P,(1) P2 b, (s)

(4.8)

MOHOTOHO pacte. CBakH O]l lbHUX MMa BPEIHOCT KOja j€ Mama O] MOCIEAHhEe
BpenHOCTH y ToM Hu3y. [locnenma BpeaHocT Huza (4.8) je

P(s—-1) s q
P(s) (n-s+1)p

TaKo Jia je jeIHaurnHa

Pn(k)< s q

- (4.9)
P((k+1) (n-s+Dp

UCIYHCHA 33 CBAKO
k=s—-1,s-2,....... ,S —1 (4.10)

Kana y (4.9) craBibamMo peoM BpeTHOCTH WHIEKca k u3 Hu3a (4.10)
nobuheMo u HejeTHauYnHE
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4.2. bepnynujesa wiema He3a8UCHUX NOHABbAILA eKCNepUMeHama

Pn(s—l)< s q
B(s) (n=s+Dp
Pn(s—2)< s q
P(s-1) (m=s+Dp (4.11)

P (s—1i) - s q
P(s—i+l) (mn-s+1p

Muoxehu HejeqnaunHe y cucremy (4.11) nobuhe ce na je

P(s—i
57D J_ s »p (4.12)
P (s) (n—-s+1)gq

Hejennauuna (4.12) je 3amoBosbeHa 3a cBako i=0,1,2,......,s, Tako

na ce noouje cuctem of (s + 1) HejeaHAUMHA.

B _,
B, (s)
Pn(s—l)< s q
Pn(S) (I’Z—S-i-l)p (413)

PO _| s gl
P(s) |(n-s+1) p
CabupamweM HejeqHaunHa y cuctemy (4.13) nobuheMo Ha JecHO]
CTpaHU T'€OMETPHJCKY MPOrPeCHjy ca KOJTUUHKOM

5 4
(n—s+1)p (*+19)

Axo je s<mp, konuuHuk (4.14) nuje Behu ox 1. 3ato je 30up Ha
JIECHO] CTPaHU MambU 0]1
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1
S
(n—s+1)¢q

OJIHOCHO, Mab! OJ]

(n—s+1)p
(n+)p-s

Ha ocHoBy (4.15) u 36upa cuctema (4.13) no6uja ce uzpas (4.6).

(4.15)

ChauYHUM 3aKJbyUHBabEM CE€ MOKE MPOBEPUTH U HejenHaunHa (4.7),
yuMe je Teopema 4.1. 1okasana.
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4.3. Bepnynujes u bopen-Kanmenujee 3akon eenukux opojesa

4.3. BEPHYJIMJEB U BOPEJI-KAHTEJINJEB
3AKOH BEJIMKUX BPOJEBA

[Tocmarpahemo bepHynujeBy mieMy He3aBHCHUX MOHABJbakA CKCIIE-
puMeHTa ca ciaydajHuMm gorahajeMm 4 u BepoBaTHOhOM p peanm3aiyje
norahaja A y cBakoM TOHaBJbamy. [Ipobimem koju Hac uWHTEepecyje je
cinenehu: Ako ce n nyma nonosu nOCMampanu eKCnepuMeHm, Wma ce
dewasa ca ppekeenyujom ocmeaperwa oozahaja u wma ce Mmoxice
3aKwsyyumu o melhycoonoj ee3u (ppexeenuyuje u eeposammuohe p?

OxaroBop Ha MocTaB/beHO MUTame 1ao je J. bepuynu (J. Bernoulli,
1654-1705. rogune) y mo3HatoMm aeny ,Ars Comjectandi” o6jaBibeHOM
1713. ronune. bepnynujeBe pesynrate yommuTtHo je AOpaxam [ Myasp
(Abraham De Moivre) 1718. rogune, a 3atum je Ilujep Jlannac (Pierre S.
Laplace) 1812. romune npao HajommTtdjy QopMynalujy OAroOBOpa Ha
MOCTaBJbeHO MuTame. Panu Oosber pasymeBama NPaBOr 3HayeHa
bepnynujeBux pesyarara mnpBo hemo pa3morputu  bepHynujeBy
¢dbopmynauujy.

OsnaunMo ca X Opoj TMOHaB/balka CKCIIEPUMEHTA y KOjUMa Ce
peanu3oBao gorahaj A. AKO ce eKCIIepMMEHT MOHOBU #n myTa X he y3etu
jeIHy BPEIHOCT M3 HU3a MOTYhUX BpeTHOCTH

{0,1,2,...,n}.

Horahaj D = {X = k} je ciydajan porahaj koju ce y bepHynujeBoMm
EKCIIEPUMEHTY peannsyje ca BepoBaTHOhOM

Pn<k>=P{X=k}=k,(+ik),p"q"" (4.16)

Konuunux

X (4.17)
n
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ce Ha3ueéa (ppexkBeHIHMja ocTBapewa naorahaja A y n nyma nonosmweHom
eKCnepuUMenmy.

@dpekBeHIMja ocTBapema norahaja A MOXKe y3€TH jeHY BPEIHOCT
u3 HU3a MOTyhux BpeHOCTH

0,1,
n

NN )

Y

X_k
n n

Hloraha) D'= {

BepHynujeBoM eKkcniepuMeHTy peau3yje ca BEpoBaTHONOM JaToM U3pa3oM
(4.16).

Hurepecyje Hac kakBa je pasnuka usmel)y ¢pexsenuuje (4.17) u
BepoBaTHohe p. 3aTo hemo mocMaTpaTy ancoiayTHY BPEIHOCT T€ Pa3JIHKe.

X
— P
n

} je cmyuajan gorahaj] Kkoju ce Yy

. (4.18)

AKO n IyTa IOHOBUMO €KCIIEpUMEHT, pa3nuka (4.18) he yzetn jenny
BpenHocT u3 mHTepBana [0, 1] . Kax O6poj monaBmama moBehamo mra he
OUTH ca OBOM Pa3IUKOM?

N3abepuMo Mpou3BOJbHO MajM MO3UTHBAH Opoj & W MOCMaTrpajMo
norahaj na he pasnuka (4.18) 6utu Beha ox tor Opoja, Tj. mocmarpajmMo

norahaj
D= {{ L
n

> g}, (4.19)

n oApecaumo BepOBaTHOhy OCTBapCHka OBOT ;Loraljaja Y 7 TIOHaBJbamka
CKCIICPUMCHTA.

Jlorahaj D he ce octBaputu kan je
X>n(p+e) (4.20)
WJIU KaJ je

X <n(p-e¢) (4.21)
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(Bumu cnuky 4.1.).

0 o nfp-€ Coe nip+€) . . . n X

Slika 4.1.

Beposatnoha norahaja martor mspaszom (4.20) je jemHaka 30upy
OMHOMHMX BepoBaTHOha

PX >n(p+e)= 21),, (i) (4.22)

IIpU YeMY j€ ¥ HajMamH 11e0 Opoj Koju je Behu o1 mpou3Boaa n(p + 5).

N3 Tteopeme 4.1. (nmornasibe 4.2) cinenu Aa je Ta BepoBaTHoha
OrpaHHUYEHA Ca TOPHE CTPAHE TaKo Ja je

nlp+e¢)+
PiX>n(p+e)<P, (r)M . (4.23)
ne+q
Kan Opoj moHaBibama eKCIIEPUMEHTa 7 HEOTPAHUYEHO PacTe, n3pa3
Ha necHoj ctpaHu (4.23) octaje orpanuueH. M3 neduHumnmje OGMHOMHUX
BepoBaTHONA ce BU/M Jia je HHXO0Ba TPAaHMYHA BPETHOCT jeTHAKA
limP,(r)=0,
n—>0
3aro ce u3 (4.23) MOXe 3aKJbyUWTH Jla je TPaHUYHA BPEIHOCT
BepoBatHOohe ocTBapeme porahaja (4.20) jemHaka HynIH, Tj. MOXE ce
3aKJbYUUTH 112 je
lim P{X > n(p+¢)}=0, (4.24)
n—>0
Ha cnuyan HaumH ce MOXE YTBPAWTH Ja je€ TpaHUYHA BPEIHOCT
BepoBaTHohe forahaja naror uzpasom (4.21) Takohe jemHaka HyJH, Tj. MOXE
ce YTBPJUTH J1a je

129



Cmamucmuxa 3a UHIICUrbEpE

limP{X <n(p—¢)}=0. (4.25)
I'pannune Bpemnoctu mare ca (4.24) u (4.25) mpencramibajy
rpaHuvHy BpenHoct forahaja D mator u3pazom (4.19), Tako na je

limP{ >8}=O,

Teopema 4.2. (bepnynujeea meopema). Beposammnoha oa he
@pexsenyuja ocmeapera doeahaja A oocmynumu 00 re2oge eeposamHohe
P 3a 8DeOHOCm Marby 00 NPOU3BOHLHO Maloe Opoja & medicu jeOuHuyu Kao
OPOj NOHABHARA EKCNEPUMEHMA N HEOCPAHUYEHO pacme myj.

X
——p
n

OJIaKJIE CIIEIN

limP{| X~ p|< e} =1 (4.26)
n—0 n

Teopema 4.2. npedcmaswa BepHyJinjeB 3aK0H BeJIMKUX OpojeBa.

AKko je Opoj TTOHaBJbaWkA 7 JOBOJFHO BEIIMKH, TEOpEMa TBPIU Ja je
CKOpO cHurypHO n1a he pa3nuka penatuBHe (PpPEKBEHIN]E OCTBapema norahaja
A u merose BepoBaTHohe OUTH MPOU3BOJLHO Mase. To 3Hauu Ja ce MoXke Ha
OCHOBY pellaTUBHE (pPEKBEHIIMj€ CKOpO ca CUrypHolnhy yTBpAUTH
BepoBaTHOha Hekor ciyuajHor pgorahaja. Kam Om cMo eKkcriepuMeHT
MIOHOBJbAJIM OECKOHAYHO MHOIrO IyTa, Taja Ou ca curypHouhy yTBpIWIH
BPEIHOCT BepoBaTHOheE p.

Tex kan je moka3aH oOBaj 3akoH, Owio je moryhe NpuUXBaTUTU
neUHULIA]Y eMIUPHjCKe BepoBaTHONE M Ha Taj HAUYMH EKCIIEPUMEHTATHUM
nytem onpehuBatu BepoBaTHOhe ciyuajHux gorahaja. OBaj 3aK0H OqUTPAO
je mpecyiHy YJIOTY y pa3Bojy U NMPUMEHHU TeOpHje BepoBaTHONE, OJTHOCHO Y
pa3Bojy CTaTHCTHKE, jep je TEeK caJl MOCTal0 jaCHO Ja MOCTOje 3aKOHUTOCTH
KOJl TI0jaBa W TIpolieca KOje HUCY ICTEPMHUHUCTHYKOT KapakTepa, Tj. KO
mojaBa MW Tpolleca CTOXaCTHYKOT KapakTepa. Ca pasBojeM TeopHje
BepoBaTtHohe yTBpheHe cy u ommrtuje ¢opmyanyje 3aKOHA BEITUKUX
OpojeBa. Ca craHoBuinTa oJpehuBama camor mojMa BepoBaTHOhe U Hene
CYLITHHE MHTEPECAHTHO je yommTewme koje cy aanu E. bopea (E. Borel) u
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®. I1. Kanrtean (F. P. Cantelli) koje je mo3HaTo moJi Ha3UBOM ,,JaKU 3AKOH
eenuKux opojeea’ Vi KOju TIIaCH:

Axo je X Opoj nouasmarba excnepumenma y Kojuma ce CayyajHu
ooeahaj A ocmeapuo, eeposamuoha Oa he epaHuuHa 8pedHOCM
@pexsenyuja ocmeaperwa ooeahaja A dumu jeonaka eeposamuohu p je
jeonaka jeounuyu, mj.

Pilim = p =1 (4.27)

n—>0 n

3akoH jgar wu3pasuma (4.26) u (4.27) TOTOMYHO OMNHUCYje
(yHIaMEHTATHO CBOJCTBO CIYYajHOCTH Koje je Moryhe mpoydaBaTu MPEKO
BepoBaTtHohe.
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5. JEAHOAUMEH3NOHAJIHE CJIYYAJHE
NPOMEHJbUBE

[IpoydaBame ToOjaBa y MPUPOAM WJIM JPYIITBY, Oa3upaHo je Ha
yCIocTaBajbatby M OTKpUBaWYy penanuja u3Mely morahaja Be3aHHMX 3a JaTe
nojase. [ToTmyHHje n3y4yaBame JOBOIM 0 TP KaTeropuje aorahaja:

e Hemoryhu;
® CHUTYpHU U
e ciy4ajHu gorahaju.

3a onucHBame M0jaBa UM €KCIIEPUMEHAaTa KOjU TeHEpUILy CIIydajHe
norahaje xopucte ce mpoodadunucmuuku modenu 3acHoBaHu Ha Teopuju
eéeposamnohe. Hajumpy, © 3a TpakCy  HajBaXHH]Y  KIacy
npoOadMINCTUYKIX MOJEa, YMHU Kilaca Mojena OasupaHa Ha cayudajHum
npomenmpusum. Crayuajne npomenmsuee npoyuasajy OHe eKcnepumeHme
YUjU Pe3yJTaTH Ce MOTY H3pa3uTH HyMEPUUYKUM BpEJHOCTUMA: Y CBAKOM
,,M3Bohemy” eKcliepuMeHTa ,,HeImTO ce mpebpojaBa Wi MepH. Pesynrar
eKCIIepUMEHTa je Opoj W3 KOHAYHOT, OSCKOHAYHOT W MPEeOpPOJUBOT WIIH
OeCKOHAYHO-HETPeOPOJUBOT CKyIa peaaHux OpojeBa. Jlpyrum peumnma,
pe3yaTaT eKCIeprMEeHTa je Tauyka Ha peajHoj ocH. TakBy Kiacy CiydajHHX
MIPOMEHJBbUBUX MIPENICTABIbA]Y jeOHOOUMEH3UOHANHE CyYajHe NPOMEH/bUEE.

Y oBOj Kkmu3M heMO ce OrpaHHYUTH Ha [POyYaBamE
JeIHOMMMEH3MOHAIHUX CIyYajHUX TNPOMEHJBMBHX W YIIO3HATH C€ ca
OCHOBHUM €JI€MEHTHMa TEeOpHje BepoBaTHOhE jeIHOAMMEH3MOHAIHUX
CIIy4ajHUX TPOMEHJPUBUX. TO Cy OHHM €IIEMEHTH OBE TEeOpHje, KOju Cy
HeONnXoO0HU 3a NpuUMeHy y CHAMUCHMUYKUM 3AKbYYUEAUMA - & TO j€
TJIAaBHU [WJb CTAaTHCTUYKHX T[POydYaBamba MPHUPOJHUX M APYIITBEHHUX
IIPOMEHA.
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5.1. Pacnooena ciydajuux npomeHbuux

5.1. PACITOAEJIA COYYAJHUX
INPOMEHJ/bUBUX

Kan ce Gama komka Ha paBHY TMOBPINMHY, OHJA je CKyH MoOryhmx
pesynaTara ckyn OpojeBa

{1,2,3,4,5,6} (5.1
Axo ca X o3nauumo pe3yimam eKcnepumeHmd, OHOd Kaxcemo 0d

npomenmsuea eenuduna X mooice y3emu jeOny 6peOHOCm U3 CKYNd peanrHux
bpojesa (5.1), u mo na cayuajan navun.

Hexa je mat craructuuku ckyn on N eneMeHara U Heka obenexje X
uMa pacrojeny JaTy TabesIoM

X x; X2 X

VA I/ e v |

IIpH YeMy Cy OpojeBU
{x,,%,,...,%,}

Moryhe BpenHocTH oOenexja X Ha €JIeMEHTHMAa CTATUCTUYKOI CKyMa, a
OpojeBu

Ui Sao S

cy (pekBeHIMje TMOojaBJbHBamka MOjeIUHUX BPEIHOCTH X Yy TOCMATPaHOM
CKymy. AKO Ha cilyyajaH HauuMH OMpamo jeJjaH eJIeMEHT M3 MOCMaTPaHOT
CKyma u yTBphyjemo BpemHocT obOenexja X KOJ TOr €JlIeMeHTa, Taja je
POMCHJbMBA BEJIMYMHA X CIOydYajHa TPOMCHJBMBA KOja y3WMa jEIHY
BPEIHOCT W3 HHU3a MOTYNHX 6peoHocmu cmamucmuykoz CKyna u mo Ha
Ccny4ajan HauuH.

Ha Tenedonckoj neHTpanu ce mocmaTtpa Opoj 1Mo3uBa y BpEMEHCKOM
uHTepBany. [IpoMeHIbuBa BeaMunHa, KOja MpeacTaB/ba Opoj MO3KMBa, MOXKE
y3€TH jJeJIHy OJ1 BpEAHOCTH U3 HU3a pealHuX Opojena.

01,2, ..} (5.2)
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Cmamucmuxa 3a UHIICURbEpE

N TO Ha cnyqajaH Ha4HH.

[Ipu oOpaau jeqHOr MpoM3BOJA, HA TAYHOCT HEKE TUMEH3HUje yTUYe
Hu3 ¢akropa. 3Ha ce nga he numensuja X OUTH y HEKUM yTBpheHHM
rpa"unaMa, peuMo y HHTEpPBaLy

(X[Y )Cg) (53)

Kon cBakor oOpahenor mpousBoma, numensuja X he wa crnyuajan
Ha4uH y3€TH jeIHy BpeAHOCT U3 uHTepBaa (5.3).

ITocmaTpa ce Bek Tpajama jegHor ypehaja. Pesynrat moxe Outh
OmITo Koju peanad Opoj U3 MHTEpBajIa

(0,0) (5.4)

Caaku cinyuajuu goralhaj, Be3aH 3a OBaKBe M0jaBe, MOXKE Ce U3PAZUTH
npeko npomenspuBe X. Tako ce, Ha mpumep, y Oanamy KOLKe, CIy4ajHH
norahaj A: ,,ITao je 6poj He Mamu 011 37, MOXKE HU3PA3UTH ca

A={X >3} ={3,4.56}

BepoBatnoha mnorahaja 4 Moxe ce OIpenIuTH JIaKO aKo ce 3Ha
BepoBaTHoha ca kojoM X y3uMa MojeuHe BPEAHOCTU U3 cKymna moryhux

BPETHOCTHU {1,2,3,4,5,6} .

Ako je TenedoHCKAa IEHTpajga OTPAaHUYCHOT KaraluTeTa, PeruMo
HajBuuie 100 mo3uBa y AatoM MHTEpBaly, OHAA ce ciay4ajHu jporahaj A:
»lenedpoHncka ueHtpasia Hehe Outu 3ay3era”, MOXKE HU3PA3UTH MPEKO
poMeHsbpuBe X ca

A=1{0< X <100}

npu yemy je X Opoj 1mo3uBa y OCMaTpPaHOM BPEMEHCKOM HHTEpBaly. AKO
3HaMO BepoBaTHONYy MOjeIWHUX BPETHOCTH MpoMeHJbUBe X, nako hemo
OJIpeIMTH BepOBaTHONY ciry4ajHOT norahaja A.

Y  cBakOM  EKCINEpPUMEHTY,  pe3yjiTaThuMa  eKCIepUMEeHTa
NPUIPYKYjeMO TPOMEHJbUBY BeNUUMHY X Koja y jeOHOM wu3Bohemy
EKCIIEPUMEHTa MOXE Y3E€TH CaMO jeIHy BPEIHOCT M3 JIaTOT CKYIa PeaTHuX
OpojeBa. YHampen He 3Hamo Kojy he BpemHoct y3zetu X. JenuHo 1mito
MOKEMO YTBPJUTH je CKyIl MOryhuX BpeIHOCTH 3a Ty IPOMEHJbUBY.
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5.1. Pacnooena ciydajuux npomeHbuux

VY nasbum pazmaTpamUMa OBAKBHX MPOMEHJbUBUX BEJIWYMHA, TIPBU
3a/laTaK je YTBPOUTH KAKO 4ecmo, OJHOCHO ca Kojom eeposamtohom he
npoMeHsbuBa X y3WMaTd TOjeIMHE BPEAHOCTU M3 JAaTOr CKyna moryhux
BpPEIHOCTH.

VY mpakcu ce mocMaTpajy IBe KaTeropuje CilydajHuX MPOMEHIJbUBUX
U TO mpekuoHoz W Henpexkuonoz Tumna. Ilocmatpahemo mnpBO ciy4ajHe
BEJIMYMHE TIPEKUIHOT THIIAa U Ha OCHOBY HHMXOBE AC(PUHUIIM]E U OCHOBHUX
ocoOMHA YTBPAUTH IOTpeOHE €JIEMEHTE 3a JACPUHUIN]Y U H3ydaBarmbe
HETPEKUHNX CITy49ajHUX TPOMEHIJbUBUX.

3akoH BepoBaTHOha npekuHe ciydyajHe NpoMeH/bUBE

Jdedbununmja S.1: Ilpomenwusa eenuuuna X je ciaydajHa NMpOMeH/bUBA
NPEeKUJIHOI THIA, aKO 6pedHOCmU, Koje OHa Modice y3emu, o00pazyjy
KOHauaH unu npebpojus Hu3 peantux opojesa

{x1,%,,%5,...}, (5.5)

a y3umaree ceake 00 08uUX 8pedHocmu je ciayuajan docahaj ca oopehernom
seposamuohom.

[Tocmarpajmo HU3 ciry4ajHux norahaja
D]Z(XZXI), D2:(X=x2), D3=(X=)C3), (56)
¥ 03HAYHMMO ca

P P2 P3, ... (57)

onrosapajyhe BepoBatHohe norahaja D;, D,, ..., ipu uemy je p; BepoBaTHOha
na he X y3etu BpenHocT x;, 32 1=1,2, ...TJ.

p,:P(X:x,-).

Cnyuajau norahaju (5.6) ce mehycoOHO mCKIbydyjy. IbuxoBa yHHja
je curypan porabaj, jep ce y jeoTHOM M3BOhEHY EKCIIEpUMEHTa pealn3yje
Ta4yHO jelaH O] HUX. 3aTo HU3 ojaromapajyhux BepoBatHoha (5.7)
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

Ipe/icTaB/ha HU3 HEHETaTUBHUX OpojeBa 4uju je 30up jeHaK JeIUHULIU, Tj.
HU3 je TaKasB Ja je

ip,. _ 1. (5.8)

VY cayuajy kana je Hu3 MOryhux BpeIHOCTH Cily4yajHe MPOMEHJHUBE
(5.5) xonauan HU3 o1 1 OpojeBa, 30up y (5.8) 6uhe 30up ox 1 1o n, Tako Aa

je
2p =1. (5.9)

Hebunummja 5.2: Cxyn moeyhux epedonocmu ciyuajue npomenmuse X u
ooeosapajyhux eeposamnoha, Hazugamo 3aKoH eeposamuoha ciyuajHe
npomenmuse X u Hajueuwthe ea npuxazyjemo y 6uoy mabene

X X; X X3

Px) | p1 | p2 | ps

npu uemy je

Vie{l23,}=>p, =P(X=x).
Kaoicemo oa je 3axkonom eeposammoha oopehena pacnodena ciayuajue
npomenmuee.

Paciogena cinywajue npomeHsbMBe X calpkKU  MaKCUMAaIHY
KOJIMYMHY HMH(pOpMaIHja O I[OCMaTpPaHOM €KCHEPUMEHTY, OJHOCHO, O
rocMaTpaHoj 1ojasu uim npouecy. Ilopen tora, oBa pacnojena omoryhasa
KOMIUICTHY aHAJIN3y IIOCMATpaHe 1ojaBse.

Ha npumep, 6ariajy ce uCTOBpeMeHO J1Ba HOBYMhA U perucTpyje 6poj
M0jaBJbUBamA ,,lTUCMA”. AKO 03HAYMMO ca X pe3yiTaT eKCIIepuMEeHTa, OHa
he X 6utu ciryvajaa mpomeHspUBa ca Moryhum Bpennoctuma {0,1, 2}

u oarosapajyhum BepoBaTHOhama
121
474’ 4]
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5.1. Pacnooena ciydajuux npomeHbuux

3akoH BepoBaTHOha ciydajHe mpoMeHJbHBE X je 1atT TabenoM:
X 0 1 2
px) || 0.25 | 0.50 | 0.25

Ako ce, Ha mpumep, raha HEKM Wb CBE JO MOMEHTa HErOBOT
norahama, Moxke ce mocMarpatu O0poj m3BpuieHux rahawa X. Heka je, y
cBakoM rahamy, BepoBaTHOha MOroTKa IMWJba JeAHAKA p, TPH UYEMYy je
0<p<lI. Tana je, 300r HE3aBUCHOCTH, BepoBaTHOha /1a Opoj rahama X Oyme
jemHaK, pernumMo k, jenmHaka

P(X =k)=(1-p) " p,
jep he ce morahaj
D=(X=k)

peanu3oBaTH jeIUHO ako je y (k-1) rahama nusb mpoMailieH, a moroheH y k-
ToM rahamy. 3akoH BepoBaTHOha cirydajHe npoMeHsbuBe X je nat cieaehom
TabenoMm:

X 1 2 3

px) | p| (dpp | (I0)p

[locmarpajMo CTaTUCTUUKM CKyn oA N eleMeHaTa U paclofeliy
o0enexja X Ha TOM CKyIy, AaTy TabeJIoM

X XJ X2 Xn

F 51 £ 1 . |5

AKO Ha cily4yajaH HauMH M3 MOCMAaTPaHOI CKymna OupaMo jenaH
eleMeHar, Taj je BpeAHOCT obenexja X Ha M3aOpaHOM €JIEMEHTY CllydajHa
POMEHJbUBA Ca PACTIOCIOM

X X; X2 X,

px) || fi/N | fJ/N e | /N
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

Osa pacnooena Huje Huwima Opyeo He20 pacnooeid peramueHUx
ppexeenyuja obenedcia X Ha nocmMampanom cmamucmuykom cKyny. 3amo
ce C8aKU 3aK/bYYaK Koju u3eeoemo 3a cuyyajHy npomeHsusy X ooHocu u Ha
pacnoodeiny obenexcja X Ha CmamucmuyKom CKyny.

Pacrionena cirydajoe mpoMeHJbMBe X TIpeACTaBiba Ce TPAPUUKH y
BUJYy XHMcTOrpama mnpukaszaHor Ha ci 5.1. Ha ocu X ce HaHoce moryhe
BPEIHOCTH CJIy4ajHE TPOMEHJbMBE X, a 3aTUM C€ H3HA]] CBAaKe TauyKe
KOHCTPYHIIIE IPABOYyTaOHWK 4Hja je TIOBpIIMHA jeIHaka ojaroBapajyhoj
BEpOBAaTHONH.

Wi P> o

X, X, X, X, X

Cnuxa 5.1. 3akon eeposammnoha cnyuajue npomenvuse X

[Tomro je

Ha XHCTOTpaMy pacriofielie ciy4yajHe MPOMEHIbHBE, IIe/Ia MOBPIINHA U3Mely
oce X U KpUBE KOJOM je OrpaHM4yeH XHCTOorpam, Tpeba Ja je jenHaka
JEIMHULIN.

Ha ocHOBY pacmozerne ciydajHe TpOMEHJbHBE X MPEKHIHOT THIIA,
Moryhe je oapenuTu pacrojeiy Ouio Koje ciydyajHe MpoMeHJbUBE Y Koja je
nedrHucaHa peko X. Ako u3Melyy cirydajHuX MpOMEHJBUBUX X B Y MOCTOjU
Be3a

Y= g(X),
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5.1. Pacnooena ciyuajuux npomeHbuUux

Taja je 3akoH BepoBaTHoha Y mat y cienehoj rabenun

Y | vi=glx) | y2=g(x2) | y3=g(x3)
ry) 2 p2 Ps
Hajuemnihe ce mocmatpa nuHeapna QyHkImja
Y=aX+b,

npu 4emy je a # 0. Tama je 3akoH BepoBaTHOha cilydajHe MPOMEHJBHBE Y
aT TadeoMm.

Y ax;+b | ax,+b | ax;+b

) P p2 p3

AKo ce 3Ha 3aKOH BepoBaTHOha ciry4yajHe mpoMeHJbrBe X, Moryhe je
JaKO OApPEIUTH BepoBaTHOhe OMIIO KOT ciydajHOT Aorahaja Be3aHOT 3a Taj
excriepuMeHT. Haumme, cinyuajuu pgorahaj je moackynm ckyma wmoryhux
BPEAHOCTH, Tj. MOJCKYI CKyIa peaHux OpojeBa

{xl,xz,x3,...}

Kanma ompeammo moackym koju onrorapa pgorahajy, Ha OCHOBY
BepoBaTHOha TOjemMHUX Tadaka TOT TIOACKYyMa, Jako ce oxapehyje
BepoBaTHOha mocMarpasor jorahaja.

IIpumep 1. Axo ce cmaTpa 1a je pahame neBojuniie cirydajan gorahaj
ca BepoBatHohom 0.5, a neuaka Takohe, ca BepoBatHohom 0,5, Konmka je
BepoBaTHoha fa he y mopoauIy ca 4eTBOpo Jele OuTu 0ap ABe JeBOjUHIIE?
OznaunMo ca X Opoj JeBojuuIla y MOPOIUIIM ca YeTBopo jaere. Tama X
MOJKE y3€TH jeTHY BPEIHOCT U3 CKyTIa

{09 1’ 29 39 4}7
ca BepoBatHohama {0,0625; 0,2500; 0,3750; 0,2500; 0,0625}.

Taxo je 3akoH BepoBaTHOha 3a X naT Tabenom

X

0

1

2

3

p(x)

0.0625

0.2500

0.3750

0.2500

0.0625
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[TocmaTtpanu norahaju he ce peann3zoBaTu ako ce peaiusyje jeHa ol
BPEIHOCTH U3 MojicKyma {2, 3, 4}.

Tpaxena BepoBaTHOha je jeHaKa
P2<x<4)=P(x =2)+P(x =3)+ P(X =4)
OZIHOCHO,
P(2< X £4)=0,3750 +0,2500 +0,0625 = 0,6875 .

AKO, y TIOCMaTpaHOM TPUMEPY, 3HAMO Jia y MOPOAUIN MMa jeaH
JeYaK M jeHa JeBOjuMila Kojuka Ou Ouia BepoBaTHOha na he y Toj
nopoauiy Outu Oap nBa nedaka? TpakeHa BepoBaTHoha je yCIIOBHA
BepoBaTHOha

P(A/B),

pu 4emy je

A=(0<X<2)
B=(I1<X<3)
[Tomro je
A-B=(1<X<2)
n3 neduHUIM]e YCIOBHE BepoBaTHONE ciienu aa je

P(4-B)  0,2500+0.3750

- =0,7143.
P(B)  0,2500+0,3750 +0,2500

P(A4/B)=

Ilpumep 2. Pagu yTBphuBama KBaJuTeTa y BEIUKO] CEPHUjHU, Y3UMa CE
jedaH MpOM3BOJ W BPIIM KOMILIETHA aHaiu3a. AKO M3a0dpaHH MPOU3BOJ, Y
HOTIIYHOCTH, OJITOBapa JKeJbEHOM KBAJIUTETY, AaJba aHaJIM3a Ce HE BPIIH, a
aKo He ojaromapa, Oupa ce cienehu u BpIIM HeroBa aHanusa, uta. Heka je
BEpOBaTHOha 3a CBakWM MPOW3BOMA, J1a OATOBapa >KEJbEHOM KBAJIUTETY,
jennaka 0.8, a TpomkoBu anamuze cy 2000 nuuapa. HMHTepecyje Hac
BepoBaTHoha ga he TpomkoBu KoHTpoJie cepuje Outu Mamu oa 5000
TMHAPA.
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5.1. Pacnoodena ciyuajuux npomeHbuux

O3naunmo ca X Opoj npousBoja kKoju he y KoHTponu cepuje, OUTH
aHanu3upanu. Taga X uMma 3akoH BepoBaTHOhe

X [ 1 2 3
px) | 08 ]02-08]0.04-08

Osnauumo ca Y TpomkoBe koHTpodie cepuje. Tana je
Y =2000-X
TaKo Jia je 3aKOH BepoBaTHOha 3a TpomikoBe Y n1aT Tadbenom:

Y 2000 | 4000 | 6000
)28%, 0.8 0.16 | 0.032

TpormkoBu koHTposie he 6utu Mamu ox 5000, ako je aHaTu3UpaH jeJlaH Uiu
JIBa TIPOM3BOJIA, T1a j¢ BepoBaTHONhA Ja TPOIIKOBH KOHTPOJIC OYly MarmH O]
5000, jemHaka
P(Y <5000) = P(X=1) + P(X=2)
OJIHOCHO,
PY <5000) = 0.96.

3akoH BepoBaHoha HenpekuaHe CJIy4YajHe MPOMEH/bUBE

IIpu rahamy MeTe Mepu ce yAaJbeHOCT IOroTKa OJ IIEHTpa.
[IpomenspuBa BenmuumHa X Ouhe jemaH on peanHHX OpojeBa W3 WHTEpBaja
(0, a), a mpu jenHoMm ,,u3Bohemy” ekcrniepumenTta (y jenHom rahamy), X he
y3€TH caMo jeJIHy BpeTHOCT U3 TOT MHTEpBaJa.

Bek Tpajama cujanuie je npoMeHJbMBA BeJMYMHA Koja he y3eTu
BPEAHOCT U3 HMHTEpBaja (O, +oo). 3a jenny cujanuiy (jegHo ,.u3Boheme”
eKCIIEpUMEHTA), BEK Tpajamba he OuTH camo jenaH Opoj U3 OBOT UHTEpBaia.
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VY OBaKBUM EKCIIEPUMEHTHMAa, MTOCMaTpaHa MPOMEHJbMBA BEIMYMHA
X MOXe y3eTH jellHy BpeIHOCT M3 Hekor uHTepBaia. Cmarpahemo na je To
OeCcKOHAYHM UHTEPBaJ

(-0, + o). (5.10)

AKoO je y eKCriepuMeHTy MHTepBall KOHauaH Taja hemo cmatparu na
Cy Tayke HM3BaH TOI WMHTepBajga HeMmoryhu norahaju ca BepoBaTHohama
jeaHaKuM HYJIH.

CnydajHa TpPOMEHJbMBA HEMPEKHIHOI TUMa Tpebda 1a je Tako
onpehena ma je moryhe TayHO YTBPAWUTH HEHY pacmojeny, Kao U KO
MPOMEHJbUBUX  NpPEKUAHOr THma. [lo aHamoruju ca  CIIy4ajHUM
MPOMEHJPUBUM TPEKUJIHOT THIIA, W OBJIE ce Mopa JedUHUCATH 3aKOH
BepoBaTHoha Tako Aa je Moryhe aa 3a cBaku ciydajHu jaorahaj Be3aH 3a Taj
eKCIIepUMEHT, Oyie onpeheHa meroa BepoBaTHOA.

VY oBoM city4ajy, uHTEpBai (-00; + 00), MOJAEIUMO Ha MOAUHTEpPBAJIC
IpPOU3BOJBHO Majle JyxkuHe Ax. VYmecro Tayaka x €(-00; + o0)

Ax Ax
nocmatpaheMo uHTEpBase (X-T;XJFT) . 3a Tako oapeheHe UHTepBaje

Moryhe je oapeautu jenHy ¢QyHkumjy f(x), mpeko koje hemo neduHucaTH
BepoBaTHoOhe.

Jdedbununuja 5.3: 3a npomenwusy eeruuuny X kasxcemo oa je cayuajHa
NPOMEH/bUBA HENPEeKUOHO2 MUund aKo y3umarbe Ouno Koje 6peoOHOCmuU U3
unmepsana (-, + o) npedcmasma cayyajan Odocahaj u ako nocmoju

@yukyuja f(x) maxea oa je eeposamuoha, da he ce X nahu y npuzeosmno
Manoj OKOIUHU MAadKe X, mj. ¥ UHmepeany

Ax A
-2 2X (5.11)
2 9

JjeoHaxa npouszeody f(x)- Ax,; mj. ako je
A A
P(x-Tx<X < x+7xj=f(x)- Ax (5.12)
U 3a C8AKY NPOU3BO/LHO MATY 6peOHOCm A X.
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5.1. Pacnooena ciydajuux npomeHbuux

Dyukyuja f(x) nasuea ce 3akon eeposamnoha ciyuajue npomenvuse X.

[Ipema TOMe, ciyuyajHa NpPOMEHJbMBA HENpPEKUIHOr THUMa Ouhe
onpehena pyHKHjoM f{x), OTHOCHO, 3aKOHOM 8eposamHoha.

3akoH BepoBaTHOha f{x) Mopa 3a70BoJbaBaTH cieneha aBa yciosa:

1. f(x)=0, 3acBakox € (-0, +);
2. +}Of(x)dx =1. (5.13)

IIpBu ycnoB cinenu w3 (5.12) u ocoOWHE HEHEraTUBHOCTH
BepoBaTHONa.

[TomTo ce y mocMarpaHoM €KCIIEPHMEHTY peaiu3yje TayHO jeIHa
BpPEAHOCT X U3 (-00,+00), OHJA je ,,30up” BepoBaTHOhA 3a CBE Tayke y TOM
WHTEPBAJTY jeTHAK jeTUHUIH (BUIM CII. 5.2), a Taj ,,30Mp” HUje HUIITA APYTO
no unrerpai (5.13). 'eomerpujcku, To je moBpiirMHa u3Mehy X oce u 3akoHa
BepoBaTHoha f(x).

(%)

D X

Cnuxa 5.2. 3axkon eeposammnoha cnyuajue npomensvuse X.

Hajuemrhe nac wunrepecyje oxapehuBame BepoBaTHOoha na he ce
cllyyajHa TpOMEHJbMBa HahW y HEKOM WHTEpBally, pelMO UHTepBaiy (X,
x;). Tpaxeny BepoBatHohy hemo Hahm Tako mro hemo, 3a cBe Tauke u3
uHTepBana (x;, x2), ,,cabparu” oxarosapajyhe BepoBatHohe mare ca (5.12).
Taj 30up Huje HumTa Apyro no onapeheHu umHTerpan QyHkumje f(x) y
rpanuiama (x;, x,). Ha ciunum 5.3. To je mpadupana nmoBpIivHa.
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%)

-

24
x] x2
Cnuxa 5.3. Beposamnoha oa ce X nahe y unmepsany (x;, x2).

Tpaxena BepoBaTHOha jeHaKa je
X2
P(xl<X < xz): [ £ (x)dx. (5.14)

CBaku ciydajHu foraljaj, Be3aH 3a IOCMaTpaHU €KCIIEPUMEHT, MOXKe
Ce M3pa3HWTH ITPEKO HWHTEpBaia, a BepoBaTHohe HMHTEpBaia ojapeauheMo
npeko (5.14). 3ato hemo, Ha OCHOBY 3akoHa BepoBaTHoha f{x), mohwu
OJIpEANTH U BepoBaTHOhe OMIIO KOT ciiydajHor jgorahaja.

Ha npumep, nmpousBohau ayTOMOOHICKUX T'yMa TBPIH Ja CYy HEroBe
ryMe BeoMa Ioy3JaHe. 3Ha ce Jla je 3a CBaKky I'yMy HeH "BeK Tpajama'
clly4ajHa MPOMEHJbUBA Ca 3aKOHOM BepoBaTHoha

-6 25107°x
f(x)={25 10 sa x>0 5.15)

0 3a x<0

Oynkumja (5.15) je, 3amcra 3akoH BepoBaTHOha. 3aq0BOJbaBa
yCIoBe:

1. fx)>0,

2. [f()dx=[25100e21" . dy=1.
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5.1. Pacnooena ciyuajuux npomeHsuux

Tpaxu ce BepoBatHoha na he kyrsbena ryma usnapxkaru 40.000 km,

onHocHO, 4-10% km. To he ce peanm3oBaTH Kajga je X > 4- 104, TaKo Ja je
TpakeHa BepoBaTHOha jeTHaKa

o0
-6
P(X>40000)=25-10"° Ie'25'1° Yy = 03678789,

410"

a BepoBatHoha ma he ryma m3npsxatu 20.000 km, je
P(X>20.000) = 0.6065
VY3mumo jour jenan npumep. Heka X nma 3akon BepoBaTtHOha
2(b—x)
b2

)=

3a X€ [O,b]. [TotpebHO je oapenuTH z Tako na, ca BepoBarHohom 0.5,
TBpAUMO 112 he ciry4ajHa mpoMeHsbrBa X y3€TH BpeIHOCT Behy o z.

TpaxkeHa BpeHOCT z je Opoj 3a KOjH je
P(X>z2)=0,5

OJTHOCHO,
b
I f(x) dx=0,5
z

Pememe nnTeTpana gaje jeqHaunHy
2
(Z;bj =05
b

z=b(1-403).

oJlakJie ce n1o0uja n1a je
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DyHkuHja pacnogesie cay4yajHe NIPpOMEH/bHBE

VY npaktuuHuM ofpehuBamMMa BepoBaTHOha ciydajHux aorabhaja
BE3aHUX 3a CIIy4YajHE MPOMEHJbHBE, YECTO CMO 3aMHTEPECOBAHU 32 JEHY
KJjacy norahaja koju ce popMysuIry Ha ciieiehu HaunH:

Cnyuajna eenuuuna X yzehe epeonocm ne éehy 00 z, npu uemy je z
yHanpen oapehen 0poj u3 uHrepsana (-0, + o).

Ha npumep, unTepecyje Hac norahaj na he Tpaxmwa 3a jeqHUM
pOU3BOJIOM OUTH Mama oj jeane oapehene Bpeanoctu, perumo 1.000
JeIMHHIIA Y TaTOM BPEMEHCKOM MHTEPBAITY.

Wnu Hac unTepecyje norahaj ga he, y ayToMaTcKoj HEHTpaiu Opoj
1031Ba OUTH MambH OJ1 HEKOT Opoja, KOjH MpeACTaBba KalaIKUTeT IIEHTpaIe.

3a makme onpehBame BepoBaTHOha OBakBHX jgorahaja, CITyKu
¢dbyHKIMja pacrojene ciay4yajHe NpoMeHJbHBe X, Koja ce aeduHUILE Ha
cienehu naunu:

Jebununuja 5.4.: @yuxyuja pacnodene cayuajue npomenmuse X je
¢yuxyuja F(z) koja, 3a ceaxo

z € (-00,+00) (5.16)

npedocmasnsa eeposamuohy oa cayuajua npomeHmusa X Hehe yzemu
8peoHocm eehy 00 z, mj.

F(z)=P(X <2z). (5.17)

[lomto cy BpenHoctu ¢GyHKuMje pacnojene F(z) BepoBaTHOhe, TO
3Hauu aa he Ta ¢GyHKIMja UMaTH BPEIHOCTH M3Mel)y Hysa W jedaH, Tj. 3a
CBaKoO z € (—oo, +oo)

0<F(z)<1 (5.18)

OyHKIMja pacrozese ciaydajHe npomeHsbuBe X je (dyHKIHMja ca
cienehum ocobnHama:
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Ocobuna 1. F(— oo) =0.

F (— oo) je BepoBatHoha ga he X Outu mame ox —, a To je Hemoryh
norahaj unja je BepoBaTHoha jeqHaka 0.
Ocobuna 2. F(+ o) = 1.

F(+ o) je BepoBaTHOha na he X OuTH Mame o1 + 00, a TO je CUrypaH
norahaj ca BepoBaTHONOM jeTHAKOM je/IaH.

Ocoobuna 3. Dyuxyuja F(z) je monomono neonaoajyvha ¢yukyuja.

3ancra, ako ¢y z' u z" NBe BPEIHOCTH, TakBe na je z' < z", oHma
norabaj

D'=(-0< X<z
UMIUTUIpa Jorahaj

D" = (—oo<X£z”),

IITO 3HAYH J1a je

PD )< PD"). (5.19)
[Tomro je
P(D) = F(z)
u
P(D") = F(="),
onna, u3 (5.19) cneau na je
F(z') < F(z") (5.20)

Hejennakocrt (5.20) onpelyje MoHOTOHOCT (pyHKITH]E.

Ocobouna 4. Koo cnyuajne npomenmuse X npexuonoe muna, QyHKyuja
pacnooene F(z) je cmenenacma ¢ynxyuja koja y maukama

X1, X2,X3,...

uma cKkokose jeonake ooeosapajyhum eeposamuohama.
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Hauwme, 3a cBako
ze (-0, x,)= F(z)=0,
ze(x,,x,) = F(z) = P(X=x,)=p,,
z €(x,,x;) = F(z) = P(X=x,)+P(X=x,)=p, + p,
(5.21)

k k
z€(x, X )= F(z)= ZP()(:xi):Zpi
i=1 i1

VY oBoMm ciyuajy, ¢pyHKUMja pacnogena F(z) je gpyHkuuja koja uma
00JuK MpUKa3aH Ha cIuiy 5.4.

Ha ocnoBy wm3paza (5.21) Moxke ce Jako oapeauTd (QYyHIIKH]a
pacniozene F(z), kaia ce 3Ha 3aKOH BEpoBaTHONA clly4ajHe MPOMEHIbUBE X.

OO0pHyTO, ako je mo3HaTa (yHKIHWja pacroaena F(z), oHma ce u3
(5.21) noGwuja na je

(5.22)

ca 4iMe je MOTITyHO ofpeleH 3akoH BepoBaTHOha cilydajHe poMesbuBe X.
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A.F(Z)

P >X

X1 X,

Cnuxa 5.4. ©ynxyuja pacnoodene cnyyajHe npomensuse X npekuonoz mund.

Ocobuna 5. Axo je X nenpexkuona cnyuajua npomemusa ca 3aKOHOM
seposamuoha f(x), maoa je, 3a ceako z € (—oo, +oo)

Fz)= Zj ftx) dx . (5.23)

OyHkuMja pacnojene F(z) je HempekuIHa 1 MOHOTOHO Heomaaajyha
(byHKIMja, WM je TPeKUIHA 32 KOHAYHO MHOTO Tayaka MpeKuIa.

@DyHKIMja pacrnojieie HEeMpeKUJIHe CIydajHe MpPOMEHJbUBEe X HMa
00JMK KpUBe, MPUKa3aHe Ha CIUIH 5.5.

AF(z)

/ z

»

Cnuxa 5.5. @ynkyuja pacnooene HenpeKkuoue ciyyajHe npomenvuse X.
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Kama Ham je mo3Har 3akoH BepoBaTHoOhe f(x) jenHe ciydajHe
MPOMEHJbUBE, pemaBameM wuHTerpana y (5.23), oapenuhemMo meHY
(GyHKIMjy pacnozene.

OOpHyTO, ak0 HaMm je To3Hara (yHKOHMja pacrojaene F(z), 3aK0oH
BepoBatHoha f(x) ompemuhemo mpeko m3Boma (ynkumja F(z). Tama je 3a
cBaKo z € (-o0, +o0)

dF(z)
dz

3akmyuak: I[loo pacnodenom cayuajne npomenmuse X mpebda
noopasymesamu, unu e 3akon eeposamuoha, unu Qyuxkuujy pacnooee.
Kaoa 3namo 3axon eeposamnoha, nako oopehyjemo @ynxyujy pacnooene, u
00pHYmMoO, Kaoa 3Hamo QyHKyujy pacnooeie ciyyajHe npomesmuse X, 1aKo
oopehyjemo rwen 3axkon eeposamuoha. Pacnooenom cnyuajue npomensvuge
oopeliena je MaKcuManiHa KOAUYWUHA UHGOpMayuja o excnepumernmy cd
CYYATHUM UCXOOUMA.

)=

(5.24)

Z=X

[Tocmatpajmo cnenehu mpumep. Ilo3Hato je nma je cBaka 4YeTBpTa
oco0a aepruyHa Ha aHTHOMOTHKE. Paay mpoBepe HOBOT JieKa, Ha CiTy4ajaH
Ha4MH je u3abpaHa rpyna of ceaaMm jquna. Onpennhemo 3aKoH BepoBaTHOha
cllydajHe MpOMEHJbUBE X, KOJU MpeJcTaB/ba Opoj u3abpaHuX JIMIA KOjU CY
aJIeprUYHA Ha aHTHOMOTHKE.

CnyuajHa npomeHsbHBa X je MPEKUIHOT THUIA U MOXKE Y3€TU JeTHY
0]l BPEIHOCTH:
0,1,2,3,4,5,6,7.

3a cBaky m3abpaHy ocoOy, BepoBaTHoha ma Oyle ajeprudyHa Ha
AHTUOMOTHKE UMa BPEIHOCT

p=0.25,

a n300p ocoba BpPIIMMO HE3aBUCHO. 3HayuW, celaM IMyTa ,,[IOHAB/bAMO’’
€KCIIEPUMEHT, U y CBAKOM ,,[IOHABJbay  MOCMATpaMo ciydajHu gorahaj A:
,/3abpaHo nuie je amepruyHo Ha aHTuOmotuke”. [lorahaj A4 ce, y cBakom
,,TIOHaBJbamy” peanu3yje ca BepoBaTrHohom 0,25. CiydajHa nmpomespuBa X
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npeacraBba Opoj ,,JIOHABJbAEha EKCIIEpUMEHTa” y Kojuma ce jgorahaj A
peanm3oBao. 3aTo je BepoBaTHOha a X y3Me HEKy BPEAHOCT k jeTHaKa

P(X=k)=P,(k)=(]) 0.25* 0.75"*

Tj. BepoBaTHOhe 3a TOjeMHE BPEAHOCTH CIydajHE TMpomesbrBe X Cy T3B.
ounomme seposamuohe P;(k).

3akoH BepoBaTHOha cirydajHe MpOMeHJbHBE X /1aT je Tabenom:

X 0 1 2 3 4 5 6 7

p(x) | 0.133 | 0.311 | 0311 | 0.173 | 0.057 | 0.011 | 0.001 | 0.0001

Hberos xucrorpam je npukazas Ha ciaunu 1.6.(a).

AP (@) REE, (b)
0.3 [ ——
02|
01
\i—u‘r—" x‘ Z‘
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 -

Cnuxa 5.6. 3axon seposamuoha u ¢hynkyuja pacnooerne.
dyHKIM]ja pacroiesie OBe CllydajHe IPOMEHIBHBE j€ JaTa ca:
ze (—oo, 0):> F(z)=0
zel0,1) = F(z)=0,1335
zell, 2) = F(z)=0,4450
ze(2,3) = F(2)=0,7565
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ze[3,4) = F(z)=09295
ze[4,5) = F(z)=09872
zel5,6) = F(z)=09987
zel6,7) = F(z)=09999

ze[l, —w)= F(z)=1,000
Oga ¢yHnkmuja npukazana je Ha Cnunu 5.6 (b).

Ha cnuyan HaumH, mocmarpaheMo npumep HENpEeKUuJIHE CilaydajHe
mpomeJbUBe X ca 3aKOHOM BepoBaTHOha

l(3 —x) 3a 0<x<2
fx)=14 (5.25)

0 3ax<0,x>2

dynkmja pacriogene F(z) je onpehena Ha cienehn HaYMH:

3aze(—oo,0]:>F(z)=0;
saze(0.2)= F(z)=§;f(3—x)dx=§(3—§);
sazel2+o)= F(z)=§ j(s-x)dsz

[Ipema Tome, dpyHkuMja pacnozene F(z), 3a ciydajHy IpoMeJbUBY X,
ca 3akoHOM BepoBaTHoha (5.25), nara je pyHKIHjoM

0 304z<0
z z
F(z)= —(3-—) 3a 0<z<2 (5.26)
4 2
1 3az2>72.

Oynkiyje (5.25) u (5.26) npukazane cy Ha ciuiy 5.7. (a) u (b).
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AF(z)= [f(x)dx
1 —0o0
Yy o .
0 | 1 2 0 1 2
Cnuka 5.7. 3akon eeposammnoha u ¢oynkyuja pacnooene ciyuajue
npoOMeH.bUBe.
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5.2. AHAJIN3A CJOYYAJHUX TPOMEH/bUBHUX

Kapakrepucutke jenane cimydajHe mpomeHJbuBe X caapkaHe Cy Y
HEHO] PACIIOIeN JaT0j 3aKOHOM BepoBaTHOha mwiu (hyHKIIHMjOM pacrojere.
3aro ce, y ymnorpeOu cCIly4ajHHX IPOMEHJbUBUX, MOpa pajuTu ca
pacroieniom, a TO OTeKaBa MPUMEHJBUBOCT TEOpHje BepoBaTHOhe 0a3upaHo]
Ha CIIy4ajHUM IPOMEHJbUBHUM.

Ca npyre crtpaHe, y ImpakcH, Hajyemhe HE 3HAMO pacIoJely
CllydajHe TpPOMCHJbMBE. Y TakBUM Clly4ajeBUMa Cce€ I[oKa3alo Jaa je
MO3HAaBaWke OfpeeHNX HyMEpUYKHX KapaKTEpUCTHKAa JOBOJBHO 3a
pelaBame MpakTUYHUX MpoliemMa MpuMeHe Teopuje BepoBaTHoha. 3arto je
NoTPeOHO OAPEUTH HyMEpPHUYKE KapaKTEePUCTHKE IO YHAmpea oJpelheHum
NpaBWIMa, Ma YMECTO IIeJIOr 3aKOHa BepoBaTHoha, OJHOCHO (yHIKH]je
pacmojienie  cliydajHe  MPOMEHJbMBE, TocMaTpatu  ojapeheHu  Opoj
napaMmerapa, Koju he, y JOBOJbHO] MEpH, ONHCHBATH IOCMATpaHy
IIPOMCHJBUBY.

Kao mro ce, mpe ynorpebe Hekor rpal)eBHHCKOT MaTepujaia, MpBO
MOpajy YTBPIOUTH HEroBe KapaKTEPHCTUKE, U TO TaKO MITO he ce M3BPIINTH
Mepemke BPEIHOCTH IMOCMATPAaHUX KApaKTEPUCTUKA, TAKO C€ M Y yHOTpeOH
CIy4ajHMX  TNPOMEHJEMBHX TpPBO  Mopajy  '"m3meputu"  onpehene
Kapaktepuctuke. [Iperxomno ce Mopa 00e30equTn mporeaypa Wik HaduH
Ha KOJU C€ BPIIH ,,MEepeHe” KEJbEHNUX KapaKTepUCTHKA.

OppehuBame MOjelMHUX KapaKTEPUCTHKA, OJHOCHO MapamMmerapa
CllydyajHe TIPOMEHJbMBE X, BPIIM CE€ INPEKO OUeKUBAHE 6PEOHOCHU WU
Mamemamuukoz ouekusara. 3ato hemo ce, yKpaTtko, yrmo3HaTH ca OBHM
mojMoM, a 3atuM hemo mpehm Ha onapehuBame MojeAMHHUX mMapamerapa
CITy4ajHUX TMPOMEHJBUBHX.
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OuexkuBaHa BpeHOCT

VY aHanM3W CTaTUCTHYKUX IMOJaTaka Ha TIl0jaBaMa MAacCOBHOT
KapakTepa, CIYyXHJIM CMO c€ pacrnoaenoM (pekBeHurja u Moryhum
BpeIHOCTHMa TMocMmarpaHor obenexja. [lpy TomMe cmMo mocmaTpanu
NOjeIMHE BPEIHOCTH, WM HUXOBE (YHKIHMjEe MOocMaTpaHor olenexja, H
BUX CMO MHOXHIIM arcoJlyTHUM (peKBeHIMjaMa, 3aTUM caOupanud |
JeNWIN ca YKYITHUM OpojeM elieMeHaTa CTaTUCTUYKOT cKyma. Tako cMo, Ha
TPUMEDP OJPEIAMIN APUTMETHUYKY CPSIUHY

X=)%p, (5.28)
i=1

i

IIpU YeMy Cy p, pelaTuBHE (QppeKBeHIHje, p, = N

[lomto ce pacmogena CTaTUCTUYKOr CKylla MOXeE CMarpaTu
pacrojiesioM ciay4yajHe MpoMeHJbUBE X, OH/Ia apUTMETHYKa CPeHHa MOXKE
MpeACTaBbaTH ,,IPOCEUHY BPETHOCT CiIy4yajHE MPOMEHJbUBE, Ma he Ham
(5.28) mocmyxxutm M 3a AePUHULM]Y OYEKMBaHE BPEAHOCTH CiIydajHe
MIPOMEHJbUBE.

Hedbunummja 5.5.: Heka je oama pacnoodena ciyuajue npomeHmuge X

X X] X2 X3

p(x) D1 D2 D3

Axo peo

9]
in " Pi
i=1

KOH8epaupa, 1we2o8y Cymy HA3U8AMO OYeKUBAHoM epeonowhy, unu kpahe
oyekusarbem ciaydajne nomeHmuse X u osnawasamo 2a ca E(X), na je

E(X) :Z Xi " Di (5.29)
i=1
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Jdedununmja 5.6.: Hexa je f(x) 3axon eeposamuoha cnyuajue npomeHvuse

X. Axo nocmoju unmezpan

0

j xf{x) dx,

—00

e208a B8pPedHOCm ce HA3Uu8d OYeKusamom epeonowthy, unu Kpahe,
oyekusarbem ciyuajue npomersuse X u o3nadasa ce ca E(X), mako oa je

E(X)= Ofxf(x) dx. (5.30)

— 0O

Axo ce, Ipexo cilydajHe IpOMeHJbUBE X, Je(UHUIIIEe HOBA CIIy4ajHa
npoMeHJbHBa Y QPyHKIIHjOM

Y =g(X)

Taza je ovexusama epeonocm npomensuge Y oapeheHa mpeko pacmopene
MIpOMEHJbUBE X, Ka0 cyMa pena

E [g(X)Fi glx,)p, (5.31)

OIHOCHO, Ka0 UHTCTPaJI
Elg0F g o) dx (532)

OuekuBame cilydyajHe NOpOMEHbMBE X M OuYeKHMBame (PyHKLH]ja
CllyyajHE MpOMEHJbMBE JX, jeé OCHOBHHM amapaT Yy aHaJIW3M CIy4yajHUX
MIPOMEHJbUBUX.

[pumep. Tunuuan npobaem 3aamuxa je npobiem oapehuBama 6poja
JEIMHMIIA HEKOT apTHKiIa. Tpakma 3a TUM apTUKIOM CE MOXKE CMaTpaTh
CJIy4ajHOM IMPOMEHJbUBOM. [loTpakie Cy HaM alTepHAaTHUBE 3a HAOABKY,
Qi HaM HHUCY TIO3HAaTH TPOIIKOBH, OJHOCHO, 3apaje 3a I0jeluHe
antepHatuBe. OUEKMBAaHU TPOIIKOBH, OJTHOCHO, OUEKHMBaHA 3apaja he Ham
MOCITYKUTHU Kao KPUTEPUjyM 3a U300p HAjOOJbE alTEPHATHBE.
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[IpeanocraBumo na mponaaBHuma Tpeba na kynu 50, 60 wmam 70

CE30HCKHUX XaJbUHa, a J1a je weHa 3apaaa 100 aunapa nmo komany. Ha kpajy
Ce30HE Heropojare XaJbUHE C€ MOry IPOAATH 0 CHUXKEHO] LIEHU Koja he
JIOBECTH 0 TyOuTaka oz 75 quHapa 1o Henmpozaaroj Xxajbunu. Heka ce 3Ha na
je BepoBatHoha ga ce mpoja 50 xamuna, 0,30, a 1a ce mpozga 60, je 0,50,
NoK je BepoBaTHoha mpopaje 70 xaspuna 0,20. YV Tabemm 5.1. pare cy
OYEKHMBaHE 3apajic 3a IOCMAaTPaHe OJIIYKE.

N3 mnocnenwme Bpcre Tabenme 5.1,

BUIUM ce Ja je Hajoosba
anrepHatuBa HaOaBuTu 60 xasbuHa. Kom me je ouekwBaHa 3apaga 5475

JMHapa.
AnTepHatuBe
Tpax- _
Beposar Ha6aButu 50 xaspuna | HaGaButu 60 xamuna | HaGasutu 70 xabuHa
Ba HOha

VcenoBua | OuekuB- | YciaoHa || OuekuB- [ YcnosHa | Ouekus-

aHa aHa aHa

3apaja 3apaja 3apana

3apaja 3apaja 3apaja

50 0,30 5000 1500 4250 1275 3500 1050

60 0,50 5000 2500 6000 3000 5250 2625

70 0,20 5000 1000 6000 1200 7000 1400

VYKyInHa oyeKkrBaHa 3apana 5000 5475 5075

Tabena 5.1. Pauynarmwe ouekusane 3apade

Axo ciaydajHa Belm4rHA X MUMa PacIoierry

X

10

20

30

40

p(x)

0.1

0.3

0.5

0.1

Taja je BeHO OYCKHUBAbE J€THAKO
E(X)=10-0.1+20-0.3+30-0.5+40-0.1=26

a OYeKHMBaHa BPEIAHOCT (DYHKIIN]E

g(X)=2X7 - 900
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jenHaka je
E[g(X)] = (2-10% -900)- 0.1+ (2-20* -900) - 0.3 +
+(2-30%-900)- 0.5+ (2-40% -900) - 0.1= 560.

3a ciyyajHy IpOMEHJBUBY X, KOJI KOj€ je 3aKOH BepoBaTHOha

1

Ex za 0<1 <10
f(x)=

0 zax <0, x>10.

OuekuBaHa BpEJHOCT CllydajHe IpoMeHIjuBe X je jeHaka
1 10
E(x)=— |x*dx =20/3.
== I /

OuekuBaHa BpeJHOCT (PYHKIIH]je
gx)=2X" -4

j€ jeHaKa MHTerpairy

2 1105
E[zX -4}:— [ (2x2-4)x dx = 28/3.
50 ,

Panun nakmer onpehuBama oueknBaHe BPEIHOCTH, HaBeIIheMO HEKe
BeHe ocoOuHe Koje he, yjenHo, momohw M 00JbeM pa3zyMmMeBamy Camor

nojma.

Ocobuna 1: Ouexusana 6pedHOCmM KOHCmMawme ¢ jeOHaka je moj

KOHCmaHmu C.

Hamwme, ako cnyuajua BenuunHa X MOXE Y3€TH CaMoO jEIHY

BPEIHOCT, OHJIA j€ HhCHA pacmoerna

X c
p(x) | 1

TaKo L[aje BCHA OUYCKHMBaHa Bpe[[HOCTjC,Z[HaKa
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Ex)=c-1=c. (5.33)

Ocoouna 2: Ouexusarwe npouzgooa koHcmanme c¢ u ¢ynxkyuje g(X)
JjeoHnako je npou3sody me KoHcmanme ¢ u ovekusarba gpyuxkyuje g(X), mj.

E[c-gX)] =c- E[e¥)] (5.34)
3amcra, ako X mma 3akoH BepoBatHoha f{x), Tana je

o0

Ele-g¥)]= [cg(X) i) dx=c [2(X) fix) dx =c- E[g(x)]

—00

Ha cianuan HaumH ce MOXKE MMPOBCPUTHU ocobuHa 2 u 3a cnyqaij BCIIMUYUHY
XHpeKI/IJIHOF THIIA.

Ocobuna 3: Ouexusarwe 30upa 06e QYHKyuje clyuajHe nNpomeHmuse,
JeoHaxo je 30upy rmuxoeux ouekusarsa.

Hawuwme, ako cy g(X)wu h(X) dynkuumje, Tana je
E[g(X) +h(X)] = E[g(X)]+ E[h(X)] (5.35)

W3 oBux ocobuna cienu cieneha

Ocoouna 4: Ouexusarwa 1uneapre yHKyuje ciyuajHe npomeHsuse jeOHaKo
Jje nuneapHoj pyHKYyuUju ouexusarba me npomeHbuse.

Heka je Y nmpomensbHBa 1aTa ca
Y=aX+b,
TaJia je ’heHa OYCKHUBaHa BPEIHOCT jeIHaKa
EY)=aE(X)+Db. (5.36)

Ocoouna 5: Ouexusarve nuneaprne Kombunayuje 0ee cayuajne npomenbuse,
JjeoHako je nuneapHoj KOMOUHAYUJU FUXOBUX OUEKUBAFLA.

Hawnwme, ako je
Z=a,X+a,Y,

oueKkuBame Z 6uhe jeHako
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E(Z)=a,E(X)+a,E(Y).

CrneuujaiHo,

OUYeKHBamwe 30upa,

(5.37)

WIA pa3lIuKe JIBe Cly4ajHe

MIPOMEHJBUBE JE€IHAKO je 30UpY, OTHOCHO, Pa3UIU IlbUXOBUX OUEKUBAbA, Tj.

E(X+Y)=E(X)+E(Y).

(5.38)

Ha npumep, Genexxehu notpaxmy 3a CBOjUM MPOU3BOAMMA, TIEKap je
yTBPJMO J1a OHA Bapupa Ha cienehn HauuH

[Motrpaxma (komaoda) | 10000 | 11000 | 12000 | 13000 | 14000
bpoj nana 18 90 120 60 12
Kopucrehu 3akon eenuxkux oOpojeea MoxxkeMO TIOCMATpaTH
NOTpakmky X Kao CllydajHy MPOMEHJBHBY Ca PacIopesioM
X 10000 11000 12000 13000 14000
P(x) 18/300 90/300 120/300 | 60/300 12/300

OueknBaHa MOTPaXHHa jeTHAKA j&
E(X)=11.860

Heka cy tpomkoBu mnpousBomame 0,15 aun/kom a mponajua mena 0,20
nuHapa. Hemponmatu mpoussoau ce apyru naH npogajy mo uenu 0,09

muHapa. Opnpenvhemo ouekuBaHy 3apany. Ako je () Tpou3BeleHa
KOoJM4YuHa, X IoTpaxkmwa a Y 3apajna, noduhe ce
Y =0,05 3aX 20
Y =0,05-0,06(0 - X) 3aX <Q
Y npBOM clly4ajy je OUeKHMBaHa 3apajia
E(Y)=0,05-Q (5.39)
ay IpyroMm ciiy4ajy
EXY)=011E(X)-0,06-0Q =1304,6-0,06-0. (5.40)
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Kopucrehn (5.39) u (5.40), moxke ce 3a CBaky IPOU3BEIEHY
KOJIMYMHY, OJpPEAMTH OYEKMBAaHA 3apaZa, a Ha OCHOBY Tora uszabpaTu
Haj00Jba OJUTYKa O KOJMYMHHU KOjy TpeOa IpONU30BOIUTH.

[TocmaTpajmo cnydajHy IPOMEHJBUBY X ca 3aKOHOM BepoBaTHOha
2x 3a0<x<1

fi(x) =
3ax<0ux=>1,

U Clly4ajHy IPOMEHJbUBY Y ca 3aKOHOM BepoBaTHoha

e’ 3 y>0
f.0)=
0 3 y<0.

OuekunBaHa BpeJHOCT (PYHKIIH]je
Z=3X+2Y,

jenHaka je

1 ©
E(Z)=3EX)+2E(Y) =3 j 2x7dx +2 Ixe_xdx =2+2=4,
0 0

MomeHTH ciiy4yajHe NPOMeH/bUBe

Beoma  BaxkHy Kimacy — odekuBama  (QYHKIHMja  CIy4YajHUX
MIPOMEHJbUBUX, YHMHE T3B. Momenmu. lIpakTHUYHO, CKOpO Liena aHanu3a
CIly4ajJHUX IpPOMEHJbMBUX Oa3upaHa je Ha MOMEHTMMAa U (yHKIMjama
MOMEHaTa.

Paznukyjy ce ABe BpcTe MOMEHATA: 0OUYHU U YEeHMATHU MOMEHMNU.

Hedbunummja 5.7.: Oouunu momenam k-moe peoa ciyuajue npomenmuge X
Jje mamemamuuko ouekusarbe k-moe cmenena me npomen/buge.

OOunyne MoMeHTe pena k o3Haunhemo ca m, , Tako Aa je

mp =EX*)  sak=0,1,2, .. (5.41)
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Cmamucmuxa 3a UHIICURbEpE

Axo je X mpekunHa ciydajHa MPOMEHJbHMBA, OOMYHH MOMEHAT pena
k, jenHak je 30upy

0

my, = Zx{‘pi, (5.42)

i=l1

a axko je X HeMpeKuAHOI TUuIa , OONYHU MOMEHAT j€ JeJHAK UHTErpaty

my = kaf(x)dx. (5.43)

OOnyaH MOMEHAT HYJITOTI pe/ia JeHAK je JeAUHULIM, Jep je
my=EX")=E(1)=1.

OOWYHM MOMEHAT TMPBOT pelia je, YCTBAPH, OUEKUBAHA BPEeOHOCH
wim kpahe, ouexusare ciydajue Bennuune X. O3HauaBahemo ra ca

m=EX) . (5.44)
Hedbunummja 5.8.: IJenumpanuu momenam k-tog peda cnyuajue npomenmuge

X, je ouexusana epeonocm k-moz cmenena paziuke X u ouexusame
8pedHoCmU M.

LlenTpannu MoMeHar pesa k o3HadaBaheMo ca uj , Tako Ja je

wp =EX-mF  zak=0,1,2, ... (5.45)

3a ciy4ajHy IPOMEHJbUBY MPEKHUIHOT THIA, [ICHTPATHH MOMEHTH CY
jenHaku 30MpoBUMa

= ), (5.46)

i=1

a 32 HEMIPEKUAHY CIIy4ajHy MPOMEHJbUBY, IIEHTPAIIHU MOMEHTH CY jeJHaKH
UHTErpajauma
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5.2. Ananuza cayyajHux npomeH, busux

o0
= Jeem) fp0 dx (5.47)

— 00
W uenTpasinun MOMEHAT HYJITOT pefa je jeIHaK je/IaH, jep je
wo=EX-m)’=E)=1,

a UeHmMpPAIHU MOMeHam npeoz peda jeonak je nynu. Haume, uz ocobuna
OUYEKHMBaa, CJIC/IU Ja je

y=EX-my=EX)-m=m-m=0.

LleHTpamarn MOMEHTH ce Jakme oxapelyjy mpeko OOWYHHX
MomeHaTa. Ako k-ti crenen paznuke (X —m), U3pa3suMo MPEKO OMHOMHOT

oOpasia qobuhemo

- Z {6t

mna je, 300r 0coOMHa OUEeKUBAHE BPEIHOCTH

B =)t Z el )mt i),

OOJHOCHO
k
ﬂk:Z( l)k'(,)vn’”m, 3a k=0, 1, 2, ... (5.48)
i=0
Cneuujanno
,L12=m2—m2
py=ms-3mym+2m’ (5.49)

/14=m4-4m3m+6m2m2 —3m*.

163



Cmamucmuxa 3a UHIICUrbEpE

OO6pHyTto, kopucrtehun Beze (5.48), MOkeMO U3 LEHTPATHUX
MOMEHATa OJIpeIUTH OOMYHE MOMEHTE. 3aTO Ce, MPAKTUYHO, U3 pacroeie
Clly4ajHEe MPOMEHJbMBE X, OJIpelM je[Ha Kjlaca MOMEHaTa, a 3aTUM Ce U3
u3pasa (5.48), onpehyje npyra knaca.

Ha nmnpumep, Heka ciywajua mnpomeHsbuBa X ©Ma  T3B.
Xunep2eomempujcKy pacnooeiy

X 0| 1|2 |..]k

px) | po | pr | p2| - | Dx

;= ﬁ (5.50)
p mk+n

O,Z[peI[I/IhCMO BbCHa IIPpBa ABa 0o0nYHA 1 OeHTpaJIHa MOMCHTA.

npu yemy je 3a cBako i=0,1,2,3.....k.

360r ocobuHe 3akoHa BepoBaTHoha, u3 (5.50) nobuja ce

Z(, W=,

[IpBu 06MUaH MOMEHaT je

k

i)

E(X) = ,-o(m o Z (") =

k-l
_ 1 m-1y,n m l+n mk
j=

CnaudHuM omepanjama MOXe Ce OJPEIUTH U IPYTH MOMEHAT, C TUM
ITO Yy 30upy
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5.2. Ananuza cayyajHux npomeH, busux

ii Zpi ’
i=0
3aMembyjeMOo
i’ =i(i-1)+i
a 30up pactaBibamo Ha jaBa 30upa. Tako he ce moburtu

mm-1) k(k-1) mk
(m+n)m+n-1) m+n

m, =EX?’)=

[IpBHU 1IeHTpaIHM MOMEHAT je jeHaK HYJIH, a APYTH [IEHTPATHH MOMEHAT je

mnk(m+n—k)

e _[E(X)]2 B (m+n)2(m+n—1)'

Ha ciouuan HaumH Ou oxapenunu Tpehu W 4yeTBPTH OOUYHU H
LEHTpPaJIH MOMEHAT.

[TocmarpajMo mpuMmep HENpeKUIHEe CiydyajHe MPOMEHJbHBE ca
3aKOHOM BepoBaTHOha

2(1-x)  3a 0<x<l
Jx)=
0 3 0<x<L
OOu4YHM MOMEHAT k-TOT pejia, jeJIHaK je
1
my, = EX*)=2 ka(l—x)dx= 2
(k+1)(k+2)
0
CrenujanHo
2 1 2 1
m=——=—; my=——=—
2-3 3 3-4 6
N S
P45 100 Tt 5.6 15
TaKo Ja je
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#,=0
11
My 6 0

IMapameTpu ciay4yajHUX NPOMEH/bHUBUX

Kako cMo mcnuTHBaIM CTaTUCTHUYKA OOelexkja MPEeKo Mmapamerapa
KOje CMO padyHaiu 1Mo ojpeheHuM MpaBwiMMa, Tako hemMo W ciydajHe
NPOMEHJbHBE HCIIHTHBATH MPEKO IapaMeTapa IOOMjeHUX W3 HHXOBHX
pacniogena. buhe To rpyme mapamerapa koje he um3pakaBatu onpehene
ocoOHMHE pacronena, a TO Cy: Mepe IEHTpalHe TeHICHIUje, Mepe
BapujabUIMTETa, MEpE aCUMETPHje U MEPE CIIJLOIITEHOCTH.

Mepe neHTpaJIHe TeHIeHIH]e

[TpBy rpymy mapameTapa ciy4ajHUX MPOMEHJBHBHUX YMHE MTapaMeTpU
KOJU TIOKa3yjy yewmpanny meHOenyujy pacnooene. To cy: cpeauHe
(oyekmBaHa, XapMOHHUJCKAa U T'€OMETpUjCKAa CpeAMHA), MOJAYC U MeJujaHa.
CBu oBM mapameTpu cy JepUHUCAHU 3a cTaTHCTUYKaA obenexja. Oae hemo
caMo YONIITUTH JlaTe AePUHUIH]C.

Ouekusana epednocm, niu kpahe cpeouna, je O4eKHBaHa BPETHOCT
CIly4ajHe BeTHMYnHE X, Tj.

m=E(X). (5.51)

Xapmonujcka cpeduna je nata TPEKO OUYEKHBAama pPELUNPOYHE
BPEIHOCTHU CITy4ajHe MPOMEHJbUBE, H3Pa30M
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5.2. Ananuza cayyajHux npomeH busux

1 1

TI'eomempujcka cpeduna je neduHrcaHa TPEKO OYCKHUBAHE
BPEIHOCTH JIOTApUTMa CITy4ajHe IPEMEHJbUBE X, TaKo J1a je

logG = E(log X). (5.53)
Mooyc ciyuajue npoMeHbHBe X je OHa BpemHOCT M, 3a Kojy
pacmozienia, OAHOCHO 3aKOH BepoBaTHOha nMa HajBehy BpeaHOCT.

Meodujana cnyvajHe npoMeHbuBe X je OHa BPEAHOCT (03HAYMMO je
ca M,)3axkojy je

Plx <M, }=P{x>M,}

BepoBarnoha ga he X 6utu mame on Menujane, jennaka je 0.5, a Tonuka je
u BepoBaTHoha na he X Outu Behe on meaujane.

3a cirydajHy MPOMEHJbUBY HEMPEKUIHOT THIIA, MEUjaHa j€ PelICHe
jeJHauMHe JaTe UHTErPajioM

M,
I f(x) dx=0,5.

Ako je mo3Hata ¢yHKuMja pacnonene F(z), oHZa je MeaujaHa OHa
BpeAHOCT 3a Kojy je F(M,)=0,5

To je, y crtBapu, amcuuca mnpeceyHe Tauke mnpaBe F(z)=0.5 u
¢bynkimje pacnonene F(z). (Bumu ciuky 5.8).
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VF(z

0,5

-Q/ z

Me

v

Cnuka 5.8. Meoujana u ¢hynxkyuja pacnooerne.

Mepe BapujaduanTera

Jlpyra rpymna napameTapa Clly4ajHUX MPOMEHJbUBUX Cy MapaMeTpu
KOju ToKa3yjy Bapujabunuter. To cy crnenehu mnapamerpu: cpefmba
JieBUjallnja, BapyjaHca, CTaHAap/Ha AeBHjalldja U Koe(UIIMjeHT BapHjaluje.

Cpeomwa Oesujayuja je 04eKUBaHA BPEIHOCT arliCOIYTHE BPEIHOCTH
pasziuke X U BerOBOT OUCKUBabA, Tj.

e =E(|X-m|). (5.54)

AKo je X mpeKUIHOT TUIa, Cpeliba AeBHjallMja je jeAHaKa 30upy

0
em= E |xi-m|pl-,
i=l1

a aKo je HeMPEeKUIHOT THIIA, CPE/Iha JIeBHjalllja je jelHaKa HHTerpary
[0}
ey, = ﬁx-m| f(x) dx.
—0

Bapujanuca cayuajue npomenwuge X je opyeu yeHmpaniHu MomMeHam
npomeHbuge X.
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5.2. Ananuza cayyajHux npomeH, busux

OsnayaBaMo je ca 6~ . Y cTBapH, BapHjaHca je nedHHUCAHA N3Pa30M
0% = iy = E(X-m)* = my-m”> . (5.55)
Jlako je mpoBepuTH 1a Bapujanca uma cieaehe ocodune:

Ocoouna 1: Bapujanca ciydajHe mpoMeHJbuBe X je jeJHaKa HyJd OHJA U
camo OHJIa Kaja je X = const .

Ocobuna 2: Axo je cnydajHa MpoMeHJbUBA Y TuHeapHa QyHKIH]a
Y=aX+b,
Taja je BapujaHca Y jeqHaka Ipou3Boay a’ ¥ Bapujance X, Tj.
o*(V)=a’s’(X).

Ocobuna 3: Ouekusana eépeonocm keaopama paziuxke X u KoHcmaume c,
umahe MUHUMYM aKo je ma KOHCMAaHma ¢ = m, a ma MUHUMAIHA 8PEOHOC
je jeOnaka eapujancu ciyuajue npomeHsouse X, myj.

min E(X-c)® = E(X-m)> = o°.
C

Cmanoapona oesujayuja ciyyajHe npomeHmuge X je no3umueHa
8PeOHOCM KOpeHa sapujance, mj.

o=+o?

Koeguuujenm eapujauyuje cnyuajue npomenmuse X je npoyeHmyanHo
U3padiCceHu KOMUYHUK CMaHoapoHe oOesujayuje U cpeouHe ciaydaja
npomenmsuse X, mj.

v =2.100%
m

KoedbuuujenTtu acumerpuje u CJLOIMITEHOCTH

Kao mepa acumempuje pacnooene, najuewhe ce kopucmu mss. npeu
Iupcornos koeuyujenm oam KOIUYHUKOM
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C)nannuvnuxa:%zuﬁmcu&epe

M3
pr=—
3

2oe je W, mpehu yenmpanuu Momenam ciydajne npomensouge X.

Axo je pacmozena cuMeTpHuHa, [3, MMa BpPEAHOCT Hyja. YcBojuhemo je
00pHyTO, aKo je 3, = 0 pehu hemo ga X uMa cuMeTpudHy pacrnopemy.

Jpyeu [upcorosé koeguyujenm je KOTAIHUK

rie je W,, UETBPTH LEHTpalHu MoMmeHar. llpexnctaBma  mepy
CN/bOWIMEHOCINU.

Kon pacnogene ca ,,Hopmannom crssomrenomhy”, 3, je jeanako 3. VY
IPOTUBHOM, [, je, uiau Behe nnu mame ox 3.

YeOuiieBLeBa TEOPEMA

Yecro ce y mpakcu, oapelyje npubiuxkHa BpeJHOCT BepoBaTHohe 1a
he ce cmyuajHa BenumumHa X Hahu y HEKO] OKOJMHH CBOT OUYEKHBAbA.
YeOuiensbeBa Teopema omoryhasa fa ce oapenu ta BepoBaTHoha.

Teopema 5.2. Kon cBake ciy4ajHe mpomMeHJbHMBE X, Koja HMa
KOHAYHy BapHMjaHCy G, 3a CBaKO NPOM3BOJGHO € HCIyH-eHa je cieneha
HejeHaYnHAa.

Plx-n|2 <2 (5.56)
&

Jloka3. Heka je X HenmpekugHOT THUIA ca 3aKOHOM BepoBaTHOhe
f(x). Tana je, 300r orpaHu4ema QPyHKIH]e

|X—m|28,

OJHOCHO,
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5.2. Ananuza cayyajHux npomeH, busux

X—-m) >¢°,
- (5.57)
[oem)? f) dx = [e-m)? fio) aix,
—o0 (x-m)ZZzzz
mnaje
Oj[(x-m)z fo)deze® [ fo) dx
-0 (x—m)ZZsZ

Wurerpan Ha neBoj crpanu (5.57) je BapujaHca ciiyyajHe IPOMEHJbUBE X, a
Ha JIECHOJ CTpaHu, MHTErpaJl npeacTaBiba BepoBatHohy nary y (5.56). 3ato
u3 (5.57) cnequ (5.56).

N3 YeOumenbeBe Teopeme go0uja ce cieqeha HejeaHAKOCT 3a
BepoBaTHohy na he ce X nahu y unrepBany

(m-occs,‘ m+ occs] ,

IIpU YeMy j€ O IPOU3BOJBHO 0/1a0paHu Opoj,

P{m —o00<X < m+a+} > 1-% (5.58)
(04
Cneuujanno
P{m—20<X < m+2a}> 0.75
P{m—30<X < m+30}> 0.8889.

110 MPE/ICTaBJba T3B. ,,IPABUJIO IBe (OAHOCHO 3) curme”.
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5.3. 3AJIAIIA

172

CnyuajHa npoMeHJbrBa X MMa 3aKOH BepoBaTHoha

b
f(x) = (x+1)

0 3ax <0.

3ax >0

Hexka cy matu cnenehu norahaju:
A = (- o< X< 0)
A, =(0<X <)
A, =(0<X<1)
A, =(-6<X<0)
Hahwu BepoBatHohe crienehux cimyuajuux morahaja:
a) 21; d)A; U A,; g (A UA A VA,);
b) A, UA,; ed, U4, h)Ay;
)4, VA;; HA, VA DA, UA,.

3a ciryyajHy IpOMEHJBUBY X UHjH 3aKOH BepoBaTHONa je

e™ 3ax>0
f(x) =
0 3aX <0,

onpenutd (QyHKuMjy pacnozene. Hanpraj f(x) u  QyHKUMjy
pacrojerne, a 3aTUM OJIpe/id BepoBaTHONy citydajHux norahaja gatux
y 3a5atky 1.

. AyToMarcku CTpyr Hcella KpyXHy JUMeHy miouuny. [lujamerap

WceyeHe IUIOYMIe je CiydyajHa IPOMEHJbMBA ca 3aKOHOM
BepoBaTHoha



5.3. 3aoayu

c(x-0.24)*(x-0.26)> 320.24<x<0.26
f(x) =
0 3ax<0.24 x>0.26.

a) OpapenuTu KOHCTAHTY C.

0) Ilnoumne ce mopajy aopahjuBaTe ako je HHXOB JHjaMeTap
oznctynuo oj nponucane BpegHoctu 0.25 3a sumie oxa 0.008.
Konuku ce Moke 0YeKrBaTH MPOIICHAT TUIOYHIIA 33 J0paty?

bama ce HoBumh cBe nok He maaHe mucMo. Oapenu pacrojaery
cllydajHe IPOMEHJbUBE KOja MpeicTaBba Opoj Oanama HoBUMha.

Urpau A uma 2 nuHapa, a urpad B 1 nunap. Jeman on urpada Oara
HOBuMh, a Apyru noraha ctpany HoBunha koja he mactu y Oamamy.
VYkonuko moroau, Ao06uja AUHAP OJ APYror urpaya. Y MPOTUBHOM,
waha auHap. Wrpa ce 3aBpiuaBa Kaja jefjad ojf urpada joouje cea 3
muHapa. Oppenu  pacrojeidy — Ciy4ajHe IPOMEHJbHBE — Koja
npecTaBsba Opoj Oamama HoBUMha J10 3aBpIIIETKA UTPE.

Mammba npousBoau ekcepe ca 1% geQexkTHHUX y YKYIHOj
npousBoamy. Kako usriena pacrnosena 6poja HEUCIPaBHUX eKcepa
y y30pKy ox 60 komasa.

IlpaBmiHa komka ce Oama cBe JOK ce He mojaBu 6. Oppenu
BepoBaTHOhy n1a he ce kolka 6anary BHIE OJ1 TIET MyTa.

3akoH BepoBaTHONha ciiydajHe mpoMeHsbuBe X je hyHKIIHja

cx® 3a0<x<l1
f(x) =
0 3ax<0;x2>1

a) OpxpenuTu KOHCTaHTY C.

06) Onpenn ony BpenHoct X 3a kojy he BepoBarHoha na
ciny4ajHa npomeHspbuBa X Oyzae Beha ox me, OMTH jeqHaKa
BepoBaTHohu 1a he X 6utn Mame o7 T€ BPETHOCTH.

B) Onpenu 6poj 4 Tako ga ca BepoBatHohom 0.05 TBpaumo na
he cnyuajaa mpomeHspruBa OuTH Beha o A4.
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9. Cnyuajua nmpoMeHJbrBa X uma 13B. Gama pacnooesiy naty 3aKOHOM
BepoBaTHOha

Y 2
L xPle™ 3ax>0

0 3ax <0.

Ucnutaj ¢pynxumjy f(x) u npoBepu Ja je TO 3aMcTa (PyHKIMja Koja
Ipe/ICTaB/ba 3aKOH BepoBaTHONA.

10. Ha ocHoBy mMozena u3 3agatka Op. 9.
a) 3a 3 =640, A =20, npoBepu aa je
P(X =30)=0.057.
0) Axoje A =20, a BepoBaTHOha
P(X<£30)=0.01,
KOJuKoO Tpeba aa je B 7

11. Ogpenu mapameTrpe pacrojene ciiydajHe BeluuuHe X ca 3aKOHOM
BepoBaTHOha

Lxal
flx)=ce " ,b>0.

12. CnyyajHa npoMeHJbuBa X MOXe y3eTH caMo JBe BpeAaHocTu: 1 u 2.
Hbena ouekuBana BpenHocT je 3/2. Oapenutu 3aKoH BepoBaHOThe 3a
X.

13. IIpoBepu na ciydajua BenuuuHa X, koja uma T13B. Kowujesy

pacnoodesy naTy 3aKOHOM BepoBaTHOha

1 1
f(x)=— ,
®) 7 1+x?

HEMa OYEKHBAHY BPEHOCT.
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6. MOJAEJIN PACHHOAEJIA CJAYYAJHUX
INPOMEH/bUBUX

Wzmelhy moryhux BpemHOCTH cCilydajHe TpPOMEHJbUBE X, M HEHE
onroBapajyhe pacmonmene mnoctoju (QyHKIIMOHAlIHA Be3a Koja HaM je
Hajyemrhe Hemo3HaTa.

Ha ocHoBy mpupose T0jaBe KOjy aHAIU3HPaAMO, MOXKEMO
MPETIIOCTaBUTH Ja pacrojenia cilydajHe MPOMEHJbMBE X TpHIIaga jeIHO]
KJlacu pacroznena, oapeheHoj ca jeOHHMM WM BHIIE HETO3HATHX
napaMmerapa. AKo je Ta Kjaca u3paxkeHa (QyHKIIMOHATHOM BE30M

P(x;6,,0,,..0,) (6.1)
OHJIa KakeMo na ¢yHkimja (6.1) mpeacTaBba MOIEN pacrozesie CiydajHe
poMeHJbUBE X.

Monen pacnogene (6.1) caapxu cBe uHpoOpMalrje 0 MOCMaTpaHoj
110jaBH KOj€ Cy U3paXKeHe MPEKO CIyyajHe MPOMEHIbUBE X.

IToctoje Momenu pacmojena Koju ce Hajuemhe KOpUCTE U KOjH
cacBUM JI0OpO OMHCYjy TIOCMaTpaHy CIydyajHy MPOMEHJbHBY. Pa3nukyjy ce
nBe knace moaena: Ilpekuonu u Henpekuonu moodenu pacnooena.
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6.1. MOJIEJIU MPEKUJHUX PACIOJEJIA

"0-1" Pacnogesna (bepHy/injeBa pacnojaeia)

Jdedbunummja 6.1: Axo cayuajua npomenmusea X moouce yzemu jeouy o0
gpeonocmu 0 unu 1 ca eepoeamunohama p u q pecnekmusHo, npu 4emy je
p+q=1, kaxcemo oa X uma "0-1" pacnooeny .

3akoH BepoBaTHOha UMa 00JIUK:

X |01

px) | p | q

[Tapamerap pacrniozene je peanan 6poj p TakaB fa je 0<p <1.

OueknBaHa BpeHOCT U BapHjaHCa OBE ClIyyajHe IPOMEHIBUBE CY
m=EX)=p
o’ = E(X-m) = pq
ODyHKIM]ja TeHepaTpuce umMa o0InK
glt)=p+qe'

OJIaKJIC je JIAKO YTBPAMTH MOMEHTE pacroerie.
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buHomHa pacnogesna

Hedunuuuja 6.2: 3a cnyuajuy npomenmusy X xasxcemo oa uma bunommy
pacnooeny, ako modce y3emu jeoOHy 6peOHOCm K U3 HU3d HeHe2amueHUX
yenux opojesa {0, 1,2,..., n}

ca eepoeamﬁohwwa

n
P, (k)= P(X =k)=(kjp"q”" (6.2)
. n n!
npu uwemy je O0<p<l, p+q=1, a i :m npeocmasba m3e.

ounoMHU Koepuyujerm.

bunomuy pacniozeny o3HadaBahemo ca
X:B (n; p).
3akoH BepoBatHOha buHomHe pacmozene aart je cieaehom tademom:

X 0 1 2 n

p(x) ny oy a0 n -l A ny) o, o
Opq lpq 2pq npq

BpojeBu n 1 p cy napamerpu Mozena.

Ha ocHoBy OmHOMHOr oOpaciia, JIako je MPOBEpUTH Aa je 30up
OMHOMHUX BepoBaTHONA jeIHAK jeIMHUIM. 3aKCTa,

zn:(gpkq”_k =(p+q)'=1.

k=0

@dyHKIMja TeHepaTpruca OMHOMHe pacnojerne ouhe jenHaka:

glr)= iek’(Z]ka”_k = i(lg(pe’)((q”_k = (q+pe’y (6.3)
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W3Bon d¢ynkuuje g(¢) y taukm ¢t =0, mpeAcTaB/ba OYCKHBAHY
BPEAHOCT:

E(X)=np. (6.4)
[Ipexo apyror m3Boma ¢yskiuje g(f) y Tauku t =0, nmobmhemo npyru
o0UyaH MOMEHAT, a ce JaKo J100H1ja BPeIHOCT BapHjaHCe:

2

o~ =npq. (6.5)
Moske ce IpOBEpUTH J1a je Koe(PHIINjeHT aCUMETpH]je
2
q-p
B = ( ) (6.6)
npq
a KOe(pUILMJEeHT CIJbOLITEHOCTH j€
1-6
By =3+—24 (6.7)

npq

N3 (6.6) 1 (6.7), Bunmu ce na buHOMHaA pacmojena TEeKH CHUMETPHYHO]
pacnojenu kaa n — . McTo Tako, OHa T€XKH pacrojeiu ca ,,HOpMaJTHOM
CrubOIITeHOMIhY .

CrneuyjanHo, kaga je p=g¢q=0,5 OuHOMHa pacnogena je
CHUMETPHUYHA PaCIojiea.

bunomua pacnonena ce kopuctu y T3B. bepuynaujesoj wiemu
HE3aBUCHUX TIOHAaBJhala EKCIepUMeHTa oOpahenoj y mornaBmy 4.2.
Bunenu cMo je ogurpana m3y3eTHO BaKHY YJIOTY Y TEOpHju BepoBaTHohe,
HBEHO] MPUMEHHU, U pa3Bojy cTatucTuke. BepoBatHohe cimyuajuux norahaja,
Be3aHUX 3a bepHynujeBy IIeMy ekcriepuMeHara, jAare ¢y OHHOMHOM
pacroiesiom.

[lpetioctaBIMO 1@ jedaH EKCIIEPUMEHT MOKEMO IIOHOBHTHU
HeorpaHudeHo myta. [Ipu ToMe ce MUCITH J1a CMO y CTamy HEOTpaHUYeHO
MyTa OCTBapUTH jeJJaH KOMIUIEKC ycioBa. CBaku IyT KaJl ce€ OCTBapu Taj
KOMIUIEKC yCJIOBA, HEKH ciy4ajHu forahaj 4 ce MOke OCTBApUTH WIH HE
octBapuTu. Kaj ce eKcriepuMeHT TIOHaBJba BHIIE ITyTa, IPETIOCTaBIbAMO J1a

178



6.1. Mooenu npexuonux pacnooena

pe3yaTar y jeJHOM IOHaBJbalkby HE yTHYE HAa pe3yJiTare eKCIepHUMEHTa y
Hape/JHUM TOHaB/baHMMa. KakeMo Ja cy TIOHaBJbamkba CKCIICPUMEHTA
melycoOHO He3aBucHa. BepoBaTtHohe ocTBapuBama ciy4ajHor gorahaja A y
BUIIIE PA3IMUUTUX TIOHABJhaFhba CKCIIEPUMEHTA, J00uhe ce MHOXEHEM
onrorapajyhux BepoBatHoha norahaja y mojeIuHUM MOHABJbAKBHMA, jep Cy
TO HE3aBUCHHU Jorahaju.

EBO0 HekoIMKO IMprMepa TaKBUX €KCIIEpUMEHATa:

Ilpumep 1. Y cratuctuukoM ckyny on N enemeHata p% HBHUX UMa
onpeheno cBojcTBo, Mok mpecranux (1—p)% Hema TO cBojcTBO. Ha

Clly4ajaH Ha4MH C€ W3 MMOCMATpaor CKyma Oupa jeaH eleMeHaT, a OelekH
ce /Ja JM OH MMa IOCMaTpaHo CBOjCTBO WM He. [Ipum Tome ce cBaku
M3BYYEHHU elleMeHaT Bpaha y mocMaTpaHH CKyI, Ia c€ IMOHOBO W3 IIEJIOT
ckyna Oupa apyru enemeHaT. MHTepecyje Hac mpobiem oxapehuBama
BepoBatHoha na he mel)y m wu3ByueHuX enemeHara OuTu TayHO k ca
OCMaTpaHUM CBOJjCTBOM, Takole u BepoBaTtHoha na he ce xonuyHuK k/n
pa3IMKOBATH O] p 3a HE BHIIE OJ jeHOT yHampen nator Opoja. Yemy he
TEXXUTU KOJIMYHUK k/n Kasl Opoj MOHAaBJbamwka 1 TEXKU OECKOHAYHOCTH?

Ilpumep 2: bana ce HeorpanueHo MyTa MpaBWJiaH HOBYKMh 1 Oenexu
ce Opoj manmama ,,mucma’’. MHaTEepecyje Hac, yeMy he TexxuTtn (peKBEHIIH]a
10jaBJbUBamA ,,TACMA’’ KaJ] HEOTPAHWYEHO MMyTa OariuMo HOBUYHN.

Ilpumep 3: Jenna mammuHa ayTomMarcku oopaljyje Heku mpousBoj ca
BepoBaTHOhOM morpeniHe o0paae jeAHaKoM p. AKO Ce€ y BEJIHKO] CepUjU O
10.000 xomana unn 100.000 xomana, 1mMojaBU BEIMKH OpOj HEMPABUIHO
oOpaheHux Komasa, 1a 1 TO 3HA4H Ja Ce MOY3JIaHOCT MalllMHE POMEHMIIA?

Ilpumep 4: 3ua ce na je mehy cBum mopohajuma p% Onm3anana.
AKO ce y jeHO] KJIMHUIM Ha KOjy Jloa3e Mopoausbe u3abpane Ha ciiydajaH
HauuH, Hahe 1000 mopoansba, KOIMKH ce MOKe OueKrnBaTH Opoj Oim3anama?

VY cBUM OBUM mpuMepuMa, HOCMaTpa Cce jeAaH EKCIIEPUMEHT U
cinydajan morahaj A, Koju ce MOXE OCTBApUTH ca BepoBaTHOhOM p, TipH
yemy je 0<p <1, a ca BepoBaTHOhOM ¢ =1— p, MOXe /1a ce HE OCTBApH.

IIpu Tome je p+q =1.
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IIyaconoBa pacnojeJia

IlyaconoBa pacmomena mgo0mia je wuWMe TIO0  (QpaHIyCKOM
Matematnuapy Simeon D. Poisson-u (1781-1840). Omna ommucyje
BepoBaTtHohy aa he ciyuajan norahaj HacTynuTu y oxpel)eHoM BpeMeHCKOM
WIM TPOCTOPHOM HHTEpBalLy IMOJA oApeheHHM yciloBUMa HpU YeMy je
BepoBaTHOha norahaja Beoma Mana, a Opoj MOKyIIaja - BPEMEHCKH WM
IIPOCTOPHU HHTEpBaJl - BEOMa BEJIMKH, Tako Ja ce jorahaj ycrBapu
peannsyje Hekosnko nyta. IlyacoHoBa pacmozena omucyje, Ha HpHUMeEp,
Opoj rpelaka Mo CTpaHULIM KibUre, Uiy Opoj )KpTaBa ayTOMOOUJICKUX yzeca
MECEYHO, Y HEKOM BEJIMKOM I'pajy.

Jdedbunummja 6.3: 3a ciryuajny npomensusy X xasicemo oa uma Ilyaconogy
pacnooeny ako modice yzemu 6peoHocm k u3 Hu3a HeHe2amueHUX Yeaux
bpojesa {O, 1,2,3, } u mo ca eepogamuohom

P(k)=P(X =k)="-¢",

npu uemy je A >0, peanan 6poj u npeocmassa napamemap pacnooeie.
ITyacosoBy pacnozeny o3saunhemo ca X : 2 (4).

3akoH BepoBaTHOha aat je TaberaoM

X 0 1 2 k
0 1 2 k
N Ao
p(x) [ O 1! 2! . | k!
3Ha ce 1a je
X __ - xk
k=0 k!
3aro je 30up BepoBaTHOha KoJ [IyacoHoBe pacronese jeqHak
o0 ) k
Y Plk)=e?Y —=etet =1. (6.8)
k=0 o k!
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6.1. Mooenu npexuonux pacnooena

OuexuBana BpeaHocT [lyacoHoBe pacmozgene, Ouhe jeqHaka

© /Ik_l
m=> kZ—e’t=e".1 =A. 6.9
k=0 k! ; (k_l)! ()

Bapujanca cinyuajue npomeHsbuBe X jeiHaKa je:

cl=my-m’ =1, (6.10)

Kan ce y wm3pasy 3a Tpehu o6uyaH MoMmMeHaT m, BpeaHOCT k°

3aMeHH BpenHouhy
ke(k —1)k —2)+3k(k 1)+ &,
U pacTaBM Ha oAroBapajyhe 36mpose qoduhe ce
my =2 +324+ 1 (6.11)

Ha civyan HaywH ce MOXeE YTBPJAWTH Ja j€ YEeTBPTH OOMYHU MOMEHAT
jenHak

m, =2 +614 +TA + 1. (6.12)
N3 (6.11) u (6.12) mory ce oJipeIuTH LIEHTPAIHU MOMEHTH:
Hy = A
=34+

1na je Koe(UIUjeHT aCUMETPH]e jeHAK:
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1
ﬂl - 2 s
a Koe(UIIHJeHT CIJbOIITCHOCTH
1
B =3+ z .
Monyc Poisson-oBe pacrnozene je BpeJHOCT k 3a Kojy je
>
Pr 7 P (6.13)
Pr Z Pira
3amemyjyhu Py, Pia¥M p., Yy HejenHauuHe (6.13) muxoBum
BPEIHOCTHMA
b= /,L_ke_;y . , _ /kal e_/l . , B /lk+l e_}v
E 4 (e ) A [ 8
nobuhe ce HejeHAUNHE
A—I<k<A (6.14)

Ako A HHje 1eo Opoj, oHna he y mHTEepBaTy (k—];k) MOCTOjaTH
jemHa BpemHOCT koja he 3amoBosbuth (6.14) M TO je momyc IlyacoHoBe
pacronerne

M, =[1].
A xan je A neo 6poj, mogycu he Outu tauke M, =A-1u M =1.

Baxny rpymny excnepumeHara, kojuma oaronapa mozen Ilyaconose
pacrioziene, 4MHE EKCIEPUMEHTH y KOojuMa ce IocMmarpa Opoj ocTBapema
HeKkor Jorahaja y [JaToM BpPEMEHCKOM HHTEpBaly JYy>KUHE Af.
[IpernoctaBiba ce na cy He3aBUCHM OpojeBH OCTBapema Jorahaja y
BPEMEHCKUM HMHTEpBaJluMa KOJU Ce He MpeKIiamnajy, u Ja je BepoBaTHoha 1a
ce y UHTepBaly AyKUHE A OCTBapHU TayHO jeJaH forahaj, jeaHaka

A-At+0(Ar),
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Ipy 4YeMy je A KOHCTaHTa, a O(At) je BepoBatHOoha na he ce y Tom

MHTEpBaTy Jorah)aj OCTBapUTH JBa MJIM BHIIE ITyTa. 3a O(A t) IIPETIIOCTABIbA
Cce J1a TeKU HyJIU.
AKO ce 1eo MHTepBal Iy>XMHE f, MOJAEIN Ha 1 jelHAKUX JeJoBa,

MO>XKEMO T€ JIeJIOBE OCMATPATH Kao MOHABJbakha EKCIIEPUMEHTA, IIPU YeEMY
je BepoBatHoha peanusanuje forahaja y cBakoM MOHABJbakY, jeAHAKa

£+O(1j.
n n

Kag n— o, Opoj octBapema norahaja y wuHTepBany ¢ Texuhe
[TyacoHOBO] pacmosieniu ca mapaMeTpoM jeTHAKUM A 7.

I'eomerpujcka u [ackanoBa pacnoaena

Heka cy peanusanmje ekcriepuMenTa uimu gorahaj A wmu norahaj A4,
Y HEKa je y CBaKOM IOHaBJhakhy EKCIIEpUMEHTA BepoBaTHOhA peanu3aliuje
norahaja 4 ucra u jegHaka P(A)=p [P(Z) =]l-p= q]. Mok ce y
beprynujeBoj memu Tpakmia BepoBaTHoha 1a ce y 7 IOHaBJbamba
ekcriepuMenTa (n-gukcupan 6poj), norahaj 4 mojaBu x myTa, OBJE C€ 3a
CllydajHy NMpOMEHJbHBY X y3uMa Opoj TOHaBJbamka €KCIIEPUMEHTA JI0 MPBE
peannzanuje norahaja A. OBako aeduHMCaHA ciayyajHa OpoMEHJbMBA X
moze nia y3me BpenHoctd 1, 2, 3, ... BepoBaTHoha na ciyuyajHa mpoMeHJbHBA
X y3Me BpeIHOCT X JlaTa j€ U3pa3oM:

p(x)=P(X=x)=q¢"'p zax=12,3.. (6.15)

Y TIpeJICTaBJba BEPOBATHONY Jla ce y MPBUX X —| MOHaBJbamba CKCIICpUMEHTA
He peayniuzyje norahaj A, a 1a ce peanusyje y x-TOM IMOHABJbAY.

®opmynom (6.15) nedbunucan je 3axkoH BepoBaTtHoha I'eomerpujcke
pacnionene. HasuB reomerpujcka pacnozena MpOUCTEKAO je U3 YHEbCHHIE
ITO BepoBaTHOhe OBE pacmojesie YnHe reomMeTpujcku Hu3. Kopumhemem
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obpacria 3a 30up OeckoHadHo omaaajyher reomerpujckor HU3a mokazahemo
1a je 30up cBUX BepoBaTHONA jeTHAK jeTUHULIN:

= = x—1 1 p
- —p— =P
;p(x) p;q P

DyHKIIM]ja TeHepaTprca TEOMETPHU]CKE pacroielie jeJHaKa je:

0 t
N=E etX — etx x-1 — pe
g(n)=E(") Z, A

MareMaTHYKO O4YEKHUBa-E M BapHjaHca Cy:

Baxna ocoOuHa reomMeTpHjcKe pacmojenie cacToju ce y cienehem:
aKko je IMO3HATO Jla ce y # ITOHaBJbama eKcrnepuMmeHTa nporahaj A4 Huje
peain30Bao, OHJA je BepoBaTHoha Ja ce pealu3yje 10 OKOHYamwa #+k
MOHABJbAa CKIIEPUMEHTA CTa Kao U BepoBaTHoha peanusaruje qorahaja A
y mpBHX k TOHaBJbama EKCIEPUMEHTa, jep BepoBaTHOha peanuzaryje
norahaja 4 y cBaKOM IOHaBJbaky CKCIIEPHUMEHTA HE 3aBHCH O] pe3yJTara y
NPETXOIHUM MTOHABJbAKbUMA EKCIIEPUMEHTA.

Ilpumep: BepoBatHoha na ce no mpBe peanuzauuje gorahaja A
€KCIIEPUMEHT TIOHOBU HajBHILIE k ITyTa U3HOCH:

k

k
pP(X<k)=p, +p,+.+p, =px§1q"" =1—¢q

OBaj pesynraT MOXKeMO TOOUTH M HEIITO Jpyradydje: ako Ce eKCIIEPUMEHT
MOHaBJba BHUIIIE O] kK MyTa, TO 3Ha4M Ja ce gorahaj A HHje peann30Bao y
MPBHUX k TIOHaBJbarkha EKCIICPUMEHTA; OBOM CJIyd4ajy OJroBapa BepoBaTHoha
g", na je Tana BepoBaTHOha cynpoTHor gorahaja jennaka 1 —g" .

I'eomerpujcka pacroenia MOXe ce YONIITHTH Ha cieichu HaywH:
Heka ce excniepuMeHT moHaBJba 10K ce norahaj 4 He peanusyje k myrta. bpoj
MOHaBJbakhba CKCIIEPHMEHTa je ciay4yajHa mnpomensbuBa X. [loTpaxkumo
BepoBaTHONy J1a ce eKCIepuMEHT MOHOBHO x myTa: P(x)= P(X =x).
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Jlorahaj, koju ce cacToju y ToMe 1a k-Ta peanuzaiyja qorahaja A mpousahe

y X-TOM TIOHaBJhaly EKCIEPUMEHTA, CKBHUBaJIGHTaH je gorahajy: ¥V x—/

MOHaBJbakha eKcrepuMenTa jaorahaj 4 mojaBu ce k—/ myrta, a y x-ToM

MOHAaBJbaby eKcrepuMenTa norahaj 4 ce mojasu jomr jennom. Kako cy oBu
x—1

. k-1
norahaju He3aBUCHHU, TO € MHOXKEHEM BepoBaTHoha k1 p

k

x_
q up
no0uja 3aKk0H BepoBaTHOhA ciyyajHe MpoMeHJbuBe X :

x—1

p=P(X=x)=| _ |p'q"

x=k,k+1,...
Pacrnionienna BepoBatHoha onpeleHa oBum 3akoHOM BepoBaTHOha 1mo3Hara je
noj HasuBoM [lackanosa pacnoodena. Kopuctu ce y €KOHOMETPH]CKUM

MoOJlelMMa Kajl Cce jeHa eKCIUIaHATOpHAa Bapujalia mocMarpa Kao T3B.
narBapujabma.

[Toceban cnyuaj IlackanoBe pacnomene, 3a k=1, HazuBa ce
2eomempujcka pacnooeiud.
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6.2. MOAE/IN HENPEKUIHUX PACIIOAEJIA

Hopmanna pacnoaena

[MpunukoM pemaBama mpodiiemMa TpaHWyHEe (QyHKIUje buHOMHE
pacnionene, JI Myasp (De Moivre) je 1733. ronune otkpuo Hopmanny
pacnojeny, ITo je ocTajo A0CTa He3amnakeHo cBe 1o panosa [ayca (C. F.
Gauss-a) 1809. roqune u Jlammaca (P. S. Laplace) 1812. roqune. OBa nBa
ayTopa Cy pa3BHIIU TEOPHU]Y Zpeuiaka oncepeayuja v nouumm no Hopmane
pacriozene. Jlamac je mokas3ao T3B. yeHmMpanHny cpanuiny meopemy M 1ao
OJIFOBOPE Ha pa3IMuMTa MUTaka U3 TEOpHUje BepoBaTHONeE.

[Mon wuXoBHM yTHIIajeM, Iyro ce CcMaTpalio Ja CTaTUCTHYKE
pacrioziene, NpakTUYHO, CBUX BPCTa MojiaTaka npubimmkasajy ce HopmanHoj
pacrnojienii Kao ujaeaTHoM OOJUKY camo ako ce 00e30e1u JOBOJHHO BEIHKHU
Opoj TauHMX oricepBainuja. /[eBujamuje cBake ciaydajHe Bapujadie oJ HmeHe
OYEKHBaHE BPEIHOCTH, TIOCMATpaHe Cy Kao ,,Ipelike”’, a Ha OCHOBY ,,3aKOHA
rpemku’” onucane cy Hopmannowm pacrionesnom. Ilokaszano ce 1a je To TauHO
y MHOTUM (U3WYKUM, ACTPOHOMCKHUM, JeMOrpadCKUM H OHOJIOIIKHM
MepemhMa, a Takoh)e U 'y TEXHUYKUM U €eKOHOMCKUM HayKama.

Tpeba jomr HamOMEHYTH Ja C€ BEJMKH JI€0 CTaTHCTHYKOT
3aKJby4HMBamka W JIOHONICHA OMyKa, Oa3upa Ha MOJAEIMMa KOjU Cy
renepucany HopmaiHoM pacnoenom.

Jdedbununmja 6.5: 3a cnyuajny npomennsusy X xasxcemo da uma Hopmanny
pacnooeny axo je reH 3aKoH eeposamHuoha dam QyHKyujom

(x—a)
f(x):b\/12_7ze 20’ 33 x e (—o0,0) (6.16)

Bpennoctu @ u b cy mapameTpu mojena, a je OWIo KOjU peasiaH
O0poj, a b je Takohe peanman mno3uTHBaH Opoj. Hopmamny pacnoaemy
o3HayaBahemo ca

X :N(a;b).
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Oynkimja (6.16) je cumeTpuyHa y OJHOCY Ha mIpaBy x =a. Mma
MaKCHMyM Y Ta4KH X = a . MakcumaliHa BpeJHOCT QYHKITHjE je jeTHaKa:

(a)=—
fa—b\/%.

I'padmuxu npukas yukuuje (6.16) nar je Ha CAULHU:

A f(X)

0

Cnuka 6.1. Hopmanua pacnodena

OuekuBana BpegHocT Hopmanne pacnogene nobuhe ce npeko
UHTerpana:

xa)

m= E | _[xe 20"l

b\/ 27

Y TaplujaiHOM HHTerpanujom, noduhe

VYBonehu cmeny y =

ce 1a je
m=a. (6.17)

Bapujancy ciyyajue npomenspuBe X ca Hopmannom pacnopenom
nobuhemo npeko uHTerpana
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(x-a)?
] 0 _
o’ =E(X-m) = o _J(x—a)ze 2 dx .

o0

VYBonehu cmeny y = , U MapUyjaJlHOM MHTErpaunujom, noouhe

ce
o’ =bh. (6.18)

N3 (6.17) u (6.18) Buau ce na cy a u b, ycTBapu, O4YeKMBaHa
BPEIHOCT W BapujaHca ciy4yajHe BenuumHe X. 3aTo ce W Hajyemhe
Hopmanna pacrionena o3HayaBa ca

XN (m;O'2 ),
a HEH 3aKOH BepoBaTHOha 1aT je y 00JIuKYy:

7(xfmz )y

1

f(x)=m

0 2
Cneyujanno 3a m=0 u o =1, dobuhemo Cmanoapousosany
HOPMAIHY pacnoodeny ca 3aKoHom eeposamuoha oamum mss. I aycoeom
Kpusom

eZO'

yuje gpeonocmu cy dame y mabenama unu y cmMamucCmuyKum nNaKemumd
npozpama.

Bpennoctu ¢dynkuuje pacnogene  F (x), 32 CTaHJapAHU30BaHY
Hopwmanny pacniozneny, aare cy y TabenaMa U O3Hau€He Cy ca CD(x).

3a onpehuBame BepoBarHOoha ma he ce X Hahu y uHTEepBamy (x X 2) ,

KOPUCTUMO Tabene, OJHOCHO, (YHKIM]Y pacrojieie CTaHIapau30BaHe
Hopwmaitae pacnionene. Hanme, u3 jennaunte
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x,  (x-m )2

1 - 2
Pix, < X<x,{= e 2 dx
t .} Gﬂ;}f
[1OCJIE CMEHE
X—m
y= s
o

nobuhe ce na je

Xy—m

2
Plx, <X£x2}:ﬁ I e_zdx:q)(ngmj—q)(xl;mj

(e

®dynkuuja revepatpuca Hopmainue pacnonene je GpyHkuuja

o’
tm+

glt)=c
Hanazehn oOwvHe W TeHTpasHe MOMEHTE TpPEeKo (yHKIHje g(t),
JIaKO je MPOBEPUTH 1A je

ﬁIZO, 182:3

U3 4era ce 3aKJbydyje Ja je TO CHMETpUYHAa pacrmojeia ca HOPMalHOM
CIubOIITeHOMIhY.

I'ama pacnonena

I'ama ¢pynxuuja unu Ojnepoea hynkuuja opyze epcme je gpynxyuja
oonuKa:

C(p)=[t""e"dt, p>0
0
I'ama dynkuumja nocenyje cienehe ocodune:

L. I'(p+1D=pl'(p)
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Ako je p mpupojnan 6poj, p =n, OHAA je:

I'(n+)=nl'(n)=n(n-HI'(n-1)=...=n!

IIPU YeMy C€ 3a BEJIMKE BPEAHOCTH 1 MOXe KopucTuTH Stirling-

oBa (popmyna
IF(n+l)=n!= 27nn"e”,
1 © 1
2. F(—) = [Fe'dt=In
2 oj Vi
N3 nperxoaHux pe3ynrara Clieau:

r(3)rl5+)=3
r(3)=rl5+)=3

Y, YOIIILITE:

3. T(p) T(1-p)=—2—, 0<p<l1
sin pxr

4. 3a n<0 I'ama ¢pyHknuja je jenHaxa:

F(n)z F(n + 1).

Hebunnumja 6.6: Crnyuajua npomennvusa X uma I'ama pacnooeny, ako je

FeH 3aKoH eeposamuohe yukyuja:
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0, 3ax <0

f(xs a, ﬂ') = A
= _x
I'(4)

A-1 _—
e, 3ax>0

20e cy napamempu A >0 u a>0.

3a pa3iMuyuTe BPEIHOCTH TapaMeTapa 3akoH BepoBaTHoha I'ama
pacroiesie uma o0JIUK:

T
1+

[URFER J
051

0251

Cnuka 6.2. I'ama pacnoodena

OyHkmja reHepaTpuce ['ama pacrnonene jeqHaka je:
A

0

0
etx (a X) A1 efaxdx — J'x)rlef(aft)xdx
0

g0 =E€) = Ir6, r(n)
samemyjyhn (a—1)x cay, 3a t < a, uMamo:
a” A a"T(L) 1
O M= Y a0 (1)
a

OcHoBHH napameTpu ['ama pacroaerne jeTHaKku cy :

E(0)=g(0)==
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A—1

Axo je A >1, T'ama pacniomena uma moxyc jeanak M, = et
2 2 2 2 7\‘
o = B(X7)- E*(X) = g"(0)- g (0) =

Teopema: Axo nezasuche cnyuajue npomensuse X, X,,...,X, umajy I'anva

pacnodene ca napamempuma /li,(i=l,2,...,n) u a, OoHOa cayyajHa

npomenmusa Y = 2. X, uma l'ama pacnodeny ¢ napamempuma Z}Li u a.

71 i
= i=1

Joka3: Kako je ¢yHKuMja reHeparpuca ciyuyajHe NMpPOMEHJbUBE Y
jenHaka Mpou3BoAy (yHKLHMja TIeHepaTpuca CIy4ajHUX [POMEHIJbUBUX
X,,X,,...,X, nobuja ce:

-2
] .
gy(t):H—.:(l—ij = (6.19)

i=1 t hi a
-1)
a

JHlo6ujena ¢pynkumja jecre ¢pyHKIMja reneparpuca ['ama pacnonene. Onaszae
n

clemd 1a ciydyajHa mpomeHsbmBa Y =2 X, mma ['ama pacmojeny ca
i=1

napameTpuma

n

YA 1 a.

i=l
CrneuwujaiHo,

1
I'ama pacnooena ¢ napamempuma A =— u a = 5 ouhe gpynxyuja:

n
2
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6.2. Mooenu nenpekuonux pacnooena

0, 3ay <0
1
1 n - 2y
f(y’E’Ej: %(%y]z e ?, 3a0<y<oo
1)
2

noswama xao Xu-keaopam pacnooena.

Xu-KBaJApaT pacnojaesa (xz)

Xu-xBazpat pacrmojiera TpeACTaB/ba cHenujanaH ciaydaj [ama
pacniogene. [lepunume ce kao pacrmojena cyme KBajapara HE3aBHCHHX
CIIy4ajHHX MPOMEHJbUBHX Koje mMajy HopmamHy pacmopeny, ca cpeamoM
Bpennomhy 0 u cranapagHoM neujarjom 1. OBa pacrozgena je BaxkHa y
CTaTHCTUII jep OMNHCYje pacloJielly BepoBaTHOha Koje ce KOpHCTe Y
HEKOJIMKO HajuemhuX CTaTHCTUYKUX Tporenypa, ykmpydyjyhu I[TupcoHos
Xu-KBaJpaT TeCT, a KOPUCTH CE U 33 UCIIUTHBAKE BATUIHOCTH MOJIENA.

Jebununmja 6.7: 3a cayuajuy npomenmusy X kasxcemo oa uma Xu-
Keaopam pacnooeny ca n cmenenu ciobooe ako je el 3aKkoH seposamuoha
oam Qynkyujom

n,ox

2 2
cx? e 3ax>0
k,(x)=1"" ’
0, 3ax <0

npu uemy je n npupooar 6poj, a Koncmauma c, je dama ca
1 1

ng_le_zdx 221"(}1)
0 2

C

n_

3akoH BepoBaTHOhe 3a Xu-KBajpaT pacrnojeny NpUKa3aH je Ha
CITUTIH:
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3

047

it

0 5 10 15 m =
Cnuxa 6.7. Hi - keadpam pacnoodena
Jlako je Bunetn u3 ['ama pacrozerne aa je

0, 3ax<0
1 : 27l
n 5 b=
Tl 25 e mones

CrnyuajHy MpOMEHJBUBY ca Xu-KBaJpar pacrojaesoM, o3HauaBahemo

ca

X 7 (x).

dyHKIMja pacHo/ese 0Be CllyyajHe IPOMEHIBUBE O3HAYaBa Ce ca
z 57] X
— 2 2
K (z)= Cngx e Zdx

Hbene Bpemnoctu cy mpare tabenama 3a creneHe ciodozae on 1 mo 30.
3a Behe cremeHe ci10007e MOTY Ce KOPHUCTUTH TPUOJIMKHE BPEAHOCTH U3
Hopmanne pacniogene.

OdekrBaHa BpEJHOCT CiIy4yajHE TMPOMEHJbUBE ca Xu-KBajapar
pacrmoiesioM jeIHaKa je

E(x)=n,

a BapHjaHca je
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6.2. Mooenu nenpexuonux pacnooena

o’ :E(x—m)2 =2n.
OOwnuaH MOMEHAT pefia k Jat je u3pa3om
m, = nn+2)n+4)..(n+2k-2),
TaKo Ja je
n; =8n
n, = 12n(n+4)

Koedunujent acumerpuje uma BpeJHOCT

B 8
1 n ’
a KOe(pUIIMJEeHT CIJbOLITEHOCTH j€
12
B,=3+—.
n

N3 dbopmyne 3a koehuIjeHT acUMeTpHuje ce BUAM Ja Xu-KBajapaT
pacrofiesia TeXH CHUMETPHYHO] pacmojieNd Kaa n — o, a u3 Gopmyne 3a
KOC(UIMJEHT CIUBOIITEHOCTH C€ BUAM Ja OHAa TEXKH PpacCIoAeiIH ca
HOPMAJIHOM CIUBOILITEHONIhY.

CtyneHToBa pacmnojesa

CrynentoBy pacnojaeny aegunucao je I'ocer (W. S. Gosset) y pany
00jaB/bEHOM MO/ TICEyTOHUMOM ,,CTyACHT .

Jdedbununmmja 6.8: 3a cayuajuy npomenmusy X kadxcemo oOa uma
Cmyoenmogy pacnooeily ca n CmeneHu c10000e aKo je meH 3aKOH
seposamuoha oam pyHkyujom

n+1
2 X 2
— |l
n) n

m.p(

,(x) =

—0 <X <
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Ha cnuuu je npukazana pyHkuuja f, (x), 3an=3un=45:

ft:{} "
D45t
=45
=3
PR o 33 5 .

Cnuxa 6.3. Cmyoenmosa pacnooena

3akon BepoBatHOoha CTymeHTOBE pacronene IaT je CHMETPUIHOM
(GYHKIHjOM ca MaKCUMaTHOM BpenHomihy 3a x = 0. O4yekuBaHa BPEIHOCT je&

m=E(x)=0.

OOWYHM M LIEHTpaAIHU MOMEHTH cy MelycoOHo jemHaku. Bapujanca
je jenHaka:
2__ 1
n-2"

(0}

koeduiujeHT acumeTpuje B, = 0, a Koe(HUINjeHT CIJbOLITEHOCTH j€ jeIHaK

6
n—4

B2:3+

Kan n— o, CrygeHTtoBa pacmojena TeXH CTaHAApIU30BaHO]
HOPMAJTHO] PACTIOJIEIH.
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6.2. Mooenu nenpekuoHux pacnooena

YHudopmHa pacnojgesa

Hebunnumja 6.9: Cnyuajna npomenvusa X uma Ynugpopmuy pacnooeny
ako je reH 3aKoH eeposamuoha oam QhyHKyujom:

1
fx)=1h-a

0, 3a ocTaye X

, a<x<p

Beposarnoha na he ce X Hama3uTu y nHTEpBaly MyKHHE /1 jeHAKA je
1
B-a)
Teopema: buno kojy pacnooeny Henpexkuouwe npomeHmuse X Modtcemo

mpancgopmucamu y  YHugpopmHy pacnoodeny OegpuHuwyhu cayuajHy
NPOMEH/LUBY

h .

Y =F(X)
2oe je F(X ) @ynxyuja pacnoodene cnyuajue npomerouse X, myj.
F(x)=P{X <x}.
Kapakrepucruke oBe pacnojerne cy cienche:

MarteMaTHuKo OUEeKHUBaK-€E:

a+b
E(X)=
(X) 5
Bapujanca:
o _(b-ay
12
enrtap cumeTtpuje:
a+b
S
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7. YBOA Y CTATUCTHYKO
SJAK/bYUUBAIBE

Hama 3Hama, HaIM CTaBOBM U HAIlle AKTUBHOCTH CY Y BEJIHMKO] MEpH
0a3upanu Ha y3opumma. Hemro mocmarpamo WM «MepUMO» JIEITUMUYHO
(y BpeMEHCKHMM TpeHylMMa, Yy I[IO0jeIMHUM JeJIOBUMa MpOCTOpa, Y
oapeheHuM oOMUIMMa OMONIOIIKKX, OPYIITBEHUX MM TEXHUYKUX ITpoIeca
U CI.) U Ha OCHOBY TOIa JIOHOCUMO OJUIyKE WJIM yCMEpaBaMO CBOje
akTuBHOCTU. OBakaB Ha4yMH paja jeé 3acTyIJbH KaKO Yy CBAaKOJHEBHOM
KHMBOTY, TaKO W y HayYyHHM HCTpakuBamuMma. Hamme, cBOje aKTUBHOCTH
3aCHMBAMO Ha OICepBalljaMa WIM MepemHMa Koja HUKaZ WIH CKOPO
HUKaJI, HUCY cBeoOyxBaTHa. MneMo Tako naneko ja Ha MpUMep, I0jeIUHII
JIOHOCH MUILBEHE O HEKO] HMHCTUTYLHUJU KOja C€ CBAKOJHEBHO OaBH
XHJbaJlaMa TpaHCakKIfja, Ha OCHOBY jeIHOT WJIM JIBa KOHTAaKTa KOje je UMao
ca TOM MHCTUTYLIHjOM Y TOKY HEKOJIMKO JIaHa, MECEIH HJIU TOJIHA.

[TytHuk xoju mpoBene 10 naHa y HEKOj 3€MJbM JOHOCH CYJ, YakK
MOYNEE U MUCATH O CTAHOBHUIITBY, MHIYCTPHUjH, MOJUTHUYKOM CHCTEMY,
XpaHu y xotenuma U ci. Ca pyre cTpaHe TO UCTO ypaJu HEKO KO je IIPOBEO
20 roauna xuBehu u nmpoydaBajyhu 3emsby. HapaBHO, HHXOBH OIHUCH CYy
caceuM pazmuuuTd. O00joje Cy JOHENIM CBOje 3aKJby4Ke Ha OCHOBY
y3opaka. [IpBu nma MHOrO MamH y30paK Ila Cy HETOBH 3aK/by4dlld Mambe
Bepogoctojuu. Kox gapyror je y3opak 3HatHO Behum u merosum
3aKJpyuluMa hemMo CHUrypHO BHILE BepoBaTH. Jl[pyrum pednma, HEroBH
3aKkJby4ly he OUTH BepOAOCTOjHHjH.

Ouurnenno je na he BajbaHOCT 3aKJbydaKa M MPEIy3ETHX aKTUBHOCT
3aBHCUTU OJf TOora Kako OupamMo y30pak M Kako ojpelyjeMo HEeroBy
BEJIMYMHY .
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7. V800 y cmamucmuuxo 3axmyuusarve

Jlo kpaja naBazeceTMx roJMHA OBOT BEKa Majia je Maxma Ouia
nocsehena npobiemMuMa Kako J0OUTH dodpe y30pKe 1 KaKo IOHETU d.baHe
3aKmyuKe, 00HOCHO HAYUYHO 6a1uOHe 3aKmyuKe. HUCMO yBek y cuUTyanuju
Jla je TocMaTpaHa 1ojaBa Ha K0joj BPIIMMO «Mepemey» (Momyialrja u3 Koje
y3UMaMO y30paK), yHu(OpPMHA TaKo J1a CBaka BpCTa y30pKa Jaje CKOPO UCTE
pesynrate. Ha nmpumep, nmaboparopujcka aujarno3a 6a3upa ce Ha HEKOJIHKO
kanu KpBHU. [locTynak je GazupaH Ha MPETIOCTABLM Ja LUPKYyJalHja KpBU
yBEK J00pO MoMenia KpB Ia jeJiHa Karl TOBOPH O KPBH MCTO Kao W Jpyra.
MehyTum Kan je y3opak W3 MoOIyjaluje Koja HUje Tako yHH(OpMHA, Kao
mTO je Hajuemhm ciry4aj, MeToj] no0ujama y30pKa I0CTaje KPUTHYaH.
[IpoyuaBame MeTO/a M TEXHUKA KOj€ JIOBOJE JI0 Y30paKa HA OCHOBY Kojux
Moxcemo eeposamu oa he 3aKvyuyu Oumu UCMUHUMU UAU CY OU3Y
ucmuHe, 0CTaje U3y3eTHO BAXKHO.
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7.1. METOJAE JJOI'MYKOI' IPOLIECA
3AK/bYUYUBAIbA

OcCHOBHE MeTOJIe JIOTHYKOT' ITpolleca 3aKJby4nBamba Cy WHIyKTHBHA
U JIeIyKTUBHA METO/Aa. AKO JIOTHYKH TIPOIEC TOBOJAU JI0 TeHEepalu3almje, a
Ha OCHOBY IOCEOHMX cCiy4ajeBa (MpOMO3HIlMja), OHAA je TO HMHAYKIHja.
OOpHyTH mpolec je AeAyKIHja, a TO je JOTHYKH MPOIeC KOjU JOBOAU 10
CTELMjATHUX 3aKJby4aKa, a Ha OCHOBY ONIITHX MPOTO3UIIH]a.

JleIyKTHBHHM MeTO/ 3aK/bYYHBAaH-a 110J1a3U OJ1 IVIABHE U CIIOPEIHE
npemMuce (MPETIoCcTaBKe) U3 KOJUX CIEIH CIelrjalaH 3aKbyyak.

To je MeTon oBakBOT OOJIMKA:

['naBHa npemuca: CBU Jbyu Cy CMPTHH.

Crnopenna npemuca: Cokpar je YOBeK.

3aKJbyyak: Cokpar je cMpTaH.
WM, HA TIPUMED:

['maBHa npemuca: VY ckilaguumitTy cy CBU MPOM3BOIM IIPBE Kilace.

Crnopenna npemuca: M3aOpanu npou3BoAM Cy U3 IOCMAaTPaHOT
CKJIQJIUIITA.

3aksbyvaK: W3abpaHu mpou3BoIM Cy MpBE KIace.

BamuaHOCT neqyKTHMBHOT HAauyWHA 3aKJby4HBama 3acCHOBaHA je Ha
cienehewm:

e [locToju mOTHyHa YyHYTpallkha KOH3UCTEHTHOCT CBUX OKOJHOCTHU
caJp>KaHuX y IpeMucama;
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7.1. Memooe nocuuxoe npoyeca 3axk/mbyusarsa

e 3akbyuld clene W3 IMpeMuca, a IMOocienule Cy YHHBEp3aIHUX
MPOMO3UIHja (MCTUHA) CAAPKHKUX Y TPEMHICaAMa;

e VYV JjlaHIly 3aKJbyuMBama paju ce y MOTIYHO 3aTBOPEHOM cuctemy. Ce
peneBaHTHE OKOJIHOCTH CY M3BaH HAc U CaJip>KaHe Cy y MpeMucama.

NHAYKTUBHE MeTOJ 3aK/bYYMBaMWba TIOJIA3W OJ I10jeAUHAYHHIX
clly4ajeBa WM MIPEMHCa, a 3aKJIy4aK C€ OJJHOCH Ha OHO IITO HUjE CaIPiKAHO
y IpeMucama Wid IITO je U3BaH MpeMHuca.

OHO 1Ma OBakaB OOJIVK:

[IpBa npemuca: N3 cknapuinra cMo y3elu et Iporu3Bo/a;
Hpyra npemuca: Y3eru npou3BOAM Cy MPBE KJIace;
3aKJbyyaK: VY ckiauiTy ¢y CBM MPOU3BOAM IPBE KIlace.

Wi, Ha npumep:

IIpBa npemuca: Coxkpar, lemokput u Ecxun cy jbyau;
[pyra npemuca: Coxkpar, Jlemokpur u Ecxuit cy cMpTHU;
3akJbyyak: CBH JbylU Cy CMPTHH.

Pasnuke xox oBa Ba MeToZAa 3aKJbyuMBama Ccy ounrienHe. Hanme,
3aKJbYULIM U3 JENYKTUBHUX apryMeHTalja cajp:kanu cy Beh y nmpemucama.
AKO Cy HUCTHMHHUTE INpeMHce, OHJIAa je UCTHHUT U 3akJbydak. [Ipema ToMme,
HUIITa HOBO C€ HE J0Jaje M3BaH OHOI IITO je y mpemucama. BamumHocT
JIeIyKTUBHOT 3aKJbyuMBaWka je y TOME, LITO JIaHIM 3aKJby4dHBama UMajy
BEJIMKY BPEJHOCT Y CIIO3HAJU UCTUHA CAJpKaHUX y MpeMucama.

MebhyTum, 3akbydiy 10OWjeHU UHIYKTUBHUM MOCTYIIKOM IIUPH CY
Ol TIpeMuca. YKOJUKO Cy HCTHMHUTH OHM he 3HAaYUTH HEUITO HOBO Y
YKYITHOM JbYJICKOM Ca3Hamwy. AJIM, IMOCTOJU W jeJHa IleHa Koja ce Mopa
IJIATUTH 32 €BEHTYaJIHy €KCTeH3H]y JbYJICKOT 3Hama. Haume, moryhe je na
3aKJbYUIlM MHAYKTUBHOT MeTO/a He Oyay MCTHHHTH. He moctoju moTmyHa
CUTYPHOCT Y TAUHOCT OBaKBHUX 3aKJbydaka. OHU MOTY OMTH HENOTITYHH, WIH
YaK ¥ IMOTPEIIHU.
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OCHOBHE KapakTepUCTHKE WHIYKTUBHOI METOJla 3aK/by4yHBamba
MOKEMO CyMUpaTH Ha cieaehu HauuH:

1. VHIyKTUBHU  3aKJby4ld  MOpajy  OWUTH  JaTH  TPEKO
NpodadHIMCTHYKHX M3pa3a, Tj. IPEKO HM3pa3a KOju YKIbYIY]jy
BepoBaTHohy. OHH ce OJHOCE Ha CiTy4ajeBe M3BaH MOCMAaTpamba.

2. Ilocroje opapeheHe uumEHMIIE KOJ€é HHUCY CcaJapKaHe Y
IpeMHcamMa, ajai Cy OHe pesieBaHTHE 3a Halll 3aKJbydak. Tako Ha
npuMep, METOJ| oOIlcepBaluja (Mepema) OHOr MTO je Yy
IpeMHrcaMa BeoMa je BaXkaH 3a UICTUHUTOCT 3aKJbYUKa.

3. Cam MeTon yKJbydyje MPETHOCTaBKy O €T3MCTCHIIMJH W3BECHE
YHU(POPMHOCTH Yy CUCTEMY UYME-EHUIIA CAAPKHUX Y IpeMucaMa u
3aKkJbyuKy. Ta mpeTnocraBka je, y MU3BECHOM CMHCIY, IIpeMuca
KOjy HE CIIOMUIEMO.

4. Bepudukanuja WHIYKTHBHHX 3aKJbydaKa 3axTeBa 00jCKTHBHE
aHamM3e 3acHOBaHE Ha IOCMaTpamMMa W MepemuMa
KOH3UCTEHTHUM ca YMHHOLIMMa KOjUu ojpel)yjy mpupoay cBera y
KOME KHBHMO.

CraTHCTHYKO 3aK/bY1HUBAIbLE

VY CcTaTHCTHYKOM 3aKJby4YHBaWmy KOPHCTH C€ M HWHAYKTUBHH U
nenyKTMBHA MeTo. KoMmOmHamujoM oBa JABa METONA, Y CTAaTHCTHUIH
ca3HajeMO pelIeBaHTHE MCTHHE caJpkaHe y MpeMucaMa Koje ce OJHOCEe Ha
peajiaH CBET, a 3aTUM JI0JIa3UMO JI0 3aKJbydaka O PEATTHOM CBETY KOjH HHUCY
casip>kaHH y TIpeMHcama.

OcHOBY cTaTHCTUKE YMHHM TeopHja BepoBaTHohe koja je Ga3zupana
Ha IUIAHUPAHUM eKCIepUMeHTMMa M Moryhum pesynratuma. Kopucrehu
CHUCTEeM MAaTeMaTHYKUX Mpono3uluja, (GOopMyJIUcCaHH Cy MaTeMaTHYKH
MOJEIM  KOjuMa Cy  ONHMCAaHE€  3aKOHUTOCTH y  I[OCMAaTpaHUM
eKCIIepUMEHTUMA. 3aTo je MNpBU MNpoOJeM CTATUCTHKE Ja c€ YTBpPAM
HCIPAaBHOCT MAaTeMaTUYKUX MOJeJa 3a OMUC MOCMATPAHOI €KCIepUMEHTa
WM T0jaBe.
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W3 Tteopuje BepoBaTHOhe, NEAYKTUBHOM METOAOM 3aKJby4UHBarbha
dbopMupajy ce  MOJENM  CTAaTUCTHUYKHX  TMPABUIHOCTH,  OJHOCHO,
CTaTUCTUYKUX 3aKOHUTOCTH BE3aHMX 3a pe3yJiTaTe M3 HU3a IOHABJbAMA
exkcriepuMenata. OBe CTaTUCTMYKE 3aKOHUTOCTH HHU3a IIOHABJbambha
eKCIiepuMeHTa Tpeba s1a Ham oMmoryhe na ce 1a OAroBOp Ha OCHOBHH
npoGiem: [la sim cy MaremMaTHdYKd MOJENU a/€KBATHU 3a HAYYHO BajMHE
oIluce I10jaBe, eKCIEePUMEHTa, WK Tpolieca, Win He?

Ha npumep, kaga Oauumo HOBuuh, MaTeMaTHUYKd MOJEN je
MI0CTOjamke jeJHaKe BepoBaTHOhe Majama mucMa, 0JHOCHO rpba. MehyTtum,
aKko 3aMcTa y3MeMo jenaH HoBuwh m Oamamo ra BuIlE MyTa, mTa he ce
necutu? Ako je HOBUMh MpaBUIHOT OOMMKA (IUTO je YKIJbYYEHO Y MOJEI),
MOXXE€ C€ OYeKMBATU TMOAjefHaK Opoj mnagawma nucma u rpba. U3
MaTeMaTHYKOI' MOJiesIa MPOU3MIA3H TO ,lITa CE MOYKE OYEKHBATH ', aKO je
HoBuMh mnpaBuiaHOr obOiuka. banawem HoBumha yTBpauhemo na nm je
MIPOU3ALLIO TO ,,IIITO CMO OYEKUBAJIN~ WJIM He. AKO HHUj€ MPOMU3AILIO TO ILITO
CMO OYEKHMBAJIM 3HAUM Jla MOJE] HHje aJeKBaTaH, Tj. HE OAroBapa OBOM
EKCIIEPUMEHTY Tj. OBOM HOBUMhy Kora cMo Oauanu. AKo je pe3yiarar Ouo y
CKJany ca ,,04eKHMBameM’, 3Ha4M Ja MoJed MoOKe OUTH MOTIyHO
ojrosapajyhu uinm ucrnpaBas.

[Ipema Tome, NEAYKTHBHHM METOJaMa y CTaTHCTUIM Ce€ YTBPhyjy
NOCJIeMIIe TpoM3anuie M3 Mojeia, a Koje Ce OJHOCE Ha pe3ysraTe
MOHaBJbathba CKCIIEPUMEHTAa Be3aHOTr 3a Taj Mojen. Kax ce mnpukyrme
pe3yaTaTd  TOHaB/bakhba  CKCIIEPUMEHTa, OHJIAa C€  HMHIYKTHBHUM
3aKJbYUMBAK-EM YTBPJIH JIa JIH j€ MO Jo0ap WM He.

Jpyru craTUCTUUYKU NPoOJIeM Be3aH je 3a aHalIMu3y Mojaraka Koju ce
olHOCe Ha peasaH cBer. Haume, y mnpoyuaBamkbuMa MNPUPOIHUX H
NPYWITBEHUX [0jaBa KOPUCTE C€ pe3yJiTaTd Mepema HCKa3aHu Y
CTaTUCTUYKUM Mojanuma. Te pesynrare je moTpeOHO HAay4YHO OLIEHUTH U
noHeTd oapeheHM 3akjbyyak O [OCMaTpaHuM TojaBama. Mertoze
CTaTUCTUYKOT 3aKJbyUMBamba, MHAYKTUBHOI M JAETyKTUBHOT, oMmoryhaBajy
HayyHy o0paJy CTaTUCTHUYKHMX IOJlaTaKa U JOHOLIEHE 3aKJbydyaka Ha 0a3u
TaKBUX MOJaTaKa.

Ha mpumep, mpousBohau cujanuiia >keidu Ja YTBPAM BEK Tpajarba
cBOjuX mpom3Boaa. M3mepuhe Bek Tpajama, pelMMO, KOJ CTO CHjaliula U
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nobuhe pesyatar. Ha ocHOBY OBHX cTO Mepema oapeaunhe MpoceyHH BEK
Tpajama, MPOCEYaH BapHjaOWIUTET W CIWYHO. AJIM, HEroB OCHOBHU
UHTEpEeC je Ja yTBPIM BEK CBUX CHjayidlla Koje je mpou3Beo. Kakas
3aKJby4aK MOXE JIOHETH O IEJIOKYITHO] TPOM3BO/IHbH Ha OCHOBY OBHUX CTO
Mepema?

Hcro tako, mpu ynoTpeOu HOBOT JieKa y Jiedewhy HeKke 0o0JiecTu,
rocmaTtpa ce rpyna 0oJieCHUKA KOjU KOPUCTE CTapH JIEK U rpyra O0oJecCHUKa
Koju Kopucte HOBH JeK. [IporieHar uznedyema y 0be rpyne Hehe 6UTH UCTH.
Jla 5nu cy pasnumke y NpoLEHTUMa u3jeuewa 3HauyajHe? Jla num, 3aucta
JEKOBH HMMaJy pazIuuuT edekar, Wiau Cy pasiiuke Mociequna u3zdopa
OonecHuka?

3atuMm, y jenHoj ¢dalOpuiy ce Mepu MpPOCeYHa TeMIepaTypa Ha
pamHOM MecTy u Opoj rpemraka pagauka. Ha ocHOBY meceT Mepema oapeleH
je xkoepunujent kopenauuje 0.60. la 11 ce Moxke 3aKJbYUUTH J1a TIOCTOJU
3aBUCHOCT u3Mel)y Opoja rpemiaka ¥ IpocedyHe TeMIlepaType Ha paJHOM
MecTy?

NHayKTHBHY U AETyKTUBHU METOAM 3aKJbyuMBama oMoryhamajy na
ce Jajy OATrOBOPH Ha IMOCTAaBJbEHA M CIMYHA MHTAa, Tj. Aa CE Ha OCHOBY
U3MEPEeHHX pe3yJTara, J0HeCe 3aK/bydak U 0 OHOME IIITO HHjE U3MEPEHO.

[IpoGiieMr CTATHCTHYKOT 3aKJbyYHBamka MOTY CE€ TIOJCIHUTH Yy JIBE
rpyme:
1. IIpodJsemmu ouemNBamHAa,

2. IlpodJjemn TecTUpama XUIoTe3e.

OcHoBy pelaBama OBUX NpoOjemMa 4yMHE Teopuja BepoBaTHohe u
MaTeMaTHYKA MOJENIM BE3aHH 3a MONyJanMjy, y3opak ¥ pacrojese
CJIy4ajHUX MPOMEHJbUBHUX U CTATHCTHKA.

3aro hemo y OBOM moOrJaBjby OOpaJuTH T€ OCHOBHE IOJMOBE, a
3atuM hemo y cieneha aBa mOIVIaBba H3JIOKUTH MOJENE U NPUMEHY
TeopHje OlelhbUBAKA 1 TEOEPHjy TeCTHPaa XUIIOTe3A.
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7.2. llonynayuja u y3opax

7.2. HOOYJIAIIMJA U Y30OPAK

VY cratucTMUKMM HcnUTUBamuMa cpehemo ce ca ciaenehum
npobyieMumMa:

a) IlocmaTpaMo CTaTHCTHYKHM CKyN oJ N eJeMeHara, U Ha HhUMa M3BECHO
obenexje X 1aTo pacroaenom

e a, —a, a, —a,
X7 X2

N I A

pl N pZ N

Tabena 7.1. Pacnodena cmamucmuuxoz obenexcja

opu 4emy cy Xx,;,X,,... Moryhe BpeaHoctu obenexja X, ako je To
INPEKUIHO o0enexje, WIN CpeAMHEe UHTepBala d, —d,, d, —d,, ..., AKO

Jj€ TO HeMpPEeKUaAHO olemex]e.

Oco0uHe CTaTHUCTUYKOr cKyma ojpelyjeMo Ha OCHOBY BpPEIHOCTH
napamemapa TOT o0enexja, a came IapaMeTpe padyyHaMo IPEeKO
pacmniogene obenexja X nare Tabemnom 7.1.

Melhytum, y Tipakcu HaMm je pacrojenia o0enexja X Hermo3Hara, Ia
caMHUM THM Cy HaM HEMO3HATH M IapaMeTPH CTaTHCTUYKOr CKYIIA.
Hauwme, na 6u ogpenwmm pacnoneny odenexja X, Mopaiu O Ha CBaKOM
CIEMEHTY CKyIla H3MEPUTH HeroBy BpenHocT. Koa Behux cratuctuakux
CKyIIOBa TO j€, IPaKTU4HO, Hemoryhe. JeIMHO MITO MOXKEMO ypPaJHuTH, TO
je cinenehe: Ha oxpeheHM HauMH W3a0paTH jenaH MambH IOJICKYI U3
CTaTUCTHYKOT CKylla M Ha €JEeMEHTHMa TOT IOJCKyIa H3MEPUTH
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6)

obenexje X. Ha ocHoBy oBux BpemHoctu nonehemo oxaromapajyhe
3aKJbYYKE O [[EJIOM CTAaTHCTHYKOM CKYIIY.

Y OBakBOM Ciy4ajy, CTaTUCTHUYKH CKYyIl CE 30BE HOnyarauuja, a
n3a0paHu TMOJCKYI, HAa YUjUM €JICMCHTHMa heMO U3MEPHUTHU BPEIHOCTHU
obenexja X, 38ahemo yzopak.

Ha mpumep, ako Tpeba yTBpAWTH NMPOCEYHY BUCHHY CTAHOBHHUKA
jenHe npkaBe, Tpebamo OM W3MEPUTH BUCHUHY CBAKOT CTAHOBHHMKA TE
JpKaBe, a TO je mpakTuuHo Hemoryhe. 3ato hemo, nzabparu mamwu Opoj
CTaHOBHHKA, 1a Ha OCHOBY FbHXOBUX BHCHHA JIOHETH CYJ O MPOCEYHO)]
BUCHHU CBHX CTAHOBHHMKa Te JpkaBe. CTaHOBHUIM O TMPECTaBIbaIN
nonynayujy, a u3abpana rpymna ou Oumna yzopax.

[lonmynauujy mMory na uumHe, Ha npumep, TB riaenaouu, cTyIeHTH,
JIOKaJIHE 1IeHEe HEeKUX WM CBMX MPOM3BOJA Ha MHjallaMa, KBAJIUTET WIN
Opoj Mpou3BoJa y JHEBHO], HEIEJbHO] MJIU TOIUIIH0] TPOU3BOBH U CII.

[TocmaTpahemo ekcriepuMeEHT 4Mju pe3yiTar je ciaydajHa MPOMEHJbHBA
X ca maTuM 3aKOHOM BepoBaTHoha. [la 6w mpoBepwin Ja M Taj 3aKOH
BepoBaTHohe, 3amcTa, oJAroBapa OBOM CKCIEPUMEHTY, MOHOBHhEMO
excriepuMeHT oxapehenn Opoj myta. Ha ocHOBy pesynarata y OBHUM
NOHaBJbakbMMa JJOHeheMo 3akjbydak O PacHojeNid CIydyajHe BEIMYHHE
X.

N y oBom cityuajy, pacnoneiny ciaydajHe mpoMmeHsbrBe X 3Bahemo
nonynayuja, a pe3ynTare NOHaBJbamka EKCIICPUMEHTa, 3BaheMo y3opax.

CBaku CKymn MojaTaka KOJUM pacIoja)keMO, MOXEMO CMaTpaTu Kao
MOJICKYIl HEKOT HIMper (KOHAYHOT WM OecKOoHa’yHor) ckyma. Tako ce
nonaiy o CyHUYeBOj TajJaKCHju MOTY CMaTpaTH Kao MOACKYTI IMojaTaka o
11€J10] BACHOHH.

[lomaum o mpupoAHMM M JIPYLITBEHMM KpeTamkuMa Ha 3eMJbU Y
JEIHOM NEpHOAY, MOTY Ce CMAaTpaTH Kao J1e0 MOoAATKa O TUM KpeTambHUMa
y y’KMM MEPUOAMMA, U CII.

Y cBakom cnydajy, umamo cienehu mpobiem: Ha ocHoBy
pPacIoIOKMBUX TOJaTaka O HEKO] TMOojaBH, MOTPEOHO je Ja JOHECEeMO

206



7.2. llonynayuja u y3opax

3aKJbYUYKe O 3aKOHMTOCTHMA ITOCMATpaHe MojaBe U y OHUM o0JacTuMa 3a
KOje HeMaMo TIo/1aTaka.

CKyIl pacrolioKUBHX TOJaTaka 30BE CE€ y30pak, a T0jaBa, 3a KOjy
JIOHOCUMO 3aKJby4ak, 30BE CE€ nonyaauuja.

r) Ha kpajy, cBaky npuUpOJHY WIH JPYIITBEHY I0jaBy HCIUTYjEMO TaKo
mro dopmynuiiemMo oapeheHrn Moaea KojuMm oljalrmaBamMo Ty T0jaBy.
HapaBHo moctaBsba ce mpoOjieM HCIpaBHOCTH Mojena. Pemmhemo ra
Tako mTo hemo wu3BpmUTH ojapeheH Opoj Mepema, Ma Ha OCHOBY
pe3yJiTaTta THX Mepera YTBPIUTH BaJbaHOCT MOJIEINA.

U y oBoMm ciyuajy, cam Mozen 3BaheMo nonynauuja, a pe3yiarare
Mepema y30pax.

VY cBUM OBHMM ciyyajeBUMa MOTPEeOHO je, Ha OCHOBY I0JaTaKka U3
y30pKa, 0oonemu oozosapajyhe 3axkmwyuke o nonynayuju, Tj. ToTpeOHO je Ha
OCHOBY ,,UBMEPEHOT”, TOHETHU CYJ[ O OHOM IITO HUCMO ,,U3MEPHIIH.

HapaBHo, meTonie 3ak/byunBama he 3aBUCUTH O]l HAYMHA JA00Hjama
nojaTaka, Tj. HauMHa ,.y3uMama’ Yy3opka. Ha ocHOBy oBor kputepujyma
y30pKe JeIMMO Ha cienehe BpeTe:

1. Ilpocm cnyuajnu y3opak;

2. Cucmemamcku y30pax;

3. Cmpamugukoeanu yzopax;

4. Y3opak ckynuna.

Kon mpocmoz cnayuajnoc ysopxa, uzoop 6uno koz enemenma
nonynayuje He 3aeucu 00 uz0opa Opy2ux enemeHama, OIHOCHO
BepoBaTHOha n300pa jeTHOT eleMeHTa y Y30pKy HE 3aBHCH 0/ BepoBaTHoha
Jpyrux eneMeHaTa y3opka. OBa BpcTa y30pKa MMa jeHOCTaBHA TEOpHjcKa
CBOjCTBa W TpEACTaB/ba OCHOBY 3a M3y4aBamke M MPUMEHY CBUX JIPYTUX
BpCTa y30pKa y nMpoOjaeMuMa CTaTUCTUYKOT 3aKJbyYHBaba.
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IIpu u360py eneMeHTa y CHCTEMAaTCKOM Y30pPKYy, Ha cCiydYajaH
Ha4YMH ce ojadepe MpBU €JIeMEHaT, a 3aTUM Ce U3 MOMyJalyje y3umMa CBaku
K-TU eJIeMeHaT (CBaKu MeTH, IECETH U CIL.).

Ako je momyjnamuja mojAe/beHa Ha CTpaTyMe Kao XOMOICHH]e
eJTMHE, 300p MOXKEMO BPILIUTH 32 CBaKH CTPATYM MOCEOHO, TaKO IITO CE
U3 cTpaTyMa y3uma oaronapajyhu 0poj jenuHuIIa.

Kox y3opka CKymuHa, €JIEMEHTH TOMyJaluje Cy TOJCJbEHU Y
CKyIMHE, Tla C€ BpIIM H300p CKyNWHA, a 3aTUM C€ IIOCMaTpajy CBH
CJIEMEHTH CKYIIMHE Kao €JIEMEHTH y30pKa (jenHoa3sHu y3opak) Wiu ce, y
OKBHpY W3a0paHe CKyIHWHE BpIIXW M300p enemeHaTa koju he yhm y y3opak
(1Boga3Hu y30paK) uT..

KomOuHanujamMma oBe 4YeTHpU BpCTE y30paka, noOWjaMo U Jpyre
BpcTe y3opaka. OCHOBHO je Ja ce KOJ OBaKBHX BPCTa y30paKa IMOCTHKE T3B.
penpe3eHmamugnocm y30pKa, Koja npeocmasbd OCHOGHY NOON02Y
6A.bAHOCMU 0OHEMUX 3AKBYYAKA HA OCHOBY Y30PaKd.

WNnave, Teopwja Koja TpoydyaBa pasHe BpCTE€ Yy30paka, W
METOJI0JIOTH]y M300pa Y30pKa, 30BE C€ MaaHuUparse y30paxka Wil niaHoeu
y3opkosarwa. OBne ce Hehemo O6aBuUTH OBOM TeopHjoM, jep hemo

MpoyYaBaTu CaMoO Mpocme CAyYajHe y30pKe W TEOpHUjy IAOHOIICHAa OITyKa
0a3upaHy Ha TaKBOj BPCTH Y30paKa.

IIpocT cayuajan y3opak

[locmarpajMo jegaH eKCHEPUMEHT YHWjU je pe3yJiTaT ciaydajHa
npomenspuBa X. Ona he wmMmaTu Heky pacmoneny onpeheny szaxomom
eéeposamnoha wunu ¢yukyujom pacnoodene. llonaBbahemMo eKCIEPUMEHT
BUIIIC TTyTa U IOCMATPaTH Pe3yJITaTe TUX NOHABJbAbA.

IIpBo hemo mpenmocTaBUTH Aa BPIIMMO He3ABUCHO TIOHABIHAE
€KCIIEpUMEHTA.

Osnaunhemo ca X, pe3ynaTar HpBOI NOHAB/bamba EKCIEPUMEHTA.
HapaBno, X, he Outn ciy4ajHa mpoMeHsbHBa, MMahe UCTY pacmofeny Kao
U IPOMEHJbUBA X.
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7.2. llonynayuja u y3opax

Ca X, hemo o3HauuTH pe3ysrTaT APYror MOHABJbAja EKCIIEPUMEHTA.
N X, he Outu ciydajHa MpPOMEHJBMBA Ca MCTOM pacIlojenoM kao u X.
Ilopen Tora, cimydajue mpoMmeHsbuBe X, um X, cy He3aBucHe (300r
HE3aBHCHUX IIOHaBJbakba CKCHepI/IMeHaTa), UTA.

Ha «xpajy, ca X, o3Haunhemo pe3yiraT #»-TOT [IOHAaB/bamba

ekcriepuMenara. To he, Takohe, OuTH cioydajHa TPOMEHJbHMBA ca
pacIioesaom Kao U IpoMeHJbHUBa X.

IIpema ToMe, pe3ynTaT » HE3aBUCHHX IOHABJbama EKCIIEpUMEHATa
O6uhe ckyn cmydajumx mpomensbuBux X,,X,,..., X, , Koje cy mehycoOHo

no

HE3aBUCHE U CBE UMajy HCTY pacIoieiy Kao U ciydajHa MPOMEHJbUBA X.

Cnyuajua mnpomeHs/bMBa X M EHa pacmojena MpeAcTaBibajy
pacnoneiy nonynauuje, a X,,X,,..,X, TpeACTaBlba HPOCHL CAYYaAjaH

Y30paK M3 TIocMaTpaHe NoIyJalmje.

[akie, npocm cayuajan y3opak eéeaudune n, npeocmae.ba cKyn o0
N HE3ABUCHUX CIAYUAJHUX NPOMEH/bUBUX, KOje UMAJy UCHmy pacnooeny u
mo je pacnoodena nonynayuje.

Kan mocmarpamo cTaTUCTHUKM CKYN M pacnoneny obenexja X Kao
pacnojeny nomyJaiuje, oHJa u300p ejeMeHaTa y y30pKy BpIIMMO Tako Ja
Ha clyyajaH HayuH oJabupaMo jeJaH IO jeJaH €JIEeMEHT, U YTBphyjemo
BpeaHOCTH obenexja X koj u3abpanux enemeHata. [IpermocraBuhemo na
n300p eneMeHaTa BPLIMMO Ca TMOHABJbAaEM, TAKO Ja C€ CBAaKM M3a0paHH
€JIEMEHT M3 moMyiauuje Bpaha MOHOBO y MomyJjanujy, ¥ BpIIK H300p
cieneher enemeHra.

Osnaynhemo ca X, X,,..., X

n3abpaHuM ejgeMeHTHMa y y30pky. IlpomenssuBe X, X,,..., X, he umatu

BpeHOCTH ofOenexja X Ha

n

UCTY pacrojieny kKao u obernexje X Ha MocMaTpaHo] MOMyJalijiu U YuHuhe
npocm ciyuajaH y30pax.

Kon w3abpanux enemeHara y30pka BpeOHOCTH obOenexja X (uim
ciy4ajHe mpoMeHJpuBe X) Onhe KOHKpeTHH OpojeBH, Tj. Ouhe

X, =x,X,=X,,. .. , X, =x
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u To he mpeacraBibaTH jelHY peald3aldjy CIydajHUX MPOMEHIJBUBUX
X,,X,,...X,. Bpennoctu x,, x,, ...,x, Ouhe pe3yaratu jeAHOT y30pKa U3
nocMaTpaHe MmomyJaiuje.

IlpocT chy4ajaH y30pak Cce MOXeE T[OCMATpaTH Kao H-
AMMEH3MOHAJHA Clly4ajHa mpomensbnBa (X, X,,..,X,), a OpojeBu

(x,, x,, ...,x,) Cy jeiHa peaau3alja BpeJHOCT CIy4ajHOT y30pKa.

Jla Ou uCKOpUCTWIM pe3yJTaTe Yy30paka 3a (CTaTHCTHYKO)
3aKJbyUMBaKk-E O 0OCOOMHAMa TIOMyJIalije U3 KOoje je Y30paK y3eT, oTpeOHO
Jjé TpOYUYUTH OCHOBHE OCOOMHE Yy30pKa. 3aTo hemo, y NIpBOM KOpaky,
MOpaTH yBECTH HEKE HOBE IIOJMOBE, a 3aTUM pa3pauTH oAronapajyhy
TEOpHjy Be3aHy 3a MPOCT CllydajaH y30pax.

BepoaocTojHocT y30pka

[lomto mpocT cinydajaH y30pak HpEACTaBba M-TUMEH3UOHAIHY
clly4ajHy NpPOMEHJbUBY, OHAa he pacmozgena Tor y3opka Ooutu oapehena
3aKOHOM BepoBaTHONhA #-TMMEH3UOHAIIHE CITy4ajHEe POMEHIbHBE.

AKo je cimydajHa TpoMeHJbMBa X TPEKUIHOT THMA Ca 3aKOHOM
BepoBaTHoha

X X, X,
p() | plx,) | plx)
OHJIa je 3aKOH BepoBaTHoha mpocTor ciay4ajHor y3opka (X, X,,...,X ), nar
GbyHKIHjOM
S (X, %y ,00X,) = P{Xl =X, } ...-P{Xn =X, }: p(x)p(x,)...p(x,)

OJHOCHO

S = [ p(5) (71)
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IIpu ToMe je cBaka BPEAHOCT y Y30pPKY HEKa BPEIHOCT M3 CKyIla
Moryhux BpegHocTd (x|, X,,...)] ciaydajHe mnpomeHJbuBe X. DyHKIMja

f (x1 3 Xy s ey xn) MIPEJICTaBIba 86POOOCHOJHOCH Y30PKA.

Kan je cimywajHa mpomeHspMBa X HETMPEKUTHOT THIIA ca 3aKOHOM
BepoBatHoha f (x) oHJIa QYHKITH]a

f G xn) = /)

npe/CcTaBba 3aKOH
BepoBaTHohe y3opka ( X, X,,..., X ), 1 TO je 6epodocmojrocm y3opkKa.

Bumm ce nma je BepomOCTOJHOCT y3o0pka f (xl,xz,...,x”) onpehena

pacriozienioM TMoITyJaluje, OJAHOCHO HEHMM 3aKOHOM BepoBaTHoha. Ha
npuMep, ako X npenacrasiba ,,0-1” pacnodeny ca 3axkonom BepoBaTHoha,

X 1 0

px) | p|1p
a goOujeHe BpemHocTH y y30pky cy (I, 1, 0, 1, 0, I, 1), onna je
BEPOIOCTOJHOCT OBOT y30pKa

SLLOLOLY = pp(1= p)p(1-p)pp = p’ (1= p)*.
Ogo he Outu BepoBaTHOoha 112 he ce 10OUTH y30pak ca BpeAHOCTHUMA

(X, =L,X,=1,X,=0,X,=1,X,=0, X, =1, X, =1).

Ako X nMa eKCIIOHEHLIMjaIHy pacloieNy ca 3aKOHOM BepoBaTHOha

ae™™ 3ax>0
X)=
/) {O 3ax<0,

OHJIa je Bepo1ocTojHOCT y3opka ( X, X,, ..., X, ) nata pyHkuujom

—a(x+..+x,)

f(x,%,,..,x,)=a"e
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7.3. CTATUCTUKE U IbUXOBE PACIHHOJAEJIE

Oco0uHe y30pKa mpoydaBaMo MpeKo (GYHKIMja 3aJaHUX Ha Y30PKY.
[Momrro je y3opak (X,,X,,...,X,) cllyuajHa IPOMEHJbHBA, OHJIa OMIIO KaKBa

¢yHkumja Tor ysopka, Takohe, he Outm ciayuyajHa nmpomeHsbMBa. TakBa
¢yHKIMja, yCTBapH, MPEACTaB/ba M3BECTAaH NapaMerap y30pKa U 30BE ce
cmamucmuka.
@yHxyuja
Z=f(X,X,,..X,),

npeocmassa CMAMUCMUKY, a4 3a KOHKPEemdaH Y30paK ca 8peOHOCmuMa
(x1 I S ) cmamucmuka Z uma oopeherny peoHocm

z=f(x, %, %,)

u npeocmasmwahe jeOHy peanuzayujy me cmamucmuxe. 3a Heke oOpyee
gpedonocmu  y3opka \x,,x,,...,x ), cmamucmuxa Z he umamu Opyey

8peoHoCm
z :f(xl,xz,...,x ) umo.

Hpyrum pedrma, ca IpOMEHOM BpPETHOCTH Y Y30pKy Memahe ce u
BpeqHOCTH craTHcTuke Z. BepoBaTtHoha mojennHMX BPEIHOCTH Y30paka
onpehyje ce U3 BEpPOJOCTOJHOCTH Y30pKa, Ma IMpemMa TOME M BepoBaTHOha
M0jeIMHUX BPEIHOCTH CTaTHCTUKE Ouhe oapelheHe nmpeko BEpOAOCTOJHOCTH
y3opka. Jlakie, pacroneny, OJHOCHO, 3aKOH BepoBaTHoha cTaTHCTUKE Z,
nepunucane Ha  y3opky (X,,X,,..,X,), ozpehuBahemo  wu3

BEPOJIOCTOJHOCTH y30pKa. Kax je ciydajHa mpoMeHIpMBa X HA MOMyJIAIHjH
HETPEKUIHOT THIIA U3
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S (X, xy,05x,) = Hf(xi)’
i=1
OJIHOCHO U3 YHKIIH]e
S (X, x55005x,) = Hp(xi)
i=1

KaJl je Ha MOIMyJIalMju IPEKUIHOT TUMA.

Jla 6m ce oxpenuiia pacmojiena, 0OJHOCHO, 3aKOH BepoBaTHONa jeqHe
CTaTUCTHKE, MOTPeOHO je YTBPIUTH CBE HeHE Moryhe BpemHocTH, (3a cBe
Moryhe y3opke M3 mocMmaTpaHe IMOIyJaluje), a 3aTUM BepoBaTHOhe CBUX
TUX BpeaHocTH. Jla TO HHUje Tako jeIHOCTaBHO, IoKazahemMo Ha
HAajjeTHOCTaBHHU]EM TIPUMEDY .

[IpeTnocraBumo Aa jeqHa MaiuHa ,,00pal)yje” HeKu Ipou3BO/I, U J1a
cy 3/4 mpousBoma nobpu, a 1/4 mommu. Axo ca X O3HaYUMO CIy4ajHY
IIPOMEHJbUBY KOja O3Ha4YaBa KBAIUTET MPOM3BOJA M UMa BpeaHOCT | Kax je
MIPOU3BOJ A00ap, a HyJy KaJ je MpOU3BOJ JIOMI, TaAa X Ha MOIyJalujy uMa
3aKOH BepoBaTHoha

X

KN~
A —

p

[TocmaTtpahemo cBe y3opke BemumumHa 3. To cy y3zopum (0,0,0), (0,0,1),
(0,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0) 1 (1,1,1).

[Tocmarpahemo cnenehe craTucTuke:

Z,: bpoj mommx xomana; Z, : Ilpocedan 6poj 1o6pux Komaaa y y30pKy;
Z,: Pacnion y3opka; Z,: Bapujancy y3opka, uTx.

3a mocMaTtpaHe y3opke oapeanheMo BepOAOCTOJHOCTH y30paka, a
3aTHM BPEIHOCTH MOjeIMHUX cTaTucTUKa. Pedynraru cy y Tabenu 7.2.
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Crarucrtuke
Y30pak BeponocrojHoct y3opka | Z; Zr | Zs | Za4
111 1
0,0,0) |  ——— =— 30000
4 4 4 64
113 3 1 2
©,0.1) 133 o SRR
131 3 1 2
©.1,0) 133 & 2151y
311 3 1 2
(1,0,0) 124 o SRR
133 9 2 B
O.L1h 144 sy
313 9 2 2
(1,0, 1) 141 60 NERREE
331 9 2 2
(1,1,0) 111w NERREE
333 27
(1,1, 1) YR ol 1|00
z. 1 o 1 2 3
27 27| 9| L
Pl ss | 64 | 64 | 64
1 2
L9 27| 27
Plss | 64| 64 | 64
Z: | 0 1
28 | 36
Pl ss | 64
2
Z4 0 E
28 | 36
Pl s | 64

Tabena 7.2. ¥V3opyu u cmamucmuke u3 ,,0-1"" pacnooene




7.3. Cmamucmuxe u mwuxose pacnooeie

Ha oBaj HaumH cMO y cTamy J1a U3 pacroesie ToIyJialuje, OJJHOCHO,
3aKOHa BepoBaTHOha mpoMeHspMBE X, OIpEINMMO 3aKOH BepoBaTHoha
cratuctuke. IIpema Tome, pacrojena CTaTUCTHUKE 3aBUCH O] pacIojene
HomyJianyje u ox OONMKa Te CTaTUCTHKEe, Ma he jeaHa mcTa CTaTHUCTHKA
UMaTH Pa3IMYUTe pacrojese (3a pa3IuyuuTe IMOIyJIalyje), a 3a jeIHy UCTY
pacrnojiesly MOXEMO YTBPJAUTH HEOrpaHuueH Opoj cTaTHUCTHKa. 3aTo je
NOTpeOHO TMpOyYaBaTH OHE CTATUCTHKE Koje ce Hajuemhe kopucre y
NpPUMEHHW, a MCTOBPEMEHO TIOCMAaTpaTd OHE TMONyJaluje W HUXOBE
pacrojene Koje cy, Takohe, Hajuenihe y mpruMeHu.

Cpenuna y3opka

3a onpehuBame pacmojene MOjJeTUHUX CTaTHCTHKAa MpBO hemo
OJIPEIUTH OYCKHMBaHY BPEIHOCT M BapHjaHCy MOCMATPaHe CTaTUCTHUKE, a TEK
oHJia heMo oapennTH U HEH 3aKOH BepoBaTHONA.

Heka je cpenuna (apurMmernuka cpenumHa) obOenexja X Ha
TIOMyJIallUj} jeJHAKA /1, 3 FBer0Ba BapHjaHca MMa BPEIHOCT O, Tj. HEKa je

m=E(X)
o’ =Var(X)

npu yeMmy je X ciydajHa TPOMEHJbMBA BE€3aHAa 3a HEKH EKCIIEPUMEHT.
ITocMaTpajmMo y30pak BelIUYHMHE 71, U3BYYEH U3 OBe Homyianuje. O3HauuMo
eneMenre y3opkaca X, X,,..., X, .

Apummemuuka cpeouna yzopaka, unu kpahe cpeouna y3opKa je
cmamucmuxka 0ama QyHKYujom

X =12X[ = le Jrl)(2 +...+an.
ng n n n

a) Craructuka X je nuHeapHa QyHKIMja CIy4YajHUX MPOMEHIJBUBUX X o

Koje cy MeljycoOHO He3aBHCHE W CBE HMMajy HCTy pacrojieny, ma je
OUYEKMBAaHAa BPEJHOCT OBE CTATUCTHKE jeHAKa JMHeapHO] (yHKUHUjU
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0)

OYCKHMBAHUX BPCIHOCTU HNPOMCHJbUBHUX Xi' OuyeknBaHa BPCIHOCT U
BapujaHca CBaKe IPOMEHJbUBE X, jeHAKa jeé OUEKUBAHO] BPEAHOCTH m

¥ BapUjaHcH G’ TOMyIaluje.

3amo je
E()?)= —nm=m
n
Var()?)= LGaz =10'2,
n n

O0OHOCHO, O4YeKUBAHA 8PEOHOCM CpeOuHe Y30pPKd je jeOHaKa 04eKUB8aHoj
epeonocmu  (cpedunu) nomyiayuje, a meHa eapujaHca je jeOHaka
sapujaxcu nonyiayuje nooesbetoj ca 8eIUYUHOM Y30pKda, Tj.

E(x)=m
Var()?):Z—z

W3 oBe ocobuHe ce Moxke 3akJbyunTd na he ce ca moehamem y3o0pka,
BapHjaHca CPEMHE y30pKa X CMamWBATH U TEXKHUTU HYJIU KajJ 7 —> .
To 3nauu, BepoBatHoha na he ce X Hahu y onpelheHO] OKOIMHU OKO m,
Texuhe jeAMHUIM KaJx # — 0o, Tj. 32 JOBOJAHO BEJIMKH OOMM y30pKa
mohn hemo, ckopo ca curypuourhy, TBpautu na he ce cpenuna
y30pKa MaJjIo pa3JInKOBATH O/ CPeHHe MomyJanuje.

[IperniocTaBumo na obenexje X (0OHOCHO ciy4ajHa mpoMeHJbHBa X) Ha
MOMyJIalliju UMa HOPMAJIHY pacrofeny, Tj.

X:N(m;az).

Koo ysopka yzemoz uz oeakee nonynayuje, cpeouHa y3opKa, Kao
JUHeapHa QYHKYuja He3aBUCHUX CAVYAJHUX HNpOMeHbusux, umahe
Hopmanny pacnooeny

2
(o}

X:N| m;—
n
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OpnaBnie ce MOXe 3aKJbyUnTH J1a he u cTaTucThka

o

KOja TpeACTaB/ba CHMAHOAPOU308AHY CPEOUHYy Y30pKaA, WMAaTu
cra"napanzoBany Hopmanny pacrozeny, Tj.

7 = )_c—m\/;: N(0;1).
o)

OBaj pesynraT ce MOXXe HCKOPHUCTHTH 3a onpehuBame BepoBaTHOha
nojeauuux norahaja BesaHHX 3a cpeauHy y3opka X . Hajuermhe he Hac
WHTEpecoBaTH MpoOJIeMH BE3aHM 3a BEpPOBATHONE pa3iHMKa CpearHe
y3opka X u cpeaune nonynamuje m. To he 6urn morahaj oGmuka

|7c—m|£g,

npu yemy je ¢ > 0. Tako hemo noburu na je

Pﬂ)_c—m|ég}:2¢(£\/;)—l

o

Jajyhu BpeaHocT &, 3a 3aJaHu OOMM Yy30pKa # U BapHjaHCY
Tnonynanygje G-, MOXKe Ce OJPEIUTH TpaskeHa BepoaTHoha u3 Tabnuia
3a ¢ynkuujy Hopmanne pacnoaene. O6pHyTO, 3a 3aaHy BepOBaTHOhyY
MOXKE C€ OJPETUTH OKOJIMHA cpenuHe m y Kojoj he ce Hahu cpemuHa
y30pKa.

Yecto he ce ompehuBatu obmmMm y30pka Tako Ja OM ce, ca 3aJaToM
BepoBatHohoMm, TBpmwio aa he ce cpeamnHa y3opka Hahu y maToj
OKOJIMHH CPE/IMHE TIOITyJIalluje.

Jla Oum ce onmpeawna pacrofeiia CpeludHE Y30pKa X 3a CBaKy
MOTyJallN]y, KOPUCTH CE T3B. YEHMPAIHA ZPAHUYHA MeoPeMa.

AKo je ouekusana epednocm (cpeouna) nonynayuje m, a eapujanca
o’, mada pacnodena cpedune X y3opka medcu Hopmannoj
pacnooesnu ca cpeounom m u 6apujaHcom o/ n, Kad n HeOZPanu4eHo
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218

pacme, na, 3a 0060.6HO 8e1UKO N, modxcemo pehu oa he cpedouna
y3opka X umamu npuoauxncno Hopmannuy pacnooeny, mj.

73 (z)N[m;a—zj.

n

Jloka3. Mana UeHTpaJiHa TpaHWYHA TEOpeMa BAXH WM Y OIIITHjUM
ciydajeBUMa, MH heMo ce OBJie OTpaHUYUTH CaMO Ha OHE pacrlojele 3a
KOje nocmoju yukyuja eenepampucad.

Oznaunhemo ca V' ciyyajHy NpOMEHIJBUBY

_X—m

2

%

o

nmpu YeMy Cy m U G  cpeiuHa W Bapujanca X. Fbena dyHkuuja
reHepaTpuca je pyHKuuja

g.(t)= E{et‘_’m} : (7.2)

Kopucrehn MakiopeHoB pen 3a GyHKIUjy e*, 1o0uja ce

gv(t)zE{l+LX_m+i(X_m)2 +}

o 1 o’ 2!
OIHOCHO,
t* o £ ou
gv(l):1+?7+;?:;+“" (73)
IIpU Yemy je

M, = E(X - m)k,
k-tu MoMmeHat cnydajue npomensbuBe X, (k=3, 4, ...).

Crannapan3oBaHa cpelMHa y30pKa je



7.3. Cmamucmuxe u muxose pacnooeie

X—m

a meHa (pyHkiurja reneparpuca he mmatu 00K
< t - X,-m t X.—m
,M\/; 72 ! n A
gz(t)ZE{e v }:E eV e =| I{Eeﬁ o }

[Topehemem ca (7.2), Buau ce na je

)

Bben norapuram he 6utn

logg.(r)= nlog{gv(ﬁj},

na nocine 3amene (7.3), nobuja ce na je

1> My,
loggz() nlog{l+—[—+ o dn 3' e |

Kopucrehn MaknopeHoB pen 3a GQyHKIHU]Y

1 1
log(/ + x) = x—zxz +§x3+...

nobuhe ce na je

logg.(t) = ii+ A LN ! i+ ’ LR
Oggz _nn 2 034\/; 3! e 2n2 2 034\/2 3! cee IR )

na je
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2

limlog g.(r)= L

n—»o 2
tZ
To 3maum ma he Qynkiuja gz(t) TeXKUTH QYHKIUJU g(t):e2 , a TO je
¢yHkuuja re"eparpuca cranaapauzoBane Hopmanue pacnoaene. Ilpema
X—m

TOME, pacmojelia CTaTUCTHKE Z = vn  texu CraHmapAau30BaHO]

o
HOpMaiHOj pacrnoaenu. To 3Haum na he m pacnojena cpenuHe y3opka X
TEXHUTH HOPMAITHO] PACIIOJIENH, a TO je U Tpebaio T0Ka3aTH.

JacHO je nma, Ha OCHOBY IICHTpaJHE I'paHMYHE TEOopeMe, HOpMajHa
pacrojienia rmocraje, Tako pehu, yHUBep3alHO TNPUMEHJbMBA, Ta 3aTo
MpelcTaBba pacrozenly Koja ce Hajuemhe KOPHUCTH Y MPAKCH Uy oOpaau
CTaTUCTHYKUX MOJAaTaKa. 3a jeJHy TpyIy MojaTaka, OCHOBHO IITO Tpeba
padyHaTH, jecTe HMXOBAa CpeIWHa, a Taj THapamerap HMa MPUOJIMKHO
HOpPMaJHy pacnojieny 0e3 003upa KakBy paclojely HMa II0CMaTpaHO
obenexje Ha momynanuju. HapaBHO, y3 MPETHOCTaBKy Jia ce MOJAly MOTY
CXBaTHUTH Ka0 y30paK ca JOBOJHHO BEJIHKHM OpojeM elleMeHaTa.

Kopucrehn oBy Tteopemy, MokemMo Jiako pemaBaTH clieaehe
npobiieme:

1. Komuka je BepoBatHoha na he ce cpeawHa y30pka W CpeauHa
MomyJialyje pa3IuKoBaTH 3a Mame oj jator Opoja €? To he Outum
cieneha BepoBaTtHoha

_ &g
Pﬂx —m| < g}z 2¢(—\/;j—1;
o
2. Onpeautu UMHTEpBal OKO CpEIUHE Y30pKa, Tako Ja ca 3adaHOM

BepoBatHOhoM, TBpaMMO na he cpeauHa momynanuje OUTH Yy TOM
uHTepBaiy. To he 6utu uHTEpBaN ca rpaHUIlamMa

()?—g;)?+g)

npu yemy € Tpeba OpeuTH Tako 1a GyHKIHja
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2¢(3 Jn j -1
o
OyJie jeTHaKa 3a/1aToj BEpoBaTHONY;

3. 3a koju 06UM y30pKa 7 MOKEMO, ca 3aaTOM BepoBaTHONOM, TBPJIUTH Ja
he ce cpenuHa y30pka U cpelliHa MOMyJalKje pa3InKOBaTH 3a Mambe 0]l
nator 6poja €? To he 6utu oHa BpenHOCT 7 3a K0jy QyHKIHja

2¢(§\/Zj—1

“Ma BPETHOCT 3aj7aTe BepoBaTHOhe.

Bapujanca y3opka

[MpernocTaBuMo na Cy mapaMeTpu TOMyJandje CpeAuHa M,
BapujaHca o, OOMYHU MOMEHTH 77, U IIEHTPAIHH MOMeHTH 4, , (k=2,3,...).

a) Axo je (X, X,, ... X,) npocm cayuajuu y3opax, maoa je eapujauca
V30pKa 0ama yHKyujom

»_ I 2
s = —Z (X =X ) ,
n-ig
a mo je cmamucmuka 4uja je o4eKu8ana 8peoHocm jeOHaxkda

E(sz):n—_laz, (7.4)
n

a eapujanca

Var(s*)=#4 ,_104 2l “}7_2204)+ Ky ;33 i (7.5)

Ha je tauan m3pa3 (7.4), KojuM je naTa OYEKHBAaHA BPETHOCT BapHjaHCE
y30pka, npoBepuhemo Ha cinenehu HaumH: Bapujanca y3opka ce MOxe
Hamucatu y cieaehem o0uky
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golsx vty nz{f)(,}.

ni=I1 ni=i

[Tocne kBagpupama u3pasa y cpemoj 3arpaau, noouhe ce

Szziixg Ll g S )

ni=1
— i _izi iXina
}’l i=1 n izj
Haje O4Y€KHBaHa BPEAHOCT
n—1 1 n
Be) =" S 5(x)- 1 S 6(x)e(x)

[locneawn unan y ropwmeM HU3pasy, UMa YKyIHO #(n-1) 4igaHOBa 4Hje Cy
BPEIHOCTH

J

E(x)E(X,) = m-m=m,

a MPBU 4WIaH Ha JIECHO) CTPAHU MMa /1 YIAHOBA KOjH UMajy BPEIHOCTH

E(x?)=m,,
TaKo Ja je
n—1 1
E 2 — 3 o _] 2’
(s ) BERLCL R n(n—1m
OJTHOCHO,
n—1 n—1
E(s?) = e 2
(s) . [m2 m P
a 1o je uspas (7.4).

TauHocT M3pa3a 3a BapujaHCy BapHjaHCe y30pKa IpoBepuhemMo Ha cinyaH
HauuH. Hanme, BapujaHca BapujaHce y3poKa jeJJHaKa je
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yarls') = B[] (o)} = B) {2 62}2 76)

KBanpat BapujaHce y30pka ce MOKe HallMCcaTu y 00JIUKY

1 [x 22
s4:—2{zXf} —=XX X +x =

n =1 n i=1

Kopucrehn ocobuHe OYEKMBAHUX BPEIHOCTH 3a 30UpP W MPOU3BOJ
HE3aBHCHUX NMPOMEHJbUBHX, JIAKO j€ TPOBEPUTH J1a je

2
E{ZX?} =n-m, +n(n—1)m§
i=1

n

2
E{ZXI. } -Z:Xi2 =n-m, +nln—Dm? +2n(n —)mym + n(n—1)n - 2)m*
i=1

i=1
4
E{ZX[ } =n-my +n(n—Dm? +Tn(n —Dmym + 2n(n —1)n - 2)m,m* +
i=1

+ n(n — 1)(n — 2)(;1 - 3)m4
VYBpimTaBameM OBHX BpeaHocTH y wuspasz (7.6) mobuwhe ce wu3pasz 3a
BapHjaHcy BapujaHce y3opka aaty (7.5).
W3 (7.5) Buam ce aa ce ca mopacToM y30pKa, Var(sz) oraja, Tako Jia ce, 3a
JIOBOJFHO BEITUKHU y30paK, MOXKE CMaTpaTH Ja je

4

Var(sz)zM. (7.7)
n

Ha cnruan HaunH 61 MOTJTIM OAPEINTH U MOMEHTE BUILIET PeJia 32 BAPHjaHCY
y3opka. CBu he oHu OUTH U3pakeHU Kao (PyHKIMja MOMEHATa MOMyJaluje 1
obuma y30pka n.
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6) Ilomto cmMo mocMarpaiu [BE CTAaTUCTUKE M3 Yy30pKa: CpEIUHY U
BapHjaHCy Y30pKa, OHJla C€ IOCTaBJba MpPOOJEM 3aBUCHOCTH OBE JBE
CTaTUCTHKE. 3a MoYeTak heMo OpeUTH HUXOBY KOBAPHjaHCY

Cov()?,sz)z E()?-Sz)— E()_C)E(Sz).
Kopucrehn mperxomne u3pase, Jlako je TPOBEPUTH Ja je KOBapHjaHca
usMmely cpenuHe u BapujaHce y30pKa jeHaKa
Cov()_c,sz)zn—_l,u3 (7.8)
n

IIpU 4eMy je 4, Tpehu HeHTpaaTHu MOMEHAT HOITyJIalyje.

N3 u3paza (7.8) cneaun

3akibyuak: Ako je pacnodena nonynayuje cumempuiuHa, maoa cy
cpeouna u eapujanca y3opKa HeKopeaupane cmamucmuke.

B) Jla Ou oxpeawnu pacnojelly BapujaHce Y30pKa, Jokazahemo cneaehy
TEOPEMY.

Teopema 7.1. Hexa cy X u s’ cpeduna u eapujanca y3opka u3
nonynayuje ca Hopmannom pacnooenom N\m;c” ).

Taoa
o X u s’ cy meljycobno nesasucne cmamucmuke;
. Cpeduna y3opka X uma HOpMAIHY pAcnooeny;
. Cmamucmuka

ns’

0_2

uma Xu-Kkeaopam pacnooeny ca (n-1) cmenenu ciooooe.

Joka3. Axo cy emementn Yysopka X, X,,., X Tamza hemMo ca

n?

Z,,Z,, ..., Z, 03HaAUYUTH HUXOB CTaHJIapAU30BAHU OOJIUK, Tj.

X -
Z =2 =12, m
(o2
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W3 npernoctaBku TeopeMe, U U3 OBE CMEHe, cliean J1a he oBe MpOMEHIbHBE
umaru crannapausosane Hopmamne pacnozgene. tbuxos 30mp kBagpara ce
MOJKE HaIUCaTh y O0JIUKY

S7; =3 - 2+%(}?—m)2 (7.9)

Hbuxosa aputmernuka cpenuHa he Outn
_ X-m
z= ,
o

Tako zie ce (7.9) Moke HanucaT y 00JIUKY

2

Mz ="

i=1 o
VBemhemo HoBe mpomensbuBe Y, Y,, .., Y ~ mpeko  JuHEapHe
Tpanchopmanuje cieneher oomka

1
Y, =ﬁ(zl +..+Z,)
1
Y, = —(Z 1 =2, )

7

Y, =;[Z, +Zy+ot+ 2, —(i-1)Z,]

i(i—1)
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ITomro je od4ekuBaHa BpPEAHOCT Z, jelHAaKa HyJH, OHAA W3 OBE

TpaHCcOpMalMje CIead Ja Cy OYCKHMBAaHE BPEIHOCTH IPOMECHJBUBUX
Y, Y,, ..., Y, , Takohe jeqHake HyIH, Tj.
E(Y.)=0,

1

3acBakoi=1,2,...,n

360r  HE3aBMCHOCTM  NPOMEHBMBUX Z,, Z,, .., Z, W  HHBHXOBOT
CTaHAapIM30BaHOT 00JIHKa, 1o0uhe ce aa je

Var Z Var

Var(

S Stz )+ )m(z)}

j=1

f_/%\

3a CBaKo i =2, ..., 1.

Kosapujance usmeby Y, u Y, Ouhe jennake

e e L

1
= E(Zz)ﬁ-()+...+0+0+E(Zz)+0+...+0+...+
i(i—1);(j -1) | i (22)

+0+..+E(22,)-(j-DE(Z? ) =0
(1)

Ilpema ToOMe, ciyuajHe mnpomensbuBe VY, Y,, ..., Y ~cy MehycoOHO
HE3aBUCHE U MMajy CTaHIapAM30BaHy HOPMAIHY Pacloey.
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W3 m3paza 3a X, Buau ce 1a je
n
Y =nz’ = ?(f—m)z. (7.10)

Taxobe je

VY ropwmeM u3pa3sy, NpBU WiaH Ha JIEBOj CTPAaHU jeHAYMHE UMa Xu-KBaapaT
pacmnoneny ca (n-1) cremeHn ciobone (kao 30Mp KBajapara HE3aBHUCHHX
MIPOMEHJBUBUX ca cTaHfapau3zoBaHoM Hopmannom pacnogenom). To 3Hauu
na he cratuctuka

Takole IMaTH Ty pacIoelly, a To je TBpheme B).

360r (7.10) u HezaBUCHOCTH npoMeHsbuBUX V), Y,, ..., ¥ , cnequ na he X
OuTH He3aBMCHA 071 Y,, ..., Y., OJHOCHO, OJ1 BApHjaHCE y30paKa s°, a TO je
TBphewme a).

Ha kpajy, tBpheme 6) cMo Beh mpoBepwiiu nipu oapehuBamy pacrnojene 3a
CpeIuHy y30pKa.

3ajelHIUKM 3aKOH BEpOBaTHOha 3a CTAaTHCTHKE X W s> 6uhe mar
GbyHKITHjOM

(7.11)
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npu uemy je C, , KoHCTaHTa oapeheHa u3 Xu-kBagpaT pacnonene. Mory ce

: 2
OJIpEIUTU WU MOMEHTH BMIIET peJla BapHhjaHCE y30pKa S~ H3BYUYEHOT W3
Hopwmanne pacnozerne.

Tako hemo, 3a MomeHaT pena k, umaru cneaehu uzpas
E(s2 )k _ (n — 1)(n + 1)(71 +k3)...(n + 2k — 3) o2t (7.12)
n

CrientmjanHo, 3a k = 2, nobuhemo BapujaHce y30pKa

Var(s2 ) = —(n — ln)(zn il 1) o

IIpexo m3paza (7.12) Mory ce oapeauTH W KOCPUIM]EHTH aCUMETpUje H
CIUBOLUTEHOCTH, KOJU he uMaTH BpeHOCTH

N A2 gy 12
ﬂl(s )_m’ ﬂz( )_n—l.

CrynenroBa t-cTaTHCTHKA

T'ocet (Gosset) [16] je 1908. ronmuHe 06jaBMO CBOj paj, MO NCEYTOHUMOM
,»CTYIeHT, y KOME je OJIpeIN0 3aKOH BepOBaTHONA KOJTUYHHUKA

()?—m)/s,

a @umep (R. A. Fisher) [13] je 1925. roaune, U3BE0 PUTOPO3HUJU JTOKA3
l'oceroBor pesynrara. @uiep je qeUHNUCAO -CTATUCTUKY U3Pa30M

t, = x_m«/n—l

N

. — 2 .
IIpU 4eMy je X cpelauHa, a s~ BapujaHca y3opka X, X,,..., X HU3By4YeHOr
m3 Hopmarnue pacmosiene ca mapamMeTpuMa m u G- .

Hoxka3z. N3 Teopeme 7.1. cienu 1a cy CTaTUCTUKE
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HE3aBHCHE, U JIa TIPBa UMa CTaHIapIM30BaHy HOPMAaJIHY pacroely, a Jpyra
nMa Xu-KBajpar pacroneiy ca (n-1) crenenu cnodone. tbuxoB KOJIHMYHUK

)_c—m\/—
n _
g :x_m\/n—l,

2
ns s

o /(n—1)

nmahe CtynentoBy pacnozaeny. Tako cMo nomuu o cieneher pesynrara:

Teopema 7. 2. Cmyodenmosa t-cmamucmura

t:x_m\/n—l,

S

KOO y30pKa u3z HopmaiHe pacnooene, uma Cmyoenmogy t-pacnooeiny ca
(n-1) cmenenu cnobooe.

OBa Teopema omoryhaBa MHMpOKY NPHUMEHY /-CTaTUCTUKE Y peIIaBamby
pasHux mnpobjemMa CTaTUCTUYKOr 3aKbyuuBama. IbeHe BpeaHOCTH U
pacrojiesia He 3aBHUCE O] BapHjaHCe IOIyaluje, kKoja HaMm je y BehuHu
CJly4ajeBa HEMmo3Hara.

CTaTHCTHKe U3 /IBa HA3aBHCHA y30pKa

Yecro ce cpehemo ca aBa He3aBUCHO U3abpaHa y30pKa u3 nomynanuje. Heka
je X, X,,..,X, y3opak wuzabpan wu3 mnonynauudje ca HopmanHom

P C ,
pacmojesoM M mapamerpuma m u o;, a X,, X,, ..., X, y30pak H3 ucre

n

nonyJanuje ca napamMeTpuma n; U G .

Cpedune osux y3opaxa
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1 m
==2X;
m i
umajy Hopmanne pacnooene, a muxoea paznuka
fl - fz

he oumu cmamucmuxa koja he umamu Hopmanny pacnodeny ca

napamempuma
E{fl _7_52}: m, —m,
2 2
Var()?1 —xz): O-—l+&
n m

Bapujance y3zopaka

nMahe pacriozerne oapehere Teopemom 7.1.

300r HE3aBUCHOCTHU y30paKa, CTaTUCTUKA

ns;  ms;
ot
0, 0,

umahe Xwu-kBampar pacrogeny ca (n+m—2) crenenn cnobome. ITopen

TOra, OBA CTATUCTHKA j€ HE3aBHCHA O] CTATUCTHKE (3?1 - X, )

Cmyodenmoea t-cmamucmuka
()_Cl _)_Cz)_(ml _mz)\/ nm (n+m—2)
\/ ns; +ms; n+m

umahe Cmyodenmogy t-pacnodeny ca (n +m— 2) cmenenu cnobdooe.
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7.3. Cmamucmuxe u mwuxose pacnooeie

IMoceOHo 3HauyajHa y npumenu je F-cmamucmuka. To je cratucThka
nepuHNCAHA KOJTUYHUKOM

Fe (n — l)msz2
(m - l)nsl2

. 2 2
Ako je o, =0,, onoa F-cmamucmuka uma F-pacnoodeny ca (m-1) u (n-1)
cmenenu ciooooe.

Oga pacnojiena je mocjaeanIa He3aBUCHOCTH CTaTHCTHKA

2 2
ms,  ns,

2 2
0, O,
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

7.4. 3AJIALIM

1. Opnpenu cBe y3opke odbuma 5 u3z bunomue pacnozgene B (0.2;9) .

2. Oppemu pacroienie cTaTUCTHKA X, s°, R= X,  — X, ., ¥ CIMYHO,
3a y3opak obuma 5 u3 pacrnoene B(0,2;9) .

3. Oppenu oyekuBaHEe BPEJHOCTH W BapujaHce OOMYHUX MOMEHaTa
y30pKa 1,, m, u m,, IpA 4eMy je

ln
N k
m, = EXi.
=]

4. Oppenu pacnozieny CTaTUCTHUKA

n

_ 1 2
Hy :_Z(Xi _m) ’
nig
R )
Hs :_Z(Xi _m) >
n iz
3a Y30paK U3BYUYCH U3 HOHyHaHI/Ije ca HOpMaHHOM pacImoacjiom.

5. Crarucrtuka

rMa BapujaHCy jeTHaKy

Var(s'z):%(;@1 - n_ia“j.
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7.4. 3aoayu

10.

11.

Oppenn o4YeKWBaHy BPEIHOCT, BAPHjaHCY W PACIOENy CTaTHCTUKE
2 .
s'", ako je y3et y3opak u3 Hopmanue pacniogene.

Onpenn Bapujancy BapwjaHce y3opka w3 HopmamHe pacrmonene
Nlm;o?).
Onpenu koeduIMjeHTE acCUMETpPUje M CIUBOIITEHOCTH CpEeauHE

y30pka X u3 nomyiauuje ca Hopmannom pacnogenom N (m; o’ )

Kon y3opka w3 momynamnuje ca HopmamHOM pacmojernom oapeau
OYEKHUBaHYy BPEAHOCT U BapHjaHCY Meoujane Y30pKa.

[lokazatm ca kox y3opka w3 IlyacoHoBe pacnoxeine P(l),

CTaTUCTHUKA 2Jx

uma npubimxHo Hopmanny pacnoneny ca napamerpuma
E(F)=v2
Var(2\/§ ) = %

AKO nonynangja ¥Ma KOHa4Hy OYE€KUBaHy BPEIHOCT 77 U BapUjaHCy
G’ Taja CTATHCTHKA S° TEXH 110 BepoBaTHOhM G, a cTaTUCTHKA

\/Z()?—m)

S

uma npubamkHo Hopmanny pacrogeny N (O;l).

Heka cy X, W S, CpeIMHa W BapHjaHca y30pKa BEJMYMHE 7, U3
ToMnyJaluje ca CPEMHOM 717, ¥ BAPHjaHCOM G ,a X, U G, CpejHHA
U BapujaHca ApPYror y3opka O] n,elleMeHaTa M3 IOoIMyJauuje ca

CPEeZIMHOM 7, ¥ BapujaHcoM G5 . [Tokaxku ja he ctatucTuka

(xl - xz)z_ (ml :mz) m
\1,S, +1.8)
uMatu npubamxHo Hopmanny pacnogeny N (0; 1).
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

8. TEOPUJA OLIEIBUBAIbA

VY nenenujama apyre mojioBuHe 20-0T BeKa JONLIO j€ IO Harjor
HIMPeHa TPUMEHE CTATUCTHKE Yy CBUM, WJIH CKOPO CBUM oOJjacTuma
UCTpaKuBama. Taja je pa3BUjeHA U TEOPUja CHIAMUCMUYKOZ OUeHUBALA,
wnu kpahe, meopuja ouerusarsa.

Tunuuan npobiem KojuM ce OaBU TeopHja oOllemUBamba heMo
MpHUKa3aTH KpPO3 HEKOJMKO mnpumepa. JKeaumo miacupaTd HPOU3BOJA Ha
HOBO TpxkuiTe. Konnko he Kymama KymoBaTu Hall MPOU3BO, HE 3HAMO.
Tpebamm Ou TmUTaTH CBE CTAHOBHHWKE Ja JIM he TO YMHWTH, a TO je
MIpakTUYHO HeMoryhe. 3aro hemMo M3BpPLIMTH aHKETy MPEKO Y30pKa U3 Te
nomyJjalMje U Ha OCHOBY pe3yJsiTaTa aHKeTe OLICHUTH MOTEHIHjaHu Opoj
Kymnaria.

[IpeTnocraBumo na cMo J0OWIM HOBY BpcTy hyOpuBa kojy hemo
KOpPHUCTUTH 3a cejame mnuieHune. Jla Ou ucnuranu nosehame mnpuHoCa,
3acejahemo Ha oppeheHUM maprenama MIICHUIY. YTOTpeOuhemMo HOBO
hyOpuBO Ha HEKMM MaplielamMa, a Ha HEKMM ra Hehemo ymnoTpeOuTH.
N3mepuhemo npuHOce M AOOMTH MPUHOCE MO NHapuLeiaMa 3a maplesie ca
HOBHUM [)yOpHBOM U 3a mapiiesie Ha KojuMa HUCMO KopucTuiu hyopuso.

[ToTpeOHo je yTBpauTH npoceyHo mnosehawe mnpunoca. Kan Ou
uManu OECKOHAYHO, WM BEJIMKH Opoj Mepema, OHJa OM MOTJIM yTBPIUTH
npaBe MpoceuHe MPUHOCE MpH ymnoTpeOu oBor hyOpuBa u 6e3 merose
ynotpebe. IlocraBiba ce murtame kKako heMo Ha OCHOBY OBUX MeEpema,
“yrBpautu” Te mpuHOce u nmoBehama. [locTymnak 3a “yrBphuBame” mpuHOCa
u nosehama 3Bahemo ouermusame. [lpaBe npoceyHe MPUHOCE HE MOXKEMO
TA4HO YTBPAMTH, Al X MOKEMO Ha OCHOBY MEpEeHa, OLICHUTH.
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8. Teopuja oyervusaroa

Cnuuan je u cneaehu nmpobiem Be3aH 3a OCMaTpame HOBE METOJIE
yuema. theny mpoceuny eduxacHocT Ou yTBpAWIM Kaji Ou mocMaTpaiu
O6eckoHavaH Opoj ucnutanuka. To je unak Hemoryhe. 3ato hemo ucnuratu
eUKacHOCT METOJAE Ha jeAHO] rpynu ucnutanuka. [lorpebHO je ma Ha
OCHOBY pe3yJiTara KoJl OBe TPYIIe oyeHuMo paBy e(UKacCHOCT METO/IE.

Wnu,  crabunHOCT  NPOM3BOAHOI  MIpoLeca  HM3pakeHa  je
BapujabunureToM onpeheHux napamerapa. Hucmo y cramy na y cBakom
TPEHYTKY YTBplyjeMo BpenHOCTH THUX MapaMerapa. MopamMo Ha OCHOBY
Mepewma y oJpeheHuM TpeHylnuMa OIEHUTH CTaOWJIHOCT Impoleca y
[IOCMaTPaHOM MEPUOLTY.

Jlakie, pagu ce o oxpeleHnM mapameTpuma CTaTUCTUYKOT CKyTia Ha
BEJIMKO] WJIM OECKOHAYHO] MOMYyJIalijH, KOJU cy HaM Herno3Hatu. Ha ocHOBY
Mepema BpEeIHOCTH o0elexkja Ha Y30pKy, ouemusahemo Heno3name
napamempe nonynayuje.

Onwmuju npoonem meopuje ouerwugama je cieoehu. Ha ocnogy
pe3yaimama mepemwa ooenexcja X y y30pKy, mpeoa oueHumu pacnooesiy
nocmampanoz ooenexcja Ha uenoj nonyaauuju, a 3amum u3 me
pacnodene oyerpusamu u HenO3Hame napamempe nonyayuje.

VY Teopuju olemUBaKa M0Ja3u Ce O] ClIydajHEe MPOMEHJbUBE X H
meHe pacnozene. IlpermocraBiba ce nma pacmonena obenexja X mpumnaga
jenHo] Kiacu pacnojena, oxapeheHoj mapamerpuma 6,,6,,...60,. Hdpyrum

pedynma, MO3HATO je Ja je 3aKOH BepoBaTHOha ciyuyajHe TMpOMEHJbHBE X
dbyHkuMja p(x; 91,6’2,...,6’k) KOja 3aBUCH OJi HEMO3HATHX I[apameTrapa

6,.0,,....0, . Henosznare napamerpe 6,,0,,...,6, ounenmhemo Ha OCHOBY

Mepema pesyJiTaTa eKCIIepuMeHTa KojuM je oxapeheHa ciydajHa
npoMensbrBa X. O3Hauumo ux ca X,,X,,...,X, Hakie, npoOnem ce cBoau

Ha eKCIEPUMEHTAIHO YTBphUBambe HEMO3HATUX MTapaMeTapa.

[Ipu pemaBamwy Tor npoGiema 6uTHa Cy cieneha 1Ba MOMEHTa:

1. Kako u3BeCTH EKCIIEPHUMEHT U H3MEPUTH PE3yJITaTe HEroBOT
n3Bohema?
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Cmamucmuxa 3a UHIICUREpE

2. Kako Ha OCHOBY J0OHMjeHHX pe3yjiTara Mepewma, “yTBpAuTH”
BPEIHOCTH, OJHOCHO, OICHHUTH HEINO3HaTe Mapamerpe

6,,0,....,0,?

CraTucTuuka Teopuja Koja J1aje 0JIroBope Ha MPBO MUTAHE, HA3MBa
ce NJIaHUpame ekcrnepuMenTa. Mu ce Hehemo oBzie 6aBUTH TOM TEOPHU]jOM,
Beh hemMo ce orpaHMyMTH Ha HE3aBHUCHA IOHABJbAMA EKCIEPUMEHTa U
U3MepeHe pe3yJiTaTe THUX MoHaBJbama. Kao mro 3Hamo, To he 6utu npocm
cyuajan y30pax xora cMo Ie(pUHUCAIN Kao CKYNl HE3aBUCHHMX CIIy4ajHUX
IMPOMCHJbUBUX

X, X, X,
KOje MMajy UCTY pacrojiey Kao U cIydajHa MPOMEeHJbHBa X Ha MOITyJIallNjH.

[ToHOBJbEHU EKCIIEPUMEHT 77 TyTa, TpPEJCTaBba jelHYy pealu3alu]jy
IIPOCTOT cilyuyajHor y3opka. To he outu 6pojeBu x,,x,,...,X,, @ Ha OCHOBY
OBHIX BPEIHOCTH Tpebda J1a JOHECEMO 3aKJbyYKe O BPEIHOCTUMA HETIO3HATUX
napameTapa noiryJalmje.

Teopuja onemHuBama ce MOXKE IMOJICIUTH Yy BHUIIEC Pa3THUYUTHX
obnmactu, a oBae hemo ce, yriaBHOM, OaBUTH KJIACHYHOM TEOPHJOM
OIICHMBaKka YHje OCHOBE je Aao P. A. ®umep.
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8.1. Kpumepujymu uzbopa oyena

8.1. KPUTEPUJYMU U3BOPA OLIEHA

[TocmaTpaheMo cTaTUCTUYKHU CKYII Kao MomyJianujy u odenexje X Ha

T0j momynanmuju. O3HaYMMO ca 6 nenosnaty rnapameTap MocMarpaHe
nomynanuje. /la Ou OHEHWIM BPEJHOCT TOT HEMO3HATOT IapaMeTpa,
nocMmarpaheMo MpocT cily4ajaH y30pak

(X,,X,,....X,),
n3abpaH u3 JaTe momyiaimje.

Hajonmtuja omena mapamerpa 6 Moxke OuTH Heka (QyHKIHja
nepuHICaHa Ha OBOM Y30pKy. To he Outu cratucruka. O3Hauumo je ca

0=f(X, X0 X,) .

Jlakne, oleHa mapameTpa TOMyJaldje je CTaTHCTUKAa JepUHHCaHa Ha
Y30pKYy.

N306opom ¢yHKumja f u3abpaiu cMo OleHy mapamerpa ¢, Mmpeko
nocMatpasor y3opka. Kako ¢pyHkumja f Moxxe OUTH Ipou3BOJbHO H3abpaHa,
MOCTaBJba CE MHUTaWkE KpUTEepHjyMa u30opa (yHKIHjE f, OMHOCHO, n3bopa
oIcHE mapamerpa 4.

Kpumepujym u3zbopa ouene 3aeucu 00 uuba Koju ce duceau
nocmuhu mom ouenom. 3amo u He NOCMOJuU jeOUHCMEEH KPUMePUjym no
Kome Ou ce 3a ceaku napamemap epuiuo uzoop ouena. Ilompeono je
ymepoumu wima he oumu “0oépa” ouena, wuma hemo noopazymesamu
noo “oobom” ouenom u wima he mo 3nauumu “najoova oyena’.
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Cmamucmuxa 3a UHIICURbEpE

Henpucrpache ouene

Ouena Herno3uaror mapamerpa 6 je cratucruka 6. To je, yersapu
ClTydyajHa TIpOMEHJbHBA Koja he y3umaTH pasHe BPETHOCTH 3a pa3He y30pKe
n3 ucre nomynamyje. Ta cratuctuka he UMaT CBOjy OYEKHUBAaHY BPEIHOCT,
a To he OMTH OHA BPEIHOCT CTAaTHCTHUKE KOja MPeACTaBJba MapaMeTap meHe
neHTpaigHe TteHaeHnuje. IlokesbHO je nma Taj mapameTap IEHTpajHe

TEH/ICHLMje cTaTUCTHKEe € OyJe BpeaHOCT mapamerpa ¢, jep je TO OHa
BPEIHOCT 3a KOjy “ouekyjemMo’” na he craTUCcTHKa, Ha OCHOBY jE€JHOT y30pKa,
OUTH y HEHO] OKOJIHMHHU.

Jlakie, ouekMBaHa BPEIHOCT CTAaTUCTHKE Owhe mWeHa Mepa
[IEHTpaJTHE TEHACHIIN]E, T1a je TOKEeJFHO 1a Oy1e NCITYHhEeH yCIIOB

E0) =0,
TJ. 1a j€ OYEKHMBaHA BPEHOCT OIICHE 0 jenHaka mnapameTpy 0.
AKo je ouekusana epedonocm ovyene
O0=1(X,X,,..X,)
Henosnamoz napamempa nonyiauyuje 0, jeonaxa mom napamempy 0, onoa ce

makea ouena 3oee nenpucmpachua ouena, mj. kaoa je E\O)|=0, ouena je
HenpucmpacHa.

Ako je E (é) > 6, 0H0a je makea ouena NO3UMUBHO NPUCMPACHA,

a ako je E(0) < 0,0n0a je mo necamueno npucmpachna oyena.

Ha mpumep, Heka je odekrBaHa BPEIHOCT (MPOCEK) TOIyJIanuje m
HEIIO3HAT, & CTATHCTHKA je CPeArHa y30pKa

] n
x=—2X,.
ni=1
Bunenu cmo na je
E(x)=m,
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8.1. Kpumepujymu uzbopa oyena

IITO 3HAYuW Jia CpeAuHa Y30pKa TPEJCTaB/ba HEMPHUCTPACHY OLEHY
OUYEKHBaHE BPEIHOCTH IOMYyJIalHje.

Taxohe cMo Bujenu 1a je O4eKnBaHa BPETHOCT CTATHCTUKE
1 n
2 _ —\2
§T=— Z (X, —X)
N

jenHaka
E(s?) = ”__10-2,
n

IITO 3HAYH JIa je BapujaHca y30pKa HETaTUBHO MPUCTpPACHA OlleHA BapHjaHCe
. 2
oMy JIalje o .

AKO HaMm je OuYeKHMBaHAa BPEIHOCT TOIyJalHje 7 TO3HATa, OHOA
cmamucmuxe

_ I k
M = _Z (X, —m)
nig
IpECTaBIbajy HENPUCTPACHE OLEHE LIEHTPAJIHMX MOMEHATa, U TO 3a CBAKO
k=123...

Oouuynu  Momenmu  y3opaka, makohe, npeocmas.bajy
HenpucmpacHe oyene 0OUUHUX MOMeHama nonyiayuje.

OCHOBHY TIPEIHOCT HEMPUCTPACHUX OIIEHA MOXEMO O00jaCHUTH Ha
cienehn HaunH. [locmaTtpajmo camo oHe Hempuctpacue ouene 6,,0,,...,0, ,
quje Cy BapHjaHce Mame 01 BapujaHce momnyiamnuje. To he Outu ornene kox
KOJUX je

E(éi) =0, Var (é[)< o?

Tana he ouena

D

Il
| =
W'M»

D>

OUTH OlIeHa 3a KOjy je
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_ k 2
Var (6,) = %20}2 < 0-7
i=1

Axo k Texu 6eCKOHaYHOCTH, TaJa BapHjaHca OlleHEe ¢, TeXH HyJH,

mro 3HauM Aa he 6, Outu cBe Oimke M OiMKe IPAaBOj BPEIHOCTH

napamerpa 6.

MehyTtum, ako 6u onene él. Ousie mpucTpacHe ca MpucTpacHouhy

jeaHakoM o, oHja Ou oueHa 6, Ouna cBe Oamke U ONMXKE BPEIHOCTH

0 + 0, a He BpeaHocTH napametpa €. U mro je npuctpacHoct Beha To cy u
oBe pasnuke Behe. HempucTpacHOCT ormeHa je moxesbHa OcCoOMHA, Koja
00e36ehyje ma, Ha ocHOBY Beher Opoja y3opaka W3 HCTE MOIyIamuje, y
IPOCEKY TauyHO OJIPEIMMO BPEIHOCT HEMO3HATOr mapaMerpa. To, hiak, He
3HauMd Aa heMo Ha OCHOBY jeHOT y30pKa, TAYHO OAPETUTH Ty BPEIHOCT.
Moxe ce IecUTH Jia je MPUCTPACHOCT jeJIHE OIIEHE MaJla y OJJHOCY Ha HeHY
CTaHAApHY JICBHjaIH]y, 1A je He MOKEeMO CMaTpaTH “JIOMIOM’ OI[CHOM.

3aro je moTpeOHO YTBPAWUTU HEKE Apyre Kpurepujyme 3a u3z0op
BasbaHOCTU olieHa. [lopexa Tora, 3a jenaH UCTU MapaMeTrap nomylnanuje 6,

A A

MOX€E IIOCTOjaTH M BHUIIE HENPUCTpAacHUX oueHa, 6,,0,,...60, ma je

MOTpeOHO Yy KIAach HENPHUCTPACHUX OlleHa, u3zabpaTu “0o/by” uIu
“Haj0osby” OLEHY.

OueHe ca MUHUMAJIHOM BAPUjaHCOM

OrpannunhemMo ce Ha KJacy HeMpPHCTPACHUX OlleHA HEIMO3HATOT
napamerpa 6. [loTpe6GHO je Aa u3rpagumMo KpUTEpHjyM “‘BajbaHOCTH jEIHE
TaKBe OLICHE.

NuTtyntnBHO, OLIEHA 0= f(X,,X,,..,X,) mnapamerpa 6 Ouhe

no0pa aKo je, y U3BECHOM CMUCIY, OJIM3y MpaBe BPEIHOCTU TOT MapameTpa.
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8.1. Kpumepujymu uzbopa oyena

3aTo je HEOMXOIHO Ja YTBPJIAUMO MepPY “OIUCKOCTH” CTaTUCTUKE (OlEHE) U
napamerpa.

[TocmarpaheMo Hekl MHTEpBAJl OKO MIPaBe BPEAHOCTH, Tj. HHTEPBAI
(0-2;0+4,]

npu yemy cy opojesu A,,4, € (0;4) . Cratuctuka €, Moxe y3eTu BpeJHOCT
u3 oBor uHTepBana. Heka je BepoBaTHOha J1a ce TO J1ecH jeHaKa

P-4 <0<0+2 (8.1)
[Tocmarpahemo cana, Ouio KakBy APyry CTaTUCTUKY
0,=/X,,X,,....X,)

U OJPEIUTH BEpOBaTHOhY
A
P{@—/L < 6 £6?+/12} (8.2)

Axko je BepoBatHoha (8.1) yBek Beha on BepoBaTHOhe (8.2), 1 TO 3a
cBako A4,,4, € (0;1) onna je cratuctuka ¢ 60sba OLEHA O] CTATHCTUKE 4, .
Jla 6u Taj yciaoB OMO MCIYHEH NOTPEOHO je 1a BaphjaHca CTATHCTHKE ¢
OyJe Mama 0] BapUjaHCe CTATUCTUKE 4, .

Bapujanca cmamucmuke xoja npedcmag.ba HeRPUCMPACHY OUEHY,
306e ce cpedra Keaopamna peuiKa oyeHe.

Jla 6u oueHa ¢ jenHor mapamerpa €, 6una 60sba 0 OLEHE ¢, TOT

WCTOT TIapameTpa, MoTpeOHo je aa je
Var (0)=E(0 —6)* <Var (0,)=E(0, —6)*,

Tj. MOTPEOHO je Ja je HheHa Cpelba KBaJpaTHA I'PelIka Mama O]l CPEImhe
KBaJpaTHE TPEIIKe OLEHE ), .

I/IHaqe, Cpeama KBaJApaTHa TIpCHIKa OLCHEC U3paxaBa MCEPY
KOHIOCHTPUCAHOCTH OLCHC OKO IIpaBC BPCAHOCTU I1apaMceTpa, IIa je 3aTo
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Cmamucmuxa 3a UHIICURbEpE

MOKEJbHO JIa Ta KOHIIEHTpUcCaHOCT Oyzae mrTo Beha, OHOCHO, Jla cpeima
KBaJIpaTHa Ipellika oleHe Oy/Ie IITO Mamba.

JNa ©Oum pmommm g0 “HAjOOJbE” HEMPHCTpPAcHE OIEHE jeIHOT
napaMmerpa, MmoTpeOHO je Ja y KJIachu CBUX HEMPUCTPACHUX OlleHa, Hahemo
OLICHY YHWja BapHjaHCa MMa MUHUMAIHY BPEAHOCT, Tj. nompebHO je Oa
Hahemo oHy cmamucmuxy 6 3d Kojy je

Var (0) < Var (63I ),
P 4eMy je 63, OWJI0 KaKBa HEMPUCTpPAcCHA OIICHA rmapameTpa 6.

HenpucrpacHa oneHa ca MUHHMAJIHOM BapHjaHCOM IPeACTaB/ba
onmumanny olleHy napamerpa ¢ y Kjacu HENIPUCTPACHUX OLIEHA.

Ha npumep, ako ce nocmarpa HopmaiiHa pacniogena ca HEo3HaTOM
OYEKMBAHOM BpeaHomhy 77, MOXKE C€ NOKa3aTu Ja MeAWjaHa y30pKa ) & W

CpeauHa y30pKa X TpeACTaBibajy HEMPUCTPACHE OLICHE /71, alkl j& X HIIaK
6osba o1 M ,. To je yjeaHO U OlLIeHa ca MUHUMAIHOM BapUjaHCOM.

Kon Hopmanse pacrioziesie ca II03HAaTOM OYeKHBAHOM BpeaHomhy m
¥l HETTO3HATOM BapHjaHCOM o °, OIleHa

1 n
Gl==> (X, —m)’
n gy

6uhe onmumanua oneHa Bapujance o

E¢uxkacne ouene

3a mapametap nomyianuje 6 noTpeOHO je HahM HEroBy OLEHY
0=71(X,,X,,.,X,). Bunenu cmo na he Ta oriena 6utu 60Jba aKo je meHa

BapHjaHca Mama (KaJl je TO HeMPUCTPacHa OlleHa). 3aTO MOYKEMO U3pa3
E(6-6),

Tj. Cpealby KBQJAPaTHY IpeliKy OlleHe MapaMeTpa, cMaTpaTh Kao Mepy
edukacHoctu Te omene. [lITo je Ta BpemgHOCT OiMMXka HyIH, TO je OICHA
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8.1. Kpumepujymu uzbopa oyena

edukacHuja. Jla Om mobunu mpaBy Mepy €(PUKACHOCTH jeIHE OIICHE,
noTpeOHO je YIOPEIUTH OBY CpeIlby KBaJpaTHY TPEIIKy ca CIUYHUM
NIOKa3aTesbhMa.

Hajmoruunuje je nma mocMarpamMo OHY OIEHY éo koja he umaru
HajMamy Cpeilby KBaapaTHy rpeuiky. To he Outu oreHa 3a kojy je

E(6,-0)" = min E(6-06)

Eduxacnocm ouene 6 napamempa 6 je xonuunux munumanme
cpeodrve Keaopamue zpewiKe u cpedrbe Keaopamme peuike ouene 6 , mj.

N E(éo _9)2
b= E@O-0)

AKO ce mocMarpajy caMo HelpuCTpacHe OlleHe, OHJIa je e(hUKACHOCT
OlICHE ¢ KOJMYHHUK BapHjaHCH, Tj.

Var(@ )

BO)=" & Var(0)

pu uyemy je 6, olleHa ca MUHUMAJIHOM BapHjaHCOM.

JacHo je na je epuxacHOCT onieHe OpOj KOjU HCIyHaBa yCIIoB
0<Ef(6)<1
Kan je Ef (é) =], KaXeMo Ja je ¢ edpukacHa oleHa napamerpa 6.

Ha mpumep, xon y30pka W3 HOpPMaJHE IONyJaldje ca IO3HATOM
OYCKMBAHOM BpeaHOIINhy m, cpe/iba JeBrjalnja

Ma OYEKUBaHYy BPEJHOCT U BapUjaHCy JeTHAKY

_ 2
E(é):\/go-, 5= =240
T T n
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Cratuctuka

B
2

Ouhe HempucTpacHa oreHa CTaHAapAHE JAeBHUjaje. MUHUMAaIHA BPEIHOCT
CpeImEeT KBaIPATHOT OJICTyTIamka j€ jeTHaKa

2

min E(é—a):o-—.
0 2n
EdukacHoct onene
i nwln
—o=.—|Xx =
{3e= 3 agkx -

jenHaka je

T 1
E W/—A = =0.
f( ZeJ — 0876

IITO 3HAYM Jla OBa OllEHA HE TpejcCTaB/ba e(hUKACHY OICHY CTaHIapIHE
JIeBUjallHje Tk je IheHa e(hUKACHOCT MPHIMYHO BEJIMKA.
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8.2. Humepsanu nosepera

8.2. UHTEPBAJIU IOBEPEIbA

Jlo caga cMO mocMaTpanu MpocT ciydajad y3opak X, X,,..., X, u3

Heke mnomyiauuje. PemaBamum cmMo mpoOiieM Kako Ha OCHOBY Yy30pKa
OLICHUTHU BPEJHOCT HEMO3HATOI mapamerpa €, Tj. KakO Ha OCHOBY Yy30pKa
OJIPENIUTH jeIHy TaYyKy Kao BPEAHOCT TOT MapaMeTpa.

MelhyTum, y MHOTHUM TIpoOJIeMIMa HHje HaM TOTPEOHO /1a YTBPIAMO
JEeHy BpEIHOCT Kao BpPEAHOCT Tor mnapamerpa. buhe Ham poBosbHO J1a
YTBPAMMO HEKHM MHTEpBaJl y KOMe OM MOIJa Jja ce Hajla3M IpaBa BPEJHOCT
tor mnapamerpa. Kang TakaB wuHTEpBan ojapehyjemMo Ipeko y30pka
X,,X,,...,X , OHJa Taj UHTEPBaJ 30BEMO UHMEPBATl NOBEPErHA.

Teopuja oxpehuBama WHTEpBala MOBEpema IMOYENa CE Pa3BHjaTH
penatuBHO KacHO. [IpBu konient je gao Hojman (J.Neyman) 1935. roaune.
OBaj MeTox OlieHhHBamka MapaMeTapa je Mame PEeCTPUKTUBAH O] METOAA
olLICHMBamka opehBamkeM Tavyaka.

U3 y3opka X, X,,...,X, ogpehuBahemo aBe craructuke

Z, = fi(X,X,,..X,),
Z, = fi(X, X,,... X,),

TakKBe Ja je yBek Z, < Z,. OBe [Be CTaTUCTUKE Cy CIIy4ajHE IPOMEHIbHBE
Koje oapel)yjy HeKr HHTepBaj

(21;22]9

yije TpaHHIE Ce MEmajy ca MPOMEHOM Yy30pKa. 3a HEKHU Y30paK, OBaj
MHTEepBal he MpeKpuTH HENo3HATH MapameTap ¢, a 3a HeKe y3opke, Hehe.
Osnauumo ca y %, mpoleHaT y3opaka koju he caap:kaBaTu Taj napamerap,

aca (1-y)%, npoueHat y3opaka Koju Hehe caapKaBaTH Taj HapameTap.
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Cmamucmuxa 3a UHOICUrbEDE

HpyruMm peunma, Heka je 7y BepoBaTHoha 1a MHTepBaj (Zl;Zz]
npekpuje Herno3zHaTu napamerap 0, a (1—y) je BepoBaTHOha &a ce TO He
OCTBapH, Tj.

P{z,<0<27,}=y,
Plo (2.2 =1-7.

BepoBaTtHoha y ce 30Be Hugo noseperma, a UHTEpPBaJ (ZI,Z2],

UHmepeai noesepervda.

AKoO U3 HCTe TomyJaiyje Oupamo BHUIIE y30paka, oHja he mporeHar
y30paka Koju cajipyke mapamerap 0, OuTH jeqHak HUBOY ToBepema ¥ % .

[HocTtynak oapehnuBama HHTEpPBaJIa MOBEPEHA

OcHoBHU nIpobieM y oapehuBamy WHTEpBaAIA TIOBEpEHA je podIemM
oapehuBama, 0IHOCHO M300pa CTaTUCTHKA Z, U Z, 3a yHampen oapeheHu
HUBO MoBepema. PenraBahemo ra cnepehum moctymnkom.

1) Onpeauhemo Heky ¢yHkuujy yzopka X,,X,,..., X, unapamerpa 6,
penuMo QyHKIH]Y
g(X,.X,,..X,:0),
ca cienehum ocobnHama:

a) Odynkiyja g je neuHrcaHa 3a CBaKy BpPEeAHOCT €, HETIPEKUAHA je
¥ MOHOTOHO pacTyha, nim MOHOTOHO orajajyha.

0) Pacnoniena ¢yHkuuje e He 3aBUCH O] HETIO3HATOT MapameTpa & .

Hexka je meH 3akoH BepoBaTHOha (hyHKIH]a go(y).

2) 3a3agaHu HUBO MOBepewma ¥ oapeanheMo 1Be BpeIHOCTH g, U g,
TaKBe J1a je
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8.2. Humepsanu noseperna

3)

4)

82

[ol)y =7

81

OBe BpeIHOCTH Cy TakBe Ja j€ 3a CBaKy CIy4yajHy MPOMEHJbUBY Y,
KOja MMa 3aKOH BepoBaTHoOha go(y)., BepoBaTHoha ma ce Hahe y

WHTEpBaTY (gl, gz] jenHaka y, Tj. TakBe Cy Ja je
Plg <Y <g =y
PemaBamem HejeTHAaUMHA

g(X,,... X,;0)< g,

g X, X,;0)> g,

o mapametpy 0 mobuhe ce penieme
(XX, X,0g)<0< £,(X, X, X, 52,),
OJTHOCHO,
Z,<0<Z,.
Cnyuajuu norahaju
g <g(X.X,,...X,:0)<g,uZ <0<Z,,

cy norahaju ca jeqHAaKOM BEPOBATHONOM.

[TomTo cTaTCTHKA g Ma 3aKOH BepoBaTHOha 1at GyHKIHjoM
¢(y), ouna he BepoBatHoha morahaja

g < g(Xl,Xz,...,Xn;H)S g5,
OUTH jeHaKa HUBOY MOBEpema ¥ . 3aTo heMo u TBpAUTH J1a je
P{z,<0<2Z,}=y,
Ploe(Z,;2,)=1-7,

TaKoO I[a.je HUHTCpPBAJI IOBCPCH:A, Ca 3alaHUM HUBOOM ), UHTCPBAJI
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(Zl :fl(Xszv---’Xn;gl); Z, :fZ(XI’X2""’Xn;g2)]‘

OcHOBHO 3a onpehuBame MHTEpBaIa MOBEpPEHAa HA OBaj HAYWH je
onpehuBame QyHKIHje g, Y IPBOM KOPaKy M BEHOT 3aKOHA BepoBaTHOha.

Kog cratuctnukux mojnena pacnozena, pyHKuujy g oapehyjemo u3
JIOBOJbHUX CTaTHCTHKa (AaKO TakBe TIOCTOje), KopucTehum KpuTepujym
(hakTopuzanuje QyHKIH]je BEpOIOCTOJHOCTH.

3a oleHe MaKCHMaJHE BEpPOJOCTOJHOCTH, KOPHUCTUMO HHHXOBY
ACUMIITOTCKY pacmojeny, Tj. HopmanHy pacnoneny. bupamo oHy oreHy
Koja WMa HajMamwy Bapujancy. Ha Taj HaumH hemo, 3a 3agaHW HUBO
noBeperma, JohM 0 WHTEpBaJia TIOBEpEeHA Ca HAjMamkboOM JTY)KHHOM
WHTEpBaa.

Wnauve, nyxnHa MHTEpBaja MOBEpPEHa 3aBUCU O/l HUBOA IOBEpEHA.
Ca mnosehamem HuBOa moBepewma nosehahe ce 1yxWHa HHTEpBana
MOBEPEA, a TO j€ HenoxkeJbHO. OOpHYTO, ca CMakEHEM JIy>)KMHE UHTEepBaja
MOoBepema, cMambKhe ce 1 HUBO MOBEPEwa, a TO je Takolhe HemoxkesbHO. 3aTo
ce y Ipakcu yHampe]l oJpeau HUBO noBepema. Hajuemihe je To 95%-uu nnu
99%-Hu1 UHTEpBaJI OBEPEHA.

HHTepBaJI MmoBEpPECHa 32 OUEKUBaAHY BPEAHOCT

Heka je oueknBaHa BpeHOCT momyjanuje m Herno3Hara. [IpBo hemo
OJIpeIUTH MHTEpBaJ IOBEpema 3a OBaj MapameTap, y Clay4yajy Kaj
nonynanuja uma Hopmanny pacnoneny.

Hexa je X,,X,,..., X, y3opak u3 takBe nomyinauuje. Tana cpeauHa
y30pKa

] n
X=—2X,,
ni=1

nma Hopmainny pacrozeny ca napameTpuma

E(X) =m;
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8.2. Humepsanu nosepera

CraTucTuka

[Ipema Tome, 3a QyHKIH]jY g(X . ¢ n;H) MOXXEMO y3eTu Oamr
CTaTUCTUKY Z. MelyTuMm, cTaTUCTHKA Z 3aBUCH H O] BapHjaHCe MOIyJIalyje
o’ . 3aro hemo mocmaTpaTy ABa cilyyaja.

1) Hexa je BapujaHca momynauuje o~ mos3Hata. M3 3akoHa
BepoBaTHOha craTucTuKe Z, ojpeauheMO MHTEpBaja ca IPaHULIOM
(= z,:2, ) TaKo ma je

P{—ZO SYSZO}zj/,

Kopucrehun Tabmune 3a ¢ynkumjy Hopmanne pacnozerne,
oapeauhemo z, Tako 1a je

2¢(ZO )_1 =7
OJIHOCHO
oey) =27 (8.3)

VY cnenehem kopaky pemuheMo HejeTHAYMHE

x_m\/;SZO

o
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2)

250

x—m\/;Z_ZO

(o}

Taxo hemo noOuTH peniemne

_ O o<iis O
X—zy—=<m<X+z,——.
0 0
\n Nn
Moskemo, ca BepoBaTHOhom 7y TBpauTH na he ce peamu3oBaTH
norahaj

_ AR o)
X—zy,——=<m<X+z,—&—
0 0 s
\n \n
a ca BepoBatHohoMm (1 — y) na ce nehe peanuszoBartu.

3aro je HHTCpBAJI IOBCPCH:A 3a 71, UHTCPBAJ Ca I'paHHIlaMa

X =z X+ 2y —

—Zy > Zo——
Jn Jn

pu 4eMy je z, oapehena jeqnaunnom (8.3).

. . . 2
Hexka nam J€ BapHjaHCa 1IoIyJJanuje 6 HCIIO3HATA. Cajn He MOXKEMO

KOPUCTHTHU CTATHCTUKY Z, jep HeHe BPeIHOCTH 3aBHCE 07 G~ . Y
OBOM CJIy4ajy KOpUCTUNEMO CTaTUCTUKY

t= n—1,
s

koja uma CtyneHToBy pacnogeny ca (n—1) crenenn cmobone. [lpu

TOME CMO €a §° O3HAYUIIU BapHjaHCy y30pKa

N3 tabmune 3a CtyneHToBy pacnoneny, oapeaunhemo 6poj #, Tako
Ja je
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To he 6utn oHA BPETHOCT 32 KOjy je
28, (to)_l =7,
OJTHOCHO,

Snl(to):HT}/ (8.4)

PemaBamem HejeHaUMHA

3a KOja TBPJIMMO J1a je

P{)‘c—to > <m<Xx+i, > }:7.
n—1 n—1

WutepBan moBepewma 3a m, y OBOM CIyd4ajy, je HHTEpBal ca
TPaHUIIOM

_ s _ s

X—ty———; X+1t,——— |,
{ 0\/n—l Ox/n—l}
npu ueMy je t,oapeheHo jeqnaunHoM (8.4).

[ToTpeOHO je jom oApenuTH HHTEpBall MOBEPEHA 32 OYCKHUBAHY
BPEIHOCT m W y ClydajeBUMa Kaj Tomyiandja Hema Hopmamny
pacnoneny. Kopuctuhemo ce meHTpaTHOM TPAaHUYHOM TEOPEMOM K3
KOje Ce MOXE 3aKJbyUUTH J1a he ctaThucTuKa
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uMaTi npudbmmkao Hopmanny pacmnogeny. 3a TOBOJHHO BEJIHUKH
y30paK, MHTEPBAJI TIOBEepemha Ouhe HHTEpBall ca IPaHUCOM

s s
X—z,—F7/7——; X+z,—F7——
0 > 0 B
( Vn—1 An—1 }
npu uemy je z, oapeheno jennaunHoM (8.3).
3a 3aJaHM HHUBO TIOBEpECHA, JyXXKHMHA HMHTEpBajla IOBEpCHAa 3a
OUYEKHMBaHY BPEIHOCT M, OOPHYTO j& MPOIOPIHUOHAHA BEIMYMHH y30pKa.

3ato ce ca moBehameM y3opka Moke JohM 1O MHTEpBaja MOBEpema ca
KEJbCHOM Y KHHOM.

Ha npumep, xox Mepema BpenHoct obenexja X Ha y30pky ox 100
eyeMeHarta, 1o0rjeHa mpocedHa BpeTHoCT je Omia X = 58,65. Ako ce 3Ha Ja

je y3opak n3 momynamnuje ca BapujacoM o~ =144, | koje he 6utn rpaHnIe

95% wmHTepBalia MoBEpeHa 32 HETMO3HATY OUYEKHUBAHY BPEAHOCT?

Crarucruka

umahe cranmapauzoBany Hopmanny pacniomeny. M3 taGnuia 3a QyHKIHjy
Hopwmainne pacnionene go6uhemo na je

2¢5(zo ) —-1=0.95,
OJTHOCHO,
z, =1.96,
na TBpAuMO Ja he 6utu

P{~1.96<Z <1.96} =0.95.

Ha ocHoBy y30pKa, olielmeHe rpaHulle HHTepBalia oBepema he outu
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8.2. Humepsanu noseperna

G—

Jn

$+1.96-Z =61.00.

N

3a HEeKO JIPYro MCIUTUBAKE JOOWIM CMO Ja je CpeauHa y3opka x =24, a

x-1.96 56.30,

megova varijansa je s°=36. Msspmieno je 17 mepema. M3 Tabnuma 3a
¢ynkujy CTyeHTOBE pacmojiese, u3 yclioBa

P{-t,<t,;<t,} =0.95

nobuhe ce na je 7,=2.12. Ouemwene rpanuue 95% uHTepBaa NOBEpemHa 3a

OUYEKMBaHYy BpeaHOCT Ouhe

¥-2.12—2_=2082,
n—1

_ S

T +2.12 =27.18.
n—1

NuTepBaJ noBepema 3a BapujaHcy
ITocmatpahemo  y3opak X, X,,...,X, w3 nomyrnauuje ca

HopmanHoM pacrofenoM Koj Koje je BapujaHca G~ Hemos3Hata. Jla 6u
OJIpeIMJIM UHTEPBAJl TIOBEPEHH-A 3a BapUjaHCYy, KOPUCTUNEMO CTAaTUCTUKY

Koja uma Hi-kBanapar pacnogeny ca (n—1) crenenu cioboze.

[IpBo hemo oapenutu jeonocmpanu unmepsan noseperva. To 300r
TOra IITO HAac y Mpakch Hajuerthe WMHTepecyje ciy4aj Kaj je BapHujaHca
BEJIUKA.
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N3 Tabnuna 3a ¢pyHkuujy Hi-kBaapart pacnonene oapeauheMo 0poj
A, TAKo 11a je

P{Xi—[ >X0}=Y>

odnosno,

KH(xo) =1-v, (8.5)

3aTo MOXEMO TBPJIUTH Jia je Y BepoBaTHoha morahaja

ns
2 =X
G 0
OJIHOCHO, Jtorahaja
, _ns’
ol <

X().

[Tomto BapujaHca He MOke OUTH HEraTUBHA, OHAA j€

e 1| _
Pi0<oc” < =v,
Xo

TAKo /1A je je/IHOCTPaHN MHTEPBAJ TIOBEPEH-a 32 BAPUjAHCY G~ , HHTEPBAI ca

rpaHUuLIOM
I’ZS2
(0;—}
Xo

npu 4emy je y, oapeheHo jennaunHoM (8.5).

: 2
3a oznpehuBame ABOCTPAHOI MHTEpBaja MOBEpPEHA BapUjaHCE G
Kopuctuhemo, Takole, CTaTUCTUKY

u Hi-xBagpat pacnozeny. Onpeanhemo 1Ba 6poja x, U ¥, Tako jaa je
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P{Xz SXi—I SX2}=y,

OJIHOCHO, TaKoO J1a je

1=y
P{Xj—l <X1}: 5
I—y
P{Xi—l >X1}: 5
Kao 1To je mpukazaHo Ha Counu 8.1.
A
k()
I-y Iy
[ o e
> 2
X

Cnuxa 8.1. Hi-keadpam pacnodena.
Bpennoctu x, u 7, hemo oxpenutu n3 Qynkuuja Hi-kBagpaT pacnopene

TaKo J1a je

K, (1,)= = (8.6)
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nobuhemo HejeHauHHY

OJIHOCHO, Jtoralaj yuja BepoBaTHONA je jeJHaKa HUBOY 3HAYajHOCTH Y , 11a je

2 2
p{ﬂggz Sﬂ}:%
X X

a MHTepBaJl NIOBEPEHA j€ MHTEPBaJ ca IpaHuIlaMa

X2 ’ VA )

Ipu 4eMy ¢y ¥, ¥ ¥, oapehenu jennaunaama (8.6).

Ha npumep, 3a y3o0pak o » eixemMeHara, 98% uaTepBai nosepema ou
2 9

01O MHTEpBaJ MOBEpEHA
ns’  ns’
36.191°7.633 |

. . 2
AKko je BapujaHca y3opka s~ =36, OleHEHE TpaHMIIE TOI MHTepBaja Ou

ouie

2 2
ns

" 1989 u B —96.32.
X X

HuTepBaj noBepema KoepuuujeHTa Kopeaanuje

[TocmaTpahemo momynanmjy ca aBoauMeH3uoHaHOM HopmamHoMm
pacrmojieioM KoJ Koje je Hemo3HaT koedwuiujeHT kopenamuje p. la Ou
OJpeIWIN  WHTEpBAJ  TOBepema 3a o  KopuctuhemMo  y3opak
(X,,Y).(X,.Y,).....(X,.Y,) u koedummjent kopenaruje y3opka

n>>n
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Jlim—x)z L2003

nig nio

KOJU IPEJCTaB/ba OLEHY KOe(UIMjEeHTa KOpealyje y NOoIMyIaluju.
[To3naro je ma cratucTuka
1. 1+r

Z =—In ,
2 1-r

nMma npubimxHo HopmanHy pacnozeny ca mapameTpuma

CrangapauszaiujoM cTaTuctuke Z aobuheMo craTHUCTHKY Koja he
uMaTy NpubIKHO cTaHaapau3oBany Hopmanny pacnoneiry.

W3 pynkuuje HopmanHe pacnoaene oJpeaumMo z, Tako Ja je

1+

d)(zo) =7.

PemaBamem HejeHauMHA
l1+r I+p| vn-3
In —In . <2z,
1-r l-p 2
Nn-3
3

1+7r I+p n—
In —In : >-z,,
1-r I1-p

Jlobuhemo HejenHaUNHE
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eZz1 _] 6222—]
IIpH Yemy je
1. I+r z,

z,==In

2 I-r Jn-3

]1 I+7r z,
== + .
N L =3

NuTepBan noBepema (3a HUBO MOBEpema Y ) KoeduiMjeHTa Kopemamuje je

(6221 _] e222 _IJ
el 417’2 +1

Ha mpumep, 3a y3opak on 19 eiemeHata u ca Koe(HIIMjeHTOM
kopenanuje »=0.65, nobuhemo

HHTCpBAJI Ca rpaHUuIIOM

z,=0.2853,
z,=1.2653,

a BpegHocT z,=1.96, mro oarosapa 95% HuBOy noepema. OuewmeHH

MHTEPBaJI IOBEPEHa Ha OCHOBY OBOT y30pKa OM MMao rpaHulLIe
(0.2775;0.8524).
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8.3. 3AJIALIM

1) Ilokaxu na cy OOMYHM MOMEHTH Y30pKa HEMpPUCTpPacHE OICHE

2)

00MYHUX MOMEHATa MOoMyJialluje.

Onpenu HEMPUCTPACcHY OLIEHY BapujaHce y30pKa.

3) 3a omeHy BapujaHce momyJanuje ca HopmaiaHOM pacrnojenoM

X : N(0;0°) KOpuCTH CTaTUCTHKY

2_1” 2
S _n;Xi

[IpoBepu HENPUCTPAHOCT OBE OIICHE.

4)

5)

6)

Onpenun uHTEpBAJ MOBEPEHA 3a PA3IUKY JBE OUEKHMBAHE BPEAHOCTH
m, U m,, Ha OCHOBY JIBa HE3aBHCHA y30pKa obuma n, U n,.

[IpermocTaBiba ce aa 06e momynanuje umajy Hopmannay pacromgeny.
Cnydajao je uzabpaHo 25 paJHHKa U TIOCMATPaHU Cy HUXOBHU
TPOIIKOBH 3a MCXpaHy. JloOujeHu cy mpocedHu TpomkoBu of 2385

nuHapa, a BapujaHca je Owmna 309,06. Ogpenu 95% wunHTEpBan
MOBEpEHA IPOCEYHUX U3/1aTaKa paJHUKaA 3a XpaHy.

N3 momynammje ca HopmamHOM pacnonieniom y3er je y3opak ox 200
Mepewa U I00MjeHU Cy pe3yJITaTH

200 200
DX, =460, > X2 =115.

i=1 i=1

Haxkon onpehenor Bpemena y3et je HOBU y3opak o1 300 mepema u
TOOHjeHH Cy pe3ysTaTh

DX, =690, > X2 =1695
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7)

8)

9

3a KOJMMKO ce MNpOMEHmIa JayXuHa 95% wuHTepBaja IOBepema
HEMo3HaTe OYEKHBAHE BPEIHOCTH TOMyJalHje y MOoCMaTpaHOM
BPEMEHCKOM pa3fo0sby?

Hyxunna ekcepa uma HopmaniHy pacniogeny. Pesynratu mepemwma cy
cienehu

11.8 92 9.8 10.6 9.9 10.3 8.6 104

Onpenn 90% jemHOCTpaHW WHTEpBA TIOBEpEHA 3a BapHjaHCY
TyKHHE eKcepa.

Panun mnanupama MeceuHe Ha0aBKe, NpPOAABHHIIA j€ YTBpAWIA
NOTPaXIbY 32 JeIHUM MPOU3BOJIOM Y TOKY 25 pagHuX JaHa u Jo0uia
cienehe mogarke

[Totpaxwa || 5-7 | 7-9 | 9-11 | 11-13 | 13-15
bpoj nana 3 6 7 6 3

Onpenun 99% uHTEpBas MOBEpPEHA 3a MPOCEUHY JHEBHY MOTPOULIHY.
[lIta Mokere TpPEMIOKHTH O ToTpedama JHEBHE HabOaBKe
IoCMaTpaHor Mpou3Boja’?

N3 momymanuje ca HopmasiHOM pacmojenoM, Koj Koje je BapujaHca
jemHaka 225, Tpeba onabpaTu y30paKk BEJIMYHHE # U oapenuTH 99%
MHTEpBaJl IOBEPEHa 32 OUeKMBaHy BpeaHocT. Kosuku Tpeba y3etn
y30pak, a Jia Iy’KHHa WHTepBajia moBepema He Oyae Beha o 6.

10) Mepema crmocoOHOCTH, M3pa)KeHa KapaKTEpPUCTUKOM X, gana cy

260

cnenehe pesynrare

X, =07
i=1

15

> X1=273

i=1
Onpenu napamerap koju he n3paxkaBaTu pa3iMke y CIOCOOHOCTHMA,
a 3aruM oneHu rpanune 80% uWHTEpBaja TOBEpema 3a Taj
napamerap.
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11) Aytomarcka MalluHa obpahyje MOJTYTIPOU3BO/I. Kon
KapakTepucTuke X BapujaHca cBuX mpousBoja je 16. Kommuko tpeba
U3BpUINTH Mepewma Aa O0u ayxkuHa 95% HHTepBasia MoOBepema 3a
OUYEKHBaHY BPEJHOCT KapaKTepucThke X Ouna mawma o 2.6?7

12) Ha ocHoBy ciienehux momaraka

20
D X, =104,
i=1
20
D X2 =686,

i=l1
ozpelheH je nHTepBal MOBEpemAa 3a BapUjaHCy ca rpaHuliaMa
(0;10.5862) .

Konuku je HUBO moBepema TOT HHTepBaja?
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9. TECTUHPAIBE XUIIOTE3A

[Ipu wucnutuBamy OWIIO KakBUX TMOjaBa (JIPYIITBEHHX WIIU
MPUPOJHUX) KOPUCTHUMO ojpeheHo HCKYyCTBO uiu ojpeheHe norumuxe
3aKJbyuKe, Koje (OpMyIMIIEMO Yy BHUIY MPETIIOCTABKU O I[OCMATPaHOM
(eHomeHy. VICTUHUTOCT NPETHOCTaBKM WM XMIIOT€3a MpPOBEpaBaMoO Ha
OCHOBY Me€pema, WIM Ha OCHOBY pe3ylrara Mepewma Yy JeIHOM
,»€KCIIEPUMEHTY” KOJUM 00jallllbaBaMO NOCMAaTpaHy I0jaBy U JTOHOCUMO
3aKJby4YaK O UCTUHUTOCTH UJIM HEUCTUHUTOCTH XUIIOTE3A.

ITocTynak mpoBepe HCTUHUTOCTH XUIIOTe3a (03HauaBamo je ca H,) o

nocMatrpaHoM (eHoMeHy, TpeicTaBba THNHMYaH mpodiem Teopwuje
OJTyYMBama, a TO je mpoOiieM yTBphHUBama KpPUTEpUjyMa 3a JOHOIICHE
OIJIYKC O IIpUXBaTalky XHIIOTC3C HO Kao0 HCTHHUTEC, HJIIM O HBCHOM

onbanuBamy. AKO TakBY OJUIYKY JOHOCHMO Ha OCHOBY CTaTHCTUYKHUX
nojaraka, OHJa Taj IOCTYNAaK Ha3MBaMO CTATHCTHYKO TeCTHPame
xunore3a. HapaBHo, oBne hemo ce 06aBUTH caMO TakBOM TEOPHJOM, Tj.
TEOpUjOM YTBphUBama KpUTEpHjyMa JOHOIICHA OJIyKe Ha OCHOBY HM3a
U3MEpPEHUX pe3yJTaTa y jeAHOM EKCHEPUMEHTY, OJHOCHO Ha OCHOBY
CTaTUCTUYKHUX MOJIaTaKa.
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9.1. OIIITHU ITPOBJIEM TEOPUJE
CTATUCTHUYKOI TECTHUPAILA XUIIOTE3A

Jla OuM TpOBEpWSIM TPETIIOCTABKY O HPAGUIHOM  OONUKY
IIECTOCTPAaHE KOIIKEe, MOTPEeOHO je OaluTH KOIKY W PETUCTPOBATH
(bpekBeHIMje T0jaBJbMBaka TOjEIUHUX CTpaHa Komke. Ha ocCHOBY
pesynrata Mmepewa y n Oauama, xunoresy /H, (KoIka je NpaBUIHOT

0o0nuka) hemo npuxBaTUTH WK 0A0ALUTH.

Hoea memooda yuerwa Moxe OuTH 00Jba O HEKE NPyre METOJE.
N3mepuhemo pesynraTte ycmexa CTyAeHaTa KOjU KOPHUCTE HOBY METONy U
CTyJIeHaTa KOjU KOPHUCTE ApPYyry. 3aTuM heMo oApeauTH MpoceyaH yCIex
JeIHUX W JAPYTHX CTyJCHATa, Ila HAa OCHOBY pa3jIMKE y MPOCCYHOM YCIIEXY,
JIOHETH OJUTYKYy O TaYHOCTH (HOBa MeTojia je 60Jpa) WK O HETaYHOCTH H .

Ilpeonoscenu cucmem pacnooene 00OXOMKA UAU CHIUMYIAMUGCHA
Mmepa, ioBehahe MPOIYKTUBHOCT M KBAIHUTET npousBoja. [Ipumemyjyhu Taj
CUCTEM WJIM Mepy CTUMYJIalije y Buie GupMu, yrBpaunhemMo nmosehame win
CMamemhe NPOAYKTHBHOCTH, ToBehame WM cMameme KpamuTera. Ha
OCHOBY TMoOJaTaka MNpuxBaThuheMo WM OJ0AlUTH XUIOoTe3e O MoBehamy
MPOAYKTHBHOCTH | O MOBehamy KBaJUTETA, UT/I.

Jeonom peujy, xunomezy Hy hemo npuxeamumu unu oodauyumu
Ha ocnogy pezynmama meperwa. Cama xunomesza Hy oonocuhe ce na
nonynauyujy, pezyamamu meperwa he oOumu pesynmamu y3opka, a
nOCMYynaK 3a nposepy Xxunomese Ha 0CHOGY y30pKa, 36ahemo mecmuparse
Xunomese.

Tectupame xunorese npeacraBjba MOCTyNaK 32 OAJIyYHUBAKE 1A JIU
HoJially y y30pKy uay y npuior xunoresu H, win He. Iloctoje nBe kiace

tectoBa: ITAPAMETAPCKH H HEITAPAMETAPCKH TECTOBMU.
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Iapamemapcku mecmosu

Kon mapamerapckux TecToBa ce Hajyemhe XHWIIOT€3€ OJHOCH Ha
onpehene mapamerpe nomynanuje. [loctymak 3a TectupaHje 0a3upaH je Ha
HEKOj WJIM HEKMM IpeJIocTaBKamMa O pacrojenu momynandje. Ha ocHOBY
ocoOWHa pacrojesne TOIyJialyje JOHOCHMO 3aKJbydke O ocoOMHama
y30paka U3ByuYeHHX U3 TakBe nomysnamnuje. [lopehemem pesynrara y y30pKy
ca JIOHCTMM 3aJUbUYKOM, JOHOCHUMO OJJIYKYy O TpUXBaTakby WIH
on0anuBamy XUMOTe3e. TakBe XUIOTE3e Ce Ha3uBajy napamemapcke
Xunomese, a TIOCTyIIaK TeCTHpama TaKBUX XHUIIOTe3a CE 30BE
napamemapcku mecm.

Henapamemapcku mecmosu

Kox HemapameTapckux TeCcToBa ce 3aKJby4Il O OCOOMHAMa y30paka
noHoce 0e3 003upa Ha pacmojenny MoIyJanuje, a mopehemeM pesynrara y
Y30pKy M JOHETHX 3aKJbydaka, JOHOCHMO OJUTyKy O XHUIOTe3H. TakaB TecT
J€ Henapamemapcku mecm.

Ca gpyre crpaHe, XWIIOTE3a CE MOXKE OJHOCHUTH Ha CaMoO jeIHYy
Moryhy BpeZHOCT mapameTpa WJIM Ha camMo jeAHy TauHo onapeheny
pacnoaeny. TakBa Xxumore3a ce 30B€ MpocTa xumore3a. Ha mnpumep,
XHUIIOTE32 O TPABHIHO] KOLUKH je Hnpocma xunomesa (OJHOCH ce Ha
MPETHOCTaBKy Ja je BepoBaTHoha IM0jaBJbHMBama CBaKe CTpPaHE KOIIKE
jennaka m m3Hocu 1/6). Ca mpyre crtpaHe, Xurore3a jaa Opoj mo3mBa y
TeneoHcKoj neHTpanu uma [lyacoHoBy pacnojeny, mpencTaBiba c10MHceHy
xunomesy.

[IperriocTaBka Ja je TpocedaH ycmex CcTyneHata beorpauckor
YHUBEp3UTEeTa UCTU Kao U CKOIICKOI YHMBEp3WUTETa, MPEACTaBJba MPOCTY
XHUIOTe3y. AllM, IPETIOCTaBKa Jia je BeK Tpajama jeaHor ypehaja Behu ox 7,
IIPEJICTaBJba CIOKEHY XUIIOTE3Y.

Axo, Ha 6uUno Koju HauuH, 0OIYKY O NPUXEAMAarby uiu 000AyUBarLY
xunomese H, oonocumo na ocnogy cmamucmuukux nooamaxa, mozyhe cy

epewke 0éa muna. I'pewka npeoz muna je cpewika kao xunomesy H,
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o0bayumo, a oua je mauna. I pewtka opyz0z muna je epeuwika ako Xunome3sy
H , npuxeamumo, a ona Huje mauna.

I'maBHM MOCTymak NpH TECTHpamy XWIIOTe3e cacToju y cieaehem.
ITocmatpa ce neo ckyn moryhux BpenHoctu y y3opky. Heka je To ckyn R, .

(To cy, y cTBapm, Tauke y n-AMMEH3MOHATHOM IPOCTOPY, KOjU OAroBapa
y30pKy obuma n.) Ckyn R, mojenumo Ha JBa Jena:

e moxckyn C (kpuTuyHa 06JacT),

e moxackyn R, —C.

Omtyky o onbanuBamy FH, IOHOCHMO aKO pe3yiTaTH Yy30pKa

ynagaHy y oosnact C, Tj. y KpUTHUHY 00J1acT. AKO pe3yiTaTH y30pKa yrmajaHy
y apyry obnact R, —C, xunoresy H, He oxdailyjemo, Tj. IpUXBaTaMo Ja

Jje H, tayna.

Kao je xunomesa H, mauna, pesynmamu y y30pKy mo2y ynacmu y

kpumuuny oonacm C, unu ne ynacmu y my oonacm. Y npeom cayuajy mu
hemo oonemu nozpewne 3axkmwyuke. O3nauumo ca o eéeposamnohy oa ce
mo decu, mj.

a=P{X,, ... X, )e C/H,},

npu uemy cy (X 1o oo Xn) enemenmu y3opka. Hehemo, y oéom cnyuajy
nozpewiumu axko pesynmamu y3opka ynaowy y oodaacm R —C, a
eéeposamnoha maunocmu moez 3aKwyuKa je jeonaxka 1 — o , mj.

l-a=P{(X,, ... X, )e C/H,}.

Y o6om cnyuajy, nocpewan 3axmpyuax je cpewika npee epcme, a g
je mwena eeposamnoha u nazuea ce Hu6o 3HavajHocmu.

Ca npyre crpase, kaJ xunore3a [, HHUje TauHa, O3HAYMMO TO ca

Ho, pesynraTi y3opka mory outm y obmactu C. Tama hemo, Ha OCHOBY
OIIITEr KPUTEpUjyMa JIOHETH HCIIpaBaH 3akjbydak, (Tj. onxdbaumhemo H ).
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Axo pesynratu y3opka ynaaHy y obmact R, —C, nonehemo mnorpeman

3akJby4ak (jep hemo Tan npuxsarutu H ).

Beposamnohy 060z nozpewinoz 3akmpyuxka oznauumo ca . To he
oumu eeposamnoha
p=P{(X, .. X,)e C/H,)
a éeposamnoha maunoz 3axkwyuxa he oumu
1-p=P{X,, .. X,)e CH,}.
Beposamnoha [ npeocmaswa eeposammnohy zpewike opyze epcme, a

1 - p npeocmas.va moh mecma.

Panu mnpernemHoctu, mnpukazahemMo o0Baj TMOCTyMaK TeCTHpamba
xunoresa y ciaeachoj Tabenu.

3AK/bYYAK
AKO (xl,...,xn)eC AKoO (xl,...,xn)¢C
NCTHUHA , me H, NIpAXBaTaMo
NPUXBATAMO
H, Ta4yHa a l-a
H, HHje TaYyHa 1-4 p

Tabena 9.1. Tabena oonyuusarba

IIpr oBOM MOCTYIIKYy OJUTyuMBama, KpuTHuyHa obnact C yTude Ha
BepoBaTHOhE UCTMHUTOCTU JOHEUIEHUX 3aKJbydaka (OAJIyKa). AKO ce Memba
obmact C, memahe ce u BepoBaTHOhA Tperaka npee u apyre Bpcre. Lusb je
na ce, 3a yHanpen oapeheny BepoBaTHohy rpelke mpBOr Tuma, Tj. 3a
yHanpen oapeleHn HUBO 3Ha4ajHOCTH, n3abepe obmact C koja he moBectn
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70 HajMame Moryhe BpeaHOCTH Tpelike Apyror Tuna £, Tj. Aa ce uzabepe
oHa obnact C 3a kojy he moh tecra (1— £) 6utu HajBeha.

Pamu wiycTtpanuje oBor mocrtymnka, mnocMarpahemo mnpumep u3
KOHTpOJIE KBAJIUTETa y MHIYCTPUJCKOj Mpou3BoAmu. Ko Benukux cepuja,
NOTPeOHO je YTBPAWUTH MPOIEHAT JIOHMIMX KOMajaa y cepuju. AKO je Taj
npoieHat Manu (Mawu of 5% wunu 10%, perumo) Taga Ou 1elry cepujy
MPUXBATUIIM K0 100py. Y NpOTUBHOM OM LIy CEpU]y CMATpaH JOLUIOM.

MelhyTum, mpoleHaT mKapTra y cepuju HE 3HamoO jep HE MOXKEMO
U3BPILIUTH CTO MOCTO KOHTPOIY 1iesie cepuje. OHO MITO MOXKEMO YPaJIUTH TO
je la 3 cepuje m3abepeMo jelaH y30paK OJ # MPOU3BOJAA M Jia KOJ TOT
y30pKa yTBPIMMO TMpoleHaT MmKapTa. Ha OCHOBY mpolleHTa mIKapra y
Y30PKY OJUTydrnheMo J1a IeTy CepHjy MPUXBATUMO HIIH 00aIHMO.

[loctynak omiyduBama je ciuenehu: Ako NpoleHAT LIKapTa y
y30pKy Oyzie Mamwu 0J1 jeJHor Opoja ¢, cepujy hemo mpuxBaTUTH Kao J00py.
MehyTtum, y cepuje je Moryhe na mpouenar mkapra Oyne Behu on
JI03BOJBEHOT IpoleHTa. Mopamo aa oJIpeinMo BepoBaTHOhy MOrpeuIHOr
npujema joule cepuje. Ta ce BepoBaTHOha Ha3UBa pu3uUK Kynua.

Ca gpyre ctpane, ako y y30pKy Oyze mpoiieHaT mkaprta Behu on
Opoja ¢, cepujy hemo oxbamutu kao nomry. Umak, y cepuju je moryhe ma
MpoIeHaT IKapTa Oy/ie Mamu Of J03BOJHEHOT, Ta je MOTPEOHO OIPeITUTH
BepoBaTHOhy morpemntHor ojbdanuBama no0pe cepuje. Ta ce BepoBaTHOha
30B€ pusuk npouseéohaua. bpoj c yruue Ha o0a pusuka. Tpeba ra ogabpatu
TaKo Ja ce TOocTHrHe onpeheHo ,yjeqHayaBame” M CMamelke OBa JBa
pH3HKa.
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9.2. TAPAMETAPCKHU TECTOBH

Kan mocmarpamo obenexje X U BeroBy pacrofeny y MOmyJaluju,
Hajyemrhe HAC WHTEpECyje HEKH MapaMeTap HEeroBe pacmojerne (mpocedHa
BPEIHOCT, BapujaHca W ci.). OOMYHO pacrmojiaXeMo ca HEKHM
nH(pOopMaIjama 0 BPEAHOCTH TOT IapameTpa, a Te WHpOopMaIrje MOKEMO
HCKOPHUCTUTH 32 opMyucame oapel)eHnx MpeTrnocTaBku o mapamerpy. a
OM TpOBEepWSIM TE€ TMPETIIOCTaBKe, W3 ToIynanuje hemo y3eTw y3o0pak
BEJIMYMHE 7 W HAa OCHOBY BPEIHOCTH Y Y30PKY JOHETH 3aKJby4aK O
TAYHOCTH WJIM HETAYHOCTH MPETIIOCTABKE.

O3naunmMo ca @ Hemo3aHaTH TMapamMeTap IMOMyJanuje, a ca
X,,X,,...,X, enemeHTe y3opka U3 nocmarpase nomysnamuje. Hajnpoctuju

ciyyaj Ou OMO Kaja 3HaAMO Ja mapamerap ¢ MOKe HMaTH caMo JIBE
BpeHOCTH, peuumo 6, u 6, (490 < (91). Tanma xumnore3e GopMyIHIIIEMO Ha

cienehu Haunu:

e Hyura xunoresa H,(0=6,);

e AntepuaruBHa xumotesa H,(0=6,).

VY oBOM citydajy, 00e XUIoTe3e Cy MpocTe XUIOTE3e.

[TocTynak mpu oaly4HBamy, OHOCHO TPH TeCTUpamy Xumnorese H,
cacToju ce u3 cleaehnx Kopaka:

1. Onmpenu ce cratuctuka 7= f (X . & ), neduHNCaHa Ha y30pKY,

Tako Jia je HhEHa pacrojena ,,KOHIIEHTpHUcaHa OKO BPEIHOCTH 0,

Kaj je xunore3a H , tauna. MictoBpemeno 6u Tpebasia OuTH TakBa aa

je meHa pacmojena ,,KOHIIEHTpHCaHa OKO BPEIHOCTH 6, kaj je

xunore3a H, tauna (Ciuka 9.1).
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2@ (:0)

(p(‘t;@n) (P(c;el)

4 1
0, z, 0, n T

Cnuka 9.1. Pacnooene cmamucmuxke ko0 xunomesza H, u H, .

Osmaunmo ca ¢(r;60), 3akon BepoBaTHOha cratuctuke 7. To he

outu QyHkuuja koja he 3aBHUCUTH 01 BPETHOCTH CTATHCTUKE T U OJ1
HEMOo3HATOT mapamerpa 6.

Moryhe BpeIHOCTH CTaTHCTHKE 7 IOJEIUTH Ha JiBa Jieia nu300pom
Opoja z, (KpUTUYHA BpeHOCT), Koju he Outu usmehy 6, u 6,.

Kpurnuny BpenHOCT z, OApEeIUTH TAako Aa je BepoBaTHoha norahaja
7 < z,, IOJ YCIOBOM Ja je 6 =0@,, jeaHaka mpary 3Ha4ajHOCTU « .

([eo noBpunHe UCIOA KPUBE (p(f,@o) Ha Ciunum 9.1).

Ca cinuke ce Buau ga hemo ca uzbopom Opoja z,, OAPEAUTH

BepoBaTHOhy rpeiaka npse u apyre Bpcre. OUUTO, aKO CMAamBUMO
rpemky npee Bpcre (moBehamem z,) nosehahemo rpemky apyre

BpcTe, U 00pHyTO. 3aTo Opoj z, oapehyjemo Tako na o Oyne
yHanpena oapehenu 6poj. Ilpu Tome je BepoBaTHOha rpemike apyre
BpCcTe [ jeaHaKa MOBPILIWHU HCIIOJ KpUBE (p(r,é’l ), Ha Ciunm 9.1.

OmtyKy o mpHXBaTamy WIN of0alMBamy XuIorese [, TOHETH Ha
cienehu HauuH: Kajg u3 y3opka X,,X,,..., X, BpeJHOCT CTaTUCTUKE
7 Oyne Mama oI z,, XUIOTe3y H, TPUXBaTUTH, Y NPOTHBHOM

xunoresy H, opbauuty, Tj.
v akoje 7 = f(xl,xz,...,xn)< z,, H, ycBajamo;

v akoje 7= f(x,,x,,..,x,) > z,, H, He ycBajamo.
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Y oBoM cnyuajy, O]l CBUX CTaTHCTMKa 7 Tpeba u3abpaTu OHY
CTaTHCTHKY Koja he mmaru ,,Hajo0/by KOHLUEHTPUCAHOCT OKO 6, H

6,. Ilpu Tome mon ,HajOOJLOM KOHIEHTpUCaHOIINY” Tpebda
noJipa3yMeBaru cienehe:
v/ OuYeKMBaHa BPEAHOCT CTATHUCTHKE 7 j€ OKO BPEIHOCTH 0,
(unu jennaka 6, ) kan je xunote3a H, TayHa, a y IPOTUBHOM
je oko 6, (wmu jenHaka 6,);
v’ 0] CBUX CTAaTHCTHKA KOj€ MCIyFhaBajy IPBH yCIOB, H3a0paTH
OHY 4Hja je BapHjaHCa HajMamba.

Ilpumep. Y CckIaIMIITy Cce€ Hajga3ze JeXKajeBU ca MPOCCYHUM
nosiynpedHukoM Smm unu 10mm. 3Ha ce aa nonynpedHuk uma Hopmanny

pacrozieTy ca BapHjaHCOM jeHaKoM o~ = 4. Paam yTBphHuBama mpocedHor
MOJYTIPEYHNKA CBUX JIe)KajeBa, y3uMma ce y3opak o 16 nexajeBa U mMepH
HUXOB MOJTyTIPEYHUK.
a) Oppenu KpUTUYHY BPEIHOCT Zz, 3a HUBO 3HauajHoctu 0.05 n
0.01.

0) Komuka je BepoBaTHOha rpemke apyre Bpcre?

B) Ako y3opak nosehamo Ha 64 nexaja, koauke he OuTH rpemnike
IIpBE U ApyTe BpcTe?

Pewermwe. Osnaunmo ca X,,X,,..,X, BpPEOHOCTH IOJIyIPEYHHKA

kon 16 nexajeBa y y3opky. IlpoceyHa BpeaHOCT y y30pKy X wumahe
Hopmanny pacriogeny ca CpeuHOM 71 ¥ BAPHjaHCOM.

=1.

2
Var()_c ) =7
n

a) Xwumnorese cy ciezache:

Hy(m=5); H (m=10).
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CpenuHa y30pKa IMa OYCKUBAHE BPESTHOCTH:

E(x)=5 ako je H, Tauna;

E(X)=10 axo je H, Tauna.
VY o6a cnydaja je Bapujanca 1. 3a KpuTUUHY BpeAHOCT uzadpahemo
z, TaKo Ja je

P{x > z)|m=>5}=0.05(0.01),

Tj. Tako Ja BepoBaTHoha, na craTucTuka X Oyne Beha ox z, ( mon
ycinoBoM 1a je H |, tauno), uma BpegHoct 0,05 (0,01). Kopucrehu

¢byukumjy Hopmanne pacniozene, onpeauhemo z, Tako aa je

1—¢(Z°1_5J=0.05 (0.01),

OJIHOCHO, TaKoO J1a je
#(z,—5)=0.95(0.99)
omakue je z, =6.65(7.58).

Kao Tect craTHCTHKY, MOIJIM CMO Yy3€TH OWIO KOjy JIHHEapHYy
byHKIHjy y30pKa
l=a,X,+a,X,+..+a,, X ;.

Axoje a, +a, +...+a,, =1, ouekuBane BpeaHoctH / cy cienehe:
E(l)=5 xan je H, Tauso,
E(1)=10 xan je H, Tauso.

Bapwujanca oBe dyHKIHjE je

Var(l) = csz(a,2 +a; +...+a126)
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Moske ce mokaszatu ga he oBa BapujaHca UMaTH HajMamby BPEIHOCT
ako je

1

16°
Tj. Kax je [ cpenuHa y30pKa. 3aTo CMO M y3€JIH CPeIUHY y30pKa Kao
Haj00Jby CTAaTUCTHKY.

a,=a,=.=a, =

0) BepoarHoha rpemnike Apyre BpcTe jeIHaKa je
p =Pz <z| m=10}
N3 pynkuje Hopmanuae pacnonene, noouhe ce aa je

B= ¢(@j =0.0004

B) Kan ce moseha y3opak Ha 64 nexaja, craTucTika X he umaru
Hopmanny pacniogery ca BapujaHCOM

o’ 1

Var(x) = — = —
ar(x) =15
na Cy Ipellke IpBe U IpyTre BpCTe, 3a z, = 6.65 jeanake, 0.00004 u
0.000003.

W3 osor npuMepa €€ MOXKC 3aKJbYYUTH [1a he ce ca moehameMm
Y30pKa CMambUTHU BepOBaTHOhC rpeuiaka 1 nmpBe U APpyre BpCTeE.

VY mpakcu ce peTKko MojaBJbyjy OBakBU ciyd4ajeBu. Hajuemrhe ce
rmocMaTpa Ciiy4aj KaJi je HyJTa XMIoTe3a MPoCcTa XUIoTe3a, a alTepHATHBHA
XHITOTE32 j& CIOXKCHA XHUITOTEe3a.

IToctymak 3a Tectupame xumnorese [/,, Kaj je alTepHaTHBHA

XHIIOTE3a CIIOKEHA, aHaJIOTaH j€ MPETXOTHOM IOCTYIKY, C THM IITO CE y
IIPBOM KOpaky u3aldepe CTaTUCTHKAa 7, YUjU jJ€ 3aKOH BepoBaTHoha
dbyHkIHja go(r, 49), na Jajbe 3aKJbyuyje Kao U y IPETXOAHOM CITyuajy.
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Wnak, yemhe hemo OuTH y HpWIMIM 2 OAPEIUMO CTATUCTHKY
o0mKa

= f(X,,...X,;0),

Yuje BPEIHOCTH 3aBuce o1 ¢, a 3akoH BepoBaTHOoha he OutTm QyHKIHM]a
go(y) koja Hehe 3aBuCUTH o1 Mapamerpa 6.
3a xumnoresy H0(9:t90) onpeanheMo, W3 3akOoHa BepoBaTHOha

(p(y), KpuTHuHy obsiact C Kao UHTEpBaJ, TaKaB J1a je
P{YeC}=a,

a Ha OCHOBY OYCKMBaHMX BPETHOCTH CTATHCTUKE 7, Kaj je xumoresa H
TayHa W Kaj xunore3a H, Huje TauHa. JlaJbu MOCTyNaK y 3aK/byuuBamy je

WCTH Ka0 M Y TIPETXOAHOM CITy4ajy.

OBne Hehemo pa3MaTpaTH OIIITHJU CITydYaj KaJ je HyJITa XUIOTe3a
cnoxxeHa xmrore3a. [locMaTpahemo MOCTyNKe 3a TecTHpame XHIIOTE3e O
OHHMM TIapaMeTpHMa KOju ce Hajuyemrhe KOPUCTE, Ta Kpo3 HUX 00jaCHUTH H
HEKE eJIEMEHTE OINIITE TEOPHje TECTHPamkha XUITOTEe3a.

Xunoresa o OquI/IBaHOj BPEAHOCTH

IIppo hemo mnocmarpartu ciydaj kan je ysopak X, X,,.,X,

n3abpan u3 nomynamuje ca Hopmannom pacmogenom. Heka je ouekuBaHa
BPEHOCT 7 HEMO3aHTa M KEIUMO Ja HCIHUTaMO XWIIOTe3y Ja m HuMa
oapeheny BpenHocT, peuuMo m,, . Hynrta xunoresa he 6uru

Ho(m:mo)

Jla 6u tectupanu xunoresy H,, kopucTuheMo CTaTUCTUKY

M=

X,
1

_ 1
X=—
n

3a K0jy 3Hamo jJa uma Hopmainy pacroneny ca napameTpuma
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E(x)
Var(x)

m
2
o
n
3akoH BepoBaTHOha OBE CTATHCTUKE 3aBHCHU O] BapHjaHCE MOMYyJAlje G~
3aT0 heMo IPeTHOCTaBUTH [a HaM je BapujaHca G~ IO3HATA.
VY TOM city4ajy, CTaTUCTHKA

)?—m\/;

o

UMa cTaHgapau3oBany Hopmanmny pacmonery N(O;l). OBa craTHCTHKA

MOXeE y3eTH OWIO KOjy BPEIHOCT W3 HHTEpBaia (— oo;oo), ca 3aKOHOM
BepoBaTHoha

AKOje xunomesa HO mavyna, cmamucmuka

S L

o

uma cmanoapousoeéany Hopmanny pacnooeny, a ako H, nuje mauna, oéa
cmamucmuka he umamu Hopmanuy pacnoodeny ca napamempuma

E(r)="—"0\n
Var(r) SN

O3HauuMoO OYCKHBaHy BpPCAHOCT CTaTUCTUKE 7T , KaJ] HO HI/Ije Ta4dyHa,

ca

gom=m
O
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3aKkoH BepoBaTHONha craTUCTHKE 7 KaX je H, TauHa, usrienahe xao

kpuBa (a) Ha Ciunm 9.2.

A
o(:m)

p

! » T
“Zy Z, Z; 2y

Cnuxa 9.2. Pacnooena cmamucmuke 7 .

3a oapehuBame kputuuHe oOmactu C paznukoBahemo crienehe
CllydajeBe Be3aHe 3a alITCPHATUBHY XHUIIOTE3Y.

a) Hexka je antepHaTuBHa XHUIIoTe3a

Hl(m >m0).

Tana hemo ogpeanT BpeAHOCT z, Tako Ja, ca BEpoBaTHOhOM « ,
TBpAMMO a2 he cratucTuka T y3eTu BpeaHocT Behy ox z,, mox

ycioBoM z1a je H, tauna. To he 61Uty oHa BpeAHOCT z, 3a KOJy je
P{T>zl/m:m0}=a,

OJIHOCHO OHa BPEIHOCT 3a KOjy je
#(z,)=1-a. (9.1)

Kopucrehn tabmuue ¢ynkumje Hopmanne pacnoaene oapeanhmo
Z,, @ OCTYMAK 3a OJIy4nBame je cieaehu:

v akoje 7 <z, H, hemo ycBojuru;

v’ akoje 7 > z,, H, HeheMoO yCBOjUTH.
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[Ipu ToMe je BepoBaTHOhA Ipelke apyre BPCTe j1aTa ca

B=Plr<z /m>m,}=Plr—d<z —d/m>m,}
:¢(Zl _d):¢(zl _M\/;}
oy

Kao mro ce Buam u3 oBor u3pasza, [ je QyHKUUja BPEAHOCTH M, U
TO MOHOTOHO omnafnajyhe ¢pynknuje. Bumu Cnuky 9.2.

Moh mecma je hyHkmja
1=p=1-¢(z,-d)
MOHOTOHO pactyha 3a m >m,. MuHUManHy BpegHOCT, MOh Tecta

uMa 3a m = m,, 1 Ta je BpenrHocT « . To je kpuBa (a) Ha Caunu 9.3.

A

Cnuxa 9.3. Moh mecma.

0) Heka je anTepHaTuBHa XUIIOTE3a

Hl(m<m0)

Taga hemo oxppenutu BpegHOCT z, Tako Ja 3a 3aJaTH HHUBO
3HAYajHOCTU « Oyne

P{r < —zz| m= mo}z a,
OJIHOCHO, TaKoO Ja je

#z,)=1-a 9.2)



9.2. llapamemapcku mecmogu

OmyKy TOHOCHMO Ha clie/iehy HauuH:
v akoje 7 <-z,, H, onbaiyjemo;
v’ akoje 7 >—z,, H, He oxbaiyjemo.

Moh tecra he 6utu gara pyHKIIjOM

l—ﬂ:1—¢(22 _d)

KOja TpelcTaB/ba MOHOTOHO omanajyhy GyHKIHjy ca MUHUMAITHOM

BpenHomthy jennakom « . (Ha Cammm 9.3. xpusa (b)).
Ha xpajy, Heka je anTepHaTHBHA XUIIOTE3a

Hl(m;tmo).

3a HUBO 3HAuYajHOCTH a, u3abpahemMo BpPeIHOCT z, TAako JAa je «

BCpOBaTHOha Ja CTaTUCTHUKa

T:x_mox/;

o

Oyze 1o arncoiyTHOj BpeaHoctH, Beha ox z,, Tj. Tako 1a je
Ple|> z | m=m,}=a,
OJIHOCHO, TaKoO J1a je

(94

¢(Zo):1__

OmtyKy TOHOCHMO Ha clie/iehy HauuH:

(9.3)

v aKo je |r| > z,, H, ogbaiyjeMo ca HUBOOM 3HAa4ajHOCTH 4;

v’ axo je |z'| <z,, H, e ogbaryjemo.
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Moh Tecra je GpyHKIHja
l—,le—P{Jr|<zo/m¢mo}:
=2-¢(zy—d)-¢lz, +d)
KOja MMa MUHHMAJHY BPEIHOCT 3a m =m,, a Ta BPETHOCT je
jennaka « . (Kpusa (¢) Ha Couru 9.3.)

Jlo cama cMO THpPETIIOCTaBMIM Ja HaM je€ BapujaHca MOIMyJaluje
nmo3Hata. AKO HaM BapHjaHca HHUje Mo3HaTa (ITo je Hajyemhu ciydaj) He
MOXXEMO KOPUCTUTH NPETXOAHH TECT. Y OBOM CIyyajy KOPCTHMO T3B.
CrynenToB f-tecT. Y cTBapu, ako mnomynaudja uma Hopmanny pacnozeny,
HYJITa XUIIOTE3a

Ho(m:mo)

j€ clloKeHa XMWIIOTe3a, jep Ce OJHOCH M Ha CBaKy BPEIHOCT BapHjaHCe
nonynauvje. Taunuje, TO je XUIMOTE3a

Ho(m=m0,0'2 >O)

3a TecTUpame XUNoTese /1, KOPUCTUMO CTATUCTUKY

t, :x_m«/n—l

N

3a k0jy 3Hamo ja uma CTyAeHTOBY #-pacmionieny ca (n-1) creneHu ciobdoe.
Axo je xunoresa [, TauHa, CTAaTUCTHUKA
T=—An-1 (9.4)
uma, Takohe, CTyIneHTOBY pacrojieny. Y TOM ciyd4ajy, 3a 3aJaTH HHUBO
3Ha4ajHOCTH « , u3 (pyHKIMje CTyJeHTOBE pacrojiesie, MOKEMO OJPEIUTH

KpuTn4Hy o0nact. M360p obnmactu 3aBucuhe on antepHaTtuBHE Xumnorese. U
oBze hemo nocmarpatu Tpu MoryhHocTu:
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ASn(O
a o
—— P —
o/2 )
Pt e ——
— R t
'to 'tz t1 to

Cnuxa 9.4. H360p kpumuune oonacmu 3a CmyoeHmos t-mecm.

AJNTepHaTHBHA XUIIOTE3a je&

H,(m>m0)

AKO je TayHa aJTepHATUBHA XWIIOTE3a, CTaTUCTUKA 7 he uMartu
OYEKMBaHY BPEIHOCT MO3UTUBHY (3aBUcuhe ox pasnuke m—m,),

jep ce CTaTHCTUKA MOKE HAIMCATH y 00Ky

\/m+(m—m0) n—I-i

N

X —m

T=

[TpBu unan oBor m3paza uma CTyIEHTOBY pacrojieny, 1a je Hmerona
OUEKHMBaHa BPETHOCT jemHaka HyJu. [lomrTo je s HeHeratuBHa
CTaTHCTUKA, OHJIA j€ OYCKHBAaHA BPEIHOCT

o

3ato hemo oxpenuru 6poj ¢, u3 ¢pynkuuje CTyneHTOBE pacnojeine
TaKo J1a je

P{tn—l >l‘1}=06,

OJHOCHO, TaKO aaje

S,(6)=1-a 9.5)
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6)

280

Onnyky o mpuxBaTamy WIM 010aluBamy Xumnorese H, TOHOCUMO

Ha cienehy HauuH:
v akoje 7 >1t,, H, onbaryjemo;
v akoje 7 <t,, H, He oabaiyjemo,
pu yeMy je 7 ojapeheHo u3 y3opka Ha ocHOBY obOpacta (9.4)

AnTepHaTHBHA XUIIOTE3a je&

Hl(m<m0)

Kan je anrepHarmBHa XuWIOTe3a TayHa, CTAaTHCTHKA he wuMmaTH
HETaTHBHY OdekuBaHy BpenHocT. M3 CtynenroBe pacmogene Oupa
ce 7, Tako Jia je

Pl <-t}=a,
OAHOCHO, TaKO I[aje

S,(6)=1-a 9.6)
a OJUTYKY JIOHOCHMO Ha cienehu HauuH:

v’ ako je 7 < —t,, xunoresy H, oxbdairyjemo;
v’ ako je 7 > —t,, xunoresy H, He ogbairyjemo.

HapaBno, cratuctuka 7 je oapehena u3 ys3opka, mpeko obOpacla
(9.4).

AJNTepHaTHBHA XUIIOTE3A je&

Hl(m;tmo)

Kan je tauna xunoresa /,, ouekuBaHa BPEAHOCT CTATUCTUKE 7 j€
VI HEraTUBHA WJIM MTO3UTHBHA, (3aBHCHO O pa3iMKe m — m, ). 3aT0
hemo oBme oapeauTH BpemHOCT f, U3 Tabmuua (QyHKLUjE

CryneHToBe pacrojiene, Tako J1a je



9.2. [lapamemapcku mecmosu

i

tn_1‘>to}=oc,

Tj. TaKo Ja je

Sn—l(t0)=1_%

OmtyKy o mpuUxBaTamy WIH OA0aMBaKky HYJITE XUIIOTE3€ JOHOCUMO
Ha cnenchu HayuH:

v’ axo je [r|>1,, H, onbauyjemo;
v’ aKo je |r| <t,, H, He ombaiyjemo.

Bpennoct cratuctuke 7 oapelyjemMo u3 y30pka, Ha OCHOBY oOpacia
(9.4), a xunoresy H, oxbairyjeMo Ha HUBOY 3Ha4ajHOCTH 0.

Ha kpajy, mocmarpajMo y3opak W3 OWJIO KakBe pacrojiene ca
HEMO3HATOM OYEKHBAHOM BpenHOIhy U BapHjaHCOM & .

AKo je y30opax 0080/bHO 6eNUKU OHOA CIMAMUCTNUKA

xX—m
\n
o
uma npubauxcno Hopmanny pacnodeny. 3amo Mmodcemo Kopucmumu

cmamucmuky

L X=m g
o

Koja uma cmauoapouzosany Hopmanwy pacnoodeny noo ycioeom oa je
xunomesa H, mauna.

I/I360p KpUTUYHC BPCAHOCTHM W  IIOCTYyIIAaK OJIydHBamba O

IpUXBaTamby WIN oA0alMBamy HyJITe xumorese H (m = mo), HOTIYHO je

aHaJIOTaH MOCTYIIKY TeCTUpama OBE XUIIOTe3e Kaj je y3opak u3 HopmamHe
pacmiozene, kopucrtehu Tect cranaapanzoBaie Hopmaiue pacronerne.

Y cnyuajy 0a nam je sapujanca nonynayuje Henoznama, KOpucmumo
CMamucmuxy
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=

Koja uma npubaudxcno Hopmanny pacnooeny.

Ilpumep 1. 3Ha ce na je Ay’KUHa eKcepa y BEIHMKO] CEpUjU ClIydyajHa
npoMeHspuBa ca HopmanHoM pacnonienom u crangapaHoM jesujanujom 0.7
mm. [Iponucana npoceuna nyxxuna y cepuju je 80 mm. Ha ciyyajan HauuH
je u3zabpano 10 ekcepa 1 U3MepeHe Cy BUXOBE Ty KHHE:

8081 82 81 81 82 8082 81 81.

a) Jla mm ce ca HuBoom 3HayajHocTH (.05, MOXe 3aKJBYUYHTH JAa je Y
Cepyju pOCceYHa Ay KHUHA eKcepa Ouia jeHaka mpormucanoj?

06) Onpenn ¢yHkuujy mohu Tecta u Hahu WEHY BPEAHOCT y Cllydajy
KaJl je MpoceyHa BPEJHOCT AyKMHE IOopacia 3a JBe CTaHJapJHe
JieBUjalInje.

Peweme. IlpernoctaBiba ce Ja je TPONHCaHA W pealli30BaHa
MpocevHa AyKuHa jenHaka. [loTpeOHO je mpOBEpUTH XHUITOTE3Y

H,(m =80),
a aJITepHATUBHA XUIoTe3a Ou Omina
H,(m = 80),
TJZie je ca m 03HAaYeHa MPOCeYHa JTyKHHA eKcepa y CEpHju.

a) Ha ocHOBY m3MepeHHMX BpPEJHOCTH y Y30pKy Ao0uheMo ouewmeHy
IIPOCEUHY AYKUHY €Kcepa.

1 n
x=— » =8I.1.
X » ; 8

Tpeba na mpoBepumo na iu je paznuka 81.1 u 80 3HauajHa, Tj. 1a JU
ce Ta pa3jMKa MOXe 00jaCHUTH Kao MOCeIuIa CIy4ajHOCTH Y30pKa,
WIM je Ta pa3liuKa MOocJeauila OJCTyIama IMPOCCYHE IYXKHHE Yy
CEpHjH OJ] IPOIMCaHe Ay>KUHE.
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Craructuka X uMa Hopmanny pacnogeny. Ako je xumoresa H,

TayHa, OHJA je

E(x)=80,
Var(X)=4.9.
AXoO je TauHa aJTepHATUBHA XHMIIOTE3a, OH/A j&
E(X)=m =80,
Var ()_c) =49.
W3 tabnuna ¢ynkuuje Hopmanne pacnozene oapeanhemo z, Tako
na je
Plz|> z,|=a,
Tj. TaKo Ja je
é(z,) =1—% =0.975

Bpennocr je z, =1,65.

Axo je H, TauHO, CTaTUCTUKA

T::x——n%'J;

o

uMa cra”napau3oBany Hopmanny pacnoneny, na je

P{ >ZO}=0{,

> 1.65} =0.05.

x——n%‘J;

(o3

OJHOCHO,

x—80 Jio
10
0.7
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N3 y3opka ce qo0uja BpeJHOCT CTaTUCTHKE
= %\/ﬁ -4.8

[Tomrro je 4.8 > 1.65, 3akipyuyjeMo J1a xunoresa /, HUje TayHa.

0) Axo Huje TayHa xumnoresa H , OH/la CTaTUCTHKA

T:X—H’IO\/;

o

nma Hopmainny pacnojgeny ca napameTpuma
E(Z’): m—m, \/;: m—80m,
o 0.7

Var(r) =1.

V tom ciyuajy hemo H, mpuxBaTHUTH, aKo je
o] < z,,
7| <1.65.
Hamr 3akspydak je morpeiiaH, a BepoBatHoha Te rpemike je

ﬁ=Pﬂr

<zo/m¢m0}.

Moh Tecra je pyHKIHja
1= =1-Pld <z, /m=80},
OJHOCHO,
1-f=2-¢(1.65-d)-¢(1.65+d),

IIpU Yemy je
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d=m_80-\/ﬁ.
0.7

Kan je m=m,+20 =81.4, moh Tecra he umaru BpeHOCT
1-B=2-¢(1.65-2410)-$(1.65+2410) =0...

Ilpumep 2. CrangapaHa TeXHUHa jeHOT Jeka je 1,2g no jeAMHUILIN.
300r ayromaTcke MPOM3BOAKE MOIJIO je AOhM 10 CMamema y TEXKHUHH.
[TpoBepu Ty MOryhHOCT Ha OCHOBY M3MEPEHUX BPETHOCTH:

1.191.201.191.23 1.18 1.21 1.27 1.17 1.15 1.14.

Pewere. IlperniocraBuhemo 1a je TexXHHA Cly4yajHa IPOMEHJbUBA ca
Hopwmannom pacnioznenom. [TorpeOHO je mpoBEpUTH MPETIIOCTABKY

H, (m = 1.2) ,
a CyNnpoTHA MPETIOCTaBKa je
H, (m < 1.2).

KOpI/ICTI/IhCMO CTy,Z[CHTOB f-TecTt u nocMaTrpaTu CTaTUCTUKY

X—m
n—1.

S

KaI[ je xunore3a H o TadHa, OHJa OBa CTAaTUCTHKA MMa CTy,E[CHTOBy

pacnozeny ca 9 creneHu cioboze. AKO je TauHa CYIpOTHA XMIIOTE3a,
OUYEKMBaHA BPEIHOCT OBE CTaTUCTUKE he OMTH HeraTHBHA jep je pa3iiuka

m — m, HeraTUBHA.
3ato hemo oapenuTH KPUTUYHY BPEIHOCT f, TAaKoO J1a je
Plt, <—t,}=a,

OJIHOCHO, TaKO J1a je
Sy (tz ) =l-a
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Cﬁnannuvnuxa:%zuﬁoﬂnubepe

3a a=0.05, xputnuna BpenHoct je #, =1.83. M3 y3opka hemo

OJIPEIIUTH CPEANHY
%=1 D> X, =1.193
n
U BapHjaHCy y30pKa
1
s' ==Y (X,~%) =0.001.
n

[Tocmarpana cratuctuka he UMaTu BpeIHOCT

r=2"" [n-1=-0.64.

O

[Tomro je -0.64>-1.83, memamo pasznora na ox0aIIMO XHIIOTE3y
H,. MoxeMo 3aKJby4nTH Ja HHje TOIUIO IO CMambemha MPOCEUHE TeKHUHE

JICKA.

Ilpumep 3. Ilpoceunum wu3manm 3a XpaHy Yy Oeorpajackum
nomahunctBuma 6unu cy 10.000 qunapa. Jla 6u npoBepwiIv Ja Jiu je TOIII0
JI0 TIPOMEHE y MPOCCUYHUM H3JaluMa JoMahMHCTBA, Ha ClyYajaH HA4YMH j¢
onabpano 50 nomahuncraBa. J{obujenu cy cienaehu momamu:

W3naim 3a xpay -8 | 89 | 9-10 | 10-11 | 11-12 | 12-
(y xuspagama)
bpoj nomahuncrasa 1 5 9 18 12 5

a) M3Bpuu ananusy g00MjeHUX MoJaTaKa.

6) Kojy Bpeanoct he umatu CTyIeHTOBA /-CTATUCTHKA, aKO KOPUCTUMO
MI0/IATKE U3pakKeHe y JuHapuma?

Peweme. Onpenuhemo mpoceyny BpeIHOCT U3aaTaka qromahnHcTaBa
y y3opky. To he butu

X = %(7.5~1+8.5-5 +...+12.5~5) =10.5 xumpaga auHapa.

a) Jla mu je paznmuka 10.5 u 10 xuspaga nuHapa 3HavajHa?
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6)

W3 Tabnauna 3a ¢ynkuujy CryzaeHToBe pacnojene oapeaunhemo f,
TaKo Ja je

Pﬂt49| Stl=a.
Axo 3a a y3memo BpenHoct 0,01, onna hemo nobutu 7, =2.6.

[ToTpebHO je MPOBEPUTH XUTIOTE3Y

H,(m=10),
a aJITepHATUBHA XUIIOTE3E je
H,(m#10),

r7iec CMO ca m O3HAYWIM TPOCEYHE M3/IaTKEe CBUX OCOrpajcKux
nomahuHcTaBa.

Axo je XHUIIOTE3a HO Ta4yHa, OHJa CTaTUCTUKA

2_:x—mo /_n—lzf_lom,

s s
nma CTyZIeHTOBY pacrojieny. 3aTo je BepoBaTHOha

P{|z|>1,/m=10}=0.001.

. . 2
U3 y3opka cpauynara Bapujanca je s~ =1180, a crarctuka 7 uma
BPEIHOCT

+ 2195710 755 o66.

V1180

[lomro je 2.966>2.6, nmpuxBarnhemMo XHUMNOTE3y Aa j€ JIONLIO [0
3HA4ajHOT MOpacTa U3/aTaKa 3a XpaHy.

Kan Bpemnoctn X |, X,,..., X, y Y30pKy, U3paXeHE y XHJbaJama,

3aMCHUMO BpCAHOCTHMA
Y, =1000 X,

Taga he mpoceunu uznanu OUTH

$=1000- ¥,
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a BapWjaHca y y30pKy he 6utu
si =1000" - s>

BpeanocT nocmatpane cratuctuke o6uhe

e, = 22ml) 55 X210 55 0.7
: S

Sy

mto 3HauM 1a he CTyZeHTOBa CTATUCTHKA UMATH UCTY BPEIHOCT Kao
U paHyje.

Xumnore3a o BapujaHcHu

Heka je X cratuctuuko obOenexje Wiv ciydajHa IPOMEHJbHBA KOja
Ha monynanuju uma Hopmanny pacroneny. I[lotpeOHO je ma mpoBepumMo
HEKEe MPETIOCTaBKE O BPEIHOCTH BapujaHce y mnomynauuju. [Ipum tome
KOPUTCTUMO T3B. Xu-kBajgpar tecT. Hajuemrthe he Hac uHTepecoBaTH
NpeTrocTaBka Jia je BapujaHca Beha ox Heke yHampen onapelhene ,xespeHe”
BpeAHOCTH. 3aT0 hemo mocmaTparu caMo cienehu cirydaj HyJITe XUITOTe3e

2 _ 2
H, (0 = 00) ,
U alITEpPHATUBHE XUIOTE3€E
2 2
H, (c >0, )
Jla Ou 10HeN! 3aK/by4ak O TAYHOCTU MJIM HETAYHOCTH Xunorese ),
nocMatpahemo y3opak u3 nonyiauuje X, X,,.... X .

W3 y30pka MOXKEMO OLIEHUTH BapHjaHCY MPEKO CTATHCTUKE

2

s =13 (x,-%) .
n i
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KOja TpeJcTaB/ba BapHjaHCy y30pKa. IlomTo je s° coydajHa MPOMEHJbUBA,
OHa MOJKe y3eTH OWIIO KOjy BPEIHOCT W3 MHTEpBasa (0; oo) , ca onpeheHnM
3aKOHOM BepoBaTHOha.

3HaMO [a CTaTUCTHKA

nMa Xu-KBaJpar pacrojeny ca (n-1) crerneHu ciobdoe.

Axo je xunomesza H, mauna, cmamucmuka

2
ns
T =—
2

Oy

uma Xu-xkeaopam pacnooeny ca (n-1) cmenenu cinobode u oyeKuaHom
epeoHouhy jeonakom (n-1).

Axo xunore3a H, Huje TauHa, Tj. Ta4Ha je XUIOTE3a 1a je o° > o, ,

Taga C€ OBa CTATUCTHKA MOKC HAlTUCATH Y O6J'II/IKy

2 2
_ns’ o
2 2°

c° o,

na he meHa oyekruBaHa BpeHoCcT Outu Beha o (n-1), jep je

2
(&)

—> 1.
o,
3aTo heMo ofpeauTu KPUTUUHY BPEHOCT ¥, TaKO Ja 3a BPEAHOCTH

cratuctike Behe on Tor O6poja, ogbamyjemo H, y IPOTUBHOM j€ yCBajaMmo
(Cnuka 9.5).
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A

o(t,0,)

v

.
~ 7
~— -~

Hy ycBajamo Hy He ycBajamo

Cnuxa 9.5. H360p kxpumuyne obracmu koo Xu-keadpam mecma.

3a 3a7aTu mpar 3Ha4yajHOCTH « ojpeauhemMo BpeAHOCTH y,, U3
tabimia QyHKIMje Xu-KBaapar pacijelsie Tako Ja je

Pix2, > 1 l=a.
Tj. TaKO J1a je
K, (;(O)zl—a. (9.8)

Axo je xunore3a H o TadHa, CTaTUCTHUKA

2
r= (9.9)
o,

nMa Xu-KBaJpart pacrnojieny, rna je BepoBaTHoha
P{T>;{0/0'2 :aé}za.

Onnyky o mpuxBaTamy WIM O10AaLUBamby XUIOTe3e [, TOHOCHUMO

Ha cnenehu HauWH:
v akoje 7 > y,, xunoresy H, oxbaiyjemo;
v akoje 7 < y,, xunoresy H, He oxbaiyjemo,
IpU 4YeMy BPEIHOCT CTaTHCTHKE 7 CpavyyHaAMO M3 Y3pOKa, a Ha OCHOBY

obpacma (9.9), a kputuuHy BpeaHocT oapelyjemo u3 ycmona (9.8).
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9.2. llapamemapcku mecmogu

BepoBatHoha rpemike mpBe BpcTe je «, a BepoBaTHOha rpernke
apyre BpcTe je hyHKIrja

ﬂ=P{z‘<;{0/0'2 >0'§}=
= P{}:—j <X Z—‘i}
Moh Tecra je pyHKIIHja
1-4 :I—Kn_{xo Z—‘i}

KOja TpelcTaB/ba MOHOTOHO pacTyhy (QyHKUMjy uHja je MHUHUMAaJHA
BPEIHOCT jeTHAKA .

Ilpumep. Pesynratu Mmepema ciydajHe IpOMeHbUBE X Y Y30PKY Cy
cienehu:

4060 6070504050 30.

Axko je y3zopak u3 HopmanHe pacnojene, 1a Jid ce ca HIBOOM 3Ha4ajHOCTH
0.05, moe cmatpaTH J1a je BapujaHca y Hoiysiauuju jeanaka 60.

Peweme. IloTpeOHO je mpoBepuTH cienehe xumorese
H, (0'2 = 60);
H,(o? > 60).
W3 taGnmua 3a Xu-kBaapar pacrogery nobuja ce na je K, (y,)=0.95, 3a
X, =14.067.
Cratuctuka

2
ns

T =—"-
60

uMa Xu-KBajpaT pacrojieny ca 7 cTernenu cioboje (ako je xunoresa H
tauna). 3ato je P{z > z,/0” =60} =0.05
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U3 y3opka ce qobuja

)_C:SO:» S2 =150,
a BPETHOCT CTaTHUCTHUKE je
2
ns
T = — = 20.
Oy

ITomrro je 20.000 > 14.067, xunorezy H, He MOXKEMO NPUXBATUTH.

Xumnore3a 0 BepoBaATHOhM WJIM PONOPUUjH P

Y cepujckoj TPOW3BOMAU, TOTOBH WJIA TOJYNPOU3BOIU Ce
KOHTPOJIMIIY W yTBphyje mHXOBa HCHPABHOCT WIJIM HEUCIIPABHOCT.
[IporieHaT momux KoMaaa y BeJIMKOj CEpUjU MpecTaBba Opoj p KOjU HaM je
Hermo3Har. Y CTBapu, p TpeIcTaBjba IPOIOPLHU)Y JIOMIHMX HPOHU3BOAA Yy
CepHjH.

OBakBOj KOHTponM ojaroBapa cieaehm craTucTuuku mozpen. U3
cepuje ce Oupajy mpousBoau u KoHTpoauily. Heka je A noraha) na je

nu3zabpanu npomsBoj Jjoii, a A norahaj ma je mpousBon aobap. Tanxa je p
IpOIEHAT JIOUINX y CepPHjH, OHOCHO BepoBaTHOoha norahaja 4.

To je, y crBapu, mozmen ,0-1" pacrmomene ca HEMO3HATUM
napamMeTpoM p, pHu 4emy X y3uma BpeaHocT | ako ce peanm3oBao jorabaj
A, a BpegHoct 0 ako ce HHje peaan3oBao norahaj 4.

Jla Ou ce yTBpaMia BPETHOCT p, TOCMaTpa ce Y30pak o1 7
enemMeHara (n w3abpaHMX TPOM3BOJA WJIM 7/ IyTa TIOHOBJHEHH
excriepumenT). Heka cy enementu y3opka X, X,,...,X,. IIpu Tome, cBaka

ol IpoMeHJbUBUX X, y3uMa BpenHoct 0 wim 1.

CrarucrTuka
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npescTaBba Opoj JOMIUX MPOU3BOAA Y Y30PKY, OJHOCHO OpOj MOHABJbAA
eKCIIEpUMEHTa KOJI KOjUX ce peann3oBao jnorahaj A.

CpenuHa y30pka

F==—Y=p

S |~

IpeJicTaBiba OlleHy Iporopinje (BepoBaTHohe) p.

XKenumo aa npoBepruMO IPETIOCTABKY
H, (p =Po )’
npu uemy je p, oapeheHa, yHarmpes 1aTa BpeIHOCT.

Ha ocnoBy rpanmune Tteopeme Moivre-Laplace, 3Ha ce ma he
cratuctuka Y wumatd npuOmmkHO Hopmanny pacmopeny. Cratuctuka
X = p, nmahe, Takohe, Hopmanny pacrniozeny ca mapameTpuMa

E(p)=p,
Var(ﬁ):—p(l_p).

AKOje Xunomesa HO madyHa, cmamucmuka

r—_ P Po A )
\VPo (1 —Po )
uma npubauNCHO cmanoapouzosary Hopmanny pacnooeny.

[loctynak omtyuynBama O MpUXBATalky WM O10AlMBaky XUIIOTE3E
H , aHasnoraH je mOCTYyIIKy TECTUPamba XUIIOTE3€ O 0YEKUBAHO] BPEIHOCTH.

W3 ¢ynkuuje HopmanHe pacnogene 3a 3aJaHd HHBO 3Ha4ajHOCTH,
OJIPEIMMO KPUTHYHY BPEAHOCT, & Y CKJIay Ca aJITCPHATUBHOM XHITOTE30M.
Axo je H, (p # po), OJPENMO Zz, TaKO JAa je

P{z|> z, | =,
OJHOCHO TaKO L[aje
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#z)=1-% (9.10)

Kan je xunore3a H, TauHa, CTaTUCTHKA

A

=L _n .11)
’ po(l_po) "

uMa TpHOMIKHO cTaHapau3oBaHy HopmanHy pacnogeny. 3ato  je
BepoBaTHoha

Pﬂz‘| >z,/p= po}: a.
OmyKky TOHOCHMO Ha ciie/iehu HauuH
v’ aKo je |T| > z,, xunoresy H, onbdaiyjemo;
v’ axo je |z'| < z,, xunore3y H, He oxbdairyjemo.
ITpu Tome je z, oapeheno u3 ycnosa (9.10), a cratuctuky ¢ oapehyjemo u3

y30pKa npeko oopacma (9.11).

Ilpumep. IlpernocraBiba ce Ja OpoueHAT Juua ca ojapeheHom
KpBHOM rpynoMm Huje Behu ox 8.28%. Paau mpoBepe Te mpeTnocTaBke
n3zabpano je 400.000 nuua, u yrBphen je mpoueHar 5.48%. Jla nu je oBa
pasnuka 3HavajHa?

Peweme. I1oTpeOHO je TPOBEPUTH MPETIIOCTABKY
H,(p=0.0828),
a CyNpoTHA MPETIOCTABKaA je

H,(p<0.0828).

3a HuBo 3HauajHoctu 0.01 oxpenmheMo KpUTHYHY BpETHOCT Z,,
TaKo Jia je BepoBaTHOha
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P{Z <-z}=0.01,
OJTHOCHO,
#(z,)=0.99.
Ta Bpennocr je z, = 2.58 .
Axo je xunoreza H , TauHa, OHJa je
P{r<-2.58/ p=0.0828} =0.01,

pu 4emy je

p—00828 1100000

T =
J0.0828-0.9172

Axo Huje TayHa xumoresa H,, ouekyjeMo na he BpeIHOCT OBe
CTaTUCTUKE OWTH HEraThBHA (p— Po < O). 3aro hemMo OUIyKy JOHETH Ha

cienehu Haunu:

v’ akoje 7 <-2.58, xumorezy H, hemo oxbarmry;
v’ ako je 7 >-2.58, xunorezy H, Hehemo oabamuth.

W3 y3opka om 400.000 ngwmma mobmhemo p=0.0548, ma je BpeaHOCT
CTaTHCTUKE

T=-64.2.

Kako je 7<-2.58, xunorezy H, hemo ogbauuTh M IOHETH 3aKJby4YaK:

MIPOIICHAT JIUIIA Ca TOCMAaTPAHOM KPBHOM TpyIoM je Mamu of 8.28%.

Xunore3a o napaMeTpuMa JBa y30pka

Uecto ce y mpakcu cpehemo ca mpoOremuma Be3aHUM 3a JBa
HEe3aBHMCHA y30pKa U3 Heke nomynauuje. [lapamerpu TakBux y3opaka he ce
MehycoOHo paznukoBatu. IlorpeOHO je oOjacHuTH Te paznuke. OHe Mory
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OWTH TOCNeNuIla Tora INTO Cy HapaMmeTpu IOMmyJalja, Koje OAroBapajy
y30pIMMa,  pa3IMYMTH, WIM  [OCIeAuIa  CIy4ajHOCTH  y30paka.
ITocmaTpahemo TakBa JiBa ciydaja.

1. Paznuxe npoceunux eépeonocmu. VicnutuBame HOBOT JIeKa, IPU
Jeuewy jeqHe OOJIeCTH, BPIIM CE TaKO IITO CE HA ,,KOHTPOJHO]” TPYyIH
OojecHMKA KOPUCTH yoOWuajeHa Tepamnuja, a Ha JIpyroj Tpymnd ce
npuMemyje HoBH Jiek. [TopehemeM pasnuka mpocedHor edekra y rpynama
OonecHuka, yTBphyje ce epukacHOCT HOBOT JIeKa.

Y uHAyCTpUjU je MOTPeOHO TOPEIUTH pe3yJiTaTe JABE PA3ITHUNUTE
TexHojoruje. M3mepe ce oxapeleHe KapaKTEpHCTHKE IMPOM3BOJA M3 00€
TEXHOJIOTH]€ U MOpeie MPOCEYHE BPSIHOCTH TUX KaPaKTePUCTHKA.

VY mosponpuBpenu ce UCHUTYjy pa3iiuKe y MPHHOCY KOJ JBE COPTE,
WIM KOJ /1B pa3iauuuTe Bpcre hyOpusa, u canuHo. OBakBUM HpodiaeMuma
oaroBapa cienehn CTaTUCTHYKU MOJAET:

O6enexje X uma HopmanHy pacroziely ca mapameTpuma m, U G
Ha TPBOj TONYIAlKjH, a HA APYTOj TOMYNalUji NapaMeTpu ¢y m, u G5 . U3

TIpBE MOIyJIalKje y3eT je y30pakK of 7, eleMeHaTa.

X, X, X

ny?o

a U3 Ipyre je y3eT y30pak of] 1, eJleMeHaTa

ny*

X, X,,...X

[ToTpebHO je, Ha OCHOBY OBa JBa Y30pKa, MPOBEPUTH XHUIOTE3Y O
JEeTHAKOCTH OYEKUBAHUX BPETHOCTH, Tj. XUIIOTE3Y

HO(ml :mz)'

Cratuctuke X, u X, , Kao CpeJJUHE y30paKa
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nmahe Hopmanne pacnozene ca napameTpuma

E(fl ) =m
2
Var(x,) = o
n
E()@ ) =m,

2
0,

Var()?2 ) =

n,
360r HE3aBUCHOCTH Y30paKa, CTaTUCTHKA
X=X,
numa Hopmanny pacrozeny ca napaMeTpuma
E(% -X,)=m —m,
2 2
— — (o2 (o2
Var(x, - X,) = ——+—=.
CEN G
2 2 2 - - 2
I[IpernocraBuhemo a je o, =0, =0~ W Ja HaM j€ BapujaHca G

no3Hara. Taja cTaTUCTHKA

Tzfl_fz_(”ﬁ_mz)

o

uMa cTta"aapauzoBany Hopmanny pacnomeny. M3 tabnuime 3a QyHKIujy
Hopmanue pacrnonene, oapehyjeMo KpUTHYHY BpPEAHOCT Yy CKJIagy ca
QITEPHATUBHOM XUIOTE30M. AKO je alTepHaTUBHA XUIIOTE3a

Hl(ml imz)a
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oapeauhemo z, Tako 1a je

(9.12)

uma cmanoapouzosary Hopmanny pacnooeny, na je seposamuoha
P{]T| >z, /m :m2}=a.
Onnyky noHocumo Ha cieaehu HaunH:
v’ axo je |r| > z,,, xunoresy H, onbaiyjemo;
v’ axo je |z'| < z,, xunore3y H, He oxdalyjemo;

a BPEIHOCT CTaTUCTHUKE 7 CpadyHaMo M3 y30paka mpeko odpacua (9.12).

VY cmnydajy kaga HaM je BapujaHca I[ONyJalyja HENo3HaTa,
KOPUCTUMO CTaTUCTHUKY

X — X, _(ml _mz) nn,
2 2 +
\7S; +N,S) hy T,

koja uma CTyJEHTOBY /-pacrojiery ca (n1 +n, — 2) CTETICHHU CJI000/Ie.

T =

2 2 :
IIpu Tome cMo ca s, u s, O3HAYMIIU BapUjaHCE y30paKa

512 :i 5 (X'_)_Cl) >
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N3  ¢yskmmje CryneHToBe pacmozaene, a |y CKiIagy ca
QITEPHATUBHOM  XHUIIOTE30M, oOjpehyjeMo KpUTHYHY BpEIHOCT. 3a
QITEPHATUBHY XUIIOTE3Y

Hl(ml imz)a

KPUTHYHY BPEIHOCT #, oapelyjemo u3 ycnosa.

S 2(to):l—ﬁ.

ny+n,—
1772 2

AKOje Xunomesa HO madyHa, cmamucmuka

X, — X, nmn
g \/ 12 (n, +n, -2) (9.13)
mst +nyss ot

uma Cmyoenmogy pacnooeny, na je eposammuoha
P{M >t,/m, = mz}: a.
OmyKy TOHOCHMO Ha ciiefiehu HauuH:

v axko je |r| > t,, xunoresy H, onbairyjemo;
v’ axko je |z'| <t,,xumnoresy H, He oxbaryjemo.

Bpennoct cratuctuke 7 cpadyHaBamMo M3 y3opaka Kopuctehu
oOpa3ar (9.13).

Ha «kpajy, axo mnocmMaTpamMo JBa Yy30pKa BeJIUMKOI o0uMa,
KOpucTUhEMO CTaTUCTUKY

Axo je xunore3a H o TadHa, OBa CTAaTHUCTHKaA HMa HpI/I6J'II/DKHO

cra”napauzoBany Hopmanny pacnogeny u3 koje hemo oapeauTi KpUTUYHY
o0JacT Kao M y MPeTXOAHOM ciyuajy (KaJ HaM je BapujaHca MOIlyJaluja
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nosHata). [locrynak onbaunvBama WM NpUXBaTawma xumnorese H,, O6uhe

aHaJIoraH TMOCTYIKY KaJl jé BapujaHca Mo3HaTa.

Ilpumep 1. Pagu npoBepe KOJIMUMHE METalla y pyau, IOCMaTpaHe cy
nBe 30He (4 u B). U3 30He 4, y 14 Mmepewma 100UjeHH Ccy pe3yaTaTu

X, =243 kg/m’,
st =15.07 (kg/m*) .
N3 30me B, y 10 Mmepema 100ujeHH Cy pe3ysITaTu
X, =4.90 kg /m’,
2 3)2
s; =20.25 (kg/m ) .

Ha mu ce ca HuBooM 3HavajHoctu 0.05, MoXe cMmarpartu Ja je mpocedHa
KoJu4KMHa y 00e 30He ucra?
Peweme. I1oTpeOHO je TPOBEPUTH XUTIOTE3Y
H, (ml =m, )a
rae m; U m, NpeACTaBibajy MPOCEUHE KOJIMYMHE MeTana y 30Hama A u B,

pecriektuBHO. Kopuctuhemo CryaentoB #-tect. M3 Tabmmma ¢yHknuje
CryznenToBe pacnozere 1obuja ce aa je S,, (7,)=0.975 3a 1, =2.07.

CrarucTuka
X, —X, 14-10 .
J14st +10s2 ¥ 24

uma CTyZeHTOBY pacnofemy, [oJ] yCIoBoM aa je H , TauHo. 3ato je

22

T =

P{|z|>2.07/m, =m,}=0.05.

BpennocT cratuctuke u3 y3opka je jemHaka 7 =-—1.36. Ilomro je
|z'| =1.36 < 2.07, 3axspyunhemo na je xunore3a /, Tadna, Tj. 3akjbyurnhemMo

Ja Cy MpOCCYHC KOJIMYHHC Y 30HaMaj€ILHaK€.
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Ilpumep 2. Ha ocHOBY mojiaTaka o BUCHHH perpyTa y Bojcim CAJL,
y roguHama 1917 u 1943, moxe 1M ce 3aK/byuyuTU J1a HUCY HacTraje
MpOMEHE y TPOCEYHO] BUCUHHM CBUX AMEpHKaHala ca cTapomhy Koja je
JI03BOJbaBaJIa CITyKee y Bojciu? PesynraTtu cy crienehu

l'oguna | bpoj Bojuuka | IIpoceuyna BucuHa CrangapaHa neBujanmja

1917 868.445 67.49 uHua 2.71 ugua

1943 67.995 68.11 nHua 2.59 nxua

Pewerwve. Hexka je m, mnpoceyHa BHCHUHA CBHX AMepuKaHala
BOjHMUKe 100 y 1917 roaunu, a m, mpoceuyHa BucuHa 3a 1943 roguny.
[ToTpeOHO je MPOBEPUTH XUTIOTE3Y

Ho(ml :mz)'

Ob6a y3opka cy BedWKa, Mma heMo KOPHCTUTH CTaHIapAH30BaHU
Hopwmaiau tect. M3 momaraka heMo 10OUTH CTaTHCTHKY

L 67.49-68.11 620

Jzn2+zw2
868445 67995

[Tomro je |z'| < z, 3a CBaKy KOHA4YHYy BPEIHOCT HUBOA 3HAYajHOCTH d,

xunore3y H, hemo oxbanutu M 3aK/by4UTH JAa je AOLUIO A0 MPOMEHE Yy

MTPOCEYHO] BUCUHH KOJI OBE JIBE TIOITyJIAIH]e.

2. Konuunuk eapujancu. CtabUmHOCT Tipolieca y UHAYCTPHUJU Ce
Mepu  BapujabunuTeToM  oiapeheHmx — KapakTtepuctuka. llopehemem
BapHMjaHCH KapakTepucTuka y oapeheHuM mnepuoanma, yTBphyjy ce
npoMEeHe y  yjeaHadeHocTd  mporeca.  IlopehemeM — BapujaHcH
KapaKTepUCTUKA KOJ JIBa TEXHOJIOIIKA Ipolieca, yTBplyje ce Koju mpoIiec je

CTaOUITHH]H.

3a TakBe aHanu3e Kopuctu ce cieaehu craructuuku mozen. U3
nonyiauuje ca Hopmainom pacnogenom y3umajy ce JiBa y30pKa
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X, X0 X,
XX ,..X,

n,?

u3 Kojux ce onpelyjy Bapujance. KomnuHuk BapujaHcu y3opaka

y OIIITEM CIIy4ajy, pa3iukoBahe ce 011 jeIuHULIC.

[ToTpeOHO je MpOBEpUTH Na JU Cy Te PA3IUKE CIy4ajHe, WU Cy
MOCIIENIIAa pa3iike Yy BapujaHcama momynanuja. Jpyrum pednma,
MOTPEOHO je MPOBEPUTH XUTIOTE3Y

2 2
H, (0_1 =0, ))
2 2 . . .
IpH YeMy CMO ca O, u 0, O3HAYWIM BapHjaHce TOIyJalija U3 KOjUX Cy
y3€TH Y30PLIH.
O,Z[J-IyKy (0] 0[[6aHI/IBaI'By nJim HpI/IXBaTa}Ly XUIIOTEC3EC HO , JOHOCHUMO
KOpI/ICTehI/I F—TCCT. HaI/IMe, CTAaTUCTHUKEC
2 2
n.s n,s
151, S

o o

1 2

nMajy Xu-KBaapaT pacrojeny ca (n1 — 1) u (n2 — 1) creneHu cnoboze. 36or
HE3aBHCHOCTH y30paKa, CTAaTHCTHKA

”1S12
F= o (m ~1) :0'_22 nl(”z _l)i
ns;  of my(n~1)s]
0_22 (nz _1)

uma F-pacriogeny sa (n, —1) u (n, —1) crenenu cnoboze.

N3 tabnuue 3a F-pacnoneny, oapelyjemMo KpUTHUHE BPETHOCTH Y
CKJIaJTy ca aJTepHaTUBHOM XHUIIOTE30M. AKO je anTepHaTHBHA XUIOTe3a
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H, (612 > 0'22),
oHza oapelhyjemo BpeaHocT F|, Tako aa je
P{F>F,}=a. (9.14)
Kao je xunomesa H, mauna, cmamucmuka
n,(n2 - ]) s;
B n, (n .= ]) g

uma F-pacnodeny ca (n,—1) u (n,—1) cmenenu cro6ode. 3amo je

(9.15)

seposamnoha
P{2'>F0/0'12 :af}za.
L JF)
o

——

o/2 o/2
——

1 > F
F, F, F,
Hy onoamuTn Hy onoamuTn

Cnuxa 9.6. H360p kpumuyte obracmu 3a KOIUYHUK 8APUJAHCU.

Onnyky o xunore3u H, 10HOCUMO Ha yoOUYajeHN HAUUH:
v’ akoje 7 > F,, xunoresy H, oxbaiyjemo;
v akoje 7 < F,, xunoresy H, He onbairyjemo.

Bpennoctu cratuctuke 7 mM3padyHaBaMoO M3 y30paka, a Ha OCHOBY oOpacia
(9.15). Kpurnuny Bpennoct F, oxpebhyjemo u3 ycinosa (9.14) mpeko

Tabnuua 3a bynxuujy F-pacnonerne ca (n, —1) u (n, —1) crenenu cno6oze.
(Bumu Cnuky 9.6.).
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VY cnyuajy na je anTepHaTUBHA XUIIOTE3a

2 2
HI(GJ ¢02),

OJpeMO KpUTHUYHE BpenHocTH F| m F, Tako jaa je

P{F<F}=2
2 (9.16)
P{F >F2}=%.

Omyky 1oHOCHMO 10 caeaeheM MoCTymnKy:
v akoje 7 < F, wmu 7 > F,, xunore3dy H, oxbairyjemo;
v xoje F, <7 < F,,xunore3y H, He oxbairyjemo.

Bpennoctn cratuctuke 7 oxapehyjemo mo oOpaciy (9.15), a
KpUTHUYHE BpeIHOCTH U3 yciosa (9.16), kopucrtehu tabnune Qyskmuje F-
pacrnozene ca (n1 —1) u (n, —1) crenenu cnoboge. (Buau Cinky 9.6.).

Ilpumep. Pann nopehema yjeqHadyeHOCTH pajia BE MaIlIMHE, MEPH
Ce KapaKTepHUCTHKa X TOTOBUX MPOM3BOJA Ca MpPBE M JIpyre MammHe. Y 5
Mepema Koj TpBe MaliuHe, no6ujeHa je Bapujanca s, =20, a kox 10

Mepema IPoM3Bo/Ia ca JApyre MalluHe 1001jeHo je 55 = 50.

Ca mparom 3nHagajHoctu 0,05, mpoBepuTH aa 1M je paj NpPBE MalIuHE
CTaOWITHH]H.

Peweme. [TotpedHo je nmpoBeputu cienehe npernocraske.
2 2
H, (O'] =0, l
2 2
H, (al >0, )
Kpurnuna BpenHoct je F, onpehena tako na je

P{F < F,}=0.05,

a To je BpegHocT F, =3.63, na je
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P{r>3.63/0] =03} =0.05.

Craructrka uMa BPeIHOCT
_5(10-1) g

= =0.45.
‘ 10(5-1) s,

ITomro je 0,45<3,63, Hema pasnora ga oxdauumo xumnoresy H, .

HpyruMm pednma, mpuxBatuhemMo OJUTyKy Ja je paja MalldHa IO0JIjeTHAKO
cTaOuiaH.
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9.3. SAJTALIMA

306

Onpenn moh CryneHTOBOr f-TecTa 3a IPOBEPY XHIIOTE3E O
MaTEeMaTHYKOM OYCKUBAaY MOMYyJIaIlHje.

Bbpoj vacoBa ucnpaBHor pasna Mamnae nmMa Hopmanny pacnozeny ca
CTaHJapIHOM JeBujanujom oxa 2 cara. U3melhy 8 orkaza mammHe,
Opoj caTtu pana 6e3 kBapa 6uo je cieaehu

53 48 50 54 51 50 51.

Ca mparom 3nHadajHocté 0.01 mpoBepUTHM TPETHOCTABKY MOa je
mpocevaH Opoj catu pana MamuHe u3Mmel)y kBaposa jeqHak S0 cartu.

VY tekcry ox 100 ciayuyajHo M3abpaHUX CTpaHULA jeHE Kiure, 6poj
rpemiaka je 6uo cienehu:

bpoj rpemaxka bpoj crpannma
0-10 60
10-20 20
20-30 10
30-40 5
40- 5

Jla nmu je mpocewan Opoj rperraka Mo CTPAHUIM jeTHAK 8, WU je
Behu ox 8?

. Ilpm ayromaTcko] 00pagu LWIMHApPA HEroB MOJYNPEYHHUK je

cily4ajHa nmpoMeHJbuBa ca HopmanHom pacnosienoM. ¥V jeaHoM JaHy
u3MepeHu cy noinynpeununn 10 nunuHaapa u nobujeHu cy cieaehu
MOJIaLlu:

e 30up U3MEpeHHUX MoynpevHrka je S0cm;

e 30up KBagpaTa U3MEPEHHUX MOIYIIPEUHHKA j& 400cm’.



9.3. 3aoayu

Hpyror nana, Ha oOcHOBY 15 Mepema, nobujern cy cieachu
pe3yJTaTu:

e 30up uzmepeHux nonynpeynuka je 100cm;
e 30up KBazpaTa M3MEPEHHX MOTYIIPEUHAKA je 525¢m™.

a) Ca nparom 3Hauajuoctu 0,01 mpoBepu npeTnocTaske ja je y oda
JlaHa Meperha MPOCCYHH MOTYNPEUYHUK CBUX IIMJIMHIAPA jeTHAK
20cm.

0) Ha ocHoBy 00a y30pKa poBepH MPETIIOCTABKY IO a).
B) Jla nu cy pasiuke NpoCceYHUX BPEAHOCTHU M0 JaHUMa 3HavajHe?

. Mepu ce U3ApKIBUBOCT CHHTETUYKOT BJIAKHA TIpe W TOCKe 0ojema.
Jlobujenu cy cnenehu nopanu

N3 apxibuBOCT

. 40 | 35|41 | 55|46 | 60| 51|43
rpe 0ojema

Mapicmeusoct | 56 1 30 | 38 | 2.1 | 49 | 53 [ 3.1 | 27
nocJie 0ojerma

bpoj mepema 1 1 2 10 8 1 1 6

a) HMcnuraj na au je nmpoceyHa U3ApKIJbUBOCT MaTepujaia Beha mpe
00jema o] MPOCEUHE U3APKIBUBOCTH TIOCIIE 00jemAa.

0) Ouenu BapwjaHCy pa3iuKe HW3JIPKBUBOCTH MaTepujajia mpe u
nocJie 0ojema.

B) /Jla nm je cTranmapaHa AeBHjalMja pa3jivKe jeIHAKa jeJaH WM je
Beha ox jeman?

[IpoBepaBa ce mpoceyHa BHCHHA jeAHE Mame MOMyJaluje.
[IpetnocraBma ce ma je 165cm. Panu mpoBepe, ciayudajHo je
n3zabpano 16 ocoba u nobujeHe cy \UXOBE BUCUHE

140 150 160 170 180 185 175 170

171 168 150 154 182 180 165 164.
Jla 11 ce MOKe NMPHUXBATUTH MPETIIOCTaBKa O MPOCEYHO] BUCHHH
nomyJjaiyje ox 165¢cm?
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7.

8.

VY noseonpuBpeIHOM KOMOMHATY c€ UCTIUTYje YTULa] HOBOT f)yOpuBa
Ha mpuHoc. Ha 12 mapuena ymorpeOsbeHO je HOBO hyOpmBo, U
NoOHjeH je MPOCEYHH MPUHOC OJ 5.22m-IEHTH, ca CTAHIAPIHOM
nesujanjoMm  ox  0.36. Ha 10 KOHTpoJNHHMX mapliesa HHjE
yroTpeOsbeH0 HOBO hyOpuBO, a J0OWjeH je MPOCEYHU TPUHOC Of
4.80m-uieHtH, ca cranmapaHoM aesujarujom ox 0.40. [la mu ce, ca
5% HUBOA 3HAYAJHOCTH, MOXE CMaTpaTH Ja je MPOCeYaH MPUHOC
Behu nipu ynotpe6u HoBoOT hyyOpuBa?

VY Tpu He3aBUCHA y30pKa 100MjeHH Cy cienehu pe3ynraTti

Y30pak

Bennuunna y3opka

CpenuHa y30pka

Bapwujanca y3opka

1

25

21

17

2

9

22

19

3

16

23

18
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10.

1.

Konm kor ce y3opka MoOXe IpPHUXBAaTHTH MPETIOCTaBKa la je
OUYeKHMBaHAa BpEOHOCT Yy Tomynanuju jemHaka 20?7 3a  mpar
3HauyajHoctu Kopuctutu 0.0024.

[lcuxonor ucnuryje cnocOOHOCT KO JIBE Ipylle y4YeHUKa. Y MpBOj
IpyIH pe3yJsITaTu TecTa cy cienehu

100 95 90 75,
a'y Apyroj rpymu
90 85 80 80 75 70.

a) Jla nu ce mMoxxe cMmarpaTu JAa je mpBa rpyma ,,cnocoOHuja” of

apyre?
6) C o03upoMm Ha Manu Opoj mojaTaka, KOMEHTApHILU 3aKJby4yak

moJ a).
CrangapaHoM mpousBoAmoM mpensuhero je 10% mxkapra. ¥V 100
Mepema J00ujeH je mpoueHaT mkapta on 15.2%. Jla nu Tpeba
NPUXBAaTUTH XUIOTE3y Ja ce Mpou3BoAma Kkpehe y OKBHpY
CTaHjapna, win Tpeda MPOM3BOJKBY CMaTpaTh Kao Joury (KU3BaH
OKBHUpa cTaHaapaa)?

IIponieHar mkapra Ha JBE MallUMHE je jeqHaK p, U p,. Pamm
IIpOBEpe MpPETIOCTaBKE O JEJIHAKOCTH MPOIEHTa IIKapTa Ha o0e



9.3. 3aoayu

12.

13.

14.

MalrHe, Kopucre ce asa Beha y3opka (Beha ox 30). Heka cy p, u

D, OLleHe p, U p, Ha OCHOBY y30pKa BEJIMYUHE 7, U N, .
a) Opmpeny OYeKMBaHYy BPEIHOCT U BapHjaHCy CTATUCTHKE D, — P, .

6) Opnpenu, npuOINAKHO, pacMoieNy 3a CTATUCTUKY
(]31 _132)_ (pl _p2)
var (131 - ﬁz)
B) DOpMyJHIIN TECT 32 TECTUPAHE XUTIOTE3E

Ho(pl :pz)-

Heka je y excniepuMeHTaHOj cepuju 0o 4 HEUCTpaBHA MIPOU3BOIA
on 100 KoHTpoJMCaHWX, a Y TPBOj MapPTHjU Tpom3BoAme ox 500
KOHTPOJIMCAHUX TIpou3Bojia, Owmio je 12 HeucmpaBHux. OOjacHH
pasuke y eKCIepHMEHTAIIHOj | MNpoOHO] Cepuju, HUBOOM
3Havajaoct 0.01.

Ha ocHoBy nmoparaka u3 3ajatka 5, olleHH KOe(hUIIU]eHT Kopemaiuje
n3Mel)y M3ApKIBMBOCTU MaTepujaja npe U mnocie 0ojema, a 3aTuM,
ca mparom 3HayajHoctd 0.002, mpoBepH HE3aBUCHOCT OBa JBa
obenexja.

Panu mpoBepe 3aBucHOCTH oOenexja X u Y, Tpeba nzabpaTtu y3opak
on n enemeHata. Ako je HuBO 3HavajHoctu (.01, a mOWma rpaHuIa
Koe(uIMjeHTa Kopealyje 3a 00alnBambe XUIoTe3e

Ho(p:())

jennaka 0.50, konuku Tpeda na je yzopak? Konmku he Outu y3zopak
ako je mpar 31a4dajaoctu 0.05.
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10. HEITAPAMETAPCKU CTATUCTUYKHU
TECTOBHA

[TapameTapcki CTaTUCTUYKH TECT j€ IMOCTYMaK IPOBEPE XUIOTE3E
Koju je O6a3upaH Ha oJpeheHUM MpeTrocTaBKama BE3aHHM 3a MapaMerpe U
pacrojerne nomyjanuje U3 Koje je mocMaTpaHu y3opak uzBydeH. OOM4HO ce
WCIIPaBHOCT (TAa4HOCT) OBUX TMPETIOCTaBKM HE TMpoBepaBa, Ma 3aTo
3aKJbYULIM TApaMEeTapCKUX TECTOBAa MOT'y OMTH U morpeiHu. [lapamerapcku
TECTOBHU Takole 3axTeBajy Ja pe3yiTaTH, AoOujeHu "MepemeM" y Yy30pKy,
Oyny u3pakeHu Oap, NPEeKo HMHTEpBAJIHE CKaJe.

Hemapamerapcku CTaTUCTHYKK TECT je TeCT Oa3upaH Ha MOJEIY
KOjU HE YKJbY4yje HUKaKBe MPEAYCIIOBE Y BE3W MapameTapa IomyJammje u3
Koje je y3opak m3BydeH. OjpeljeHe MpeTnocTaBKe Cy KapaKTepUCTUYHE 3a
BehHMHy HemapaMeTapcKHX CTaTUCTHUYKHUX TECTOBA, Kao ILUTO je Ha MpUMED:
Ja Cy OTICepBallfje He3aBUCHE, Ja je MocMaTpaHa MPOMEHJbUBA HEMTPEKUTHA
UTA. AJM OBAaKBUX TIPETIOCTABKH je Mame M clladhje Cy HEero oHe KOJ
napamerapckux TectoBa. Illta Buie, HemapameTapcKh TECTOBH HE
3aXTeBajy TaKo Mperu3Ha '"Mepema" Kao MmapaMeTrapcKku TecToBu. Behuna
HelapaMeTapCKuX TECTOBA je BaJbaHa ca MoJalMMa y OPAMHAIHO] CKaJH, a
HEKH U ca MoJlal[iMa U3 HOMUHAJTHE CKaJle.

300r TOora ImITO ce HernapamMeTapcKuM TECTOBMMAa Moke noBeharu
Moh jenmHocTaBHUM ToBehawmeMm n (BelIMYMHA y30pKa), W 300r TOra IITO
Hay4YHHIIM Y€CTO HE MOTY Jia CIIPOBEAY Mepema Koja oMoryhasajy 10CIOBHO
Kopuirhewe mapaMeTapCcKUX TECTOBa, HEMapaMeTapCKUM CTAaTUCTHYKUM
TECTOBHMMa IPUIIaJia 3HauajHa yJjiora y Haykama Koje KOpHCTe CTaTUCTHUKY .
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1)

2)

3)

4)

IIpeanocTu HemapaMeTapcKUX TeCTOBA

Hcka3un o BepoBatHOhm, noOujeHn u3 BehmHe HemapameTapcKux
TECTOBAa Cy TauHe BepoBaTHOhe (OCHMM y cllydajeBUMa BEJMKHX
y30paka, Iie ce KOpHUCTe OJUIMYHE anpoKcumaluje), 6e3 oo3upa Ha
o0nuK pacrojene nomyJamnuje U3 Koje je U3BYUYeH ClydajHH y30paK.
VY u3BeCHUM ciyyajeBUMa, Yy HemapaMeTapcKUM TeCTOBUMa Ce
MPETHOCTaBJba HEMPEKUIHOCT pacrofese, ajli TO je U MPETIoCTaBKa
rapaMeTapcKux TECTOBA.

AKO je BelMuUMHA y30pKa Maja, Kao Ha mpuMmep » =6, OHJa Hema
alTepHaTHBEe Yy Kopumihemy HemapamMeTapcKuX CTATHCTHYKHX
TECTOBA, CEM Y CIIy4ajy KaJ je pacrojeia TOoIyJaluje Mperu3Ho
neuHHUCaHA.

[locToju HEKOIMKO MOJOOHMX HENapaMeTapCKUX CTATUCTUYKUX
TECTOBa 3a y30pKe Jo0ujeHe u3 odcepBalja HEKOJIUKO Pa3IuYUTUX
nomynanuja. Hujeman o mapaMmeTapcKkux TECTOBa €€ HE MOXKeE
yIOTPEeOUTH 3a OBaKBe IMOjAaTKe Oe3 yBohema HEKHX HepeaTHHX
MPETHOCTABKH.

Hemapamerapcku CTaTHCTUYKH TECTOBH Cy IOTOJIHHM 32 IOJATKE
KOjU Cy IO CBOjO] NMPHPOAM PAHTHUpPAaHU, KA0 W 3a TOJATKE 4Hje
OYWIJIeHE HYyMEpPHYKe BPETHOCTH HMajy cHary pasra. [pyrum
peunMa UCTpakMBa4 MOXKE Jia Kake KOjU OJ1 IOCMaTpaHuX o0jekara
uMa BUIIY WU Mamby MOCMaTpaHy KapaKTEepPHCTUKY, Oe3 moTpede aa
npenu3npa KOJIMKO Mamy WK Bulry. Ha npumep, ako mpoydyaBamo
HECTPIUBMBOCT, MOXKEMO JIa KaKeMO J1a je A HeCTPIUBUBH]U o1 B, a
Ja HE3HAMO TPEIHU3HO KOJHUKO je A HeCTPIUBUBH]H. AKO Cy TOJaIln
10 CBOjO] TPUPOJM PAHTHUPAHM WM, YaK aKo Ce caMO MOTy U
KaTeropu30BaTH Kao IUTYC WJIM MUHYC (BUIIE WU Mame, 00Jbe WU
Jouje), Ha HBUX Ce MOTy TPUMEHUTH HelapameTapcKke METO/IE.
Nnaye Ha TakBe TOJATKE CE€ HE MOXE TPUMEHUTH HHUjeTHA
nmapaMeTrapcka MeToJja aKko Ce€ He yBelIe HeKa HepealncTUYHa
MPETIIOCTaBKa O lbUXOBO] PACTIOJIEIIH.
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5)

6)

)

2)

Hemnapamerapcke merone ce MOry NPUMEHUTHM M Ha IOJATKE Yy
HOMMHAJHO] cKaiu. Hu jenna mapamerapcka TEXHHKA ce HE MOXeE
MPUMEHUTHU Ha TaKBE MOJIATKE.

Henapamerapcku CTaTUCTUYKU TECTOBU Cy OOMYHO MHOTO JIAKIIK 32
Y4EHE U IPUMEHY O]l TapaMeTapCKux.

Henocranu HemapaMeTapcKux TecTOBa

AKO Cy CBe MpETIIOCTaBKE MapaMEeTapCKOr CTATUCTHYKOT Mojesa
UCIYyHEeHEe Yy TOoJaliiMa  OHJa HemapaMeTapCcKH CTaTUCTHYKH
TECTOBH 4ecTo ryde nHpopmarmje u3 mogataka. CrerneH ryouraka je
n3pakeH mpeko Mohu (euKacHOCTH) HemapaMeTapcKor Tecta. AKo
je, peunmo, moh HenmapameTapckor tecta 90%, To 3HaUM Ja TaMo e
Cy HWCIYyHEHH CBH YCJIOBH IapaMeTapcKOr TecTa, oaroBapajyhm
mapaMeTapcku Tect Om OMo momjenHako eduKacaH Kao W
HenapaMeTapcku, ainu ca 10% MamuM y30pKoM.

Jom yBek He MOCTOjU HemapaMeTapCcKu METOJ 3a TeCTUpambe
MHTEpaKIMja y MOJIey aHaJM3e BapujaHCEe, CEM aKO C€ HE YBeIy
CHelMjaliHe MPEeTNocTaBKe O aauTuBHOCTU. OBaj HejocraTak Ou
MOXJa Tpebajo U 3aHEeMapuTH, jep MapamMeTapCKu CTATUCTHYKH
TECTOBU Takole 3axTeBajy TakBe mpeTnoctaBke. HMmak, ca
npo0JIeMOM MHTEpaklja BHUIIEr pela, ce TeK Tpeda CycpecTd y
JUTEPATypH O HEMapaMeTapCKUM MeToaMa.



10.1. Henapamemapcku mecmogu 3a jeOaH y30paK

10.1. HETAPAMETAPCKU TECTOBMU 3A JEJIAH

Y30PAK

Y oBoM mornaBjby oOpaljeHM cy HemapaMeTapCcKH CTaTUCTHYKH
TECTOBU KOjU C€ KOPUCTE 32 TECTUPAKE XUIOTE3a HAa OCHOBY "H3BIauema'
camo jemHor y3opka. OBH TECTOBM HaM T'OBOpE Jia JIM je oApelheHn y3opak
Morao gohum ®3 HeEKe To3HATE IMOMyJallkje, 3a Pa3juKy OJ TECTOBa
Oa3upaHUX Ha JIBa y30pKa, KOjH TOpEJe JBa y30pKa M WCIHUTY]y Ja JId je
BEPOBATHO J1a Cy Ta JIBa y30pKa JOIIUIA U3 UCTE MOITyJIalyje.

VY TecroBuMa jelHOr y30pKa M3BJIAYMMO CIIy4ajaH y30pak, a OHJa
TECTUpAMO XHWIIOT€3y Ja je Taj y30pak H3By4YeH M3 IMOMyJaluje ca
onpeheHom pacrogenom. Tako TECTOBU jeHOT y30pKa MOT'Y Ja OATOBOpE Ha
NUTamba Kao HITo Cy:

Ja JId TIOCTOjU 3HayajHa pasiuka y JIoKanuju (IeHTpaHa
TEH/ICHIIM]ja) u3Mel)y y30pKa u momyJmaiuje?

Ja JIM  TOCTOJM  3HayajHAa pa3iuka y  TMOCMaTpaHuM
(dbpekBeHIjama U (ppeKkBeHIjaMa Koje OMCMO MOTJIM OYEeKUBATH
Ha 06a3u HEKOT mpuHIKIa?

MOCTOjU JIM 3HAuajHa pa3iuka u3Mely nocMaTpaHux U
OYEKMBaHUX IMporopuuja’?

Ja M je pasyMHO BEpOBaTH Ja je OBaj y30paK HM3BYYCH W3
nomyJanuje oxapeheHor obnmka wiu ¢dopme (Kao HOpMaHa,
yHupOopMHa...)?

VY ciydajy jeaHor yzopka yoOuuajeHa rmapameTapcka TEXHHUKA je Ja
ce MPHUMEHU ¢ TECT Ha pa3imke n3Mely mocmarpane (y30pak) U OUYeKHBaHE
(momynamuja) cpenune (eHri. mean). CTpuxkTHO TrOBOopehu, ¢ TecT
NPEAnocTaB/ba Ja cy oOcepBalfje y y30pKy JOIUIe W3 MOMyJialuje ca
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Hopmannom pacnogenom. Ilopen tora, ¢ Tect Takohe 3axTeBa Ja
oOcepBanyje Oyay MepeHe 6ap y MHTepBaIIHO] CKaJIH.

IToctoju MHOro BpcTa IHojaTaka Ha KOje C€ ¢ TECT HE MOXKe
npuMeHuTH. VcTpakuBad Moke yTBpIUTH cienaehe:

L4 HpeTHOCTaBKe U 3aXTEBU ! TecCcTa Cy HEPCAIMCTUYHU 3a HETOBC
IIOAATKEC,

e 3roanmje je m3behm yBolheme NPETHOCTaBKM ! TeCTa U TaKO
JOOWTH TeHEPATHUJHU 3aKJbYyYaK;

e [logamu meropor HUCTpa)XKMBamka 10 IIPpUpoaArd Cy paHIrupaHH, IIa
300r TOra HE3roJHHU 3a aHalIu3y { TSCTOM;

L4 HO,Z[ELL[I/I cy jeI[HOCTaBHO KBaJIMTATUBHU HWJIM HC HYMCPHUYKH, IId
cy 300r TOra HE3r0JHHU 3a f TECT;

e 3aWHTEpPECOBaH je 3a pasiuKe OWIO0 KOje BPCTE, a HE caMo 3a
Pa3uKy y JIOKAIUjH.

Y TuUM ciydajeBUMa MCTPaXKMBay C€ MOXKE OJJIYUYUTH 32 HEKU O
HenmapaMeTapcKMX TEeCTOBa JEJHOr Y30pKa KOJjU Cy OIIMCaHH Y OBOM
IIOTJIaBJbY.

2
¥ -TecT (Xu—KBaApaT TecT)
Tecm caznacnocmu

[IpoGieM carmacHOCTH TEOPHJCKMX pe3ysiTaTa BE3aHUX 3a
BepoBaTHOhY M cTBapHHX oOcepBalyja pelraBa ce TeCTOBUMA CarjacHOCTH
(Goodness of Fit). Haume, y peaqHOCTH NOCMaTpaMoO Y30paK OJl 7
oOcepBalija BpeTHOCTH HEKEe Bapujadiie Wi CTATUCTUUKOT oOernexja (6uio
Koje AuMeH3Mje) W Tpeba na 3HaMoO Ja JM ce Ta Bapujabia Moxe
nmocMaTpaTH Kao cly4ajHa IPOMEHJbMBA KOja MMa JaTy Pacroeny.

O3Hauumo ca H, Xunoresy fa Ccy MOJaly O 7 BPEAHOCTH Y y30pKY

TeHEPUCaHU CITy4ajHOM ITPOMEHJBHBOM ca MOTIIYHO opeleHoM pacmoenom
P(S) mpeko koje MOxeMO onpenauTd BepoBaTtHohy Ouio kor ckyma S.
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[TotpebHo je o00e30eauTH METOZ 3a HPOBEpPY JAa JM Cy HAIlM MOJAIH
KOH3MCTEHTHHU Cca XUNoTe3om H .

Axo je xumoresa H, TauHa, pacmojena Yy30pKa ce MOXe

nocMaTpaTH Kao cmamucmuyka ciuka TPOoU3allia u3 pacrojene oapehene
ca P(S). O63upoM Ha yTHIIa] CIIy4ajHOCTH, OBE JBE pacrojesie Hehe Outu

WCTe, alM 3a BEJIMKO #, OueKyjemMo na he pacnonena y3opka Outu mobpa
anpokcuManyja pacrojese MnomyJjangje. 3aTo je MPUPOAHO Ja YBEIEMO
Mmepy oOesujayuje u3Mmelly oBe aBe pacrozene, na Ha OCHOBY HEHE
pacnozeine ¢popmuparu oaronapajyhu recr.

Mepa neBujanuje wiu pasnuka Mmeh)y oBuM pacrnojenama, Moke
OWTH KOHCTpyHCaHa Ha pasHe HaumHe. Hajuenrhe xopumrheHa mepa je oHa
Koja je Be3aHa 3a Hi-kBajapat TecT koju je yBeo K. Pearson.

Hoeja je jeonocmaena u npuxeammwuea: Ckyn mozyhux
6peoHOCImU NPOMEH/bUBE NOOEIU ce HA KOHAYAH O0poj NoocKynoea u
nocmampa ce panuka usmely ouekueanux gpekeenuyuja uz pacnooeine
P(S) u peanusosanux y y30pKy, na ce Ha OCHOEYy Hux (opmupa y*

cmamucmukda.

Osnaunmo ca §,,S,,...,S, MNOACKYIOBa KOJU HeMajy 3ajeIHHUYKHUX

Tayaka W KOJU NPEKpUBajy CKyn Moryhux BpeaHOCTH Cily4ajHe
npomensbuBe. Heka cy p,, p,,..., p, oarosapajyhe BepoBaTHOhe noOujeHe

u3 pacnoaene P(S), 1j
p, =P(S,), i=L2,..,k.

Takohe mpenmnocraBbaMo J1a Cy OBE BepoBaTHOhe eefie 00 Hyle, a HUXOB
30Up je jeOHax jeOunuyu.

Osnauumo ca m,,m,,...,m, oarorapajyhe (pekBeHLUje y Y30pKY,
npu uemy je m, = (Opoj eleMeHaTa y30pKa 4Mja BPEIHOCT yHajla y CKyI

S.),3ai=12,..,k.JacHo je na je

m =n (10.1)
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Kan je xumoresa /M, TayHa, CTaTUCTUKE m,,M,,...,m, HUMaJy

bunomue pacnonene:

m, : B(n; p,), i=12,..k.
ca OYEKMBAaHUM BPEHOCTUMA

E(m,;) =np,, i=12,..,k.

K. Pearson mocmatpa pasznuke u3mel)y peann3oBaHUX BPEIHOCTH
CTaTUCTHKA  m,,M,,...,m, W HBUXOBUX OYEKMBAaHUX  BPEIAHOCTH

np,,np,,...,np, 1 GOpMHUPa CTATUCTUKY

7 Z m, = np,) (10.2)

Kan Bennumna y3opka pacre, pacnoaeﬂa cmamucmuxe y 2 mescu
Hi-keaopam pacnodenu ca (k—1) cmenenu cno6ode NMOTIYHO HE3aBUCHO
oJ1 00sIMKa pacroernie momyJanuje ngate ca P(S) .

Ha ocHOBy oBuX pe3yiaTaTa MOXEMO YTBPAUTH IOCTyHaK 3a
npuMeHy Hi-KBaapar TecTa Kao TecTa carjacHOCTHU:

1) Hynma xunomesza. H, : X uma party pacnozgeny P(S).
Anmepnamuena xunomesa. H, : X Hema pacnogeny P(S).

2) U3 P(S)onmpehyjemo p,, p,,...., p, , @ U3 y30pKa M, , M, ,...,M, .
3) OnpelyjeMo BpeTHOCT CTATUCTHUKE y 2

4) VYtBphyjemo kputnuHy obsact. M3 Hi-kBaapar pacmojene
onpehyjyhn 5 2 Tako na je

P{Xk—12 > Xo} =
5) JloHocumo OIyKYy:

v’ akoje y° > y, onbamyjemo H,;
v akoje y’ < y, He onbamyjemo H,.
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Ilpumep: Ha ocnoBy 50 He3aBHCHHUX oOIcepBaluja T0OUjEHU CYy
cienehu monanu

X 0 1 2 3 4 5 u BuIe
f 8 10 11 11 5 5

Jla 1 ce Moxe cmaTpartu Jia ¢y nojauu qooujenu u3 Ilyaconose pacnonene
P(2.36)?

Peuwieme:
X m; np; (m, _npi)z/npi
0 8 4.85 2.05
1 10 11.20 0.13
2 11 13.05 0.32
3 11 10.20 0.06
4 5 6.05 0.18
Susume | 5 4.65 0.03
;(2 =2.77

N3 Ttabmuma 3a Xwu-kBagpar pacmongeny ca (6-1) cremenu ciobone,
nponanasumo y, =11.070, z=a=0.05. Xunoresy F/H, He Tpeba

oxbanuTH.

KoamoropoB-CMupHOB TecT

Tect KonmoropoB-CMHUpPHOB 3a jefaH y30pak craia y KaTeropujy
TECTOBA CarjacHOCTU. 3aCHOBAaH je Ha yTBphHMBama CTEICHA cliarama
n3melyy pacmojene BPEIHOCTH y30pka (JOOMjeHU pe3ylaTaTh) U HEKe
onpehene Teopujcky pacmojaene. OBaj TecT oapehyje ma naum je pazymHO
BEPOBATH JIa j€ Y30paK JOIIa0 M3 IOIyJalije Koja uMa MPETIOCTaBIbEHY
TEOPHjCKY pacTofey.

VYKpaTKo, TeCT YKJbydyje oJpehuBame KyMmyJlaTHBHE pacrojele
(dpexBeHIMja Koja OM ce MojaBWJIa TIOJ TMPETIOCTAaBILEHOM TEOPH]CKOM
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pacrozenoM u Tmopeheme Te pacmojaene ca J00UJeHOM (M3MEPEHOM-
Y30pKOBaHOM) KyMYJIaTUBHOM pacnofeinioM (pekseHuuja. Teopujcka
pacrmojiesia IpeAcTaB/ba OHO LITa Tpeba OYEKUBATU Kaj je xumoresa H,

TayHa. 3aTUM ce oapehyje Tauka y K0jOj OBE JBE pacIojese, TEOpUjcKa U
nobujeHa, moka3yjy Hajehy pasnuky (IuBepreHuujy). Pacnogenom y3opka
ce MOoKasyje Ja Ji je Tako BeluKa pas3nuka Mmoryha ciydajuo. To jecr,
pacrioziena y3opka TOKasyje Ja JIM je TONMKa pasiuka moryha, ako cy
OliCepBalldje 3aKcTa CIy4ajHu Y30paK W3 MPETIOCTABJBEHE TEOPH]jCKe
pacnozerne.

Hexka je F (X) mormyHo onpehena ¢yHkumja pacronene, Kaj je
xurnore3a H, Tauna. To ject, 3a 6mio kojy BpeaHocT X, BpenHoct F (X)
j€ mpormopIirja cliydajeBa Kol KOjHX c€ O4YeKyje J1a UMajy BPEIHOCT jeTHAKY
WIN Mamwy oA X, KaJ je xunoreza H , TayHa.

Hexa je S,(X) nobujena (u3mepeHa) (QyHKLHUja pacropene u3
CllyuyajHOT y30pka ca n obcepBauuja. Uecto ce S, (X) nasuea emnupujcka

¢yuxuuja pacnooene. Opne je X 610 Koja BpeIHOCT,
S (X)=k/n,
rze je k Opoj orcepBaiyja jeTHaKUX WM MambuX 0J1 X.

Kan je mynTa xumore3a TayHa, Tj. Kaj je y30paK HW3BYYCH U3
onpeheHe TeopujcKe pacrojenie, O4YeKyje Cce Ja 3a CBaKy BpeaHocT X,
S, (X) tpeba na Oyne Bpio ouucka F,(X). To ject, ouekyjemo aa pas3iuka
m3mehy S, (X) u F (X) Oyne mana u 1a ce kpehe y rpaHuiiama ciaydajHUX
rpemaka. Konmoropo-CMupHoB TecT ce (hokycupa Ha HajBehy aeBujanujy.
Hajseha Bpeanoct |F0 (X)-S§,(X )| ce 30Be MaKCHMallHa JieBujauuja, D:

D = max|F,(X)-S,(X)| (10.3)

Pacrionena craructuke D je mo3HaTa, a KpUTUYHE BpEeIHOCTH 3a D
ce Mory nponahu y TabenaMa KpUTHYHHUX BPEIHOCTH 3a TecT Kosmoropos-
CmupHOB 3a jeman y3opak. Oe Tabene mocroje y yuOeHHUIIMMA, a
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UMIUIEMEHTUpaHe cy u y cratuctuuku maker SPSS. Ha ocHoBy Tux
KPUTHUYHUX BpeIHOCTH ofpelyjeMo na iu je D 3HauajHO U HE.

Ilpumep 1: TlpetnocTaBUMO Ja je 3aJaTaKk UCTPaKHWBada y jeIaHO]

(habpury eunjux Wrpadaka, Ja OTKpHje Jia JIM Jela BUIIEC BOJIE JIONTE
CBETJIMJUX WJIM TaMHHUjUX TOHOBA. TecT ce crpoBoau Ha momynanuju ox 10
MaJIMIIaHA W CBaKOME OJI HUX C€ JOHOCH IeT JIONTH OO0CJIeKECHUX
OpojeBuma oz 1-5. JlonTe ce pa3nukyjy mo 0oju U TO Tako aa je Opojem 1
O3HaueHa JIONTa Ha Kojoj mpeonial)yjy HajTaMHUjU TOHOBH, a OpojeM 5
JIOTITa Ca HAjCBETJIMjUM TOHOBUMA.

1)

2)

3)

4)

5)

Hynma xunomesza. H ,: He mocroju pasznuka y O4yeKHBaHOM Opojy

n300pa CBUX NET TOHAIUTETAa M CBaKa pa3jMKa Koja ce TO0jaBH je
CllyyajHa Bapujaldja y CIy4ajJHOM Y30pKy U3 YHU(DOpPMHE

nonynamuje rae je f, = f, =...= fs.
Anmepuamusna xunomesa. H, ¢pexsBeHuuje f, = f, =...= fiHUCY
CBC jeJTHAKE.

Cmamucmuuxu _mecm. KonmoropHoB-CMUPHOB TecT 3a jelaH
y30paKk je omabpaH jep HMCTpaKMBay KEJIW Ja yropeau noOujeHy
pacriozeny TmojaTaka Ha OpAWHATHO] CKadd Ca TEOPHjCKOM
(IpeTnocTaBbeHOM) PACTIOAEIIOM.

Hueo snauajnocmu. Heka je o =0.01, a n je Opoj ManuiaHa Koju cy
UCTIUTaHU y cTyauju U u3Hocu 10.

Pacnodena cmamucmuxe. Paznuunute KpUTUYHE BpEIHOCTH 3a D, U3
pacniozene cratuctuke D, ce Hamaze y Tabenu 3a Kommoropos-
CMHpPHOB TecT 3a jelaH Yy30paK, 3ajelHO ca MPUIPYKEHHUM,
onrosapajyhum BepoBaTHOhama nojaBbUBamba.

Obaacm _oodbayusarwa. O0nact oadanuBama CE CacTOju O]l CBHX
BpeaHoctu D, uszpauyHatux no (gopmymnu (10.3), koje cy A0BOJbHO
BEJIMKE Jla Cy BepoBaTHOhe, TMpPHIPYKEHE ca HBUXOBUM
II0jaBJbUBAkbEM KaJl j€ XuroTe3a [{, TauHa, jellHAKe WIA Mame O]

a=0.01.
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6) Oodnyka. Y 0OBOj XMIIOTETMYKOj CTYAWJU CBAKU MalMIIaH ojadbupa
jenny on met jontu. [IpermocTaBuMo aa je jeaaH o1 HBUX oj1adpao
JONTY O3HaueHy OpojeM 2, meTopo mHX Jonty ca OpojeM 4 u
YeTBOpPO BHUX JonTy ca OpojeM 5. Crneneha tabena mpukasyje oBe
nonatke W mnpuiarohaBa ux 3a npumenHy Konmoropos-CMmupHOB
TECTa 3a jeJlaH y30paK.

Paur sontu 3a Gupame
1 1I 11T 1A Vv
7 0 1 0 5 4
F,(X) 1/5 2/5 3/5 4/5 5/5
S0 (X) 0/10 1/10 1/10 6/10 10/10
F(X0)-S,x0) | 2/10 3/10 5/10 2/10 0

ITpumeTrumo na je F (X) Teopujcka KyMyJaTHBHA pacHojesna Kaj je
xumnore3a H, tauna (rzme je H, xumortesa aa he cBaka of MeT JONTH UMaTu
no 1/5 uzbopa). S,,(X) je kymynaTuBHa pacrnojeia MocMaTpaHUX U300pa
Manumiada. [locinenmu pen y Tabenu Jaje ancoyiyTHE JCBHUjalldje CBaKe
BPETHOCTH Y Y30PKy OJf HbCHE OUYCKHUBAHE BPEIHOCTH. AKO IMPOBEPUMO
nocleily pel y Tabenu, Jiako ce yrBphyje na je D, 3a oe moaarke 5/10,
mro je 0.500. U3 Tabena 3a KoamoropoB-CMHUpPHOB TECT jeHOT y30pKa,
MOXKe ce BuaeTd naa je 3a n =10, mpuapyxeHa BepoBaTHoha p na Oyjae
D>0.500, TakBa nma je p<0.0l. Ilomro je p mpuapykeHO HOOHjEHO]
BpenHoctn D, mMame wim jemHako on o =0.01, Hama omimyka 3a OBY
KOHKPETHY CTyAujy je na ce [ onbaum y kopuct H,. 3akipydyjeMo Ja
HalmM CcyO0jekTH (MajMILaHW) I[I0Ka3yjy CKJIOHOCTH IIpeMa CBETJIHjUM
JonTama.

Ilpumep 2: OBne 300r crnenupUYIHOCTH, JajeMO M TIpPUMEp ca
HenpekuIHOM (QyHKIMjoM pacriozerne. [Ipu Mepemy jeHe KapaKTepUCTHKE
X xBanrera 100HjeHH Cy cliefiehu moaau:
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X bpoj mepema

-30.5 5
30.5-33.5 13
33.5-36.5 23
36.5-39.5 22
39.5-42.5 29
42.5-45.5 29
45.5-48.5 16
48.5-54.5 13

I[a JIN C€ MOIKEC CManaTH aa X nma HOpMaJ'IHy pacnoneny ca HapaMeTpI/IMa
m=40.48, s* =32.59?

Pewemwe. 113 Tabene QyHkmMje HOpMaIHE pacrojenie oapeauheMo
byHKIHjy pacrioznene X, a U3 y30pKa eMIupujcKy QyHKImjy pacrnojaene. To
he 6utu cneneha radena:

X | S X X =m FO(X)=®(X;'”) |7, (X) -5, (X)|
(¢}
30.5 | 0.0333 -1.75 0.0401 0.0068
33.5 | 0.1200 -1.22 0.1112 0.0088
36.5 | 0.2733 -0.70 0.2420 0.0311
39.5 | 0.4200 -0.17 0.4325 0.0125
425 | 0.6133 0.35 0.6368 0.0253
455 | 0.8067 0.88 0.8106 0.0039
48.5 | 09113 1.40 0.9192 0.0079
54.5 | 1.0000 2.46 0.9930 0.0070

Kao u 1o cama, majeMo KpaTak ONMMC KOpaka, KOjé CMO IMPOIUIH y OBOM
TECTY:

1) OnpeanmMo TeopHjcKy pacmozeny (peKBeHIHja Koja ce 04eKyje Kaj
je xumore3a H , TauHa;
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2)

3)

4)
5)

Ypeaumo nobujeHe pesynrare (y30pak) y KyMyJIaTUBHY Pacmloeny,
ynapyjyhu cBaku unrtepsan S, (X) ca oxrosapajyhum uHTEpBaiom

F,(X);

3a CcBakM KOpak Yy KyMYJIaTUBHUM pacnojenama (1o0ujeHoj u
npeasubhenoj), onyseru S, (X) on F,(X);

Kopucrehu popmymy (10.3), nahu D;

N3 tabene 3a KoamoropoB-CMHpHOB TecT 3a 3aJaHd Ipar
3HaYajHOCTH « Hahu KpPUTHUYHY BpEAHOCT M MOPEAUTH je ca
N00MjeHOM, T1a Ha OCHOBY Tora oA0aluTy WU NpUXBaTUTU H .



11. Jluneapnu cmamucmuyuku mooenu

11. JIMHEAPHU CTATUCTUYKH
MOJIEJA

Ha BpenHOCTH cTaTUCTHUKOT 0Oenexja yrude Buine (akropa. Yecto
CMO y TIPWJINIIK J1a TTojeinHe (paKTOpe MOKEMO U3PA3UTH MPEKO IMOKa3aTesba
X,,....X, . IlorpebHO je yTBpAUTH Kako Mokaszaresbu X ,..., X, , yIudy Ha

obenexje Y. MokeMo TIPeTIOCTaBUTH J1a TIOCTOJH Be3a 00JIMKa

Y= f(X,,.. X, )+e, (11.1)

npu demy je f () dbynkuuja oxpeheHor oOnmka, Koja 3aBUCH CaMoO O]
nokasarepa X,,...,X,. BenuunHa ¢ mnpexacrasiba cayuajuy npomennusy
KOja je Mocjienuia CBUX OCTaluX HemepJbuBUX (akropa. M3pasz (11.1)
MPE/ICTaB/ba CTATHCTHYKH MOJIEJI.

Ako je ¢pynxuuja f () JuHeapua QynKyuja, onHoa je mo 1uHeapHu
cmamucmuuKu mMooel.

Pa3znukoBahemo /Be BpcTe TMHEAPHUX CTATUCTUYKUX MOJENA.

a) Y 1npBoj BPCTH Cy T3B. pezpecuonu Wl eKOHOMEempUjcKu

Modenu KOJ KOJUX MOKazaTtebu X, ,...,X, y3uMmajy paziIuuuTe

BpPCAHOCTHU HA IMOCMATpaHUM CJICMCHTUMA CTATHUCTUYKOI CKYIIA.
OCHOB aHaJIu3€e OBUX MOZACJIa YNHU pezpecuona U Kopeinauuona
ananusda.

0) Jpyry rpymy Mojena yhHe MoOJAeNU ca (PUKCHUM BpPEIHOCTHUMA
nokasarespa, X,,..,X,, Ha CBUM €JICMEHTHMAa CTATHCTUYKOT

ckyna. To cy modenu ca koncmanmuum eghexkmuma paxmopa.
OcHoBa aHaIM3€ OBUX MOJIETIa Cy Memooe ananuse sapujance.
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Ha mpumep, ako ce mocMaTpa moTpolima JoMahuHCTaBa, MPUXOA
noMahMHCTBA je CUTypHO (pakTop Koju yThye Ha motpourmy. OBaj dakTop,
KBAHTUTATHUBHO M3PaXXEH, MMa Pa3IMYUTE BPEAHOCTH KOJ TMOCMaTpaHUX
nomahuHcTaBa. 3aro hemMo KOPHCTUTH  pErpecMoOHy  aHalu3y W
€KOHOMETPH]CKH MOJICTT 332 UCITUTUBAE IMOTPOITHE JoMahuHCTBA.

[Ipu ucnutuBamwy TpkuilTa, oJpehyje ce Tpaxkmwa 3a HoCMaTpaHUM
npou3BogoM. DakTOpH KOjU yTHYY Ha TPaXxmby Cy IEHe MU JOXOJaK.
Tpaxma, 11eHe u 1oxoAak he ce MewaTu U3 roauue y roguny. IlorpedHo je
YTBPAWTH KaKko IIEHE W JIOXOJaK yTHUYy Ha Tpaxmy. JacHo, kopuctuhe ce
pezpecuonu (ekoHoMempujcKu) Mooenu.

Kan yrBphyjemo ytuiaj hyOpusa uiam copTu KUTapuila Ha IPUHOC,
pasznuuuTe copre M paznuuuTe BpcTe lyOpuBa umahe onrosapajyhe
npuHoce. Ha 3acejanuM mapuenama jeIHOM BpPCTOM hyOpuBa U jeTHOM
coprom, 00a ¢akTopa uMajy KOHCTaHTHE BpeaHocTu. Ha apyrum
napiiesiamMa ca JIpyrom BpctoMm hyOpuBa u coptom, oba daktopa he mmatu
OTeT KOHCTAaHTHE BpeTHOCTH. M3MepeHHM mnpuHOCH y o0a ciy4aja ce
pasnukyjy. [lorpebGHO je yTBpauTu Te pasnuke. OBle ce KOpUCTE METOJIe
amanuze eapujarce, a TIOCMAaTPaHU MOICIH CYy MoOenu ca KOHCMAHMHUM
eghexkmuma.

VY HapenHuUM TOriaB/bMMa pa3MoOTpuheMo OBe JBE BPCTE MOJENA,
KOJI KOJUX 33J€JHUYKY OCHOBY UYMHU MemOO Hajmarux Keadpama. 3ato he
OUTH HEIITO JeTajbHUje M3JI0KEH U 00jelIheH 0Baj METOJl Kao OCHOBA 3a
oLlekHBakE MapaMeTapa Mojena, a 3aTuM he ce mpehu Ha CTaTUCTHUKO
3aKJbY4MBambE U OJUTYyYHBAE O BaJbAHOCTU MOJENIA.
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11.1. PETPECUOHU (EKOHOMETPHUJCKH)
MOJEJIU

[TocmaTpahemo n enmemenara y30pka, HW3MEpPEHE BPEIHOCTH
obenexxja Y Ha eJeMEHTHMa y30pKa W M3MEpEHEe BPETHOCTH IOKa3aTesba
(paxropa) X,,...,X,, Takohe Ha enemeHTHMa y3opka. ObGenexje Y je

3asucHna npomen.nuea, a Xl yenes Xk CY KOHmpoJiucane npomen.nuee.

OnuITy TMHEeapHu CTAaTUCTHUYKHU MOJIEN je MOJien 00IHKa

Y=08+B8X,+BX,,+...+ X, +& (11.1)

rae cy (Yi,X Xy X, ki) U3MEPEHE  BpPEJHOCTH  3aBUCHUX U

1i»
KOHTPOJUCAHUX TPOMEHJbUBUX KOJ I-TOT eJeMeHTa Yy3opka (i=1,2,...,n).
IIpoMenspuBe &, Cy ciydajHe IPOMEHJbUBE (cayuajan  uwiym), Koje
0JIrOBapajy eJeMEeHTHMAa y30pKa.
[IperrocTaBibaMo J1a Cy OYEKHBAHE BPEIHOCTH CIyYajHUX
. . . 2
IIPOMEHJBUBUX &, JeIHAKE HYJIU, a BapUJaHCE Cy JeJHAKE O .

Hapamerpu By, B, Pos---» B U O~ Cy napamempu modena Koju cy

Heno3HatH. [loTpeOHO je OICHWTH OBE MapaMeTpe Ha OCHOBY Y30pKa.
OnennhemMo WX METOIOM HajMambHUX KBaJpaTa.

Metoa HajMambUX KBajgpaTa

Panu nmakmer cxBaTama caMor MeTOAa, a W HMHTEpIpeTaluje
no0ujeHnx pe3ynirara, nocmarpaheMo Mojen ca jeHuUM (PakTopoM (jeIHOM
KOHTPOJIMCAHOM TIPOMEHJbMBOM), a 3aTUM hemo J00ujeHe pe3yiTaTe
YOMIITUTH U Ha MOJIeJie ca BUIle (pakTopa.
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Hexka je Y 3aBucHa mpoMeHJbuBa, a X KOHTpOJIMCAHA TTPOMEHIbUBA.
JIuHeapHH CTaTUCTUYKU MOAeN he uMaTh 00JIUK

Y =p6,+BX, +¢, (11.2)
3a cBako i=1,2,...,n.
Heka je
E(s)=0, Var(g,) = o7,
aé&,&,,...,&,Cy HE3aBUCHE CIIyyajHE IPOMEHJbUBE.

W3mepene BpeAHOCTH Y y30PKY Cy
(. X,) (1. X,)..... (Y, X,)

U TpeJCTaBIbajy poj Tauaka y paBuu XOY, (Cnuxka 11.1).
[IpaBa
y=P0+px
MIPE/CTaB/ba OYCKUBAHY BPEIHOCT ClyyajHEe NMPOMEHJBHBE Y, MO yCIOBOM
na je
X=x, u EY/x)=p,+pBx

Koepuuujentu S, u B, cy Ham Heno3Hatu. Ouennhemo ux Tako zia
OJICTyHamba U3MEPEHUX BPEJHOCTH Y, y y30pKy U BPEIHOCTH CpadyyHaTHX
u3 BpenHocTH X, Oyny mTo Mama. 3ato heMo nocmarparu 30up KBaapara

TUX OJACTYyIIamkba

2

v, (8, + 8x,)] =F(B,.8),

i=1

n

Kao QyHKIujy F () HEIO3HATHUX IIapaMeTapa.
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e
Pl /

Cnuxa 11.1. JIuneapau mozen ca jeqHUM (hakTOpoOM.

Onpenuhemo Bpeanoctu S, u B, Tako Ja oBa (yHKLUUja uUMa
HajMawky MOryhy BpeIHOCT, Tj. OLleHMheMO MX Tako Jia CpeIme KBaJpaTHO
OJICTyTame OyJ1e MUHUMAJTHO.

H3jeonauasarwem napyujannux uzeooa goynkuuje F ca nyiom

a(p,.p) F(B,,)

Ve Pl Ve Pl

op P,

20e cmo unoexc [, 3amenunu caf}paou kpahez nucarwa, O0ooujamo

cucmem jeonavuna.
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ﬂ’zn:XiZ +/80 'Zn:Xi :iXiYi
i=1 i=1 i=1

n n (11.3)
ﬂ ’ Z Xi + :Bo L = Yl >
i=1 i=1
no3uam noo nazueom CUCHEM HOPMATHUX JeOHAYUNA.

JlerepMuHaHTa CUCTEMa HOPMaJTHUX jeIHAYMHA jeTHAKA je

n n
2

PIRTEDINY .
i=1 i=1

B < { Xl} ’

i=1

S,
i=1

D

OJIHOCHO
1 & 1T
D=n’ —ZX?{—ZX,} .

n g noio

O3HaunMO ca X M S., CPEIMHY M BapHjaHCy BpPEIHOCTH

KOHTpOJIMCaHe TIPOMEHIJbHBE Y Y30pKy. buhe To cienehe BpennocTH:
B , Lo _
x:;,-éX"; szzlé()(i—x).

JlerepMuHaHTa cHCTEMa HOPMAITHUX jeIHAYMHA j€ jeTHaKa
D =n’s f ,

IHowmo je D>0, cucmem (11.3) nopmannux jeonauuna umahe
jeono, u camo jeono peuwierwe. To pewierve he 6umu m3se. ouene Hajmarux
Keaopama
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b, :Y—nsiz > (v,-7)x,-x)=7 -bx
) (11.4)
b= (v -7)x, -x)
nSx i=1

Ouene b, n b ce Mory Hanmcat U 'y cienehem oomuky

bo =%Zn:[sf _)_C(Xi _)_C)]Yi
Py (11.5)

b= 3 (x, %)Y,

ns

x =l

1. Ocobune ouena najmarux keaopama. Koepuuujentu b, u b cy

CllydajHe TIPOMEHJBMBE KOj€ 3aBHCE Ol y30pKa. M3 mpernocTaBku mojena,
napaMeTpH 3aBHCHE IPOMEHJBHBE Yy Y30pPKY Cy

E(Y,)= B, + X, Var(v)=o’,  CoMlr,.Y))=0,
300T HE3aBHCHOCTH Y30pKa.
Kopucrehn uzpaze (11.5), moxxkeMo 3akspyuntu cienaehe:

a) Ouemwenu pezpecuonu Koeuuujenmu b, u b, kao ouene, cy nuneapue
¢yukuyuje epeonocmu 3asucne npomenmuee Y.Y,,..Y , y y30pky.
Mozy ce nanucamu y 001uKy

', (11.6)
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rzae cmo ca C,,C; 03HaYMIIU BPEAHOCTH

oy =
Cﬁi;&¥jliﬂ%wm
ns;,
Ci:(X"—_zf, i=12,...,n.
ns

Jlako je mpoBepuTH 14 je

Sc=1 Sc X =0,
i=1 i=1
iq:o iQX;L
i=1 i=1

Koepunujentu C,,C, HUCY cilydajHe IpOMeHJbHBE. FhHXxoBe BpeaHOCTH
3aBHCE CaMO O] BPEJHOCTH KOHTPOJIHMCAaHE TPOMEHIbUBE X Y Y30PKY.

0) Owuene b, u b cy nenpucmpacue oyene pezpecuonux Koeuuujenama
Bou p.

3aucra, u3 u3pasa (6.6) ce nobuja na je
E(bo): Zciy(ﬂo +ﬁXi):
i=1
B YA, -
i=1 i=1

= f, (u30cobunea).

Ha cimyad HauuH ce MOKE ITPOBEPHUTH 1A j€
E(b)= :Bozci +:BZC1‘X1‘ =p.

B) Bapujance ouyena b, u b oame cy uzpazuma
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Var ZC 2—6 (x S ),

I’ZS

X

Var Z =
r) Koeapujanca osux ouena je jeonaxa

Cov(b,,b)= ch

n) Ouene b, u b npedcmaswajy najoove nenpucmpacHe n1uneapHe oyene
napamemapa [, u 3 y cneoehem cmucny: Bapujance 6uno xojux

Opyzux HenpucmpacHux jiuHeapHux ouena, ouhe eehe 00 eapujancu
osux ouena. /[pyzum peuuma, one npeocmasnajy HajegpuxacHuje
oyene y Kaacu JUHeAPHUX HENPUCMPACHUX OUeHa, mj. oueHe ca
MUHUMATTHOM 8APUJAHCOM.

[Tpoepuhemo To Ha oreHu b. Heka je b Ouiio koja oreHa JTUHEAPHOT
obmnmka

b :idiYi = idi(ﬁo +ﬂXi +gi)'
i=1 i=1

Jla Ou O6una HenpucTpacHa, Mopa OUTH

Sac0 Sax -1
i=1 i=1

Hbena BapujaHca je jeqHaka
Var(b')= o Zdz (11.7)

MuHnMaHa BPEIHOCT OBE BapujaHce noOuhe ce 3a BPEOHOCTH KoOje
MUHUMEI3UPA]y JlarpanxoBy GyHKIH]Y
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F =0’ Zn:df —lZn:dl. —ﬂl(idix,, —1].
i=1 i=1 i=1

PemaBamem cructema jeHaunHA

E:O i=12,...,n
a,

I _y

oA

x_,

o

JIAKO C€ YBEPUTH J1a je
a-X"*c

ITO je U TpeOano NPOBEPUTH.

Pacnooena ouena b, u b. Axo cayuajna npomenmusa Y uma

Hopmanny pacnoodeny, onoa b, u b, kao nuneapne gpynxuuje, marxolhe

umajy Hopmanny pacnodeny.

Axo, nak, Y uma 0ma0 kojy pacmoaeiy, onaa he b, u b umartu

npubam:kno Hopmanny pacnoaeny. To je mocaenuna uyenwmpanne

panuvine meopeme.

xK) Kenumo oa ouenumo epeonocm ciayuajue npomenvuse Y, 3a HeKy
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eépeonocm X = x. Ouerwena epeonocm je

Y = b, +bx.

(11.8)

Hapasno, mo je nuneapna ynkuuja rvenux epeoHocmu y y30pK).

Ouexueana epeonocm oge ouene je

E(Y)= B, + .



11.1. Peepecuonu (ekonomempujcku) mooenu

a mo je mauka nHa pezpecuonoj npaeoj. Moyxcemo cmampamu oa je

~

ouena Y nenpucmpacHa ouena oyeKugame 6peOHOCHU NPOMEH.bUBE
Y kao je

X =x.
Bapujanca onene (11.8) 6uhe jeqnaka
Var(?) =Var(b, )+ x*Var(b)+ 2xCov(b,,b).
3amemyjyhn  BpeAHOCTH W3pa3a Ha JIGCHO] CTpaHH HUXOBUM
BpPEHOCTUMA JIJATUM y Tauku B, 1obuhe ce
2

Var(?)z ’Z—z{si +()_c—x)2}.

X

W3 oBor m3paza ce BUAM JAa he OLEHEHEe BPEIHOCTU CllydajHe
NpOMEHJbUBE Y OUTH Mpelu3HHUje KaJ je BPEAHOCT X, 32 KOJy BPLIMMO
OlIeHY, OJI>Ka MPOCEYHOj BpeAHOCTH X . Takolhe, ca moBehameM y30pKa,
noOosbiiahemMo oleHy, Tj. cMabHheMo BbeHy BapujaHCy.

Ilpoceuna epeonocm 3aeucne npomen.puge Y,
— 1
=13,

n g

je cmamucmuka ca napamempuma

E(Y):ﬂo + px,
Var(f)zo-—z.
n

. 2 . .
Bapujanca o~ y mooeny je nenoznamu napamemap mooena. To je
sapujanca cnyyajuux npomensueux &,. Takole je mo u eéapujanca

3agucHe npomenvuge Y, mj.

Var(Y,)= o’
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IHlompeono je oa ouenumo osaj napamemap. Quenuhemo za npeko
paznuka

Y, _(bo +in)’

Koje npeocmasmajy m3e. pesuoyaie. To cy paznuxe uzmely
uzmepenux epeonocmu npomenouee Y u cpauynamux epeonocmu u3
JuHeapHe ée3e npexo X.

Olena mapaMeTpa o~ je CTaTUCTHKA

2

6> =3[, ~ (b, +bX,)] (11.9)
nig

Kan ce y m3pasy (11.9) nona u onysme f, + BX,, a 3aTuM ce HU3BpIIU

KBaJIpUpame W pacTaB/barkbe 30Mpa Ha 30MpoBe 4iIaHOBa, Kopuctehu
CHCTEM HOPMAaJIHHX jelHAUYMHA, OIICHA BapUjaHCE Ce MOXKE HAITUCATH U Y
00Ky

& = 2~ fy+ pY,) (7 py = i =52 ).

OI[aBI[e je JIAKO ITPOBCPUTHU L[aje OYCKHMBaHa BPECAHOCT OBC OLICHC

E(o”'z)z n—2o_2,
n

IITO 3HAYH JIa jé OBO HEraTUBHO NPUCTPACHA OLICHA.

. 2
3a HENpUCmMpAacHy OYyeHy eapujance o MOAHcemMo yzenmu cmamucmukKy

) n 9 I & ?
"on=2 n—2,-_1[l (0+ ')]

2. Pacnoodena ouena najmarux keaopama. VicnuTyjeMo 3aBHCHY
MPOMEHJbUBY Y ¥ KOHTPOJIMCAaHy NPOMEHJbMBY X TIPEeKo Mojena ca
cienehum nmpernocraBkama:

1. W3mely npomensbuBuX X 1 Y IOCTOjU JTMHEapHa Be3a
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Y=p5,+pX+e¢,
IZIe je ¢ CiIyYajHa MPOMEHIbHBA.
2. Ilapametpu ciryuajHe IPOMEHIJBUBE CY
E(g)=0,
Var(g) =0’
3. Cnyuajua npoMeHspuBa ¢ uma Hopmanny pacnogeny
&N (0; o’ )
[apametpu Mogena cy f,,fuc’ Koje OlemYyjeMO Ha OCHOBY
y30pKa
(¥ X,). (0, X,).. (7, X, )
METOJIOM HajMamux kBaapata. Ouene b,,bu s’ nare cy uspasuma (11.5) u
(11.9).
Kopuctehu npernocraBke Mozemna, MOXKe ce 3aKJbyYUTH Ja je
a) E(Y,)=p,+pBX
6) Var(Y,)=0c’,
B) Y, uma Hopmanny pacnonery
Y, : N(B, + pX,;0°)

r) Ilpomenmuse VY,.Y,,...,Y, Cy He3aBUCHE U CBE MHMajy HUCTY

pacriozeny.

Kopucrehu mnpernocraBky 3, jako je 3ak/by4uTH Ja he oOIcHe
MaKCHMaJHE BEPOJOCTOJHOCTH PErPECHOHUX TapameTapa, OWTH OICHE
no0ujeHe MEeTOJ0M HajMambiX KBaJApara.

ITourro cy b, u b nuneapHe orieHe obIMKa

335



Cmamucmuxa 3a UHIICURbEpE

oHJIa oHe uMajy HopmanHy pacnoneny ca oarosapajyhum mapamerpuma:

NI

b:N{ﬂ;J—Z}.

ns
ns

X
X
OmueHa BapujaHce G, MOXKeE Ce U3pasuTH y ciaeaehem 06Ky

G2 =%Zn:gf—[)7—(,60+,Bf)]2—(b—,6)25f, (11.10)

a OIIGHE perpecuoHux Koe]uIMjeHara, Takohe ce Mory wu3pasuTH y
cieneheM o0IMKy

b, = p, +ZC;8i
o (11.11)
b=p+ ZCigi
i=1
rjae cy C,.', C, natu uspaszuma
2 — — —
ci'=L)fix); Ci=Xi 2"; i=12,....n.
ns’ ns’

N3 (11.10) ce Moxke 3aK/bydnTH 1a & °, Kao 30Mp KBajapara
HE3aBUCHUX NPOMEHJbUBMX, UMa Xu-KBaapaT pacnoneny. Hpyru u tpehu
yJiaH u3pasa Ha jeBoj crpanu y (11.10), Takohe cy kBagpaTu NpOMEHIbUBUX
ca HopmanHom pacrnofenom, U TO Cy NPOMEHJbHBE KOj€ Cy HE3aBUCHE O]
Els...»E, . 3aTO CE MOXKE 3aKJbYUHUTH:
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Ouena 6° uma pacnodeny Kao u ciy4ajua npoOMenbuea
0_2/1/2
20e y° uma Xu-keaopam pacnodeny ca (n — 2) cmenenu cinobooe. Ilopeo

A2
moea, cmamucmuke bo U O Cy He3aesucHe. Tal(Oﬁe Cy Hé3aeucHe u

cmamucmuxe b u 6° .

TecTupame xunore3a u oapehuBame nHTEpPBaJIa MOBepeHa

3a 3aKk/byuMBame O OlLEHaMa KoeduuujeHara b, u b, xopucre ce

CTaTUCTHUKEC

2 =2
{ = Sx_x .bO_ﬂO
by — )

0

n—2,
o

S
bF n2,
(o2

1
t,=—-
S.X
koje umajy CTyIeHTOBY f-pacnonieny ca (n - 2) CTENEHU clI000/Ie.
3a 3a7aTu HUBO [OBEpema ) , ogpeaAruheMo BpeAHOCT ¢, TaKO Ja je
l+y
Sn—2 (IO ) = 2 2

I1a Ha OCHOBY CTAaTUCTHKE 7, , HHTEPBaJI MOBepema 3a [ Ouhe nHTEpBal ca

rpaHuIiama

bot 5O i 5O
o T~ o T~ |
Jn—2 Jn—2
Ha cinyan HauuH OM oJpeauiu M HMHTEpBal IOBepewma 3a [,

KOpI/ICTehI/I CTaTUCTUKY [ by * HpI/I TCCTUPALY XHUIIOTE3a O PCrpCCUOHUM

Koe(pUIIMjeHTHMa, KOPHUCTUMO aHAJIOTaH MOCTYIaK Kao W TPU TECTUPAY
XUIOTE3a O MATEeMAaTHMYKOM OUYEKHMBaWky KaJ je BapHjaHca IMOIMyJaluje
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HEeno3HaTa. AKO JKEeJIMMO Jla MPEKO PErpecuOHOr MojJeja OLEHUMO
BPEIHOCT 3aBHCHE NMPOMEHJbMBE Y 3a 3aJaHy BpeIHOCT X = X, OHJA je TO
OlleHa

Y = b, +bx,
Koja uma HopmaiHy pacriozieny ca nmapamerpuma
Ef)= g, + pr

Var(}}): O-—zz{sf + ()?—x)z}.

ns;,
Crarucrtuka
e \s: +()?—x)2 . (bo +bx)—A(ﬂ0 +ﬂx) \/nTZ,
K o

X

umMa CTyIeHTOBY pacrojeiny ca (n—2) crenenn cinodoxge. Oa ce
CTaTUCTUKAa KOPUCTH 3a oapehuBame MHTEpBaja MOBEPEHa U TECTUPAHE
XUIIOTE3€ O OLICHEHUM BPEIHOCTHMA 3aBHCHE IPOMEHJBHBE, MPEKO
PErpecuoHoOr Mojena.

AHaM3a BapHjaHce y jeAHONapaMeTapCKOM MOJesy

Pesynrate 3aBucHe poMeHIbUBE Y Y Y30pKY, mocMaTpaheMo mpeko
30uMpa KBajgpara BHUXOBHX OJCTyNama O] IMpoceka (BapujaHca y30pKa
IIOMHO>KE€Ha ca 00MMOM y30pKa)

(¥ -7) (11.12)
i=1
OgBaj 30up mokazyje BapHjadMJIMTeT 3aBHCHE NMpoMeH/bHUBe. HheH
yKyInaH BapHjaOWIMTET je Mmocieauua BapujaOuianTera, 0OJHOCHO MPOMEHA,
KOHTPOJIUCAHE MPOMEHJbUBE X, a OCTajM [0 je MOCieIula CBUX APYTUX
(akropa.
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[ToTpeOHO je oneHWTH 1e0 TOT BapwjaOWIMTETa KOjU je MOCIIeaua
npomeHa X. Taj meo BapujabuInTeTa MOKEMO OIICHUTH 30MPOM KBajpara

i{bo +bX, —lZ(bo +bX,.)T

i=1 n

rIe je y 3arpagu pasnuka usmelhy ouemeHe BpeaHocTH Y, mpeko X, u
MPOCEYHE BPEAHOCTH THX OICHEHUX BpemHocTh. OBaj 30up KBaapaTa ce
30B€ pecpecuonu 30up keaopama. Moxe ce U3pa3uT y o0IuKy

2

b? Zn:(Xi ~X) . (11.13)

Ha kpajy, octamm neo BapujaOuiIuTeTa 3aBHCHE NPOMEHJBHUBE Y,
MOXKE€ C€ MEPHUTH TIPEKO T3B. pe3udyainoz 3oupa keaopama, XKOju je nat
M3pazom
- 2
[, = (b6, +6x,)] .
i=l1
a oxapeheH je pasznukoM wu3Melhy M3MEpPEHHX BpPEIHOCTH 3aBUCHE
NPOMEHJbUBE W OLCHCHUX FHCHUX BPEAHOCTH MPEKO BPETHOCTH
KOHTPOJIMCAaHE MPOMEHJbHBE. MOXKe Ce N3pa3UTH y OOJIHUKY
n 2
MY -y +b(x, -x)] . (11.14)
i=1

Jlaxo ce nokasyje cieneha penanyja:

n n 2 n

Y -3) =X [ —(b, +bX,)] +b> Y (X, -X), (11.15)

i=1 i=1 i=1
IITO 3HAYMU:

Bapujabunumem 3aeucne npomenwuge Y jeonax je 30upy
odjawmmenoz eapujabunumema npeKo pecpecuje U  pe3uUOYAIHOZ
(Heobjawrsenoz) oena eapujadbunumema.
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[Tocmarpahemo T3B. koeduyujenm Oemepmunayuje. Y CIEIIHOCT
o0jammeba IMPOMEHA 3aBUCHE TIPOMEHJBMBE H3paXKeHa je OIHOCOM
o0jalImeHoT BapujaduIuTeTa MPeKo perpecuje,  yKymHOr BapujabuinTera
IIPOMEHJbUBE Y.

Koegpuuyujenm oemepmunavuje je konuunuk

7 2

b* > (X, -X)

Pl = (11.16)

i=1
U npeocmaeba penamugHy mepy ychexa odjawirberna eapujaduiumema
3aeucne npomensuge Y npexo npomena npomensuge X.
N3 penamnyje (11.15) jacHo je na je
n 2
Z[Yz _(bo +in)]
i=l1

p=1-A : (11.17)

N

=1

HITO 3HAYU: (1 — r2) MpeJICTaB/ba OJJHOC HeoOjallIkbeHOT Bapujaduiurera Y
YKYIHOT' lb€HOT' BapujabunTera.

Kan ce y (11.16) 3ameHu BpeqHOCT perpecroHor koeduiujenta b,
nobuhe ce u3pas

2

S
2 Xy
14 :—)/

2 .2
5.8,
Izie je s, KoBapujaHcay y30pKy (XI,YI), (Xn,Yn), 52 I/ISi Cy BapujaHCce
MPOMEHJBUBUX Y TOM Y30PKY.

3amo je Koepuuujenm Oemepmunauuje, ycmeapu, Keaopam
Koeguyujenma Kopenayuje y3opka.
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N3 penanumje (11.9) u (11.5) nobuhe ce na je ornemeHa BPEAHOCT
BapHjaHCe JaTa u3pa3oM

A2 2 2
o =5, (1 -7 )
U TIPEJICTaBJba PE3UTyaTHy BapHjaHCy.

Pecpecuonu 36up keaopama Moxe ce HanKMcaTH y 00JUKY

szn:(Xi_)_c) = Zl"'ﬂﬂzn:(Xi_)_c) ,

rae CMO €a z; O3HAa4YUJIM BPECIAHOCT

n

le(b_ﬂ) (Xi_f)z :
i=1
Kan je =0, perpecuonu 30up kBagpara he umaT pacrnojaeny Kao
Y CJTy4ajHa IPOMEHJbHBA

2 2
oy,
rie )(2 uMa Xu-KBajpatT pacrlojiey ca jeTHUM CTEIIEHOM CJI000/Ie.

Ca apyre cTpaHe, pe3uayaliHu 30Mp KBaapaTa UMa pacrojieiy Kao u
ClTy4ajHa IPOMEHJbHBA

o’ x’,
rae y° uma Xu-KBajpaT pacrhojeny ca (n - 2) cTeneHu cioboje.

Kosnmunuk oBe jiBe cTaTHcTHKe MMa F pacrioneny ca I u (n—2)

creneHu ciaoboje. Taj ce KOTMYHUK MOXKE U3pa3UTH U MIPEKO KoepUIIMjeHTa
JIeTepMUHAIIH]e

2
r

le—rz (n—2),
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T1a Ce 3a TECTUPAE XUTIOTE3E
H 0 (ﬂ = 0),

kopuctu F-tect. W3 Tabmuua 3a ¢yHkuujy F-pacmnojene oapeauMmo
KPUTUYHY BpEeIHOCT F{, 3a 3aJaTu HUBO 3HAYajHOCTH, 1a, Ha yoOU4YajeHU

Ha4YuH, JOHOCUMO OJJIYKY O XHUIIOTC3U HO .

PesynraTe npukasyjemMo y T3B. mabenu ananuse eapujance:

H3.B P Crenerin 30up KBajapaTa Konmnunuk F
Bapujanuja | crmoboae
. n 2
Perpecuja 1 p*Y (X, - %) )
i=1
. F=-" ~Nn—2
L, - (5, + 5 )] = 6 e

Pesunnyan n-2 :

Ilpumep. llpernioctaBiba ce Aa ce ca nosehamweM Opoja panHuka npemyseha
noBehaBa U 1oxoAak mo pajaHuky. Jla 6u ce To mposepuio, uzadpaso je 11
npenyseha u qoOujenu cy cienehu pe3ynaraTu:

Jloxonak

10 15 | 17 | 16 | 23 | 28 | 30 | 40 | 50 | 60 | 80
(y xusb.)

bpo ol 2 15 [ 20 |25 | 25 | 30 | 35 | 30 | 40 | 40
paaHuKa

a) OueHu napaMeTpe JMHEAPHOT PErpecUOHOT MOJIENa.

0) /la mu ce Mmoxke cMaTpatu Ja Opoj paJHUKa yTUYE Ha T0XOJaK MO
pagHuKy?

B) OnpenuTtu KoepUIMjEHT AeTEPMHUHAIIN]E U IaTH HETOBO
o0janmeme.
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Pewemwe. Jloxomak 1Mo pajHUKY je 3aBUCHA TpPOMEHJbMBA Y, a
KOHTpOJIMCaHa TPOMEHJbHBA je Opoj pagHuka X. Mogern je o0nrka

Y=0,+pX+¢

a) Onene mapamerapa [, u [, n00MjeHE METOJOM HajMamUX KBajJparta,

NPEJICTaBJbajy pelliehe CUCTEeMa HOPMAIHUX jeIHaYHHA

ﬂZH:X,‘Z +ﬂozn:Xi :Zn:XiYia
i=1 i=1 i=1
IBZX; +IBO b :ZYN
i=1 i=1

OJIHOCHO,

8344 + 2828, = 12230,
2828 +118, = 459.

Tako hemo n00UTH OIIeHEHE perpecruoHe Koe(hUIInjeHTe
b, =-14.07
b=1.86.

Bapwujancy 10X0TKa 1o paJiHUKy olleHnhemo ca

11 2
6= [Y,+14.07-1.86X,] =87.2.
n ‘o

1

6) IloTpeOHO je MPOBEPUTH MPETIOCTABKY

H, (:B = O),
a aJITepHAaTUBHA MPETIOCTaBKa je
H,(8>0).
Kopuctumo craructuky
t, = LZ b — / n—2
ns, G
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KOja UMa BPEIHOCT

t, =6.00.
W13 tabauna CtyneHToBe 7-pacnojene oapeaunhemo ¢, Tako 1a je
S,(t,)=1-a
3a a =0,01 nodbuhemo
t,=2.821.

[lomro je ¢=6.00, ¢,=2.821, xunoresy H, hemo opbauutu, u

3aKJBYYUTH JIa ca IOpacToM Opoja pagHWKa pacTe W JIOXOJaK TI0
paTHUKY .

B) Bapujanca 3aBucHe npomMeHsbHBE Y jeiHaKa je

" 2
s L > (Y,-¥) =130.017.

n g

3HaMO J1a IOCTOjH Be3a

Kan y oBaj m3pa3 3aMeHHMO &~ W si, nobuheMo koepuIUjeHT
JIeTepMHUHAITA]e
r* =0.32932.

To 3maunm ma je 33% Bapuwjanmja 3aBHCHE NPOMEHJBUBE, OJHOCHO
OXO0TKa (TPOMEHa y JOXOTKY), TOCIeauIia mpoMeHa Opoja pajHHUKa.
Ocrare Bapujanuje Cy mocieaura pyrux Gpakropa.
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11.2. 3a0ayu

11.2. 3AJIALIA

1.

V jeaHONMapamMeTapcKOM JIMHEAPHOM MOICITY

Y=8,+pX+e¢,
olpenu OleHe mMapameTapa f3,, 3, Mo’ METOIOM MaKCHMAJHe
BEPOJIOCTOJHOCTH.

Ha jeanoj packpcHuim ce Mmepu UHTEH3UTET caoOpahaja. Mepema cy
BpIIIEHA CBaKa JiBa caTa y nepuoay o 6 no 14 yacosa. [loOujenu cy
cnenehu pesynratu

Bpewme 6 8 | 10 | 12 | 14
Wureusurer | 26 | 35 | 40 | 52 | 57

a) DOopMyJIMIIN CTATUCTUYKH MOJICN 32 00jallllbehe WHTCH3UTETA
caobpahaja y 3aBUCHOCTH OJ BpeMEHa M OIICHH ojaroBapajyhe
napamerpe.

0) Jla 1 ce ca mopacToM BpeMEHa TOKOM JIaHa Y TOCMAaTpPaHOM
MepUOTy, HHTCH3UTET caoOpahaja mosehasa?

Bbpoj rpemaka u Opoj yacoBa paga y tpehoj cMenu, Ounu cy ciaeaehu

bpojudacoBapama | 3 |4 | 5| 6| 7 8
Bbpoj rpemaxka 5161718 10| 13

a) OueHu nuHeapHy Be3y usmely Opoja rpemaka u O6poja yacosa
pana

0) Oppenu KoedUIIUjEHT JEeTEPMHUHAIIH]E.
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B) /[la nu je y3opak OOBOJbHO BEJIMKH Ja OM c€ 3aKby4ylll O
OIIEHEHOM MO/IEJTy MOTJIU MPUXBATUTH?

4. CreneH ayToMaTu3alyje yTH4e Ha 3apajae pajgHuka. Ha ocHoBy

y3opka oa 100 paanuka, nobujenu cy cneaehu nogamu:

apane (yxmmb.) | 14 | 1.6] 182021 222324725

ayTOMaTH3allHje

Crenen 0.5 [06]09]05|06][09]05]0.6 0.9

Bpojpamamka | 15 | 5 | 0 | 15[ 15| 5 | 5 [ 15[ 25

346

W3BpIINTH CTaTUCTUYKY aHaJ M3y 3aBHCHOCTH 3apajia U CTEreHa
ayromatrmzanje. OO0jacHu J00HjeHy BpeAHOCT KoeduIujeHTa
JeTepMHUHAIIH]E.

VY TexHONOUIKOM JaHIly, Ha MamuHu I, 6poj ucnpaBHuUX mpousBoaa
3aBHCH OJ1 KOJIMUYMHE IPOU3BO/a 00pal)eHuX Ha MPEeTXO0HO] MALINHU
I. ¥V mepewuma cy 1o06ujeHH pe3ynraTtu

X156 [8[5[9[10]|7|5]|8]|7
Y |[3 |4 |5]2|8| 7 |4|5]|6]6

Onenu BpenHocT Y mpeko X, a 3aTUM OApeau OHY BpeIHocT X 3a
kojy he Opoj HeucnpaBHUX MPOU3BO/IA HA APYTr0j MAIIMHUA OUTH 5.

On onpehene BpcTe ryme HampaBibeHO je 10 LeBH paziuduTOr
npevyHuka. M3BpiieHa cy Mepema MaKCHMAaJTHOT —YHYTpPalllber
NPUTHCKA KOjU MOTY Jia u3/pke 1eBu. Jlobujenu cy cinenehu noganu

Y X=173 > Y=566 > XY=10953
> X?=3315 > Y?=37722

a) OreHu perpecuony mpasy.

6) Opnpenu 95% nHTEepBaN MoBepema 3a mapamerap [ .

B) Tectupaj xunoresy naje S, =1.




CTATUCTUMKE TABJIULE






TABJIMLIA 1. BEPOBATHORE BMHOMHE PACITOJEJIE

n M-
Pr,u-.p""(x)l" q

q=1=pi Py y=Purox 1-, 32 p>0,5)

x/p 0,1 02 0,3 04 0,5
n=2
0 0,810 0,640 0,490 0,360 0,250
1 0,180 0,320 0420 0,480 0,500
2 0,010 0,040 0.0 0,160 0,250
ne=j3
0 0,729 0,512 0,343 0216 0,125
1 0,243 0,384 0,441 0,432 0,375
2 0,027 0,096 0,189 0,288 0,375
3 0,001 0,008 0,027 0,064 0,125
n=4
0 0,6561 0,4096 0,2401 0,1296 0,0625
1 0,2916 0,4096 04116 03456 0,2500
2 0,0486 0,1536 0,2646 0,3456 0,3750 .
3 0,0036 0,0256 0,0736 0,1536 0,2500
4 0,0001 0,0016 0,0031 0,0256 0,0625
n=35
0 0,5905 03277 0.1681 0,0778 0,0313
1 0,3280 0,4096 0,3601 02592 0,1562
2 0,0729 0,2048 0,3087 0,3456 03125
3 0,0081 0,0512 0,1323 02314 0,3125
4 0,0005 0,0064 0,084 0,0768 0,1562
5 0,0000 0,0003 0,0024 00102 0,0313
n=6
0 0,5314 0,2621 0,1176 0,0467 0,0156
1 0,3543 0,3932 0,3025 0,1866 0,0938
2 0,0984 0,2458 0,3241 0,3110 0,2344
3 0,0146 0,0819 0.1852 02765 0,3125
4 0,0012 0,0154 0.0595 0,1382 0,2344
5 0,0001 0,0015 0,0102 0,0369 0,0938
6 0,0000 0,0001 0,0007 0,0041 0,0156
n=7
0 0,4783 0,2097 0,0824 0,0279 0,0078
1 0,3720 0,3670 0.2471 0,1306 0,0547
2 0,1240 0,2753 03177 0,2613 0,1641
3 0,0229 0,147 02269 0,2903 02734
4 0,0025 0,0287 0,0972 0,1935 0,2734
5 0,0001 0,0043 0,0250 0,0774 0,1641
6 0,0000 0,0004 0,0036 0,0172 0,0547
7 0,0000 0,0000 0,0002 0,0016 0,0078




Tabnuna I. vacTasak

x/p 0,1 0,2 03 0,4 0,5
n=8
0 0,4305 0,1678 0,0576 0,0168 0,0039
1 0,3826 0,3355 0,1977 0,0896 0,0313
2 0,1488 0,2936 0,2065 0,2090 0,1094
3 0,0331 0,1468 0,2541 0,2787 0,2188
4 0,0046 0,0459 0,1361 0,2322 0,2734
5 0,0004 0,0092 0,0467 0,1239 0,2188
6 0,0000 10,0011 0,0100 0,0413 0,1094
7 0,0000 0,0001 0,0012 0,0079 0,0313
8 0,0000 0,0000 - 0,0001 0,0007 0,0039
n=9
0 0,3874 0,1342 0,0403 0,0101 0,0019
1 0,3874 0,3019 0,1556 0,0605 0,0176
2 0,1722 0,3019 0,2668 0,1612 0,0703
- | 0,0446 0,1762 0,2668 0,2508 0,1641
4 0,0074 0,0661 0,1715 0,2508 0,2461
5 0,0008 0,1165 0,0735 0,1672 0,2461
6 0,0001 0,0028 0,0210 0,0743 0,1641
7 0,0000 0,0003 0,0039 0,0212 0,0703
8 0,0000 0,0004 0,0035 0,0176
9 0,0000 0,0003 0,0019
n=10
0 0,3487 0,1074 0,0282 0,0060 0,0009
1 0,3874 0,2684 0,1211 0,0403 0,0098
2 0,1937 0,3019 0,2335 0,1209 0,0439
3. 0,0574 0,2013 0,2668 0,2149 0,1172
4 = 0,0112 0,0881 0,2001 0,2508 0,2051
5 0,0015 0,0264 0,1029 0,2007 0,2461
6 0,0001 0,0055 0,0368 01115 0,2051
7 0,0000 0,0000 0,0090 0,0425 0,1172
8 0,0001 0,0014 0,0106 0,0439
9 0,0000 0,0001, 0,0016 0,0098
10 0,0000 0,0001 0,0009



Tabnuua 1. HacTasak

_x/p 0,1 02 0,3 04 0,5
n=15
0 0,2059 0,0352 0,0047 0,0005 0,0000
1 0,3431 0,1319 0,0306 0,0047 0,0005
2 0,2669 0,2309 0,0915 0,0219 0,0032
3 0,1285 0,2502 0,1701 0,0634 0,0139
4 0,0429 0,1876 0,2186 0,1268 0,0416
s 0,0105 0,1031 0,2061 0,1859 0,0917
6 0,0019 0,0430 0,1473 0,2066 0,1527
7 0,0003 0,0139 0,0811 0,1771 0,1964
8 0,0000 0,0034 0,0348 0,181 0,1964
9 0,0001 00115 0,0612 0,1527
10 0,0000 0,0030 0,0245 0,0917
11 0,0006 0,0074 0,0416
12 0,0001 0,0016 0,0139
13 0,0000 0,0003 0,0032
14 0,0000 0,0005
15 0,0000
n=20
0 0,1216 00115 0,0008 0,0000 0,0000
1 0,2701 0,0577 0,0068 0,0005 0,0000
2 0,2852 0,1369 0,0279 0,0031- 0,0002
3 0,1901 0,2053 0,0716 0,0124 0,001t
4 0,0898 0,2182 0,1307 0,0350 0,0046
5 0,0319 0,1746 0,1789 0,0746 0,0148
6 0,0089 0,1081 0,1916 0,1244 0,0370
i 0,0020 0,0546 0,1643 0,1659 0,0739
8 0,0003 0,0221 0,1144 0,1797 0,1201
9 0,0001 0,0074 0,0653 0,1597 0,1602
10 0,0000 0,0020 0,0309 01172 0,1762
11 0,0000 0,0005 0,0120 0,0710 0,1602
12 0,0001 0,0038 0,0355 0,1201
13 0,0000 0,0003 0,0049 0,0370
14 0,0000 0,0013 0,0148
15 0,0003 0,0046
16 0,0000 0,0011
17 0,0002
18 0,0000



Tabauna I. HacTaBak

X/p 0,1 0.2 03 04 05
n=30 .
0 0,0424 0,0012 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,1413 0,0093 0,0003 0,0000 0,0000
2 0,2277 0,0337 0,0018 0,0000 0,0000
3 0,2360 0,0785 0,0072 0,0003 0,0000
4 0,1771 0,1325 0,0208 0,0012 0,0000
5 0,1023 0,1723 0,0464 0,0042 0,0002
6 0,0474 0,1795 0,0829 00115 0,0005
1 0,0180 0,1538 0,1219 00263 0,0019
8 0,0058 0,105 0,1501 0,0505 0,0055
9 0,0015 0,0676 01573 0,0823 0,0823
10 0,0004 0,0255 0,1416 0,1152 0,0280
1 0,0001 0,0161 0,103 0,1396 0,0508
12 0,0000 0,0064 0,0748 0,1474 0,0806
13 0,0022 0,0444 0,1360 0,115
14 0,0007 0,0232 0,101 0,1355
15 0,0002 0,0105 0,0783 0,1444
16 - 0,0000 0,0043 0,0490 0,1355
1 0,0015 00279 0,1115
18 0,0004 00119 0,0806
19 0,0002 0,0054 0,0508
20 0,0000 0,0020 0,0280
2 0,0007 0,0133
2 0,0002 0,0055
23 0,0000 0,0019
4 e 0,0005
25 0,0002
2% 0,0000




Tabnuua II. BPEQHOCTHU ®VHKIHIA e ne™™

X ¢ e’ X & e
0,00 1,0000 1,0000 0,59 1.8040 0,55433
001 1,0101 0,99005 0,60 1,8221 0,54831
002 1,0202 0,98020 0,61 1.8404 0,54335
0,03 1,0305 0,97045 0,62 1,8589 0,53794
0,04 1,0408 0,96079 0,63 1,8776 0,53259
0,05 1,0513 0,95123 0,64 1,8965 0,52729
0,06 1.0618 0,94176 0,65 19155 0,52205
0,07 1,0725 0,93239 0,66 1,9348 0,51685
0,08 1,0833 092312 067 | 19542 0,51171
0,09 1,0942 091393 0,68 1,9739 0,50662
0,10 1,1052 0,90484 0,69 1,9937 0,50158
0,11 1,1163 0,89583 0,70 2,0138 0,49659
012 1,1275 0,88692 071 20340 049164
0,13 1,1388 0,87810 0,72 2,0544 0,48675
0,14 L1503 | 086936 073 20751 048191
0,15 1,1618 0,86071 0,74 2,0959 047711
0,16 1,1735 0,85214 075 21170 047237
0,17 1,1853 0,84366 0,76 21383 046767
0,18 1,1972 0,83527 0,77 2,1598 0,46301
0,19 1,2092 0,82696 0,78 2,1815 0,45841
0,20 1,2214 0,81873 0,79 2,2034 0,45384
0,21 1,2337 0,81058 0,80 2,2255 0,44933
022 1,2461 0,80252 081 22479 0,44486
023 1,2586 0,79453 082 2,2708 0,44043
0,24 12712 0,78663 0383 22933 0,43605
025 1,2840 0,77880 0,84 2,3164 0,43171
026 1,2969 0,77105 085 2,3396 042741
0,27 1,3100 0,76338 086 2,3632 0,42316
0,28 1,3231 0,75578 0,87 2,3869 041895
0,29 1,3364 0,74826 0,88 24109 0,41478
0,30 1,3499 0,74082 089 24351 0,41066
031 1,3634 0,73345 090 2,4596 0,40657
032 1,371 0,72615 091 2,4843 0,40252
033 1,3910 0,71892 092 2,5093 0,39851
034 1,4049 0,71177 093 2,5345 0,39455
0,35 1,4191 0,70469 0,94 2,5600 0,39063




Tabmuua II. Bpennoctu dyHrumja ¢* B e™*

3 (a g™ X e* [
0,36 14333 0,69768 0,95 2,5857 0,38674
037 1,4477 0,69073 0,96 2,6117 0,38389
0,38 1,4623 0,68386 0,97 2,6379 0,37908
0,39 1,4770 0,67706 098 2,6645 0,37531
0,40 1,4918 0,67032 0,99 2,6912 0,37158
041 1,5068 0,66365 - 1,00 2,7183 0,36788
10,42 1,5220 0,65705 1,01 2,7456 0,36422
043 1,5373 0,65051 1,02 27732 0,36060

044 1,5527 0,64404 1,03 2,8011 0,35701
0,45 1,5683 0,63763 1,04 2,6292 0,35345
046 1,5841 0,63128 1,05 2,8577 0,34994
047 1,6000 0,62500 1,06 2,8864 0,34646
0,48 1,6161 0,61878 1,07 2,9154 0,34301
0,49 1,6323 0,61263 1,08 2,9447 0,33960

0,50 1,6487 0,60653 1,09 29743 0,33622
0,51 1,6653 0,60050 1,10 3,0042 0,33287
0,52 1,6820 0,59452 L1 3,034 0,32956
0,53 1,6989 0,58860 L,12 3,0649 0,32628
0,54 1,7160 T 0,58275 1,13 3,0957 0,32303
0,55 1,7333 0,57695 1,14 3,1268 0,31982
0,56 1,7507 0,57121 115 3,1582 0,31664
0,57 1,7683 0,56553 1.16 3,1899 0,31349
0,58 1,7860 0,55990 117 3,2220 0,31037
1,18 2,3544 0,30728 1,77 5,8709 0,17033
1,19 3,2871 0,30422 1,78 59299 0,16864
1,20 3,3201 0,30119 1,79 59895 0,16696
1,21 3,3535 0,29820 1,80 6,0496 0,16530
122 3,3872 0,29523 1,81 6,1104 0,16365
1,23 34212 0,29229 1,82 61719 0,16203
1,24 3,4556 0,28938 1,83 6,2339 0,16041
1,25 3,4903 0,28650 1,84 6,2965 0,15882
1,26 3,5254 0,28365 1,85 6,3598 0,15724
1,27 3,5609 0,28033 1,86 6,4237 0,15567
1,28 1,5966 0,27804 1,87 6,4883 0,15412
1,29 3,6328 0,27527 1,88 6,5535 0,15259
1,30 3,6693 0,27253 1,89 6,6194 0,15107



Tabmuua II. BpenHoctu dyHkuuja e* u e™*

X e* gt x eF e™”
1,31 3,7062 0,26982 1,90 6,6859 0,14957
132 3,7434 0,26714 191 6,7531 0,14808
1,33 3,7810 0,26448 1,92 6,8210 0,14661
1,34 3,8190 0,26185 1,93 6,8895 0,14515
1,35 3,8574 0,25924 1,94 - 6,9588 0,14370
1,36 3,8962 0,25666 1,95 7,0287 0,14227
1,37 3,9354 0,25411 1,96 7,0993 0,14086
1,38 3,9749 0,25158 1,97 7,1707 0,13946
1,9 4,0149 0,24908 1,98 7,2427 0,13807
1.40 4,0552 0,24660 1,99 73155 0,13670
1,81 4,0960 0,24414 2,00 7,3891 0,13534
1,42 4,1371 0,24171 2,01 74633 - 0,13399
1,43 4,1787 0,23931 202 7,5383 0,13266
144 4,2207 0,23693 2,03 7,6141 0,13134
1,45 4,2631 0,23457 2,04 7,6906 0,13003
1,46 4,3060 0,23244 20,5 1,7679 0,12873
1,47 4,3492 022993 2,06 7,8460 0,12745
1,48 4,3929 0,22764 2,07 79248 0,12619
1,49 44371 0,22537 2,08 8,0045 0,12493
1,50 44817 0,22313 2,09 8,0849 0,12369
1,51 4,5267 0,22091 2,10 8,1662 0,12246
1,52 4,5722 021871 211 8,2482 0,12124
1,53 46182 0,21654 2,12 8,3311 0,12003
1,54 4,6646 0,21438 2,13 8,4149 0,11884
1,55 47115 0,21225 2,14 8,4994 0,11765
1,56 4,7588 0,21014 2,15 8,5849 0,11648
1,57 48066 0,20805 2,16 86711 0,11533
1,58 4,8550 0,20598 2,17 8,7583 0,11418
1,59 49037 0,20393 2,18 8,8463 0,11304
1,60 49530 0,20190 2,19 8,9352 011192
1,61 5,0028 0,19989 2,20 9,0250 0,11080
1,62 5,0531 0,19790 221 89,1157 0,10970
1,63 5,1039 0,19593 222 9,2073 0,10861
1,64 51552 0,19398 2,23 9,2999 0,10753
1,65 5.2070 0,19205 2,24 9,3933 0,10646

1,66 5,2593 0,19014 225 9,4877 0,10540




Tabnnua II. Bpeanoctu dyrxunja e* u e™*

X e IS X c* e *
1,67 53122 0,18820 2,26 9,5831 0,10435
1,68 5,3656 0,18637 227 9,6794 0,10331
1,69 54195 0,18452 2,28 9,7767 0,10228
1,70 54793 0,18268 229 9,8749 0,10127
1,71 5,5290 0,18087 2,30 99742 0,10026
1,72 5,5845 0,17507 231 10,074 0,09926
173 5,6407 0,17728 232 10,176 0,09827
174 56973 0,17552 2,33 10,278 009730
1,75 57546 0,17377 2,34 10,381 0,09633
1,76 58124 017204 | 235 10,486 0,09537
236 10,591 0,09442 2,94 18916 0,05287
237 10,697 0,09348 2,95 19,106 0,05234
2,38 10,805 0,09255 2,96 19,298 0,05182
2,39 10,913 0,09163 297 19,492 0,05130
2,40 11,023 0,09072 298 19,688 0,05079
241 11,134 0,08982 299 19,886 0,05029
2,42 11,246 0,08892 3,00 20,086 0,04979
243 11,359 0,08804 308 21,115 0,04736
244 11473 0,08716 3,10 22,198 0,04505
245 11,588 0,08629 3,15 23,336 0,04285
2,46 11,705 0,08543 320 24,533 0,04076
247 11,822 0,08458 3,25 25,790 0,03877
2,48 11,94 0,08374 330 27,113 0,03688
249 12,061 0,08291 335 28,503 0,03508
2,50 12,182 0,08208 340 29,964 0,03337
2,51 12,305 0,08127 345 31,500 0,03175
2,52 12,429 0,08046 3,50 33,115 0,03020
253 12,554 0,07966 3,55 34,813 0,02872
2,54 12,680 0,07887 3,60 36,598 0,02732
2,55 12,807 0,07808 3,65 38475 0,02599
2,56 12,936 0,07730 3,70 40,447 0,02472
2,57 13,066 0,07654 3,75 42,521 0,02352
2,58 13,197 0,07577 3,80 44,701 0,02237
2,59 13,330 0,07502 385 46993 0,02128
2,60 13,464 0,07427 390 49,402 0,02024
2,61 13,599 007353 395 51,935 0,01925



Tabnuua 1. Bpenuocti dyHxnMja e* ue™*

X e* e X c* [

2,62 13,736 0,07280 4,00 54,598 0,01832
2,63 13,874 0,07208 4,10 60,340 0,01657
2,64 14,013 0,07136 4,20 66,686 0,01500
2,65 14,154 0,07065 4,30 73,700 0,01357
2,66 14,296 0,06995 4,40 81,451 0,01228
2,67 14,440 0,06925 4,50 90,017 001111
2,68 14,585 0,06856 4,60 99,484 0,01005
2,69 14,732 0,06788 4,68 107,77 0,00928
2,70 14,880 0,06721 4,70 109,95 0,00910
2,71 15,029 0,06654 4,380 121,51 0,00823
2,72 15,180 0,06587 4,90 134,29 0,00745
2,73 15,333 0,06522 5,00 148,41 0,00674
2,74 15,487 0,06457 510 164,02 0,00610
2,75 15,643 0,06393 5,20 181,27 0,00552
2,76 15,800 0,06329 5,30 200,34 0,00499
2,77 15,959 0,06266 5,40 221,41 0,00452
2,78 16,119 0,06204 5,50 244,69 0,00409
2,79 16,281 0,06142 5,60 270,43 0,00370
2,80 16,445 0,06081 570 298,87 0,00335
281 16,610 006020 5,80 330,30 0,00303
2,82 16,777 0,05961 590 365,04 0,00274
2.83 16,945 0,05901 6,00 403,43 0,00248
2,84 17,116 0,05843 6,25 518,01 0,00193
2,85 17,288 0,05784 6,50 665,14 0,00150
2,86 17,462 0,05727 6,75 854,06 0,00117
287 17,637 0,05670 7,00 1.096,6 0,00091
2,88 17,814 0,05613 7,50 1.808,0 0,00055
2,89 17,993 0,05558 8,00 29810 0,00034
2,90 18,174 0,05502 8,50 49148 0,00020
2,91 18,357 0,05448 9,00 8.103,1 0,00012
292 18,541 0,05393 9,50 13.360 0,00007
2,93 18,728 0,05340 10,00 22.226 0,00005



Tabmuua I1I. BEPOBATHORE I10 ITYACOHOBOM PACIIOPELLY: p [x}=-':-§‘¢"-.

Bpeanocr napamerpa np=m
0,1 0,2, 03 0,4 0,5 0,6 07 08 09 1,0
90481 | 81873 | 74082 | 67032 | 60653 | 5488 | 49659 | 44933 | 40657 | 36788
09048 | 16374 | 22225 | 26813 | 30327 | 32929 | 34761 | 35946 | 36591 | 36788
00452 | 01638 | 03334 | 05363 | 07582 | 09879 | 12166 | 14379 | 16466 | 18394
00015 | 00109 | 00333 | 00715 | 01264 | 1976 | 02839 | 03834 | 04940 | 06131
00000 | 00006 | 00025 | 00072 | 00158 | 00296 | 00497 | 00767 | 01112 | 01533
00000 | 00002 | 00006 | 00016 | 00036 | 00070 | 00123 | 00200 | 00307
00000 | 00000 { 00001 | Q0004 | 00008 | 00G1S | 00030 | 0005!
00000 | 00000 | 00001 | 00002 | 00CO4 | 00007
00000 | 00000 | D000 | 00001
00000

e R A O =L i =3 B

Bpeaxocr napameTpa np=m
2 3 & 5 6 7 8 9 10 11
13534 | 04979 | 01832 | 00674 | 00248 | 00091 | 00034 | 00012 | 00005 | 00002
27068 | 14936 | 07326 | 03369 | 01487 | D638 | 00268 | OOL11 | 00045 | 00018
27068 | 22404 | 14653 | 08422 | 04462 | 02234 | 01074 | 00500 | 00227 | 00101
18045 | 22404 | 19537 | 14037 | 08924 | 05213 | 02863 | 01499 | 00757 | 00371
09022 | 16803 | 19537 | 17547 | 13385 | 09123 | 05725 | 03374 | 01892 | 01019
03609 | 10082 | 15629 | 17547 | 16062 | 12772 | 09160 | 06073 | 03783 | 02242
01203 | 05041 | 10420 | 14622 | 16062 | 14900 | 12214 | 09109 | 06306 | 04110
00344 | 02160 | 05954 | 10445 | 13768 | 14900 | 13959 | 11712 | 09008 | 06458
00086 | 00810 | 02977 | 06528 | 10326 | 13038 | 13959 | 13176 | 11260 | 08879
00019 | 00270 | 01323 | 03627 | 06884 | 10141 | 12408 | 13176 | 12511 | 10853
10 00004 | 0O0BL | 00529 | 01813 | 04130 | 07098 | 09926 | 11858 | 12511 | 11938
i 00001 | 00022 | 00193 | 00824 | 02253 | 04517 { 07219 | 09702 | 11374 | 11938
12 00000 | 00006 | 00064 | 00343 | 01126 | 02635 | 04813 | 07277 | 09478 | 10943

= N - L e = £

13 00001 | 00020 | 00132 | 00520 | 01419 | 02962 | 05038 | 07291 | 09260
14 00000 | 0006 | 00047 | 00223 | 00709 | 01692 | 03238 | 05208 | 07475
15 00002 | 00016 | 00089 | 00331 | 00903 | 01943 | 03472 | 05335
16 00000 | 00005 | 00033 | 00145 | 00451 | 01093 | 02170 | 03668
17 00001 | 00012 | 00060 | 00212 | 00579 | 01276 | 02373
18 00000 | 00004 | 00023 | 00094 | 00289 | 00709 | 01450
19 00001 | 00009 | 00040 | 00137 | 00373 | 00840
20 00000 | 00003 | 00016 | 00062 | 0GI8T | 00462
21 00001 | 00006 | 00026 | 00089 | 00242
2 00000 | 00002 | 0COIL | 00040 | 00121
23 00001 | 00004 | 00017 | 00058
24 00000 | 00002 | 00007 | 00027
25 00001 | 00003 | 00012
26 00000 | 00001 | 00005
27 00000 | 00002
28 00001
29 00000

Hanomena: Hcnpen cpaxe spennoctn y oBoj Ta6auun Tpefa CTaBuTH NEUMMAnHH 3ape3.



Ta6nuua IV, HOPMAJIAH PACITIOPE[]—3AKOHA
BEPOBATHORE
(Opounate HOpMAJIHE KpHBE)

w{u)‘ey%;e-é.gz

[l 000 | 001 [ 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | oo
00 | 39894 | 39892 | 39886 | 39876 | 39862 | 39844 | 39822 | 39797 | 39767 | 39733
0.1 | 39695 | 39654 | 39608 | 39559 | 39505 | 39448 | 39387 | 39322 | 39253 | 39181
02 | 39104 | 39024 | 38940 | 38853 | 38762 | 38667 | 38568 | 38361 | 38361 | 38251
03 | 38139 | 38023 | 37503 | 37780 | 37654 | 37524 | 37391 | 37255 | 37115 | 36973
04 | 36827 | 36678 | 36526 | 36371 | 36213 | 36053 | 35889 | 35723 | 35553 | 35381
05 | 35207 | 35029 | 34849 | 34667 | 34482 | 34294 | 34105 | 33912 | 33718 | 33321
06 | 33322 { 33121 | 32918 { 32918 | 32713 | 32506 ( 32297 | 32086 | 31974 | 31659
07 | 31225 | 31006 | 30785 | 30563 | 30339 | 30114 | 29887 | 29659 | 29431 | 29200
08 | 28969 | 28737 | 28504 | 28269 | 28034 | 27798 | 27562 | 27324 | 27086 | 26848
09 | 26609 | 26369 | 26129 | 25888 | 25647 | 25406 | 25164 | 24923 | 24681 | 24439
10 | 24197 | 23955 | 23713 | 23471 | 23230 | 22988 | 22747 | 22506 | 22265 | 22025
11 | 21785 | 21546 | 21307 | 21069 | 20831 | 20594 | 20357 | 20121 | 19886 | 19652
12 | 19419 | 19186 | 18954 | 18724 | 18494 | 18265 | 18037 | 17810 | 17585 | 17360
13 [ 17137 | 16915 | 16694 | 16474 | 16256 | 16038 | 15822 | 15608 | 15395 | 15183
14 | 14973 | 14764 | 14556 | 14350 | 14146 | 13943 | 13742 | 13542 | 13344 | 13147
1,5 | 12952 | 12758 | 12566 | 12376 | 12188 | 12001 | 11816 | 11632 | 11450 | 11270
16 | 11092 | 10915 | 10741 | 10567 | 10396 | 10226 | 10059 | 09893 | 09728 | 09360
17 | 09405 | 09246 | 09085 | 08933 | 08780 | 08628 | 08478 | 08329 | 08183 | 08038
18 | 07895 | 07754 | 07614 | 07477 | 07341 | 07206 | 07074 | 06943 | 06814 | 06687
19 | 06562 | 06439 | 06316 | 06195 | 06077 | 05959 | 05844 | 05730 | 03618 | 03508
20 | 05399 | 05292 | 05186 | 05082 | 04980 | 04879 | 04780 | 04682 | 04586 | 04491
21 | 04398 | 04307 | 04217 | 04128 | 04041 | 03955 | 03871 | 03788 | 03706 | 03626
22 | 03547 | 03470 | 03394 | 03391 | 03246 | 03174 | 03103 | 03034 | 02965 | 02898
23 | 02833 | 02768 | 02705 | 02643 | 02582 | 02522 | 02463 | 02406 | 02349 [ 02294
24 | 02239 | 02186 | 02134 | 02083 | 02033 | 01984 | 01936 | 01889 | 01842 | 01797
25 | 01753 [ 01709 | 01625 | 01625 | 01585 | 01545 | 01506 | 01468 | 01431 | 01394
26 | 01358 | 01323 | 01289 | 01256 | 01223 | 01191 | 01160 | 01130 | 01100 | 01071
27 | 01042 | 01014 | 00987 | 00961 | 00936 | 00909 | 00885 | 00861 | 00837 | 00814
28 | 00792 | 00770 | 00727 | 00748 | 00707 | 00687 | 00668 | 00649 | 00631 | 00613
29 | 00595 | 00578 | 00562 | 00545 | 00530 | 00514 | 00499 | 00485 | 00471 | 00457
30 | 00443 | 00430 | 00417 | 00405 | 00393 | 00381 | 00370 | 00358 | 00348 | 00337
31 | 00327 | 00317 | 00307 | 00298 | 00288 | 00279 | 00271 | 00262 | 00254 | 00246
32 | 00238 | 0023t | 00224 | 00216 | 00210 | 00203 | 00196 | 00190 | 00184 | 00178
33 {00172 | 00167 | 00161 | 00156 | 00151 | 00146 | 00141 | 00136 | 00132 | 00127
34 | 00123 | 00119 | 00115 | 00111 | 00107 | 00104 | 00100 | 00097 | 00094 | 00090
35 | 00087 | 00084 | 00081 | 00079 | 00076 | 00073 | 00071 | 00068 | 00066 | 00063
36 | 00061 | 00059 | 00057 | 00055 { 00053 | 000SI | 00049 | 00047 | 00046 | 00044
3,7 | 00042 | 00041 | 00038 | 00037 | 00035 | 00034 | 00033 | 00032 | 00031 | 00030
38 | 00029 | 00028 | 00027 | 00026 | 00025 | 00024 | 00023 | 00022 | 00021 | 00020
39 | 00020 | 00019 | 00018 | 00018 | 00017 | 00016 | 00015 | 00014 | 00014 | 00014

Hanomena: HMcnpen cpaxe BpensocTH y 080j Tabmuun TpeGa CTABHTH ACUMMANHA 38pe3.




Tabnuua V.

HOPMAJIAH PACITIOPE] — ®YHKLIMIA PACIIOPEJA
(TToeplunHe HCnOJ HOPMaJIHE KPHBE Y TPaHHUAMa

of — o0 Ao u)

F{u)=7%; _}me'in’ &

u 0,00 | 001 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 009

0, 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0 5000 | 5040 | 5080 | 5t20 | S160 | 5199 | 5239 | 5279 | 5319 | 5359
0,1 5398 | 5438 | 5478 | 5517 | 5557 | 5596 | 5636 | 5675 | 5714 | 5753
02 5793 | 5832 | 5871 | 5910 | 5948 | 5987 | 6026 | 6064 | 6103 | 6141
03 6179 | 6217 | 6255 | 6293 | 6331 | 6368 | 6406 | 6443 | 6480 | 6517
04 6554 | 6591 | 6628 | 6664 | 6700 | 6736 | 6772 | 6808 | 6844 | 6879
0,5 6915 | 6950 | 6985 | 7019 | 7054 | 7088 | 7123 | 7157 | Ti90 | 7224
0,6 7257 | 7291 | 7324 | 7357 | 7389 | 7422 | 7454 | 7486 | 7517 | 7549
0,7 7580 | 7611 | 7642 | 7673 | 7704 | 7734 | 1764 | 7794 | 7823 | 7832
08 7881 | 7910 | 7939 | 7967 | 7995 | 8023 | 805! | BO78 | 8106 | 8133
09 8159 | 8186 | 8212 | 8238 | B264 | 8289 | B315 | 8340 | 8365 | B389
1,0 8413 | 8438 | 8461 | 8485 | 8508 | BS531 | 8554 | BS577 | 8599 | 8621
11 8643 | 8665 | B6B6 | 8708 | 8729 | 8749 | 8770 | B790 | 8810 | 8830
12 8849 | 8869 | 8888 | 8507 | 8925 | 8944 | B962 | BORO | 8997 | SOIS
1,3 9032 | 9049 | 9066 | 9082 | 9099 | 9115 | 9131 | 9147 | 9162 | 9177
14 9192 | 9207 | 9222 | 9236 | 9251 | 9265 | 9292 | 9279 | 9306 | 9319
1,5 9332 | 9345 | 9357 | 9370 | 9382 | 9394 | 9406 | 9418 | 9429 | 9441
1.6 9452 | 9463 | 9474 | 9484 | 9495 | 9505 | 9515 | 9525 | 9535 | 9545
1,7 9554 | 9564 | 9573 | 9582 | 9591 | 9599 | 9608 | 9616 | 9625 | 9633
L8 9641 | 9649 | 9656 | 9664 | 9671 | 9678 | 9686 | 9693 | 9699 | 9706
1.9 9713 | 9719 | 9726 | 9732 | 9738 | 9744 | 9750 | 9756 | 9761 | 9767
20 9772 | 9778 | 9783 | 9788 | 9793 | 9798 | 9803 | 9808 | 9812 | 9817
2,1 9821 | 9826 | 9830 | 9834 | 9838 | 9842 | 9846 | 9850 | 9854 | 9857
22 9861 | 9864 | 9868 | 9871 | 9875 | 9878 | 9881 | 9884 | 9887 | 9890
23 9893 | 9896 | 9898 | 9901 | 9904 | 9906 | 9909 | 9911 | 9913 | 9916
24 9918 | 9920 | 9922 | 9925 | 9927 | 9929 | 993t | 9932 | 9934 | 9936
25 9938 | 9940 | 9941 | 9943 | 9945 | 9946 | 9948 | 9949 | 9951 | 9552
26 | 9953 | 9955 | 9956 | 9957 | 9959 | 9960 | 9961 | 9962 | 9963 | 9964
27 9965 | 9966 | 9967 | 9968 | 9969 | 9970 | 9971 | 9972 | 9973 | 9974
28 9974 | 9975 | 9976 | 9977 | 9977 | 9978 | 9979 | 9980 | 9980 | 9981
29 9981 | 9982 | 9982 | 9983 | 9984 | 9984 | 9985 | 9985 | 9986 | 9986
3.0 9987 | 9987 | 9987 | 9988 | 9988 | 9989 | 9989 | 9990 | 9990 | 9990
3t 9990 | 9991 | 9991 | 9991 | 9992 | 9992 | 9992 | 9992 | 9993 | 9993
32 9993 | 9993 | 9994 | 9994 | 9994 | 9994 | 9994 | 9995 | 9995 | 9995
33 9995 | 9995 | 9995 | 9996 | 9996 | 9996 | 9996 | 9996 | 9996 | 9997
34 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9997 | 9998

Hanomewa: Mcnpen ceaxe spenHocT! Y 080) Tabanum Tpeba CTABHTH OCUMMANIHY Dapes.



Tabnuua VI

NOBPUIHMHE UCITO HOPMAJIHE
KPUBE ¥ TPAHULIAMA O 0 OO ,,u*
(jenna cTpaHa MOBPUIHHE HCNON KPHBE)

|
¢,(u}=m£e iy

u 000 | 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 009

00 | 00000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
01 | 00398 | 0,0438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 | 0,0753
02 | 0,0793 |0,0832 | 0,0871 | 0,0910 | 0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
03 |[0,1179 | 0,1217 | 0,1255 | 0,1293 | 0,1331 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
04 | 0,1554 | 0,1591 | 0,1628 | 0,1664 | 0,1700 | 0,1736 | 0,1772 | 0,1808 | 0,1844 | 0,1879
0,5 |0,1915 | 0,1950 | 0,1985 | 0,2019 | 0,2054 | 0,2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
06 |02257 | 02291 | 0,2324 | 0,2357 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 02517 | 0,2549
07 |0,2580 | 02611 [0,2642 | 02673 | 0,2704 | 0,2734 | 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
08 | 0,2881 | 02910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2995 | 0,3023 | 0,3051 | 0,3078 | 0,3106 | 0,3133
09 |03159 | 03186 | 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0,3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0 | 0,3413 | 03438 | 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0,3599 | 0,3621
L1 |0,3643 | 0,3665 | 0,3686 | 0,3708 | 0,3729 | 0,3749 | 0,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
12 |0.3849 | 03869 | 0,3888 | 0,3507 | 0,3925 | 0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015
1,3 | 04032 | 04049 | 0,4066 | 0,4082 | 0,4099 | 0,115 | 0,4131 | 0,4147 | 0,4162 |-0,4177
14 | 04192 | 04207 { 0,4222 | 04236 | 0,4251 | 04265 | 0,4279 | 0,4292 | 0,4306 | 0.4319
1,5 | 04332 | 04345 | 0,4357 | 0,4370 [ 0,4382 | 0,4393 | 0,4406 | 0,4418.| 0,4429 | 0,4441
1,6 | 04452 | 04463 | 0,4474 | 0,4484 | 0,4495 | 0,4505 | 0,4515 | 0,4525 | 0,4535 | 0,4545
1,7 | 04554 | 04564 | 0,4573 | 0,4582 | 0,4591 | 0,4599 | 0,4608 | 04616 | 0,4625 | 0,4633
1,8 | 04641 | 0,4649 | 0,4656 | 0,4664 | 04671 | 0,4678 | 0,4686 | 0,4693 | 0,4699 | 0,4706
19 | 04713 | 04719 | 04726 | 04732 | 0,4738 | 04744 | 04750 | 0,4756 | 0,4761 | 0,4767
20 | 04772 | 04778 | 0,4783 | 0,4788 | 04793 | 0,4798 | 0,4803 | 0,4808 | 0,4812 | 0,4817
2,1 | 04821 | 04826 | 0,4830 | 0,4834 | 0,4838 | 0,4842 | 0,4846 | 0,4850 | 0,4854 | 0,4857
22 | 04861 | 04864 | 04868 | 0,4871 | 0,4875 | 0,878 | 0,4881 | 0,4884 | 0,4887 | 0,4890
23 | 0,4893 | 0,4896 | 0,4898 | 0,901 | 0,4904 | 0,4906 | 0,4909 | 0,4911 | 0,4913 | 04916
24 [04918 | 0,4920 | 0,4922 | 0,4925 | 0,4927 | 0,4929 | 04931 | 0,4932 | 0,4934 | 0,4936
2,5 | 0,4938 | 04940 | 0,4941 | 0,4943 | 0,4945 | 0,4946 | 0,4948 | 0,4949 | 04951 | 04952
26 | 04953 | 0,4955 | 0,4956 | 0,5957 | 0,4959 | 0,4960 | 0,4961 | 0,4962 | 0,4963 | 0,4964
27 | 04965 | 0,4966 | 0,4967 | 04968 | 0,4969 | 0,4970 | 04971 | 0,4972 | 0,4973 | 04974
28 | 0,4974 | 04975 | 0,4976 | 0,4977 | 0,4978 | 0,4979 | 0,4979 | 0,4979 | 0,4980 | 0,4981
29 | 04981 | 04982 | 0,4982 | 0,4983 | 0,4984 | 0,4984 | 0,4985 | 0,4985 | 0,4986 | 0,4986
30 |04987 | 04987 | 04987 | 0,4988 | 0,4988 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4950 | 0,4990
3,1 | 04990 | 0,4991 | 0,4991 | 04991 | 0,4992 | 0,4992 | 0,4992 | 0,4992 | 0,4993 | 0,4993
32 | 04993 | 0,4993 [ 0,4994 | 0,4994 | 0,4994 | 0,4994 { 0,994 | 0,4995 | 0.4995 | 0,4995
33 | 04995 | 04995 | 04996 | 0,499 | 04996 | 0,4996 | 0.4996 | 04996 | 0,4996 | 0,4997
34 | 04997 | 04997 | 04997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4998
3,6 | 0,4998 | 0,4998 | 04999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 [ 0,4999 | 0,4999
39 [ 04999




Tabnuua VII.

TABJIMLIA t-JUCTPUBYIIHMIE UITH
LCTYJEHTOBOI™* PACIIOPELA

(spennocTH t 32 oarosapajyhe HrBOe CHTHHQHKAHTHOCTH O M cTenene cnobone r)

~hwn

¥id]

bun

Crenen HHUBO I'PEMKE (HnB0 CHrHHWKAHTHOCTH) &
cnobone () 050 .| 040 [ 020 | 010 | 005 | 0025 | 001 | 0,005 | 0,001
1 1,000 | 1,376 | 3,078 | 6314 | 12,706 | 25,452 | 63,657 | 127,32 |1636,619
2 0,816 | 1,061 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,205 | 9,925 | 14,089 | 31,598
3 0,765 | 0978 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,186 | 5,841 | 7,453 | 12,941
4 0,741 | 0941 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,495 | 4,604 | 5598 | 8,610
5 0,727 | 0,920 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,163 | 4,032 | 4,773 | 6,859
6 0,718 | 0906 | 1,440 | 1,943 | 2447 | 2969 | 3,707 | 4317 | 5959
7 0,711 | 0896 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,841 | 3,499 | 3929 | 5405
8 0,706 | 0,889 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,752 | 3,355 | 3832 | 5041
9 0,703 | 0,883 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 2,685 | 3,250 | 3,690 | 4,781
10 0,700 | 0879 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,634 | 3,169 | 3,581 | 4,587
11 0,697 { 0876 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,593 | 3,106 | 3,497 | 4,437
12 0,695 | 0873 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,560 | 3,055 | 3428 | 4318
13 0,694 | 0,870 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,533 | 3,012 | 3,372 | 4221
14 0,692 | 0,868 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,510 | 2,977 | 3326 | 4,140
15 0,691 | 0,866 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,490 | 2,947 | 3,286 | 4,073
16 0690 | 0,865 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2473 | 2,921 | 3,252 | 4,015
17 0,689 | 0,863 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,458 | 2,898 | 3,222 | 3,965
18 0,688 | 0,862 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,445 | 2,878 | 3,197 | 3922
19 0,688 | 0861 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2435 | 2,861 | 3,174 | 3,883
20 0,687 | 0,860 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,423 | 2,845 | 3,153 | 3,850
21 0,686 | 0,859 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,414 | 2,831 | 3,135 | 35829
22 0686 | 0,858 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,406 | 2.819 | 3,119 | 3,792
23 0,685 | 0,858 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,398 | 2,807 | 3,104 | 3,767
24 0,685 | 0,857 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,391 | 2,797 | 3,090 | 3,745
25 0,685 | 0856 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,385 | 2,787 | 3,078 | 3,725
26 0,684 | 0,856 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,379 | 2,779 | 3,067 | 3,707
27 0,684 | 0,855 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2373 | 2,771 | 3,056 | 3,690
28 0,683 | 0,855 | 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,368 | 2,763 | 3,047 | 3,674
29 0,683 | 0,854 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,364 | 2,756 | 3,038 | 3,659
30 0,683 | 0,854 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,360 | 2,750 | 3,030 | 3,646
35 0,682 | 0,852 | 1,306 | 1,690 | 2,030 | 2,342 | 2,724 | 2,996 | 3,591
40 0,681 | 0851 { 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,329 | 2,704 | 2971 | 3,551
45 0,680 | 0,850 | 1,301 | 1,680 | 2,041 | 2,319 | 2,690 | 2,952 | 3,520
50 0,680 | 0,849 | 1,299 | 1,676 | 2,008 | 2,310 | 2,678 | 2,937 | 3,496
55 0,679 | 0,849 | 1,298 | 1,673 | 2,004 | 2,304 | 2,669 | 2,925 | 3476
60 0,679 | 0848 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,299 | 2,660 | 2,915 | 3460
70 0,678 | 0847 | 1,294 | 1,667 | 1,994 | 2,290 | 2,648 | 2,899 | 3435
80 0,678 | 0,847 | 1,293 | 1,665 | 1,989 | 2,284 | 2,638 | 2,887 | 3416
90 0,678 | 0,846 | 1,292 | 1,663 | 1986 | 2,279 | 2631 | 2878 | 3402
100 0,677 | 0846 | 1,290 | 1,661 | 1,982 | 2276 | 2,625 | 2,871 | 3,3%0
120 0,677 | 0845 | 1,289 | 1,658 | 1,980 | 2,270 | 2,617 | 2,860 | 3,373
-] 0,6745 | 0,841 | 1,281 | 1,6448 | 1,9600 | 2,2414 | 2,5758 | 2,8070 | 3,2905




TABLE 8. PERCENTAGE POINTS OF THE y*-DISTRIBUTION
PI100

This table gives percentage points x! (P} defi-
ned by the equation
P 1 = }
Iw-:u: r[&:}f“.’,nx
It X is a variable distributed as y* with u

A ‘///7///////’////;/%,” .....

that X233 (P
For v 100, ,/2){‘ s imately normally (The above shape applies for w23 only. When u<3 the mode is at the
origin)

distributed with mean /2v~ | and unit vanance,

-
e " dx

.

P 9995 999 99.5 9 9.8 95 %0 80 70 60

=1 0093927 0.0°1571 0.043927 0.0°L571 0079821 0003932 0.01579 006418 0.1485 02750
2 0.001000 0.002001 0.01003 002010 005064 0.1026 02107 04463 07133 1022
3 0.01528 002430 007172 0.1148 0.2158 03518 05844 1008 1.424 1869
L} 0.06392 009080 02070 02971 04844 07107 1.064 1649 2195 2753
bl 0.158L 02102 04[17 05543 08312 [.145 1610 2343 3.000 3.655
6 0.2994 03811 06757 08721 1.237 1635  2.204 3070 3828 4570
7 04849 05985 09893 1239 1690 2167 2833 3812 4671 5493
8 07104 08571 1344 1646 2180 1733 3490  4.594 5517 6.423
9 09717 L152 1735 2088 2700 3325 4.168 5330 6393 1351

10 1.265 1479 2156 2558 3247 3940 4865 6179 7267 §.295
i1 1.587 1834 2603 3053  3BI6 4575 5578 6989  R.148 9237
12 1934 2214 3074 3571 4404 5226 6304 7807 9.0 (018
13 2305 2617 3565 4007 5009 5892 7042 8634 9916 1L13
14 2667 3.041 4075 4660 5629 6571 7790 9467 1032 12.08

15 3108 3483 4601 5229 6262 7261 8547 1031 1172 1302
16 3536 3941 5142 5812 6908 7962 9312 (LIS 1262 1398
17 3980 4416 5697 6408 7564 8672 1009 12.00 13.53 1494
18 4439 4905 6265 7015 8231 939 10.36 12.86 1444 1589
19 4912 5.407 6844 7633 8907 1012 1165 13.72 1535 16.85

20 5.398 5921 7434 8260 9591 1085 1244 14358 1627 17.81
21 5896 6447 8.034 2897 1028 1159 1324 15.44 17.13 1877
2 6.404 6.983 8643 9542 1098 1234 1404 1631 18.10 1973
23 6924 7529  9.260 1020 1169 13.09 1485 17.19 19.02 20.69
24 7453 8085 9886 10.86 1240 1385  15.66 18.06 19.94 21.65

25 7.991 8.649 1052 1152 1302 146l 16.47 1894 2087 22.62
26 8538 9222 1Ll16 1220 13.84 15.38 17.29 1982 21799 23.58
27 9093  9.803 118! 1288 1457 1615 111 2070 2272 24.54
28 9.656  10.39 1246 13.56 1331 16.93 18.94 2158 2365 25.51
2% 1023 10.99 13.12 1426 16.05 17 19.77 2248  24.58 26.48

30 1080 11.59 13.79 1495 1679 1849 2060 2336 2551 27.44
32 1198 12.81 1513 1636 1829 2007 2227 2515 2737 2938
34 1318 1406 1650 1779 1981 2166 2395 2694 2924 L3l
36 1440 15.32 17.89 1923 2134 2327 2564 28.73 L2 3325
3B 1564 16.61 1929 2069 2288 2488  27.34 3054 3299 3519

40 1691 1792 2071 2216 2443 2651 2905 3234 M87T 3013
50 2346 2467 2799  29.71 3236 3476 3769  4l45 443 46.86
60 3034 3174 3553 3748 4048 4319 4646  50.64 53.81 56.62
70 3747 39.04 4328 4544 4876 5174 5533 5990 6335 66.40
80 4479 4652  5LI7 5354 SUIS 6039 6428 69.21 7292 76.19

90 5228 5406 5920 6LT5S 65465 6903 7329 7856 8Ll §5.99
100 5980 6192 6733 7006 7422 7793 8236 8195 9Ll 9581



TABLE 8. PERCENTAGE POINTS OF THE  >-DISTRIBUTION

This table gives percentage points x?(P) defi-

ned by the equation
P e by, i
W™ Tlant €
If X is o variable distributed a1 3* with v ;
0 X(P)

degrees of freedom, F/100 is the probability
that X3 (P).
For v> 100, \/2X is approximately normally ~ (The above shape applies for v 3 only. When v<3 the mode is at the

distributed with mean . /2u~1 and unit variance, origin)

~
8

40 30 0 10 s 15 1 0.5 0.1 0.05

04549 07083 1.074 1642 2706 3841 5024 6635 7879 1083 1212
1.386 1833 2408 3219 4605 5991 1378 9210 1060 1382 1520
2.366 2546 1665 4642 6251 7815 9348 134 1284 1627 1773
3357 4045 4878 5989 0779 9483 1114 1328 1486 1847 2000

5132 6064 7289 9236 1107 1283 1509 1675 2052 211
5.348 6211 7231 8558 1064 1259 1445 1681 1855 2246 2410
6.346 7283 8383 9803 1202 1407 1601 (848 2028 2432 2602
1344 8351 9524 1103 1336 1551 1753 2009 2195 2612 2787
2343 9414 1066 1224 1468 1692 19.02 2167 2359 2788 29.67

10 9342 1047 1178 1344 (599 1831 2048 2321 2519 2959 3142
111034 1153 1250 1463 1728 19.68 20192 2472 2676 3126 3304
12 1134 1258 1401 1581 1855 2003 2334 2622 2830 3291 3482
13 1234 1364 1512 1698 1981 2236 2474 2769 29.82 3453 3648
14 1334 1469 1622 1815 2106 2368 2612 29.4 3132 3612 38l

15 1434 1573 1732 1931 2231 2500 2749 3058 3280 3770 39T
16 15.34 1678 1842 2047 2354 2630 2885 3200 3427 3925 413l
17 1624 17.82  19.51 2161 2477 27.59 3009 3341 3572 4079 4288
I8 1734 1887 2060 2276 2599 2887 3153 3481 3716 4231 4443
19 1834 1991 2169 2390 2720 304 3285 3619 3858 4182 4597

20 1934 2095 2277 2504 2841 3141 3417 3757 4000 43531 4150
21 2034 2199 2386 2617 2962 3267 3548 3891 4l40 4680 49.01
1134 2303 1494 2730 3081 3392 3678 4029 4280 4827 3051
23 2234 2407 2602 2843 3201 3517 3808 4164 4418 4973 5200
24 2334 3500 2710 2955 3320 3641 3936 4293 4556 5118 5348

25 2434 2614 2817 3068 3438 3765 4065 4431 4693 5262 5495
26 2534 27.18 2925 3179 3556 3889 4192 4564 4829 5405 5641
27 2624 2821 3032 3291 3674 4001 4319 4696 49.64 5548 5786
28 2134 2025 313% 3403 3792 4134 4446 4828 5099 5689 5930
29 2834 3028 3246 3514 39.09 4256 4572 4959 5234 5330 60T

30 2934 3132 3353 3625 4026 4377 4698 S50.89 5367 5970 6Ll6
32 3134 33.38 3566 3B4T 4258 4609 4948 5349 3633 6249  65.00
34 3334 3544 3080 4068 44950 4860 5197 5606 5896 6525 67.80
36 1534 3750 3992 4288 4721 5100 S44d4 5862 6158 6799 70.59
39.56 4205 4508 4951 5338 5690 6LI6 &4IB 7070 7335

39.34 4162 4416 4727 S1B1 5576 5934 63.69 6677 7340 7609
49.35 5189 5471 5816 6317 6750 7142 7615 1949 8666 89.56
59.33 62.13 6523 6897 7440 79.08 8330 88.38 9195 99.61 102

;2 7236 7569 .71 8553 9053 9502 1004 1042 1123 1156
79.33 82.57 8612 9041 9658 (019 1066 1123 1163 1248 1283

89.33 9276 9652 1011 1076 1131 {18] 1241 1283 1372 1408
§9.33 1029 1069 1117 11BS 1243 1296 1358 1402 1494 1532
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Tabmuua X

I'PAHUYHE BPEAHOCTH BPOJA HU3OBA 3A TECT

XOMOTEHOTI" HM3A K.

p=0,05
& d 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 2 2 2 22 2 2 2 2 2
3 2 22 2 2 3 3 3 3 3 3
4 33 3 3 3 3 4 4 4 4 4
s 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5
6 4 4 4 § 5 5 5 5 5 6 6
7 55 55 5 6 6 6 6 6 6
8 5 5 6 6 6 6 6 7 1 7 1
9 s 6 6 6 7.7 1 7 8 B 8
10 6 6 7. 7 71 7 8 8 8 8 9
11 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 9
12 7 7 7 8 8 8 9 9% 9 1010
13 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 10
14 7 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11
15 7 8 8 9 9 10 10 11 11 It 12
16 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12
17 8 9 9 10 10 1L 11 11 12 12 13
8 8 9 9 10 10 1 11 12 12 13 13
19 8 9 10 10 11 11 (2 12 13 13 13
20 9 9 10 10 11 12 12 13 13 13 14




Tabnuna XI
JOBA U TOPHA KPHTH‘-I_HA BPEJHOCT W TECTA CYME PAHI'OBA

ng o n,(MamH ysopak)
Jennocmepun JpocMepHu 4 5 3 7 8 9 10
.05 A0 11,25
025 05 10,26
4
01 02
005 01
.05 10 12,28 19,36
025 05 11,29 17,38
5
01 02 10,30 15,39
005 .01 15,40
05 10 13,31 20,40 28,50
025 05 12,32 18,42 16,52
6 7
01 02 11,33 1743 24,54
005 01 10,34 16,44 23,55
05 .10 14,34 2144 29,55 39,66
025 05 13,35 20,45 27,57 36,69
7
01 02 11,37 18,47 2559 3471
005 0 10,38 16,49 24,60 32,73
.05 .10 1537 2347 31,59 41,71 51,85
.025 .05 1438 21,49 29,61 38,74 49,87
8
0l 02 1240 19,51 27,63 3577 459]
005 01 1,41 17,53 2565 3478 43,93
05 .10 16,40 24,51 33,63 43,76 54,90 66,105
025 08 1442 22,53 31,65 40,79 51,93 62,109
9
01 0 1343 20,55 28,68 37,82 47,97 55,112
005 .01 11,45 18,57 26,70 3584 4599 56,115
.05 .10 1743 26,54 3567 4581 56,96 69,111 82,128
025 08 1545 2357 32,70 42,84 5399 65115 78,132
10 01 02 13,47 21,59 29,73 39,87 49,103 61,119 74,136
005 01 1248 1961 27,75 37,89 47,105 58,122 71,139




Tabmuua XII. TPAHUYHE BPEJJHOCTU 3A TECT INPEO3HAKA

N 1% % 10% 25% N 1% 5% 10% 25%
1 46 13 15 16 18
2 47 14 16 17 19
3 0 48 14 16 17 19
4 0 49 15 17 18 19
5 0 0 50 15 17 18 20
6 0 0 1 18 19 20
1 0 0 1 52 16 18 19 21
8 0 0 1 1 53 16 18 20 21
9 0 1 1 2 54 17 19 20 p.r)
10 0 1 1 2 55 17 19 20 22
11 0 1 2 3 56 17 20 21 23
12 1 2 2 3 57 18 20 21 23
13 1 2 3 3 58 21 22 24
14 1 2 3 4 59 19 21 22 24
15 2 3 3 4 60 19 21 23 25
16 2 3 4 5 61 20 22 23 25
17 2 4 4 5 62 20 22 24 25
18 3 4 5 6 63 20 23 24 26
19 3 4 5 6 64 21 23 24 26
20 3 5 5 6 65 21 24 25 27
2l 4 5 6 7 66 2 24 25 27
2 4 5 . 6 7 67 22 25 26 28
2 “ 6 7 8 68 22 25 26 28
24 5 6. 7 8 69 23 25 27 29
25 5 7 7 L 70 23 26 27 29
26 6 7 § 9 71 24 26 28 30
27 6 1 8 10 72 24 27 28 30
28 6 8 9 10 73 23 27 28 k)
29 7 8 9 10 74 25 28 29 3
30 7 9 10 11 75 25 28 29 32
K} 7 9 10 11 76 26 28 30 32
2 8 9 10 12 77 26 29 30 32
33 8 10 11 12 78 27 29 3 33
34 9 10 11 13 79 27 3o 3 33
35 9 11 12 13 28 30 32 M
36 9 1 12 14 81 28 3l 32 34
37 10 12 13 14 82 28 31 33 35
8 10 12 13 14 83 29 32 33 35
39 11 12 13 15 84 29 32 33 36
40 I 13 14 15 85 30 32 34 36
41 11 13 14 16 86 30 33 34 37
42 12 14 15 16 87 3 33 35 ”
43 12 14 15 17 88 i 34 s g
4 13 15 16 17 89 31 k| 36 38
45 13 15 16 18 90 32 35 36 39




Ta6nuua XIII

AOKBA 1 TOPHA KPUTUYHA BPEJJHOCT W* WILCOXON-osor TECTA
PAHT'A CA 3HAKOM

JeanocMepnu: a=.05 o 025 a=.01 a=0,005
LsocMepnn: a=.10 a=05 =02 o=01

Howa, Topma

5 0.15 &
[ 2,19 0,21 e
7 3,25 2,26 0,28
3 5,31 333 T 1,38 0,36
9 8,37 5,50 3,42 1,44
10 10,45 8,47 5,50 3,52
1 13,53 10,56 7,59 5,61
12 1l " 13,68 10,68 M
13 21,70 SR 12,79 10,81
14 25,80 ‘21,84 16,89 13,92
] 30,9 Cas9s 19,101 16,104
16 35,101 2,107 - 23,113 19,117
17 41,112 34,119 27,126 23,130
18 47,124 40,131 32,139 27,144
19 53,137 46,144 37,153 32,158
20 60,150 52,158 - 43,167 37,173
_ 21 67,164 58,173 49,182 43,188
: 2 75,178 66,187 55,198 48,205
bX] 83,193 73,203 o 62,214 54222
24 91,209 81,219 69,231 61,239
25 100,225 89,236 76,249 68,257
2%, 110,241 98,253 - 84,267 75,276
n 119,259 107,271 93,285 83,295
2 130,276 116,290 101,305 91,315
2 140,295 126,309 110,325 100,335
30 151,314 137,328 120,345 T 109,356




Tabnuma XIV.

KPUTHUYHE BPEJHOCTH H KRUSKAL-WALLIS- osor TECTA V CIIVUATY
J HE3ABUCHA V30PKA

HuBo 3aa4ajHOCTH @

n, n n, 0200 0100 0050 0025 0010 0005 0001
3.60
3T 48T
352 429

3.93 4.50 471

3.29 4,57 5.l4

3.78 4.56 5.36 5.56

3.47 4.62 5.60 5.96 7.20 7.20

3.57 '

3.16 4.50

3.67 4.46 5.33 5.50

321 4.06 5.21 5.83

3.44 451 5.44 6.00 6.44 7.00

3.39 471 5.73 6.15 6.75 7.32 8.02
3.27 4.17 497 6.17 6.67

3.46 4.55 5.45 6.08 7.04 1.28

3.42 4.55 5.60 6.39 7.14 7.60 8.33
3.50 4.65 5.69 6.62 7.65 8.00 8.65
3.86

333 420 5.00

3.36 437 516 6.00 6.53

3.22 4.02 496 6.04

341 4.65 525 6.00 6.82 719

3.44 4.53 5.65 6.32 7.08 7.52 8.24
3.09 3.99 499 5.78 6.95 7.36

3.36 4.54 5.27 6.04 112 7.57 8.11
3.32 4.55 5.63 6.41 145 791 8.50
3:33 4.62 5.62 6.67 1.76 8.14 9.00
3.24 4.11 5.13 6.00 7.31 7.5

3.39 4.51 5.34 6.35 1.27 8.13 8.69
343 4.55 5.71 6.49 1.54 8.24 9.06
3.31 4.52 5.64 6.67 .77 8.37 9.32
3.42 4.56 5.78 6.74 8.00 8.72 9.68

WAt v i bhin b b h v b a B B B B B B B BB R WL WL BB
ththn b B B b b Wil =& b O & W id e wwiwe R
L I I N T I ¥ T 0 QS S Y B S i PY I S I S I R PUR G T T




Tabnuua XV.
KPUTHUYHE BPEOIHOCTHU Q FRIEDMAN-osor TECTA V CJTYUATY 3 U 4
3ABUCHA Y30PKA

Huso 3uavajHocTH o

0.200 0.100 0.050 0.025 0.010 0.003 0.001
k=3
n
2 4.00 "
3 4.67 6.00 6.00
4 4.50 6.00 6.50 8.00 8.00 8.00
5 3.60 5.20 6.40 7.60 8.40 10.00 10.00
6 4.00 533 7.00 8.33 9.00 1033 12.00
7 3.71 5.43 7.14 7.71 8.86 10.29 12.29
8 4.00 5.25 6.25 7.75 9.00 9.75 12.25
9 3.56 5.56 6.22 8.00 5.56 10.67 12.67
10 3.80 5.00 6.20 7.80 9.60 1040 12.60
11 3.82 5.09 6.55 7.82 9.46 10.36 13.27
12 3.50 5.17 6.50 8.00 9.50 1017 12.50
13 3.85 4.77 6.62 7.54 9.39 10.31 12.92
k=4

2 5.40 6.00 6.00
3 5.40 6.60 7.40 8.20 9.00 9.00
4 4.80 6.30 7.80 8.40 9.60 10.20 11.10
5 5.16 6.36 7.80 8.76 9.96 1092 12.60
6 4.80 6.40 7.60 8.80 10.20 11.40 13.00
7 4.89 6.43 7.80 9.00 10.37 11.40 13.80
8 4.80 6.30 7.65 9.00 10.50 11.85 13.95




Tabnupa XVI

PACIIOOEJIA A KOJIMOTOPOBA ~CMHPHOBA
Tabena naje speanoctn pynxuuje QM) mare obpacuem

= ¥ (—1fe

k= -m

A

QM)

A

Qv

A

an

A

Q)

LS

Q)

Iy

Q™

0,32
033
034
035
0,36
037
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
043
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
056
0,57
0,58
0,59
0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65

0,0000
0,0001
0,0002
0,0003
0,0005
0,0008
00013
0,0019
0,0028
0,0040
0,0055
0,0074
0,0097
0,126
0,0160
0,0200
0,0247
0,0300
0,0361
0,0428
0,0503
0,0585
00675
00772
0,0876
0,0987
0,1104
0,1228
0,1357
0,1492
0,1632
01778
0,1927
0,2080

0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,82
0,83
0,84
085
0,86
0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
052
0,93
0,94
095
096
0,97
0,98
0,99

0,2236
0,2396
0,2558
02722
0,2888
0,3055
03223
03391
0,3560
0,3728
0,3896
0,4064
0,4230
04395
0,4559
0,4720
0,4880
0,5038
0,5194
0,5347
0,5497
0,5645
0,5791
0,5933
0,6073
0,6209
0,6343
0,6473
0,6601
0,6725
0,6846
0,6964
0,7079
0,7191

1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
L1l
1,12
1,13
1,14
L15
1,16
1,17
1,18
1,19
1,20

1,21

1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33

0,7300
0,7406
0,7508
0,7608
0,7704
0,7798
0,7889
0,7976
0,8061
0,8143
0,8223
0,8299
0,8374
0,8445
0,8514
0,8580
0,8644
0,8706
0,8785
0,8823
0,8877
0,8930
0,8981
0,9030
0,9706
09121
0,9164
09206

09245

0,9283
09319
0,9354
0,9387
09418

1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
147
1,48
1,49
1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67

09449
09478
09505
09531
0,9556
0,9580
0,9603
0,9625
0,9646
09665
0,9684
09702
09718
09734
09750
09764
09778
09791
0,9803
0,9815
09826
09836
0,9846
0,9855
09864
09873
0,9880
0,9888
0,9895
0,9902
0,9508
09914
09919
0,9924

1,68
1,69
1,70
1,71
1,712
1,73
1,74
175
1,76
177
1,78
1,79
1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
187
1,88
1,89
1,90
191
192
193
1,94
1,95
1,95
1,97
198
199

09929
09934
09938
0,9942
0,9946
09950
0,9953
0,9956
09959
0,9962
0,9965
0,9967
0,9969
0,9971
09973
09975
0,9977
09979
0,9980
0,9981
0,9983
0,9984
0,9985
09986
09987
0,9988
09989
0,9990
0,9991
0,9991
09992
0,9993

2,00
2,01
2,02
2,03
2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09
2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20
2,21
222
2,23
2,24
225
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
231

09993
0,9994
0,9994
0,9995
0,9995
0,9996
09996
09996
0,9996
0,9997
0,9997
0,9997
0,9997
09998
0,9998
0,9998
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999
09999
09999
0,9999
09999
1,0000




Tabnuua XVII

MAKCHMAJIHN EPOJ MHBEP3MJA MW ITPH KOJEM JE PA3J!PIKA

JOII YBEK 3HAYAJHA
(U — tect Wilcoxon-Mann Whitney)
3a omTpujK KprTepHjyM c=0,01
n, 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
n;
5 - - 0 1
6 - - 1 2 3
7 - 0 1 2 4 6
8 ~ 0 2 4 6 9
9 - 1 3 5 7 9 11 14
10 - 1 3 6 8 1 13 16 19
1 - 1 4 7 9 12 15 18 22 25
12 - 2 5 8 1 14 17 21 24 28 31
13 0 2 5 9 12 16 20 23 27 31 35 38
14 0 2 6 10 13 17 2 26 30 34 38 43 47
15 0 3 7 115 19 24 28 33 37 42 47 51 56
16 0 3 7 12 16 21 26 31 36 41 46 51 55 6l
38 Gnamn xpuTeprjym a =0,05
3 - -
4 - 0 1
5 0 1 2 4
6 0 2 3 5 7
7 0o 2 4 0o 8 1
8 1 3 5 8 10 13 15
9 1 4 6 9 12 15 18 2
10 1 4 7 11 4 17 20 24 27
11 1 5 8 12 16 19 3 217 31 3 _'
12 2 5 g 13 17 21 26 30 34 38 43
13 2 6 10 15 19 24 28 33 37 42 47 51
14 3 7 1 16 21 26 31 3% 41 46 51 356 61
15 3 7 12 18 23 28 33 39 41 40 S5 61 68 72
5 3 8 14 19 25 30 36 4492 48 54 60 6 T M



Tabmuua XVIII. KPUTUYKE BPEJHOCTH Q, TUKEY-esor TECTA

Bpoj apuTMETHYKHX CPEARHA Koje ce nopeae {«=0,05)

SSRV* 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1797 2698 3282 3708 4041 4312 4540 4736 4907
2 6.08 833 080 10838 1174 1244 1303 1354 1399
3 4,50 591 6.82 7.50 8.04 8.48 B.85 9.18 9.46
4 393 504 5.76 6.29 6.71 7.05 7.35 7.60 7.83
5 3.64 4.60 522 5.67 6.03 6.33 6.58 6.80 6.99
6 3.46 4.34 4,90 5.30 5.63 5.90 6.12 6.32 6.49
7 3.34 4.16 4,68 5.06 5.36 5.61 5.82 6.00 6.16
8 3.26 4.04 4.53 4.89 5.17 5.40 5.60 577 592
9 3.20 3.95 441 4.76 5.02 5.24 543 5.59 574
10 315 3.88 433 465 4.91 5.12 5.30 546 5.60
11 kBB 382 426 4.57 4.82 503 520 5.35 549
12 308 377 420 4.51 475 495 512 5.27 5.39
13 3.06 3.73 4.15 445 4.69 4,88 5.05 5.19 5.32
14 303 370 4.11 4.41 4.64 4,83 4,99 513 525
15 30! 3.67 4.08 437 4.59 4.78 494 5.08 5.20
16 3.00 3.65 405 433 4,56 4,74 4.90 503 5.15
17 298 3.63 402 4.30 4.52 4.70 4.86 499 5.11
i8 297 3,61 4,00 4.28 4.49 4.67 482 4.96 507
19 296 3,59 398 4.25 447 4.65 479 492 5.04
20 295 3.58 3.96 423 4.45 4.62 4.77 490 5.01
24 292 3.53 3.90 4.17 4.37 454 4.68 481 492
30 289 349 385 4.10 4,30 4.46 4.60 472 482
40 286 3.44 379 4,04 423 4.39 4.52 4,63 473
60 2383 3.40 374 398 4.16 431 4.44 455 4.65
120 2.80 3.36 3.68 3.92 4.10 4,24 436 4.47 456
) 2.77 3.31 3.63 3.86 4.03 4.17 429 4.39 4.47
- 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 5059 S1.96 5320 5433 5536 5632 5722 5804 SR8} 59.56
2 1439 1475 1508 1538 1565 1591 1614 1637 1657 16.77
3 972 995 1015 1035 10.52 1069 1084 1098 11.11  11.24
4 803 821 837 852 866 879 891 903 9.13 9.23
5 717 7.32 147 7.60 172 783 793 803 8.12 8.21
6 665 679 692 703 7.4 724 134 143 7.51 1.59
7 6.30 6.43 6.55 6.66 6.76 6.85 6,94 7.02 7.10 117
8 605 618 629 639 648 657 665 673 6.80 6.87
9 587 598 609 619 628 636 644 651 6.58 6.64
10 5.72 5.83 593 6.03 6.11 6.19 6.27 6.34 6.40 6.47
1 5.61 5.71 581 590 598 606 613 620  6.27 6,33
12 5.51 5.61 571 580 588 595 602 609 615 6.21
13 543 553 S63 STl 579 58 593 599 6.05 6.11
14 536 546 555 564 571 579 585 591 5.97 6.03
15 531 540 549 557 565 572 578 585 5.90 596
16 526 535 544 552 559 566 573 5719 5.84 5.90
17 521 531 539 547 554 561 567 573 5.79 5.84
18 5.17 5.27 5.35 543 5.50 5.57 5.63 5.69 5.74 579
19 514 523 531 539 546 553 559 565 5.70 5.75
20 511 520 528 536 543 549 555 561 5.66 5.71
24 501 510 S18 525 532 538 544 549 555 5.59
30 492 500 508 515 521 527 533 538 5.43 547
40 482 450 498 504 511 516 522 527 531 536
60 473 481 488 494 500 506 511 515 5.20 524
120 464 471 478 484 450 495 500 504 5.09 513
@® 4.55 4.62 4.68 474 4.80 485 4.89 493 497 5.01

* Crenen cnoGone pe3nayasiRe BapHjance



Hacrasak Tabaune XVIII

Bpoj apHTMeTHYKEX cpedEHa koje ce nopene (o =0,01)

SSRV*™ 2 3 4 5 6 1 8 9 10

90.03 1350 164 3 1856 2022 2158 2272 2370 2456
14.04 19.02 2229 2472 2663 2820 2953 3068 3169
8.26 1062 1217 1333 1424 1500 1564 1620  16.69
6.51 8.12 9.17 996 1058 1110  11.55 1193 1227
6.98 7.80 8.42 891 9.32 9.67 9.97 10.24
5.24 6.33 7.03 7.56 197 832 8.61 8.87 9.10
4.95 592 6.54 7.01 7.37 7.68 7.94 8.17 837
4.75 5.64 6.20 6.62 6.96 7.24 747 7.68 1.86
4.60 5.43 5.96 6.35 6.66 691 7.13 7.33 7.49
10 4.48 527 517 6.14 6.43 6.67 6.87 7.05 1.21

1 439 515 562 597 625 648 667 684 699
12 432 505 55 58 610 632 651 667 681
13 426 496 540 573 598 619 637 653 667
14 421 489 532 563 58 608 626 641  6.54
15 4.17 484 525 556 580 599 616 631 644
16 4.13 479 519 549 572 592 608 622 635
17 4.10 474 514 543 566 585 601 615 627
18 407 470 509 538 560 579 594 608 620
19 4.05 467 505 533 555 573 589 602  6.l4
20 4.02 4.64 502 529 5.51 5.69 5.84 597 6.09
24 396 455 451  S17T 537 554 569 581 592
30 3.89 445 4.80 505 524 5.40 5.54 5.65 576
40 382 437 470 493  Si1 526 539 550 560
60 3.76 428 459 482 499 513 525 536 545
120 3.70 420 450 471 487  S01 512 521 530
o 3.64 412 440 460 476 488 499 508 516

OO0 =3O b B L D
¢
a4
=

- 11 12 13 14 15 16 17 13 19 20

1 2532 2600 2662 2718 2770 2818 236.3 2904 2943 2980

2 3259 3340 3413 3481 3543 3600 3653 37.03 3750 3793
3 1713 1753 1789 1822 1852 1881 19.07 1932 1955  19.77
4 1257 1284 1309 1332 1353 1373 1391 1408 1424 14.40
5 1048 1070 1089 1108 1124 1140 1155 11.68 1181 11.93
6
7
8
9

930 948 965 981 995 1008 1021 1032 1043 10.54
8.55 871 88 900 912 924 935 946 9.55 9.65
8.03 818 83l 844 855 866 876 885 8.94 9.03
7.65 778 191 803 813 823 833 8.41 8.49 8.57
10 736 749 760 171 181 7.91 799  8.08 8.15 823

11 7.13 7.25 7.36 746  7.56  7.65 773 7.81 7.88 7.95
12 6.94 1.06 117 7.26 736 744 152 7.59 7.66 1.73
13 6.79 6.50 7.01 7.10 7.19 7.27 7.35 7.42 748 7.55
14 6.66 6.77 6.87 6.96 7.05 713 120 727 7.33 7.39
15 6.55 6.66 676 684 6.93 7.00 707 7.14 7.20 7.26

16 646 656 666 674 682 690 697 703 709 715
17 638 648 657 666 673 681 687 694 700 705
18 631 641 650 658 665 673 679 685 691 697
19 625 634 643 651 658 665 672 678 684 689
20 619 628 637 645 652 65 665 671 677 682
24 602 611 619 626 633 639 645 651 656 66l
30 585 593 601 608 614 620 626 631 636 64l
40 569 576 583 550 596 602 607 612 616 621
60 553 S60 S67 573 578 584 SB9 593 597 60!
120 537 544 550 556 S61 566 571 575 579 583
© 523 529 535 540 545 549 554 557 561 565

* Crenen cnobone peaunyanse sapHjance



Tabnmua XIX CTYYAJHH BEPOJEBH

Pen Konous
No 0 i 2 3 4 5 6 1 8 9
0 87331 82442 28104 26432 83640 17323 68764 84728 37995 96106
i 33628 17364 01409 B7BO3 65641 33433 48944 64299 79066 31TT7
2 54680 13427 72496 16967 16195 95593 55040 53729 62035 66717
3 51199 49794 49407 10774 98140 B3BOL 3ITI®5 24066 61140 65144
4 78702 98067 61313 91661 59861 54437 77739 19892 54817  BB64S
5 55672 16014 24892 13089 00410 381458 76156 2818% 40595 21500
6 IB8R0 58497 03862 32368 59320 24807 63392 79793 63043 09425
7 10242 62548 62330 05703 33535 49128 66298 16193 55301 01306
8 54993 17182 94168 23228 83895 73251 68199 64639 83178 70521
9 22686 SOBES 16006 04041 08077 33065 35065 35237 02502 72062
10 42349 03145 15770 70665 53291 32288 41568 66079 98705 31029
{1 18093 09553 39428 75464 71329 86344 80729 40916 18860 51780
12 11535 03524 34252 74795 40193 84597 42497 21918 91384 84721
13 35066 73848 65351 53270 67341 70177 92373 17604 42204 60476
14 57477 22809 73558 96182 96779 01604 25748 59553 64876 94611
15 48647 33850 52956 45410 88212 05120 99391 32276 55961 41775
16 86857 81154 22223 74950 53296 67767 55866 49061 66937 81818
17 20182 36%07 94644 59122 (09774 29189 27212 79000 50217 71077
18 83687 31231 01133 41432 54542 60204 81618 09586 34438  B7683
19 81315 12390 46074 47810 90IT1 36313 95440 77583 28506 38808
20 87026 52826 58341 76549 04105 66191 12914 55348 07907 06978
21 34301 76733 07251 90524 21931 83695 41340 53581 64582 60210
22 70734 24337 32674 49508 49751 90489 63202 24380 77943 09%42
23 94710 31527 73445 32839 68176 S35B0 85250 53243 03350 00128
24 76462 16987 Q7775 43162 11777 16810 75158 13894 88945 15539
- 25 14348 28403 79245 69023 34196 46398 05964 64715 11330 17515
. 26 74618 B9317 30146 25606 94507 98104 04239 44239 37636  BEBGS
27 99442 19200 85406 45358 86253 G06IB 38858 44964 54103 5”287
28 26869 44399 £9452 06652 31271 00647 46551 B3050 92058 R3814
29 80988 08149 50499 98584 283385 63680 44638 91864 96002 87802
30 07511 79047 89289 17774 67194 37362 85684 55505 97809 67056
31 49779 12138 05048 03535 27502 63308 10218 532196 48687 61340
32 47938 55945 24003 19635 17471 65997 85906 98654 56420 78347
33 15604 06626 14360 79542 13512 87595 08542 03800 35443 52823
34 12307 27726 21864 00045 16075 03770 86978 86978 02693 09096
35 02450 128053 66134 99445 91316 25727 89399 85272 67148 78338
36 57623 54382 35236 B9244 27245 90500 75430 96762 Ti968 65838
3 91762 78849 93105 40481 99431 03304 21079 66459 21287 76566
38 87373 31137 31128 67050 34309 44914 BOTIL 61738 61498 24288
39 67094 41485 54149 86088 JO192 21174 39948 67268 29938 32476
40 94456 66747 76922 87627 71834 57688 04878 78343 68970 60048
41 68359 75292 27710 B68BS 81678 79798 58360 39175 75667 65782
42 52393 31404 32584 06837 79762 13168 76055 54833 22841 98889
43 59565 91254 11847 20672 37625 41454 86861 55824 79793 75475
a4 48185 11066 20162 16043 48409 21195

38230

47421

37305



Tabnuua XIX Hacrasax

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
45 19230 12187 86659 12971 52207 76546 63272 19312 81662 96557
46 B4327 21942 81727 68735 89190 58491 55329 96875 19465 89687
47 77430 71210 00591 50124 12030 50280 12358 76174 48353 09682
48 12462 19108 70512 53926 25595 97085 03833 59806 12351 64253
49 11684 06644 57816 10078 45021 47751 38285 73520 08434 65627
50 12896 36576 68686 08462 65662 76571 70891 09007 04381 01684
51 59090 05111 27587 90349 30789 50304 70650 06646 70126 15284
52 42486 67483 65282 19037 §0SBB 73076 41820 46651 40442 40718
53 88662 03928 03249 85910 97533 88643 29829 21557 47328 36724
54 69403 03626 92678 53460 15465 83516 54012 80509 55976 46115
55 56434 70543 38696 98502 32092 95505 62091 39549 30117 98209
56 58227 62694 42837 29183 11393 68463 25150 86338 95620 39836
57T 41272 94927 15413 40505 33123 63218 72940 98349 57249 40170
58 36819 01162 30425 15546 16065 68459 35776 64276 92868 07372
59 31700 66711 26115 55755 33584 18091 38709 57276 74660 90392
60 69855 63699 36839 90531 97125 87875 62824 03889 12538 24740
61 44322 17569 45439 41455 34324 90902 07978 26268 04279 76816
62 62226 36661 87011 66267 78777 78044 40BL9 49496 39814 73867
63 27284 19737 098741 72531 52741 26699 98755 19657 08665 16818
64 88341 21652 94743 77268 79525 44769 66583 30621 90534 62050
65 53266 18783 51903 56711 38060 69513 61963 88018 86510
66 50527 49330 24839 42529 03944 95219 88724 37247 84166 23023
67 15655 07852 77206 35944 71446 30573 19405 57824 23576 2330l
68 62057 22206 03314 83465 57466 10465 19891 32308 01900 67484
69 41769 56091 19892 96253 92808 45785 52774 49674 68103 65032
70 25993 72416 44473 41299 93095 17338 69802 98548 02429 85238
71 22842 57871 04470 37373 34516 (04042 04078 35336 34393 97573
72 55704 31982 05234 22664 22181 40358 28089 15790 33340 18852
73 94258 18706 09437 96041 90052 80362 20420 24323 11635 91677
74 74145 20453 29657 98868 56695 53483 87449 35060 98942 62697
75 88881 12673 73961 89884 73247 97670 69570 88888 58560 72580
76 01508 56780 52223 35632 73347 71317 46541 BB023 36656 76332
77 92069 43000 23233 06058 82527 25250 27555 20426 6036l 63525
78 53366 35249 02117 68620 39388 69795 73215 01846 16983 78560
79  BBOS7 54097 45511 74867 32192 90071 04147 6351% 07199
80 85492 82238 02668 91854 B6149 28590 77853 B1035 45561 16032
81 39453 62123 69611 53017 34964 09786 24614 49514 01056 18700
82 82627 9BlI1 93870 56969 69566 62662 07353 84838 14570 14508
83 61142 51743 38209 31474 96095 15163 54380 77849 20465 03142
84 12031 32528 61311 53730 89032 16124 58844 35386 45521 59368
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