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PREDGOVOR

Ova udzenik predviden je da prati osnovni, jednosemestralni kurs Diskretne
matematike. Studenti koji slusaju Diskretnu matematiku uglavnom studiraju
racunarske nauke, pa je ovaj udzbenik pisan bez strogih matematickih dokaza,
kako bi se studenti na samom pocetku upoznali sa osnovnim pojmovima,
prihvatili ih i osposobili se da ih kasnije primene u praksi.

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima prve godine Informatike,
Univerziteta Singidunum, ali moZe korisno da posluzi i svim onima kojima

nedostaju elementarna znanja iz ove oblasti.

Ovo je treée izmenjeno izdanje.

Beograd, januar 2013. Autor






SADRZA]

Predgovor
Uvod

1. OSNOVNI POJMOVI MATEMATICKE LOGIKE

1.1. LOGIKA

1.2. MATEMATICKA LOGIKA

1.3. ISKAZNA LOGIKA
1.3.1. OSNOVNE LOGICKE OPERACIJE
1.3.2. ISKAZNE FORMULE

1.4. KVANTORI

1.5. PREDIKATSKA LOGIKA
1.5.1. VALJANE FORMULE

1.6. ZADACI

2. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE SKUPOVA
2.1. POJAM SKUPA
2.2. OPERACUE SA SKUPOVIMA
2.3. BROJ ELEMENATA SKUPA-KARDINALNI BROJ
2.4. RASELOV PARADOKS
2.5. ZADACI

3. RELACUE | FUNKCUE

3.1. RELACIE
3.1.1. DEFINICUA | OSOBINE RELACIJA
3.1.2. VRSTE RELACIIA

3.2. FUNKCIE
3.2.1. DEFINICIJA | OSOBINE FUNKCIJA
3.2.2. KOMPOZICIJA FUNKCIJA
3.2.3. INVERZNA FUNKCIJA

3.3. ZADACI

4. OSNOVE KOMBINATORIKE
4.1. PRINCIPI PREBROJAVANJA
4.2. PERMUTACUE
4.2.1. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJANJA
4.2.2. PERMUTACIJE SA PONAVLIANJEM

00 N O O un

11
14
16
18
21

29
30
32
35
38
41

45
46
46
47
49
49
52
53
55

65
66
67
67
68



4.3. VARIJACIE 69

4.3.1. VARIJACIJE BEZ PONAVLIANJA 69
4.3.2. VARIJACIJE SA PONAVLIANJEM 70
4.4. KOMBINACIE 71
4.4.1. KOMBINACIJE BEZ PONAVLIANJA ELEMENATA 71
4.4.2. KOMBINACIJE SA PONAVLIANJEM 72
4.5. BINOMNA FORMULA 73
4.6. ZADACI 76
5. PRAVILA ZAKLJUCIVANJA | DOKAZI 87
5.1. DEDUKCIJA | INDUKCIJA 88
5.1.1. DEDUKTIVNA METODA 88
5.1.2. INDUKTIVNA METODA 89
5.2. DOKAZ MATEMATICKIH POJMOVA 90
5.2.1. DEFINICUE | AKSIOME 90
5.3. PRAVILA ZAKLJUCIVANJA 93
5.3.1. MODUS PONENS | MODUS TOLENS 93
5.3.2. PRAVILO KONTRADIKCIE - PROTIVRECNOSTI 94
5.3.4. PRAVILO KONTRAPOZICIJE 95

5.3.5. PRAVILO TRANZITIVNOSTI
IMPLIKACIJE | EKVIVALENCIJE 96
5.3.6. JOS NEKA PRAVILA DOKAZIVANJA 99
5.4. MATEMATICKA INDUKCIJA 100
5.5. ZADACI 103
6. TEORIJA ALGORITAMA 109
6.1. ALGORITMI 110
6.2. DIJAGRAM- BLOK SEMA 111
6.2.1. LINIJSKE ALGORITAMSKE SEME 112
6.2.2. CIKLIENE ALGORITAMSKE SEME 114
6.3.PSEUDO KOD 115
6.4. OSOBINE ALGORITAMA 117
6.5. MATEMATICKA DEFINICIJA ALGORITMA 118
6.5.1. REKURZIVNE FUNKCIJE 119
6.5.2.REKURZIVNI ALGORITMI 121
6.6. CERCOVA TEZA 122
6.7. TIURINGOVA MASINA 122
6.8. ZADACI 126

A



7. TEORUA GRAFOVA
7.1. OSNOVNI POJMOVI | DEFINICIJE
7.1.1. VRSTE GRAFOVA
7.1.2. PLANIRANI GRAFOVI
7.1.3. IZOMORFNI GRAFOVI
7.1.4. OJLEROVI GRAFOVI
7.1.5. HAMILTONOVI GRAFOVI
7.1.6. TEZINSKI GRAFOVI
7.2. PREDSTAVLJANJE GRAFOVA PREKO RACUNARA
7.2.1 LISTA SUSEDSTVA
7.2.2.MATRICA INCIDENCIE
7.2.3.MATRICA SUSEDSTVA
7.3. PROBLEM CETIRI BOJE - BOJENJE GRAFOVA
7.4. ZADACI

8. STABLO
8.1. POJAM STABLA
8.1.1. OSNOVNE DEFINICIJE
8.1.2. RAZAPINJUCA STABLA
8.1.3. KORENA STABLA
8.2. BINARANA STABLA
8.2.1. OPSTI POJMOVI | DEFINICIE
8.2.2. FORMIRANIJE STABLA
8.2.3. TRAZENJE | UBACIVANJE ELEMENATA U STABLO
8.2.4. BRISANJE ELEMENATA IZ STABLA
8.3. OBILASCI BINARNIH STABALA
8.4. ZADACI

9. GRAFOVSKI ALGORITMI

9.1. OSNOVNI GRAFOVSKI ALGORITMI
9.1.1. ALGORITMI - PRETRAGA U DUBINU
9.1.2. ALGORITAM - PRETRAGA U SIRINU

9.2. OPTIMIZACIONI ALGORITAM
9.2.1.DIJKSTRIN ALGORITAM

9.3. ALGORITAM ZA MINIMIZACIJU RAZAPETIH STABALA
9.3.1. PRIMOV ALGORITAM
9.3.2. KRUSKALOV ALGORITAM

9.4. ZADACI

Vi

132
133
135
140
142
144
146
148
149
149
150
151
153
156

171
172
172
173
175
178
178
179
181
182
184
186

196
197
197
199
201
202
207
207
209
213



10. BULOVA ALGEBRA
10.1.0SNOVNI POJMOVI
10.1.1 DOKAZI | AKSIOME
10.1.2 OSNOVNE TEOREME
10.2. BINARNA BULOVA ALGEBRA
10.2.1. BINARNE BULOVE FUNKCIJE
10.2.2. DISJUNKTIVNA | KONJUKTIVNA FORMA
10.3. PRIMENA U RACUNARSTVU | TEHNICI
10.3.1. BINARNI BROJNI SISTEM
10.3.2. REKIDACKE SEME | DIGITALNA LOGICKA KOLA
10.3.3. UPROSCAVANJE PREKIDACKIH SEMA | LOGICKIH KOLA
10.4. ZADACI

INDEKS POJMOVA
LITERATURA

Vil

225
226
226
227
228
228
229
231
231
232
235
237

249
252



DISKRETNA MATEMATIKA

UVOD

Grubo govoreéi matematiku mozemo da podelimo na dve velike celine:

e Diskretnu matematiku
e Kontinualnu matematiku

Do sada, uglavhom smo se bavili matematickom analizom, odnosno kontinualnom
matematikom. Ona se bavi procesima koji se odlikuju neprekidnim tokom. Nastala je i
razvijala se tokom 18, 19 i pocetkom 20 veka. Nastanak diferencijalnog i integralnog
racuna u 18. veku bio je uslovljen industrijskom revolucijom, odnosno pojavom masina
kontinualnog dejstva. Matematicka analiza je bila taj matematicki aparat koji je mogao
da prati i reSava probleme kontinuuma.

Razvoj racunara uslovio je potrebu za novim matematickim aparatom. Memorija
racunara je konacna, a znajuci da su racunari masine diskretnog dejstva (prelaze iz
jednog u drugo stanje u odredenim vremenskim trenucima) pojavio se problem
reSavanja velikog broja problema na konac¢nim skupovima.

Diskretna matematika je jedna od najaktuelnijih matematickih disciplina.

Diskretna matematika je deo matematike koji se bavi proucavanjem diskretnih
skupova.

Ona je u sustini sinteza:

e matematicke logike,
e teorije skupova,
e opste algebre,
e kombinatorike,
e diskretne verovatnoce,
i novih oblasti matematike kao Sto su
e teorija grafova,
e teorija kodova,
e algoritamske strukture i slicno.

Diskretna matematika obezbeduje teorijsku osnovu za mnoge oblasti racunarskih
nauka, kao Sto su:
e struktura podataka,
e teorija algoritama,
e formalni jezici,



e konstrukcija prevodilaca,

e vestacka inteligencija,

e racunarske mreze,

e softversko inzenjerstvo i mnoge druge.

CILJEVI PREDMETA

e pomogne da se razviju sposobnosti logi¢kog razmisljanja,

e da se koriste logicki ispravne forme zakljucivanja,

e da se nauce osnovne tehnike dokazivanja,

e da se radi sa simbolickim izrazima,

e da se nauci da se radi sa diskretnim strukturama,

e da se upozna sa osnovnim tehnikama prebrojavanja,

e da se shvati konstrukcija algoritma,

e da se naudi teorija grafova,

e da se naudi da se koristi matematicka argumentacija,

e sase uoCi kako rezultate diskretne matematike je mogucde koristiti u
njenim primenama.



JEZIK MATEMATIKE

Pored govornog jezika u matematici se koriste razni matematicki znaci-simboli, a
sve to zajedno Ccini jezik matematike. Taj jezik je univerzalan i omoguéava jednostavno
i svima razumljivo zapisivanje matematickih sadrzaja.

Tvorac matematickog jezika je nemacki matematicar i filozof Lajbnic.

Gottfried ViI.heIm von Leibniz (1596-1650)

Jezik matematike sadrzi:

e Konstante:
2,3,%,7r,ﬁ,---

e Promenljive:

X1y1a1b1a1ﬂ1"'

e Operacijske znake:
algebarske operacije: +,=%,/
logicke operacije: NV, =, =, -
skupovne operacije: U,n\ X,

e Relacijske znake:

e Specijalne znake:

()[4}, 39,

Koris¢enjem ovih elemenata matematickog jezika definiSemo izraze i formule.



e |zrazi sadrie konstante, promenljive i operacijske znake:

Primer:
X+2

je izraz. lzrazi u obiénom jeziku predstavljaju reci.

Definicija izraza glasi:
e Promenljive i znaci konstanti su izrazi.
e Akosu |, il, izrazi,ondajeire¢ |,* I, izraz, gde je * je operacijski znak.

e lzrazi se dobijaju jedino konacnom primenom prethodna dva pravila.

e Formule su izrazi koji moraju da sadrzZe r znak relacije..

Primer:

X+2=5

je formula. Formule su u obi¢nom jeziku su recenice.



1.

OSNOVNI POJMOVI MATEMATICKE
LOGIKE

KRATAK SADRZA]J:

1.1. LOGIKA

1.2. MATEMATICKA LOGIKA

1.3. ISKAZNA LOGIKA
1.3.1. OSNOVNE LOGICKE OPERACIJE
1.3.2. ISKAZNE PORMULE

1.4. KVANTORI

1.5. PREDIKATSKA LOGIKA

1.6. ZADACI

0 CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite bi¢ete u moguénosti da:
1. da koriste logicki ispravne forme zakljucivanja
2.  izbegnete greske u zaklju¢ivanju
3.  definiSete iskaznu logiku
4. znate logicke operacije
5. napisete tablice istinitosti iskaznih formula
6. nabrojite osnovne logicke zakone
7.  definiSete predikatsku logiku

8. resavate valjane formule



1.1. LOGIKA

Logika je vestina i metoda pravilnog misljenja. To je nauka o zakljucivanju i kao
takva koristi se u najrazlicitijim oblastima. Nastala je u 4 veku p.n.e. Pogotovo u
matematici osnova je celokupnog rezonovanja, odnosno pravilnog koriséenja
matematicke argumentacije. Omogucava da se logicki pravilno zakljucuje i da se
izbegnu greske zakljucivanja.

Osnivac logike je grcki filozof Aristotel (384-322 p.n.e.). Roden u
Stagiri, grckoj koloniji na makedonskom poluostrvu. Njegov otac,
Nikomah, radio je kao dvorski lekar kod kralja Amintasa Il
Makedonskog, dede Aleksandra Velikog. Od 18. do 37. godine
pohada Akademiju kao Platonov ucenik. Na poziv kralja Filipa Il

Makedonskog postaje tutor Aleksandra Velikog, koji je tada imao
13 godina. Prvi je podrobno obradio zakone logike i pravila zakljucivanja u delu
Organon, sto u prevodu znaci orude. U ovom delu sacinio je prvi skup pravila
deduktivnog zakljucivanja.

1.2. MATEMATICKA LOGIKA

Matematicka logika se intenzivno se razvija od sredine 19 veka pa do danas. Cesto
se kaZze da ona predstavlja logiku u matematici, ali ona je mnogo viSe od toga.
Matematicka logika predstavlja sponu izmedu matematike i filozofije. Sa druge strane
ona je znacajna matematicka disciplina koja je uvela strogost u definisanje pojmova.
Obezbeduje teorijske osnove mnogih matematickih disciplina, a pre svega racunarskih
nauka. Omogucdila je nastanak i razvoj digitalnih elektronskih ra¢unara, dajuci formalni
jezik koji je potreban za opisivanje i reSavanje problema u racunarstvu. U poslednje
vreme opsti cilj matematicke logike je konstruisanje sistema koji ¢e biti u stanju da
formalizuju razlicite oblasti ljudskog misljenja, ali u granicama tehnicke ostvarljivosti.



Tvorac matematicke logike je DZordZ Bul (George Boole, 1815. -
1864.) engleski matematicar i filozof. Bul je prisao logici na nov
nacin, saZimajuéi je u prostu algebru, pretvarajuéi logiku u
matematiku. Na taj nacin stvorene su nove matematicke discipline
matematicka logika ili simbolicna logika i algebra logike koja je

nazvana Bulova algebra. NaZalost, nije Ziveo dugo, umro je u 49-ojf
godini Zivota, od prehlade, koju je dobio tako sto je peSacio dve
milje po kisi, kako bi stigao na predavanje, i predavao je u mokroj odeci.
Sve do kasnih tridesetih godina njegova algebra nije imala nikakve prakticne primene.
1937. godine nauénici Nakasima i godinu dana kasnije Senon su iskoristili Bulovu
algebru za analizu mreZa sa relejima. Telefonija je tih godina bila u brzom razvoju, pa je
bilo potrebno koristiti neki matematicki aparat kojim bi se opisivale Zeljene
komunikacije i nacin ostvarivanja veza. Od ovog trenutka Bulova algebra doZivljava
svoju ekspanziju.

U ovoj knjizi od mnogih vaZnih oblasti matematicke logike osvrnuéemo se samo na
iskaznu i predikatsku logiku.

1.3. ISKAZNA LOGIKA

Polazni pojam u matematickoj logici su iskazi, afirmativne recenice koje imaju
smisla i koje su ili tacne ili netacne.

Definicija:
Recenica koja ima smisla i ima istinitosnu vrednost naziva se iskaz ili sud.

e [skazi se obelezavaju malim slovima p, g, 7,......i nazivaju se iskazna slova.

e |stinitosna vrednost iskaza je:

()_ T, p je tacan iskaz
riP)= 1, p je netacan iskaz

Napomena: Umesto T (“true”)i | (Cita se ne te), u tehnici se vise koriste oznake 1i 0.
U ovom slucaju simbole 1i 0 ne treba shvatati kao brojeve 1i 0.



Primer:

Recenice :
2-1=1,

Beograd je glavni grad Srbije.
su iskazi koji imaju tacnu istinitosnu vrednost.

Recenica p: 2-1=-1 je iskaz i ima netacnu istinitosnu vrednost, tj. T( p) =1.

Primer:

Recenica x? =1 nije iskaz , jer nema definisanu istinitosnu vrednost.
Za neke vrednosti promenljive X, tjza X= %1 formula je ta¢na,

a za sve ostale je netacna.

Data je recenica: Koliko je sati?

Ovo je recenica koja nema istinitosnu vrednost i ne predstavlja iskaz.

1.3.1. OSNOVNE LOGICKE OPERACIJE

U svakodnevnom jeziku, sloZzene recenice nastaju kombinovanjem prostih reéenica i
veznika i, ili, ne, ako onda i dr. Istinitosna vrednost sloZzene recenice uslovljena je

istinito$¢u njenih delova.

Primer:

p: Danas pada kisa

q: Danas je novembar.
SloZena recenica glasi: Danas pada kisa i danas je novembar
Sastoji se od 2 dela spojenih veznikom i.

Ova sloZena recenica se moZe napisati i u obliku pii g.

Razlikujemo dve vrste logickih operacija, unarne i binarne , koje se odnose na

jednu, odnosno dve promenljive.



Osnovne logicke operacije su:

e konjunkcija (i), u oznaci . To je reCenica oblikapig.
Simbolicki zapisana kao pA(Q.

o disjunkcija (ili), u oznaci V. To je reCenica oblika pili g.
Simbolicki zapisana kao pv Q.

e implikacija (ako - onda), = . To je recenica oblika ako p onda q.
Simbolicki zapisana kao p= (.

e ekvivalencija (ako i smo ako), u oznaci <. To je recenica oblika ako p onda g i
ako g onda p. Cita se i u obliku p ako i samo ako g i pise p akko g.
Simboli¢ki zapisana kao p< (.

e negacija (ne) 7. To je recenica oblika nije p.
Simbolicki zapisana kao —p.
Napomena: Negacija je unarna operacija, ostale operacije su binarne.
Kod iskaznih formula, nas ne zanimaju stvarne recenice koje su zamenjene
iskaznim slovima, ve¢ njihova istinitosna vrednost. Osnovni zadatak iskazne
logike je kako doci do istinitosne vrednosti slozene recenice, ako znamo
istinitosnu vrednost njenih delova.

e stinitosna vrednost logickih operacija u zavisnosti od istinitosnih vrednosti

polaznih reéenica utvrduje se sledecom tablicom.

7(p) | 7(a) | 7(prq) |z(pva)|z(p=aq) |r(p=a)| 7(=p)
T T T T T T 1
T 1 1 T 1 1 T
1 T 1 T T 1 1
1 1 1 1 T T T

Istinitosna vrednost logickih operacija u tablici je u saglasnosti sa svakodnevnom

logikom. Jedino kod implikacije naizgled nelogi¢nost vidimo u slu¢aju kada je r( p) =1,

-9-



Znaci, impikacija je tacna bez obzira na vrednost iskaznog slova.

Primer:
Ako je Srbija najveéa na svetu, veéa je od Crne Gore T(J_:> T) =T.

Slozena recenica je tacna, jer ako je Srbija najveéa na svetu,
veca je od Crne Gore, koja je manja od nje.

Primer:
Ako je Srbija najveca na svetu, veca je od SAD. r(J_:>J_) =T _

Slozena recenica je tacna, jer ako je Srbija najveéa na svetu,
veca je od svake druge drzave.

Implikaciji medu logi¢kim operacijama pripada istaknuto mesto. Cuveni mate-
maticar i filozof Bertrand Rasel je rekao da je cela matematika skup recenica oblika
‘ako p onda q’. | zaista, najveci broj matematickih tvrdenja je oblika implikacije i zato
se razvio Citav niz razliCitih jezickih izrazavanja implikacije.

e Implikacija moZe da se Cita na sledece nacine:
Ako p, onda g,
p, samo ako g,
p je pretpostavka posledice g,
p povladi g,
iz p sledi g,
p je dovoljan uslov za g,

g je potreban uslov za p,

q ako p.

Za implikaciju, P = (, vezane su i 3 dodatne vrste iskaza:

a=p konverzija
—P==q inverzija
—q=-p kontrapozicija

-10 -



Primer:

Ako je Mia glumica, onda je Mia popularna - implikacija

Ako je Mia popularna, onda je Mia glumica - konverzija

Ako je Mia nije glumica, onda je Mia nije popularna - inverzija

Ako je Mia nije popularna, onda je Mia nije glumica - kontrapozicija

e FEkvivalencija je dvostruka implikacija, odnosno

(p=a)=((p=a)r(a=p))

Ekvivalencija se Cita na sledece nacine:
Ako p, onda g i obrnuto,
p ako i samo ako g,
p je potrebno i dovoljno da je g,
p je potreban i dovoljan uslov za q.

Reci ako i samo ako piSemo Cesto u sledecem obliku akko.

Primer:
Implikacija
Ako je neki ceo broj jednak 2, onda je njegov kvadrat jednak 4.

Primer:
Ekvivalencija
Trougao je pravougli, ako i samo ako, je zbir kvadrata nad

katetama jednak kvadratu nad hipotenuzom.

Primer:
Broj je deljiv sa 6, akko je deljivsa 2isa 3.

1.3.2. ISKAZNE FORMULE

Kombinovanjem iskaznih slova i logickih operacija dobijamo sloZene formule, kao

$tosu PAQ<S —P, (pAq):—'pvr i sli¢no.

-11 -



Definicija:

e |[skaznaslova p, q, r,...Cine iskaznu formulu F.

e Iskaznu formulu Cine iskazna slova i osnovne logicke operacije.

e [skazne formule se mogu dobiti samo primenom prethodna dva pravila konacéan

broj puta.

Primer:

Formule su: p, (P=0a)Ap, pvavr, —pa(peaQ).

Za dve formule F, i F, kazemo da su ekvivalentne ako je F, < F,,ipisemo
F=F.

Istinitosnu vrednost svake iskazne formule moguce je odrediti istinitosnom

tablicom.

Primer:

Odrediti istinitosnu tabicu formule ( p= Q) AP

Y q pP=q (p=0a)Ap
T T T T
T 1 L L
L T T L
L L T L

Prilikom pisanja iskaznih formula, nekada je moguce izostaviti zagrade, ali je tada

vazno znati prioritet logic¢kih operacija, koji je dat u tablici.

logicki operator prioritet
— 1-najvedi

Ay V 2

=, <& 3

Prevod sadrzaja iz obi¢nog jezika u zapis matematicke logike je jedan od najvaznijih
problema hardverskih i softverskih poslova. Problem se svodi da se sadrZaj obi¢nog
jezika svede na tacan i nedvosmislen logicki zapis koji moze da bude predmet daljeg

proucavanja.
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Primer:

Automatski, odgovor ne moze biti poslan ako je unutrasnja memorija puna .
Neka je recenica p: Odgovor se automatski Salje.

Neka je recenica q: Unutrasnja memorija je puna.

Onda —p je reCenica : Odgovor se ne salje automatski.

Logicki zapis bi bio: = —p

e |skazna formula koja je uvek tac¢na naziva se tautologija.
e |skazna formula koja je uvek netaéna naziva se kontrapozicija.

Tautologije, kao uvek tacni iskazi, predstavljaju zakone misljenja, odnosno
zakonitosti logickog zakljucivanja.

Neki od vaznijih logickih zakona — tautologija su

Zakon idempotencije PAPS P, PVPEDP
Komutativnost pAg<SQqQap, PvgeSgvp
Asocijativnost

Distributivnost

Zakon apsorpcije
pA(Pva)e p
pv(par)ep

Tranzitivnost za implikaciju (( p= q) A (q =21 )) = ( p= r)
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Tranzitivnost za ekvivalenciju

(pea)r(ger))e(per)

De Morganovi zakoni —.( pv q) = (—.p A —.q), —|( pAa q) = (—.p vV —|q)

Zakon kontrapozicije

Zakon dvojne negacije

Modus ponens

Modus tolens

Zakon svodenja na protivrecnost

Zakon silogizma

1.4. KVANTORI

(—a=-p)=(p=aq)

—~—p=p
(pA(p=0))=q

(P=a)r—a)=—p
(—p=(qA-0))=p

(p=a)a(g=r))=(p=T)

Kvantori ili kvantifikatori u jeziku su reci svaki i neki. Osim ovih reci koriste se i drugi

njihovi jezicki oblici. Tako re€ svaki u matematici znaci isto Sto i bilo koji, ma koji, svi i
slicno, dok umesto reci neki koristi se i postoji, bar jedan, najmanje jedan i slicno.

. Univerzalni kvantor znadisvaki i obeleZavasesa V.

(Vx)a(x) - za svaki x vaZi a(x)

e Egzistencijalni kvantor znaéi nekiiobelezava sesa 3.

(ElX)a(X)— postoji x za koje vaZi a(X)
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U slucaju visestruke primene kvantora umesto
(VX VX%,,..., VX, )a(x) pisemo (VX X,,...,X,)a(x).
Isto vazZi i za egzistencijalni kvantor.

Kao Sto se iz ovih definicia moze videti kvantori na neki nacin predstavljaju

uopstenja logickih operacija konjukcije odnosno disjunkcije.

Prilikom zapisivanja razli¢itih sadrZaja upotrebom kvantora treba znati:
e Recenica, svaki A je B, znaci isto Sto i:

Za svaki x, ako x ima osobinu A, onda x ima i osobinu B.
e Recenica, neki A je B, znadiisto Sto i:

Postoji x, koji ima osobinu A i osobinu B.

Primer:
Primenom kvantora napisati sledece recenice:

a) Svaki prirodni broj je pozitivan.
(VX)xeNA x>0

b) Postoji x takvo da je X< 7.
(Ix)x<7

c) Postoji tacno jedan broj ciji je kvadrat nula.
(3x)x*=0

Primer:

Uporebom kvantora zapisati sledece recenice:

a) x je oblika 2k, gde je k ceo broj
(Elk € Z) X =2k
b)Za svaki ceo broj x, postoji ceo broj vy, takav da im je zbir 0.

(vxeZ)(3yeZ)x+y=0
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Od izuzetnog znacaja je poznavanje pravila za negaciju kvantora.

e Negacija kvantora:

Primer:
Negirati sledece recenice:

a) Svi prirodni brojevi su i celi brojevi.
Negacija glasi: Neki prirodni brojevo nisu celi brojevi.

b) Neki prirodni brojevi su deljivi sa 5
Negacija glasi: Svi prirodni brojevi nisu deljivi sa 5.

1.5. PREDIKATSKA LOGIKA

Iskaznim formulama se ne mogu analizirati mnogi matematicki sadrzaji kao Sto su
na primer:

(vx)xeNA x>0
(Ix)x<7
X+y=>7

X=Yy

Takvi matematicki sadrzaji su predmet proucavanja predikatske logike.

Iskazna logika je malo “ grublja’, ona radi sa iskazima kao nedeljivim celinama, dok
predikatska logika izu€ava i njihovu strukturu. Sve zakonitosti koje smo uveli u iskaznoj
logici ostaju da vaze, samo sada dodajemo jo$ neka nova, koja u iskaznoj logici nisu
vazila.

Za razliku od iskaza koji imaju istinitosnu vrednost, navedena tvrdenja imade

istinitosnu vrednost tek kada se vrednost promenljive zameni sa nekom konkretnom
brojnom vrednoscu.
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U tvrdenju (3X) X < 7 moZemo re¢i da je promenljiva x subjekat, a <7 je predikat
koji definiSe osobinu promenljive.

Takva tvrdenje mozemo da zapiSemo u obliku P(X) , gde x oznacava promenljivu, a
P predikat.

Predikatske formule grade se pomocu:

e Skupa konstanti

e Skupa promenljivih

e Operacijskih znakova

e Relacijskih znakova

e Simbola logickih operacija

e Kvantora

e Pomocnih simbola

Koriséenjem ovih simbola mogu se opisati gotovo svi iskazi koji se u matematici
pojavljuju, odnosno problemi koji se reSavaju pomocu racunara.

Predikatske formule se uvek definiSu u odnosu na neki jezik, odnosno algebarsku
strukturu. U okviru te strukture se vrsi interpretacija formule. Znaci, promenljive u
formuli mogu da uzimaju razliite vrednosti. Tek u konkretnoj interpretaciji mozemo
govoriti da li je neka predikatska formula tacna ili ne.

Primer:

Data je formula a(x, y) = (EIZ)(a(X, Z) A a(z, y))

Ona moze da ima vise interpretacija.

Jedna njena interpretacija u skupu N i relacija < kao vrednost znaka a bi bila
x<y=(3z)(x<zAy<y)

Za konkretne brojne vrednosti x,y,z nastaju razliciti iskazi o prirodnim brojevima,

koji su nekada tacni, a nekada ne.

Druga interpretacija je u skupu pravih, a relacija a je paralelno.

x|y=(32)(x|z~2|}y)
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1.5.1. VALJANE FORMULE

Valjana formula u predikatskoj logici su manje vise kao tautologija u iskaznoj logici.
Medutim, dok za ispitivanje da li je neka iskazna formula tautologija imamo jasno
definisan postupak, za ispitivanje da li je neka predikatska formula valjana, jasnog i
definisanog postupka nema.

Valjanim formulama, isto kao i tautologijama ispituju se zakoni misljenja.

e Predikatska formula je valjana, u oznaci |= F, ukoliko je istinita pri svakoj

glavnoj interpretaciji.

Primer:

a) Formula a(k):>(EIx)a(x) je valjana, jer za svaku interpretaciju ako je
a(k) tacno, (Elx)a(x) je takode tagno.

b) Formula (3x)a(x):>a(k) nije valjana, jer postoje interpretacije kada
nije istinita.

Ako je domen skup N i a je biti paran broj, a je k=5

Vaznije valjane formule:
Zakon permutacije istorodnih kvantora

(Vx)(VY) A< (YY) (VX)) A
(3x)(Fy) A<= (Fy)(Ix) A

Distributivni zakon univerzalnog kvantora prema konjunkciji
(vX)(AAB) < (VX) AA(VX)B
Distributivni zakon egzistencijalnog kvantora prema disjunkciji

(3%)(Av B) < (3x) Av (3x) B
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Distributivni zakoni operacija A,Vv,= prema kvantorima

(Vx)(AvB )<:>Av (vX)B(x), ( ( )<:>Av (3x) B(x)
(Vx)(A/\B )<:>A/\ (vx)B(x), ( ( )<:>A/\ (3x) B(x)
(Vx)(A:> ( ))<:>A:>(Vx) (x), (3 )(A:> B( ))<:>A:>( X) B(x)
(VX)(B(X)SA)@(HX) (X)= A (EIX)(B(X):>A) (vx)B(x) = A

De Morganovi zakoni za kvantore
Zakon saglasnosti implikacije sa kvantorima

(V%) (A= B) & (¥xX) A= (VxX)B
(3%) (A= B) < (3x) A= (3X)B

Zakon saglasnosti ekvivalencije sa kvantorima

(vx) (A< B) o (VX) Ac (VX)B
(3%) (A< B) = (3X) A (IX)B

U savremenoj literaturi koriste bar tri naziva za isti pojam, predikatska logika,
logika prvog reda i kvantifikatorski racun.

Prvi naziv predikatska logika nastao je najverovatnije jer se ova logika bavi
predikatima. Predikat je onj deo recenice kojim se nesto tvrdi. U matematici to
su relacije koje su definisane nad nekim skupom objekata.

Naziv logika prvog reda ukazuje na postojanje u logika viSih redova. Logika
prvog reda odnosi se na na osnovni nivo objekata koje prouc¢avamo.

A naziv kvantifikatorski ra¢un potice od koris¢enja kvantifikatora , specifi¢nih
operatora koji govore o kvantitetu objekta sa nekom osobinom.
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U praksi je Cesto potrebno opisati rezonovanja u koja je uklju¢eno i vreme.
Tako dolazimo do temporalne logike. Ona je izuzetno vaina za primenu u
racunarstvu jer se rad softvera i hardvera posmatra u zavisnosti od protoka
vremena, kao Sto su problemi verifikacije algoritama, rada operativnih sistema
ili paralelno programiranje. Za ovakve problema potrebno je definisati jos novih
operatora koji bi opisali razli¢ite modele vremena, ali ta problematika prevazilazi
nivo ovoga kursa.

&

PITANJA ZA PONAVLJANJE

1. Stajeiskaz?

2. Stajeiskazna formula?

3. Navesti osnovne logi¢ke operacije.

4. Sta je tautologija, a $ta kontradikcija?

5. Navesti osnovne logicke zakone.

6. Stasu kvantori?

7. Kako glase negacije kvantora?

8. Koja je razlika izmedu iskazne i predikatske logike?

9. Stasuvaljane formule

o KLJUCNE RECI

Iskaz Negacija
Formula Tautologija
Konjunkcija Egzistencijalni kvantor
Disjunkcija Univerzalni kvantor
Implikacija Predikat
Ekvivalencija Valjana formula

Kontradikcija
Iskazna formula
Kvantor
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@ 1.6. ZADACI

1. Da li su dati matematicki izrazi, iskazi:
l > l 2
a5 3,  bxX+ye2y, o3 =3 g x-y.

Resenje:
a) da, b) da,
c) da, d) ne, jer nema definisanu istinitosnu vrednost.

2. Odreditiistinitosnu vrednost sledecih iskaza:

1 1
a)§>§, b) X* +y* > 2xy,
o (-3)"=-3, d) (1<2)A(2<5).
Resenje:
1 1
a) r(g>§j: ' b)r(x2+y222xy):T,

c)T( (-3 =—3) =L ) 7((1<2)A(2<5))=TAT =T

3. Date recenice napisati koris¢enjem znakova osnovnih logickih operacija:
a) Najmanje jedan od brojeva ai b je pozitivan.
b) Oba broja ai b su pozitivna.
¢) Najmanje jedan od brojeva a i b nije pozitivan.
d) Nijedan od brojeva a i b nije pozitivan,
e) Tacno jedan od brojeva a i b je pozitivan.

Resenje:
a)a>0vb>0,
b)a>0Ab>0,

0 —(a>0)v—(b>0)
d) ~(a>0)A=(b>0),
e) ~(a>0)A(b>0),
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4. Date recenice napisati koriS¢éenjem znakova osnovnih logickih operacija:
a) Svaki od brojeva 2,4,6 je paran,
b) Neki od brojeva 2,4,6 je manji od 6,
c) Neki od brojeva 2,4,6 nije deljiv sa 3,
d) Nijedan od brojeva 2,4,6 nije veci od 6.

Resenje:

a) 2[2A2/4A 206, b) 2<6v4>6v6<6

o) ~(32) v—(3[3) v—(3[6), d) =(2>6)A—(4>6) A—(6>6).

5. Datisuiskazi:
(E_EJ (E_EJ_E qzl_l.(l_lj__ﬂ
2 3)\4 5) 3 2 314 5 6
(E_lj i1, 1111 2
2345 2 345 5

Odrediti njihovu tac¢nost i koristeci dobijene rezultate odrediti istinitosnu
vrednost slededih iskaza:

a) (PAQ)vr, b)(Pv )V (rAs),
o(pva)=(rr-s), d)(pv—a) & (ras).
Resenje:

Kako je T(p):T, T(Q)=T1 T(r):L T(S)zl,dobijamo

a) r((p/\q vr) T/\T)\/J_—T\/J_—T

b7 ((Pva)v(ras))=(TvT)v(LvLl)=Tv1=T
((pva)=(ra=s))=L

) 7((pv—a) e (ras))=L

c)?
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Dati su iskazi:

p (4x“y3)3 :(2x2y)5 = 2x%y° q (3x“y2)2 :(3x6y)2 = 3xy*

r=(2x-y)(2x+y)=4x’-y? S (x—2y)2:x2+4xy+4y2

Odrediti njihovu tacnost i koristeéi dobijene rezultate odrediti istinitosnu
vrednost slededih iskaza:

a) (PAQ)vr, b)(pPva)v(ras),
o(pva)=(rr-s), d) (pv—a)<(ras).
Resenje:
Kako je

r(p)=J_, r(q)=J_, r(r)=T, r(S)=J_,
a) r((prg)vr)=T, b)z((Pva)v(ras))=L

ar((pva)=(rAa=s))=T,d) 7((Pv—-a)=(rrs))=L

Dati su iskazi:
. In(x+1 '
p=lim ( ):1, q=(xe™) =€,
x—0 X
r=Al =IA=A, sEj|nxdx=1+|nx+c.

Odrediti njihovu tacnost i koristeéi dobijene rezultate odrediti istinitosnu
vrednost slededih iskaza:

a) (PAa)vr, b)(Pva)v(ras),
o(pva)=(rar-s), d) (pv—a)<(ras).
Resenje:

Kako je

r(p)=T, z(q)=L, z(r)=T, z(s)=L,
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a) r((prg)vr)=T, b)z((pva)v(ras))=T
ar((pva)=(ra-s))=T, 0 7((pv—a)e(ras))=L

8. Implikaciju x=3= X <10, proditati na vise nacina.

Resenje:
Ako x =3, onda je x<10,
X =3 je pretpostavka posledice x <10,
X =3 povladi x< 10,
iz x=3 sledix<10
X = 3 je dovoljan uslov za x < 10

X <10 je potreban uslovzax=3

Recenici, ceo broj je deljiv sa 4, (4|X), napisati po jedan dovoljan i jedan

potreban uslov.

Resenje:

Dovoljan uslov je recimo 8|X, jer ako je broj deljiv sa 8 deljiv je i sa 4,

8|x =4|x.

Potreban uslov je recimo 2|X, jer ako je broj deljiv sa 2 moZe da bude deljiv i sa

4, 4|x:> 2|x_

10. Nadi konverziju, inverziju i kontrapoziciju implikacije

X=3= x<0X=3=x<10

Resenje:
q=p konverzija
Xx<1l0=x=3
—P=—-q inverzija
(=(x=3)=—=(x<10)) < (x# 3= x=10)
-0 = —P  kontrapozicija
(=(x<10)= —(x=3)) < (x210= x#3)
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11. Koristeci logicku operaciju ekvivalenciju zapisati Pitagorinu teoremu.

Resenje:
a) Trougao je pravougli akko je a?+b*=c?
b) a?+b?=c? je potreban | dovoljan uslov da bi trougao bio pravougli.

c) ako je a’+b?= Cz, trougao je pravougli | obrnuto.

12. Ispitati da li su iskazne formule tautologije:
a) (PAG)=(=pv—a),  b)—(Pva)e(-pr—a),
o(pea)e—p, d) (PAp)=p,
e) (Pva)ar < (pvr)a(qvr).

Resenje:

a) —|(p/\q)<:>(ﬁp\/—|q)

T

—~

p) | z(=p) | 7(=a) | z(prq) | z(=(PAQ)) | 7(=pv—a)

2
sl

== =]
== ||
ol el
— |||+
— |||~
|4 7

Formula je tautologija.
b) —'( pv CI) = (—|p/\ —'Q) je tautologija,
c) ( p= Q) < =P nije tautologija,
d) ( pA p) <Pp je tautologija,
e) (Pva)ar < (pvr)a(qvr)
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r(p) T(q) Z'(I’) T(pv q) T((pVQ)/\r) r(pvr)lz(avr)|e((pvr)a(avr))| =(F)
T | T[T T T T T T T
T | T | L T 1 T T T 1
T | L [T T T T T T T
T | L | L T 1 T 1 1 1
LT T T T T T T T
L | T | L T 1 L T L 1
L LT L 1 T T T 1
S L 1 L L L 1

Formula nije tautologija.

13. Dokazati da su sledece formule tautologije
a) (Pva)<(avp)
b)=(Pv d) = (=pA—a)
g(prp)ep
d) (PArg)v(par)e pa(qvr)

Resenje:
Formule se mogu dokazati koris¢enjem tablica kao

zakon komutacije
De Morganov zakon
zakon idempotencije

zakon distribucije.

u prethodnom primeru.

14. Metodom svodenja na protivrecnost ispitati da li je sledeéa formula tautologija

(P=a)=p)=p

Resenje:

Ako posmatrana formula ne bi bila tautologija, tada za neke vrednosti p i g koji se

pojavljuju u ovoj formulu je
7((p=a)=p)=p)=L
To se moze desiti u slucaju da je

r(p=09)= p)=T,7(p)=L.

Na osnovu toga dobijamo da je

2-((p:>q):>J-):T,odnosno r(p:> q)=L_

Ovaj izraz moZze biti netacan samo u jednom slucaju, a to je kada je

7(p)=T iz(a)=L.
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. e T =1

Kako smo veé pretpostavili da je ( p) ’

dolazimo do kontradikcije. Znaci ne moZemo naci vrednosti izraza p i q za koje je
polazna formula netacna. Prema tome polazna formula mora biti tautologija.

15. Metodom svodenja na protivrecnost ispitati da li su sledeée formule tautologija

a) p=(p=0), b) (P=0a)= p)=p,

c)(p:>r):>(((p:>q):>r):>r), d) (p=0a)=(-pva),
e) (Pva)ap=(pv—a).

Resenje:
a)
z(p=(p=0))=L
7(p)=T.z(p=q)=L
T(T = q)
r(q)=L
Nismo dobili kontradikciju, znaci nasa pretpostavka da formula nije
tautologija je dobra. Znaci formula nije tautologija.
b) formula nije tautologija,
c) formula nije tautologija,
d) Pretpostavimo da je

r((p=a)=(-pva))=
r(p=>0q)=T,7(-pvQq)=
r(=p)=Lr(a)=L
r(p)=T,r(q) =1

Ako dobijene vrednosti ubacimo u prvu vezu dobijamo T(T :>J_) =1.

Akoje 7(—pv Q) =L, ondaje

Po pretpostavci taj izraz je tac¢an. To je kontradikcija, koja obara polaznu
pretpostavku, znaci polazna formula je tacna
Ako dobijene vrednosti ubacimo u prvu vezu dobijamo

T(T :L) =1, a po nasoj pretpostavki taj izraz je tacan. To je kontradikcija,

koja obara polaznu pretpostavku, znaci nasa formula je tautologija.
e) formula nije tautologija.
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16. Ako je dat predikat P: x* — y2 < 7%, napisati iskaz P(l,l,l).

Resenje:

P(l,l,l) =1-1"<7

17. Ako je dat predikat P: X* — y* < Z°, napisati iskaz (EIX)(EIy) P(X, y,l) .
Resenje:
(3x)(FY)P(x,y,1)=(3x)(Fy)x* - y* <1

Postoje brojevi x i z takvi da je X2 — y2 <1

18. Napisati sledeéi iskaz u simbolickom zapisu:
’Svako zna matematiku bolje od Nikole’'.

Resenje:
Domen su studenti,
P(x,y): x zna matematiku bolje od y.

(vx) P(x, Nikola)

19. Dokazati valjanu formulu

(YX)P(x) v (VX)Q(x) = (¥x)(P(x)vQ(x))

Resenje:

(VX)P(x) v (VX)Q(x) =

P(a) Vv (VX)Q(X) = za proizvoljno a

P(a) Vv Q(b = za proizvoljno b

(VX)(P(X) \/Q(X)) kako su ai proizvoljni, uzeéemo a=b
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2.

OSNOVNI POJMOVI TEORIJE
SKUPOVA

KRATAK SADRZAJ:

2.1. POJAM SKUPA

2.2. OPERACIJE SA SKUPOVIMA

2.3. BROJ ELEMENATA SKUPA-KARDINALNI BROJ
2.4. RASELOV PARADOKS

2.5. ZADACI

a CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moc¢i cete da:
1. objasnite pojam skupa,
2. definiSete osnovne skupovne relacije,
3. definiete osnovne skupovne operacije,
4. znate $ta je kardinalni broj skupa,
5. znate probleme teorije beskona¢nih skupova,

6. poznajete Raselov paradoks.
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2.1. POJAM SKUPA

Svakodnevno, radimo sa skupovima. Korpa jabuka, stado ovaca, kontinenti,
populacija bakterija, tacke na kruznici, prirodni brojevi, sve su to primeri skupova.
Skoro svaka delatnost ¢oveka odnosi se na neke skupove. Danas su skupovi u
matematici i nauci deo nase svakodnevice. Istorijski gledano nastali su kasno i njihov
nastanak uslovio je velike potrese u matematickom svetu.

U drugoj polovini 19. veka matematicari hteli da prouce osnove matematicke
analize i prvi radovi iz te oblasti bili su vezani za skupove brojeva i funkcija. Ta
razmisljanja su ih dovela do ispitivanja apstraktnih osobina skupova. Tako nastaje
prvo naivna teorija skupova Ciji se pojmovi intuitivno prihvataju. Njen tvorac je
nemacki matemati¢ar DZorz Kantor (Georg Kantor 1845.-1918.). Njegova otkrié¢a u
prvo vreme izazivaju sumnje pa i otvorena protivljenja matemati¢ara toga doba.
Medutim, krajem 19 veka teorija skupova pocinje da se Siroko primenjuje u mnogim
matematickim disciplinama. Ali, bas u trenutku kada se teorija skupova pocela da
prihvata i primenjuje uocavaju se njeni prvi paradoksi. Prvi uo¢ava sam Kantor 1895g
a zatim i mnogi drugi. Otkrivanje paradoksa u teoriji skupova uticalo je na razvoj
matematicke logike i dalji razvoj teorije skupova koji je omogucio da se definiSe prva
aksiomatski zasnovana teorije beskonacnih skupova koju daje nemacki matematicar
Ernest Zermelo, koja je postala odlucujuéi korak u sintetizovanju matematickih
znanja.

Sa aspekta naivne teorije skupova mozemo reci da:

e Skup je osnovni pojam koji se ne defini$e. Cine ga elementi koji imaju bar jednu
zajednicku osobinu.

e  Objekti skupa nazivaju se njegovim elementima.

e Skupovi se obeleZavaju najéesée velikim slovima A, B, C, ..,a njegovi
elementi malim slovima a, b, c, ...

e Neki element a moZe pripadati datom skupu A, $to se oznacava sa ac A, ili
ne pripadati istom skupu, $to se oznadavasa ag A.

e  Skup svih elemenata x za koje tacna recenica A( X) , piSe se kao

(xlAC0)

e  Skup koji nema elemenata naziva se prazan skup i obelezava sa & .
e  Za graficko predstavljanje skupova koriste se Venovi dijagrami.
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A

aceA

e KaZemo daje A podskup skupa B ipisemo Ac B, ako svaki element skupa
A pripada istovremeno i skupu B.

AcB={x|xe A= xeB]

B A
AcB

e Dvaskupa A i B sujednaka, ako svaki element skupa A pripada i skupu B i
ako svaki element skupa B istovremeno pripada i skupu A.

A=B={x|xe A= xeB|

e Za proizvoljne skupove A, B, C vazi
Ac A
AcBABc A= A=B
AcBABcC= AcC

e Partitivni skup P(A) datog skupa A, je skup svih podskupova datog skupa, tj.
P(A)={X|XcA}.

Primer:

A={ab.c) P(A)=(2.(a}.{0}.{c}.{a b} {b.c} {ac),{abic))
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2.2. OPERACIJE SA SKUPOVIMA
e Unijadvaskupa Ai B jeskup AUB={x|xe AvxeB}.
-
AUB
primer:  A={12}, B={2,36,7}; AUB={1236,7}.

e U opstem slucaju, kada imamo konacno mnogo skupova A,A,,..., A,

njihova unija je:

QA=AU%UWUA.

e  Presek skupova A i B je skup AﬂB:{X|Xe AAXxeB }

(U

Primer:
A={12}, B={2,36,7}; ANB={2)

e Ako je presek dva skupa A i B prazan, tj. A[1B=, tada za ta dva skupa

kazemo da su disjunktni.

e Ako je dato kona¢no mnogo skupova A, A,,..., A, njihov presek je:

ﬁA=Aﬂ%ﬂmﬂﬂ.

e Razlika skupova A i B je skup A\ B:{X|Xe AArXxe¢B }
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A\B

Primer:
A:{LZ}, B:{2,3,6,7}; A\B:{l},B\A:{&G,?}.

e  Simetri¢na razlika skupova A i B je unija skupova A\B i B\ A, tj.
A A B=(A\B)U(B\A).

AAB

B

Primer:

A={12}, B={2,3,6,7}; AAB={1,36,7).

e Komplement skupa A u odnosu na skup B (ili dopuna skupa A do skupa
B)gdeje Ac B jeskup C;A=B\A.

Primer:

A={12}, B={1,2,36,7}; C;A={36,7}.

e  Parelemenata (a,b) nazivamo uredenim parom (ili uredenom dvojkom) ako
je tacno odredeno koji je element na prvom, a koji na drugom mestu.

e Uredeniparovi (a,b) i (c,d) sujednakiakoisamoakoje a=cib=d.

e Dekartovim proizvodom skupova A i B naziva se skup

Asz{(a,b)|ae AA be B}.
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Primer:

Dati su skupovi A= {l, 2, 3} i B= {X, y} .

AxB={(1x),(2X),(3 X)L Y).(2y).E )}
Bx A={(x1),(x,2),(x,3),(y,D.(y.2,(y.3)} -

Ocigledno je AxB# Bx A, 3to znaéi da za Dekartov proizvod skupova ne vaZi
zakon komutacije.

Dekartov proizvod Ax A se oznatava sa A?. Dekartov proizvod RxR=R?
predstavlja realnu ravan

Za operacije sa skupovima vaze slededi zakoni:
Zakon komutacije AUB=BUA ANB=BNA

Zakon asocijacije (AU B) Uc= AU(B U C)
(ANB)NC = AN(BNC)
Zakon distribucije AU(BﬂC):(AU B)ﬂ(AUC)
Zakon identiteta AU =A
C
Zakon dvostrukog komplementa (AC) =A
De Morganovi zakoni (AU B)c =A°NB°

(ANB)" = A°UB®
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Dekart Rene (Descartes René, 1596.-1650.) Bio je mate-
maticar, filozof i naucnik Cije je delo Geometrija (La geometrie)
postavilo osnove danasnjoj analitickoj geometriji. Dekart je bio
prvi koji je upotrebio poslednja slova alfabeta da oznaci ne-
poznate velicine. O znacenju tog otkrica Engels je rekao: "Dekar-
tova promenljiva veli¢ina bila je prekretnica u matematici.

Zahvaljujudi tome usli su u matematiku kretanje i dijalektika, a
isto se tako odmah nuzZno doslo do diferencijalnog i integralnog racuna, koji se odmah
i javija, te su ga Njutn i Lajbnic uglavnom dovrsili, a nisu ga otkrili." Zacetnik je novog
nog i nesigurnog i izdvajanjem i odbacivanjem nepouzdanog. Ta istina je sadrZana u
njegovoj poznatoj recenici "Mislim, dakle postojim" (Cogito, ergo sum).

1649. godine Dekarta je u Stokholm pozvala Svedska kraljica Kristina da bi je podu-
Cavao. Dvadeset trogodisnja kraljica je Zelela da crta tangente u pet sati ujutru, tako
da je Dekart razbio svoju Zivotnu naviku ustajanja u jedanaest sati. Zele¢i da svojim
savetima utice na c¢udljivu vladarku tada mocne, Dekart je podnosio surove uslove u
zemlji stena i gleCera i svako jutro hodao do palate. Ne naviknut na hladnocu Svedskih
zima umro je 1650. godine od zapaljenja pluca.

2.3. BROJ ELEMENATA SKUPA - KARDINALNI BROJ

Odredivanje broja elemenata konacnih skupova svodi se na njihovo prebrojavanje.

Kada se radi o beskonacnim skupovima, stvar je mnogo sloZenija. Jo$ u anti¢ko
doba Euklid daje aksiomu: Celina je uvek veéa od svakog svog dela. Ali u antici je ovo
sluZilo upravo kao argument da beskonaéne skupove treba odbaciti bas zato Sto
proizvode ovakve paradokse. U 17. veku €uveni fizi¢ar i matematicar Galileo Galilej
(Galileo Galilei 1564-1642) takode je primetio da kod beskonacnog skupa, njegov
pravi podskup moze biti iste veli¢ine kao i ceo skup. Kasnije u 19. veku je uoceno da
svi beskonacni skupovi nisu iste veli¢ine, da neki beskonacni skupovi mogu biti vedi ili
manji od drugih beskonacnih skupova. Pojam kardinalnog broja uveo je DZordz
Kantor da bi se pomocu njega beskonacni skupovi mogli uporedivati po velicini.

Primer:

Skup N prirodnih brojeva ima beskonacno mnogo elemenata, ali manje od skupa
celih brojeva Z, kojih je takode beskona¢no mnogo.
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Ako postoji bijektivna funkcija f skupa A naskup B, onda se za skupove A i

B kaZe da imaju isti kardinalni broj, u oznaci KA=kB.

Kod konacnih skupova, kardinalni broj predstavlja broj elemenata skupa.

Ako skup A ima isti kardinalni broj kao skup prirodnih brojeva N, onda za skup
A kazemo da je prebrojiv.

Skup A je prebrojiv ako se moZe poredati u niz.

Kardinalni broj skupa prirodnih brojeva oznacava se sa hebrejskim slovom & i

tita se alef nula KN =,.

Primer:

Dokazati da kardinalni broj skupa prirodnih brojeva je jednak kardinalnom broju
skupa svih parnih prirodnih brojeva.

Ako se uoci bijektivno preslikavanje skupa prirodnih brojeva u skup parnih
prirodnih brojeva kao u sledecoj Semi

1 2 3 4 .. n
1 7 I I ’

21 2.2 23 24 ... 2.n---
odnosno preslikavanje f :N — Z, kod koga je f (1) =0, f (2) =1....

moZemo zaklju&iti da ovi skupovi imaju isti kardinalni broj i da je KN = k2N .

Primer:

Skup celih brojeva je takode prebrojiv, jer se brojevi mogu poredati u niz,
01_1111_212!”'

Znadi postoji bijektivno preslikavanje f : N — Z, kod koga je

£(1)=0, (2)=L......

Dakle KN =kZ .

Primer:
Skup pozitivnih racionalnih brojeva je prebrojiv, jer se i ovi brojevi mogu
poredati u niz,
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Dakle cardN = cardQ .
Ako posmatramo sve racionalne brojeve Q, oni se takode mogu napisati u obliku
niza {O,iql,iqz, ..... } pa mozemo zakljuditi da je skup Q takode prebrojiv skup.

e Skup realnih brojeva R je neprebrojiv, cardR = C (kontinuum).

e  Kontinuum iznosi C = 2%

Primer:
Skup svih tacaka prave ima kardinalni broj c.

Skup svih realnih brojeva na intervalu (0,1) ima takode kardinalni broj c.

Primer:
Koliki je kardinalni broj praznog skupa?

cardd =0
card{ @} =1

Kantor dakle tvrdi da ne postoji samo jedna beskonaénost. Postoji Citav spektar
beskonacnosti, a dve sa kojima se najc¢esée srecemo u svakodnevnoj matematici su
prirodni brojevi ¢iji je kardinalni broj alef nula X, i realni brojevi ciji je kardinalni broj
kontinuum C.

Jedno od pitanja koje je Kantor ostavio otvorenim, danas je poznato kao hipoteza

kontinuuma.
e  Kantorova hipoteza kontinuuma

Da li postoji skup A Ciji je kardinalni broj izmedu kardinalnog broja svih prirodnih
brojeva i kardinalnog broja svih realnih brojeva?

No<K,<C
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2.4. RASELOV PARADOKS

Pocetkom 20 veka teorija skupova dozivljava svoj procvat i nalazi Siroku primenu u
matematici i nauci. Medutim, u naivnoj teoriji skupova pojmovi nisu bili strogo
definisani i mogli su se tumaciti na razlic¢ite nacine.

Tako su uocene i prve protivrecnosti, odnosno paradoksi. Najéuveniji je Raselov
paradoks nastao 1902 godine, (Bertrand Rasel 1872-1970). On je ukazao na
nedostatke takozvane naivne teorije skupova. Glavni problem je predstavljao
navedeni uslov, kojim se elementi grupisu u skup

Postoje razne interpretacije Raselovog paradoksa, paradoks brijaca, paradoks
biblioteke, Pinokija, laZova, i mnogi drugi.

Primer:

Paradoks lazova
Najstariji varijanta ovog paradoksa je tvrdenje cuvenog kritskog filozofa Epimenida
“ Svi kricani lazu”.

Paradoks brijaca

U nekom selu Ziveo je brijac, koji je brijao sve one stanovnike sela, koji se nisu
brijali sami. Da li je brijac brijao samog sebe?

Ako bi se brijac brijao sam, on bi bio jedan od stanovnika koji se briju sami, pa se
ne bi smeo brijati kod brijaca, odnosno kod samog sebe. Ako suprotno brijac se ne
bi brijao sam, bio bi jedan od stanovnika sela koji se ne briju sami, pa bi se morao
brijati kod brijaca, odnosno kod sebe. Znaci brijac je samo kontradiktoran.

Kako se resava ovaj paradoks?
Jednostavno, da takvo selo ne moze da postoji.

Raselov paradoks

Posmatrajmo skup A={X|X§EX}, odnosno skup svih skupova koji nisu

element samog sebe. Da li je A element od A ili nije?

Odgovor je kontradiktoran, jer po definiciji skupa A,
Aje element od A < A nije element od A.
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Nasuprot prethodnom primeru u Raselovom paradoksu nije bas jasno zasto skup
A ne bi postojao i zasto je samo kontradiktoran.

Sustina Raselovog paradoksa svodi se na sledece: Neka se za osobinu uzme
‘element skupa ne sadrZi samog sebe’ i formiraju takvi skupovi. Zatim se formira skup
svih takvih skupova. Postavlja se pitanje da li ¢e taj skup sadrzati samog sebe kao
element ?

Neka je A skup svih skupova koji ne sadrze sebe kao element. Pitanje je da li skup
A pripada samom sebi ili ne? Ako pripada sebi, onda nece posedovati polaznu
osobinu ” skup ne pripada samom sebi ”. Ako ne pripada samom sebi, onda ce da
zadovolji trazenu osobinu, pa ¢e pripadati samom sebi. Oba slu¢aja dovode do
kontradikcije.

Pojava Raselovog paradoksa ozbiljno je uzdrmala naivnu teoriju skupova. Kao
rezultat razvila su se tri pravca u matematici kojima je pokusano reSavanje nastalih
problema, Rasel-logicizam,( smatrali su da se matematika moZe svesti logiku ),
Bauer-intuicionalizam, (osnovan ideja je bila da da se postojanje objekta priznaje
samo ako imamo nacin za njegovu konstrukciju) i Hilbert -formalizam, pa se moralo
se pribedi aksiomatizaciji teorije skupova. Prvi aksiomatski pristup dao je Zermelo
1908g. A zatim i mnogi drugi matematicari. Zanimljiv je pristup von Nojmana koji je
smatrao da paradoksi u Kantorovoj teoriji skupova ne dolaze sbog velikih skupova ,
nego zato Sto ti veliki skupovi su nediji elementi. Tako on nekim objektima ne
dozvoljava da budu elementi nekog drugog objekta. Te objekte zovemo klase. Objekti
koji su elementi nekog drugog objekta on naziva skupom.

Rasel je uoceni problem reSio tako Sto je definisao pojam klase i jedan od nacina
prevazilazenja ovog paradoksa se svodi da se skup svih skupova ne smatra skupom,
vec klasom, koja je uopstenje pojma skupa. Klasa takode nema strogu definiciju, vec
mozemo reéi da nju Cine objekti odabrani po nekom zajednickom kriterijumu.
Naglasavamo da se pojam klase razlikuje od pojma skupa. Skup se moze shvatiti kao
unija bilo kakvih elemenata.

Primer:

U teoriji beskonacnih skupova vazi X, =N, +1.

Ovu ¢injenicu dokazao je David Hilbert (1862-1943) kroz jedan zanimljiv primer.

Ulazi ¢ovek u hotel u kome su sobe numerisane prirodnim brojevima: 1, 2, 3,...

(ima ih beskonacno mnogo). Prilazi recepcionaru i zahteva sobu za prenodiste, na

Sta mu recepcionar odgovara da su sve sobe zauzete i da ne moZe da ga primi.

Gost mu da to odgovara: Kako nema mesta? Samo prebacite gosta iz prve sobe u

drugu, iz druge u tredu, iz trece u Cetvrtu i tako redom — a ja ¢u uzeti sobu sa

rednim brojem 1.
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PITANJA ZA PONAVLJANJE

Sta je skup?

Sta su Venovi dijagrami?

Navesti i definisati osnovne skupovne relacije.
Navesti i definisati osnovne skupovne operacije.
Definisati Dekartov proizvod skupova.

Sta je partitivni skup?

Sta je kardinalni broj skupa?

Koliki je kardinalni broj skupa N, odnosno skupa R?

O NUEWNR

Kako glasi Raselov paradoks ?

&

KLJUCNE RECI
Skup Komplement
Element Dekartov proizvod
Venov dijagram Partitivni skup
Podskup Kardinalni broj
Unija Alef nula
Presek Kontinuum

Razlika
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& 2.5. ZADACI

1. Akoje A={12,3},B={2,34,5} i C={2,34,56,7), odrediti

a) AUB, (AU B)UC, b) A B, (Aﬂ B)ﬂC,
c) A\B, C\A, d) AxB, P(A).
Resenje:

a  AUB={1234,5, (AUB)UC={12,34,56,7),
b)  ANB={23}, (ANB)NC={23},

) A\B={1}, C\A={4,56,7},

d)

Ax B={(Ll)'(]“2)’(13)’(]“4)1(L5)’(211),(2,2),(2,3),(2,4),}

(2,5),(31).(32),(33).(3.4).(35)

P(A)={2.1}.12).(3), 112} {1.9).2.3),(12.3).

2. Odrediti elemente skupova A= {X‘X2 -1=0AXxe Z} i

B:{X|2X+1< TAXe N}, a zatim izra¢unati A(1B, AUB, A\B i B\ A.

Resenje:
A={—1,1}.
Kako je 2X+1<7<< X< 3, a treba da uzmemo samo prirodne brojeve
B={12}.
AﬂB={1}, AUB={—1,ZL2}, A\B={—1}, B\A={2}.

3. Datjeskup P= {0,1, 2,---9} . Odrediti skupove
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A={X|Xe P/\XZ3} i B={X|Xe P/\X<8},azatim izraunati
ANB, AUB, A\B.

Resenje:
A= {3,4,5,6,7,8,9} i B= {0,1,2,3,4,5,6,7} .

ANB= {3,4,5,6,7} , AUB= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, A\B= {8,9}
4. Datjeskup P= {0,1, 2,---9} . Odrediti skupove

A={x 2X__pliB=!x
12-x

a zatim izracunati A(1B, AUB, A\B, B\A, P(A\ B).

Resenje:

XxePA

2
Xe P/\X——Xe P},
2

A={0,4,6,8,9}, B={0,2,4}.
ANB={0,4}, AUB={0,2,4,6,8,9},
A\B={6,89}, B\A={2},
P(A\B)={2.(6},(8).{9} (6.8},{6.9}.(8.9) (6.8.9}].

5. Koliko elemenata ima partitivni skup P(A), skupa A koji ima:

a) nula elemenat c) trielementa
b) dvaelementa d) nelemenata
Resenje:
a) 1, njegov element je prazan c) 8
skup d) 2", gdeje n brojelemenata
b) 4 skupa

6. Koliko elemenata ima skup Ciji je partitivni skup i kako glasi:

) P(A)= (2.1}, (2} (1.2}
o) P(A)= (2.1}
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Resenje:
a) 2,aglasi A= {L 2}
b) 1,aglasi A= {1}

7. Odrediti Dekartov proizvod Ax B, ako su dati skupovi
AZ{X‘XE N A X :1} i B={x-1<x<2}.
Resenje:
A= {1} ,B= {—1,0,1} ,
AxB={(1-1),(1.0),(11)}.
8.

Dati su skupovi A:{a,b,c,d}, B:{a,b,4}, C:{2,4,C}, D:{a,b,3} [
E={Lb}.

Odrediti a,b,c,d ako znamo da je

BcA CcA DcAiEcB.

Resenje:

a=1b=2c=3d=4.

9. Datisu skupovi

A:{n|ne N,n310}, B:{n|ne N,2£n£7},C:{2,3,6}.
Odrediti skup X akoznamodaje X c A, CUX =B.

Redenje: X = {2, 3,4,5,6, 7} )

10.Primenom tautologija dokazati sledece skupovne jednakosti:

a) AN(AUB)=A, b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
c) ANB=BNA, d) (A/B)NB=¢

Resenje:
a)

Xe Aﬂ(AU B)<:>XeA
Xe A/\XE(AU B)@XGA

Xe A/\(Xe Av Xe B)<:> Xe A
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Ako uvedemo oznake: p:Xe Ai q:Xe B, dobijamo iskaznu formulu

pA(pva)ep
Koriséenjem tablice lako se dokazuje da je formula tautologija, pa samim timi
svaka formula koja se na nju moze svesti je tacna.

b) Ako uvedemo oznake:
p:xeAQq:xeB,r:xeC

Dobijamo iskaznu formulu:

(pArg)vre(pvr)a(gvr)

r(p) T(Q) T(r) r(pAq)r((pAq)vr)r(pvr) z(qvr) |z((pvr)a(gvr)) T(F
T T T T T T T T T
T T 1 T T T T T T
T 1 T 1 T T T T T
T 1 1 1 L T 1 1 T
1 T T 1 T T T T T
1 T 1 1 L L T 1 T
1 1 T 1 T T T T T
1 1 1 1 L L 1 1 T

Kako je iskazna formula tautologija, svaki izraz, pa i nas, koji se moZe svesti na ovu
tautologiju je tacan.
c) Ovojjednakosti odgovara iskazna formula P A Q< QA P, koja je tautologija.

d) Ovojjednakosti odgovara iskazna formula ( pA —.q) AQ <L, kojaje

tautologija.

11. Koliki je kadrinalni broj skupova:

a) A={1,2,3} b) A={D,1}
Resenje:
a) card(A)=3
b) card(A)=2
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3.

RELACIJE I FUNKCIJE

KRATAK SADRZAJ:

3.1. RELACIJE
3.1.1. DEFINICIJA I OSOBINE RELACIJA
3.1.2. VRSTE RELACIJA
3.2. FUNKCIJE
3.2.1. DEFINICIJA T OSOBINE FUNKCIJA
3.2.2. KOMPOZICIJA FUNKCIJA
3.2.3. INVERZNA FUNKCIJA
3.3.ZADACI

0 CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moci cete da:
1. DefiniSete pojam relacije,
2. osobine relacija,
3. vrste relacija.
4. Definiete pojam funkcije,
5. osobine funkcija,

6. nabrojite razli¢ite vrste funkcija.
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3.1. RELACIJE

Relacija je odnos, veza, izmedu objekta. U matematici, se srecemo sa razli¢itim
relacijama. To su jednako, paralelno, normalno, slicno i mnoge druge. Matematicke
objekte je potrebno poredivati ili poredati po nekom zadatom kriterijumu, kao i
uociti slicnost izmedu njih i grupisati ih u grupe medusobno sli¢nih i tada koristimo
osobine relacija. U svakodnevnoj praksi najéesée se koriste binarne ili dvoclane
relacije, i osvrnu¢emo se samo na taj tip relacija.

3.1.1. DEFINICIJA I OSOBINE

Relacija se moZe posmatrati kao povezivanje elemenata nekog skupa A, koji su u

vezi, relaciji, sa elementima nekog skupa B. Znaci ako X€ A i Y€ B , onda svakom

paru (X, y) € Ax B pridruzujemo vrednost T, a ako to nije sluéaj vrednost L.

e Binarna relacija je bilo koji podskup Dekartovog proizvoda proizvoljnih
skupova A i B. Ako je

pc AxB i (X,Y)C,O

kazemo da je x u relaciji © sayipiSemo XpY .

e Relacije se mogu predstaviti na razli¢ite nacine: uredenim parovima, tablicama,
graficima i td.

Primer:
Relaciji

p=1{(11).(22).(21).(12).(33).(4.4)}

odgovara slededi graf i tablica .
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e Ako A= B, ondaseskup A2 = Ax A naziva Dekartovim kvadratom.
Relacija mozZe da ima sledede osobine:

Neka je p C A’ 73 relaciju tada kazemo da je

e (R) refleksivna ako (Vxe A)(xpx)

e (S) simetri¢na ako (VX, ye A) ( Xpy—= pr)

e (AS) anti simetri¢na ako (VX, ye A) ( XPYANYPpX= X= Y)
e (T) tranzitivna ako (VX, NARAS A) ( XpYNYpZ= Xp Z)

Relacija iz prethodnog primera je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

3.1.2. VRSTE RELACIJA

e Relacija koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna zove se relacija
ekvivalencije.

e Relacija koja je refleksivna, anti simetri¢na i tranzitivna zove se relacija
poretka.

Primer:
Relacije ekvivalencije su jednako, podudarno, slicno i td, a relacije
poretka su manje ili jednako, veée ili jednako i td.

Uloga relacije ekvivalencije je da se pomodu njih izraze slicnosti izmedu objekata i

da se oni grupiSu u grupe medusobno sli¢nih, a uloga relacije poretka da se objekti
poredaju i uporeduju po nekom zadatom kriterijumu.
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Relacija ekvivalencije moZe da se razlaZe na klase ekvivalencije.

e Ako je ~relacija ekvivalencije skupa A, onda se klasa ekvivalencije, elementa
x, uoznaci C, definise kao C, = {y|X ~ y}.

e Koli¢ni¢ki skup je skup klasa A|pi|i A|~.

Klase ekvivalencije jednog skupa ¢ine njegovo razlaganje na disjunktne
podskupove, a njihova unija je sam polazni skup.

Primer:

Dat je skup A= {—2, -1,0,1, 2} u kome je definisana je relacija Xpy < x* = y°.

Odrediti tablicu, napisati parove i ispitati osobine relacije.

Xpy -2 -1 0 1 2

-2 T 1 1 1 T
-1 1 T 1 T 1
0 1 1 T 1 1
1 1 T 1 T 1
2 1 1 1 1 T

p:(-2-2),(-22),(-1-1),(1.0),(1-1)

(-11).(0,0),(2.2).(2-2)

Osobine :

Relacija je refleksivna, jer (‘v’X € A)(pr) ilrearE L =X

Relacija je simetri¢na , jer (VX, y € A)(xpy = ypX), X = y* = y*=x
Relacija je tranzitivna, jer
(VX Y, 2€ A)(XpY A YPZ=XpZ) 2 = P Ay2 =22 = X2 = 22

Znaci ova relacija je relacija ekvivalencije.

Razlikujemo 3 klase ekvivalencije C, = { -2, 2} { l,l} {0}
Koliénicki skup je

Alp={C,C,,C,}
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3.2. FUNKCIJE

Pojam funkcije ili preslikavanja spada u osnovne matematicke kategorije. Jasna
predstava o pojmu funkcije stvorena je tek u 17. veku. Kod funkcija, kao i kod relacija,
uspostavlja se veza izmedu elemenata dva skupa, ali dok kod relacija jednom
elementu skupa A mogu odgovarati viSe elemenata skupa B, kod funkcija jednom
elementu skupa A moZe odgovarati samo jedan elemenat skupa B.

3.2.1. DEFINICIJA I OSOBINE

e Preslikavanje ili funkcija f skupa A u skup B, u oznaci f : A— B je relacija
f < AxB, koja ima osobinu da je svaki elemenat skupa A u relaciji ta¢no sa
jednim elementom skupa B, tj.

(vxe A)(IyeB) (x,y)efi
(vxe A)(Vy,zeB)(x,y)e f A(x,2)e f = y=2.

e Kod funkcija uobi¢ajeno je da umesto (X, Y)Ef piSemo Y= f(X) i

kazemo da funkcija f preslikava x u y. Tada x nazivamo originalom, y
njenom slikom.
e Skup D, < A onih elemenata iz A kojima su korespondirani elementi skupa

B naziva se oblast definisanosti ili domen funkcije.
e Skup Dy < B onih elemenata iz B kojima su korespondirani elementi skupa

B naziva se oblast vrednosti ili kodomen funkcije.

Primer:
Kod funkcija definisanih na kona¢nim skupovima koristimo sledece
zapise :
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Ako su dati skupovi
A={a,b,c} i B={13}

onda jedna od mogucdih funkcija je njihovih elemenata je

f_abc
1 31

ili zapisana koriséenjem uredenih parova

f = {(a1),(b3).(c:1)

L

Relacija p=f U{(b, 2)} nije funkcija, jer bi se element b

preslikavao u dva razli¢ita elementa 2 i 3.

.. . 2 . . P
e Funkcija f : A° — A, naziva se binarnom operacijom.

Poznate binarne operacije su sabiranje, oduzimanje, mnozenje i sl.

e Funkcija T : A— B se naziva “1—1” li injektivna ako je

(VX% € A)(x %%, = f (%)= f(xz))

e Funkcija f : A— B se naziva “na” ili surjektivna ako je

(vyeB,3xe A)(y= f(x))'
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U sustini, kod preslikavanja naje D, = B.

e Ako je preslikavanje f:A— B “1-1” i “na” takvo preslikavanje ili funkciju
nazivamo bijektivnim, (obostrano jednoznacno preslikavanje).
Primer:

Ispitati da li je funkcija f (X)=2x—-1 bijekcija.
Ako je ispunjeno

(VX% € R) (X%, % %, = f(x)= (X))

preslikavanje je “1-17 |zrazi koji u sebi sadrZe nejednakosti se tesko
dokazuju i jednostavnije je koristiti kontrapoziciju prethodnog izraza
koja glasi

F(x)="f(x)=x=x.
Dakle 2% —1=2X, —1= X =X, &ime smo dokazali da je preslikavanje
”1_1”'
Da bismo dokazali da je preslikavanje “na” reSimo polaznu
jednacinu poy.
Dobic¢emo izraz

Onda
1 1
VyeR,IXeR) X==y+—
(vye eR)x=Jy+3

i zakljuCujemo da je preslikavanje “na”.

Posto je preslikavanje “ 1-1” i “na”, ono je bijekcija.
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3.2.1. KOMPOZICIJA FUNKCIJA

e  Neka su funkcije date T :A—> B i g:B— C . Tadaizraz 9o f predstavlja
proizvod ili kompoziciju ili slaganje preslikavanja T i g, a definide se kao

(vxe A)(ge f(x)=9(f (%)),

Primer:
Ako su dati skupovi

A={123 B={abc};C={567)

f:A>Big:B—>C

gde je
1 2 3 a b c
f = . 0=
a b c)i 7 6 5
Tada
gof:A>C
glasi
f_1 2 3
9°7=17 6 s
Primer:

Neka su funkcije zadate formulama

f(x)=2x+1; g(X)=x"+x+1,

Tada je
(g0 f)x=g(f(x))=(2x+1)" +(2x+1)+1=4x* +6x+3
fog)x=f(g(x))=2(x"+x+1)+1=2x"+2x+2
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3.2.2. INVERZNA FUNKCIJA

e Akoje f:A—> B bijekcija, ondaje f " inverzna funkcija skupa B u skup A
sa osobinom f o f =1, gdeje | identi¢no preslikavanie, tj.
(vxe A)l(x)=x

e  MoZemo i pisati f_l( f (X)) =X,

e Grafici funkcija T i f ™ su simetri¢ni u odnosu na pravu Y= X,

A
y

A
- -+

y=f7(x) 8
/

Primer:
Naci inverzno preslikavanje od funkcije f (X) =2x-1,

U prethodnom primeru pokazali smo da je funkcija f (X) =2x-1

bijekcija, odnosno zadovoljava osobine da je 1-1i na.
X+1

-1 _ _
Dakle postoji inverzno preslikavanje f (X) =Y= 2 .
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y= (X

Primer:

2
Odrediti inverzno preslikavanje funkcije f (X) =X,

Kakoiza x=—1i X =1 dobijamo istu vrednost funkcije f (il) =1,
zaklju€ujemo da funkcija f (X) =x? nije “1-1”, i nije ni bijekcija,

pa ne postoji inverzna funkcija fr

g PITANJA ZA PONAVLJANJE

Definisati relaciju.

Osobine relacija.

Sta je relacija ekvivalencije?

Sta je relacija poretka?

Sta je funkcija?

Sta je bijekcija?

Definisati inverzno preslikavanje.
Definisati kompoziciju preslikavanja.

ﬂ KLJUCNE RECI

©® N Uk wWwNRE

Relacija Funkcija
Refleksivnost Domen
Simetri¢nost Kodomen
Antisimetri¢nost Injekcija
Tranzitivnost Surjekcija

Klasa ekvivalencije Bijekcija
Koli¢nicki skup Inverznafunkcija
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Q 3.3. ZADACI

U skupu A= {1. 2,3, 4} odrediti tablice za relacije: = (jednako), <« (manje),

| (biti ¢inilac skupa).

Resenje:

= 1 2 3 4
1 T L 1 1
2 1 T 1 L
3 gl 1 T 1
4 1 1L 1 T
< 1 2 3 4
1 1 T T T
2 1 1 T T
3 L 1 L T
4 1 1 1 1

1 2 3 4
1 T T T T
2 1 T 1 T
3 1 1 T 1
4 1 1 1 T

U skupu A= {l 2,3,4, 5} definisana je relacija
PV (xy)e Aixpy < y=x+1

Napisati tablicu, prikazati je graficki, ispisati parove i ispitati osobine relacije.

Resenje:

niphlwin|kR[ID

[ [ [ [
b= [ [ =
b b = b [
== = [ |
| = [ [ [ o
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3

p:(12),(23).(34).(45)
Osobine :
(R) Relacija nije refleksivna, jer nije (VX € A)(X/OX) ,odnosno X# X+1.

(S) Relacija nije simetri¢na, jer nije (VX, ye A)(XP)/:> pr) , odnosno

y=x+l#x=y+1

(T) Relacija nije tranzitivna, jer nije (Xpy/\ ypZ= XPZ) , odnosno

y=X+1laz=y+1l-(=)z=x+1

U skupu A= {—l 011} definisana je relacija

pV(xy)eAixpys y =X

Odrediti elemente relacije i prikazati je tabelarno. Ispitati osobine relacije.

Resenje:
P -1 0 1
-1 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1
Osobine:

(R) Relacija je refleksivna (VXG A)(XPX); X =x
(S) Relacija je simetri¢na (VX’ ye A)(Xpy:> ypx),.
oY= Y3
(T) Relacija je tranzitivna (‘V’X, Y. Z¢e A) (Xpy/\ ypz= XPZ);
X=YAy=Z=2x=2
Ova relacija je relacija ekvivalencije.
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4. Dat je skup A={—2,—1,0,1,2} u kome je definisana je relacija
XpY < X<Y. Napraviti tablicu, napisati parove relacije i ispitati njene

osobine .
Resenje:

-2 -1 0 1 2

-2 T T T T T

-1 1 T T T T

0 1 1 T T T

1 1 1 1 T T

2 1 1 1 1 T

pi(-2-2),(-2,-1),(-2,0),(-21),(-2.2),(-1-1),(-L10),
(—ll)( 12),(0,0),(01),(0.2),(10),(1.2),(2.2)

Osobine :
Relacija je refleksivna, jer X< X
Relacija nije simetri¢na , jer X< y—==> y<X
Relacija je antisimetritna X< YAY<S X= X=Y
Relacija je tranzitivna , jer XS YAY<SZ= X<Z
Znaci ova relacija je relacija poretka.

U skupu

I\JIH

A:{LZ E3£,4}
3 4
definisana je relacija
PV (Xy)eAixpys (xeZayeZ)v(xgZaryeZ)

Odrediti elemente relacije i prikazati je tabelarno.
Dokazati da je ova relacija relacija ekvivalencije, odrediti klase ekvivalencije i
koli¢nicki skup.
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Resenje:

EIEHEHEHEY

Resenje:
1 1 1
1 1 1 1 1 0 0 0
2 1 1 1 1 0 0 0
3 1 1 1 1 0 0 0
4 1 1 1 1 0 0 0
% 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 1 1 1
3
1 0 0 0 0 1 1 1
4
Osobine :

(R) Relacija je refleksivna, jer
XpX <> (XxeZAxeZ)v(xeZaxeZ)

(S) Relacija je simetricna, jer
Xpy = ypx<(XxeZAyeZ)v(xeZayeZ)=>(yeZarxeZ)v(yeZaxeZ)

(T) Relacija je tranzitivna, jer

Xpyc>((XeZ/\yeZ)v(XeZ/\yEZ))/\((yeZ/\Ze Z)v(yeZ/\ze Z)):>
(xeZrzeZ)v(xgZrzeZ))

Ovo je relacija ekvivalencije.
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Data relacija rastavlja skup A na 2 podskupa (klase)

Azuza@,%:{lil}

2'3'4
Kolinitki skup je A/ p={A A}
6. U skupu formula

F={=(pva),—=pva,p=0-pr=q—(PAd),—q==p,—pv-q}

’

uvedena je relacija na sledeéi nacin XpY < ako je formula tautologija.
Dokazati da je P relacija ekvivalencije i odrediti klase ekvivalencije.

Resenje:
Posle ispitivanja koje su od zadatih formula tautologije, tablicom ili nekom
drugom metodom dobijamo da su tautologije :

—(pva) e —pa-g
—(pArg) = —pv—q
P=0q=—-qQq=—p
P=q=-pvq
—Pvae=—Q=-—p

Prema tome, postoje 3 klase ekvivalencije. To su

F,={p=0q-pva—-q=-p},F,={=(pva),-pAr-a}, F,={—(pAq),—pv—a}
F=FUFUF,

7. U skupu Z celih brojeva definisana je relacija
piV(xy)eZ:xpy < 3(x-y).
Dokazati da je ova relacija relacija ekvivalencije. Odrediti klase ekvivalencije i
koli¢nicki skup Z/ p.

Resenje:

Relacija je refleksivna, jer je
VxeZ: 3‘(x— x) =3[0

Relacija je simetri¢na, jer je
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8.

v(x,y)eZ:B‘(x—y): X—y=3k
y—-x=—(x-y)=-3k
3(x—y)=3|(y-x)

Relacija je tranzitivna, jer je
V(xy)eZ:3|(x-y)xA3(y-2)=
X—y=3KAy—2z=3m
X—z=(x-y)+(y-2z)=3k+3m=3(k+m)=3n

Klase ekvivalencije su :
Data relacija rastavlja skup Z na 3 podskupa.

0 ={36,9,12} = {x|xe Z A x= 3|
, ={14,7,10} ={X|xe Z A x=3k+1]
Z,={2,5811} = {x|xe Z Ax=3k+2}

Koli¢niki skup je S/ p={S,,S.,S,}.

Napomena:

lzraz x|y znadi: x se sadrzi u y ili x je Cinilac za y.

Osim ove oznake, ¢esto se piSe x = O(mod y) i ¢itamo x je

kongruentno 0 po modulu y, znaci y je deljivo sa x bez ostatka.
Date su funkcije

IzraCunati

Resenje:
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9. Odrediti sva preslikavanja skupa A= {1, 2} uskup B= {a, b, C}.

Resenje:

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
f = f = f,= f, = f, = f =
e A P A N L R
12 1 2 12
f, = = , fy= :
e cpreledrelen

Ima ih 9.

10. Data je funkcija
¢ 1 2 3 45
83125 4

Odrediti funkcije f2i f?3.

Resenje:
1 2 3 45
f2=fof=
2 3145
12 3 45
fi=fofof=
12 3 45

11. Preslikavanja fi g definisana su sa

f(X)=x*—-4x+5
|
g(x)=4x+5

Odrediti
f2,0% fog,gof.

£ (X)= o f(x)=f((x))=(x¢ ~4x+5) —4(x ~4x+5)+5=x* ~8x° ~ 225 - 24x+10
= g09(x)=9(9g(x))=4(4x+5)+5=16x+25

g*(x)
fog(x)= f(g(x)):(4x+5)2—4(4x+5)+5'
go f(x)=g(f (x)):4(x2—4x+5)+5.
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12. Nekaje A={a,b,C,d} i f:A— A.Kojesuod sledeéih funkcija 1-1i na?
abocd a b cd abcd
f,= = = .
abocd a b b b a b d a
Resenje:
Samo je funkcija f, 1-1ina.

ab cd e

. -1
13. Data je funkcija f_(z 4 1 3 5J.Odreditinjenuinverznufunkcijuf .

Resenje:
Ako je funkcija f bijekcija skupa A= {a, b, c,d,e}

2 (12345
“lcadob

14. Odrediti inverznu funkciju, funkcije (X) =4x+5,

u skup B=1{12.34,5}, onda

je

Resenje:
Prvo treba dokazati da je preslikavanje bijekcija.
Ako je ispunjeno

(VX% € R)(% =%, = f (%)= f(X,))

preslikavanje je “1-1” Koristicemo kontrapoziciju prethodnog izraza koja glasi
F)=F(%)=x=%

Dakle

4X +5=4X,+5=> X = xz’

¢ime smo dokazali da je preslikavanje «1-17,
Ovo preslikavanje je “na” jer

y—5
(VyeR,3xeR) X:T i
Posto je preslikavanje «1-17; “na”, (bijekcija),
ffl

postoji inverzno preslikavanje

Lo . X=
Zamenom vrednosti x i Y U izrazu

I
<
Il

I
X
|

I

y-5 B}
4 dobijamo f l(x) 4 4-
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Grafici funkcija " i su simetri¢ni u odnosu na pravu y=x.

y="17(x)

X »
y="f(x)
15. Akoje f (X) =2X+1 odrediti fo f™.
Resenje:
Da bi neko preslikavanje imalo inverzno, mora da je bijekcija, tj 1-1 i na.
Dakle

2% +1=2X,+1=> X =X,

¢ime smo dokazali da je preslikavanje «1-1~,

Da bismo dokazali da je preslikavanje “na”. ReSimo polaznu jednacinu po y.
Dobi¢emo izraz

1

27 2

Onda je

1 1
VyeR,IXeR)X==y—=
(vy )x=3y 2.
i zakljucujemo da je preslikavanje “na”.
Inverzna funkcija je oblika
1 1
fH(x)=y==x-=
( ) y 2 2

SloZeno preslikavanje iznosi

fofl= f(fl(x)):Z[%x—lj+1:x
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16. Neka je data funkcija f (X) =4x+10 . Dokazatidaje ftof?=f.

Resenje:
Prvo treba dokazati da je preslikavanje bijekcija.

f (X:I.) =f (xz) = X, = X, preslikavanje je 1-1.
Dakle 4x +10=4x,+10= X =X,, ¢&ime smo dokazali da je preslikavanje
ul_ln.

Kako je (‘v’ye R,3Ixe R)(X: y_410j zaklju€ujemo da je preslikavanje “na”.

. ) P x-10
Prema tome postoji inverzno preslikavanje f ™ (x)=y= T

, fz(X):4(4X+10)+lO:16X+50, pa dobijamo

Kako je f’l(x) = x-10

Fho £2(x)= f2(2(x))= (16”20)_10: 16X:40=4x+10.

17. Preslikavanja fi g definisana su sa
f(x)=4x+51i g(x)=x-5i.
Odrediti
fﬁl, 9711 fflogfl’ gflo ffl’ f o ffl.

Resenje:

Prvo se mora dokazati da su preslikavanja f i g bijekcije, pa zatim odrediti
inverzne funkcije i dobiée se da je
_ X-5. _

f 1(x)=T| gl (x)=x+5.

Sada je
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4,

OSNOVE KOMBINATORIKE

KRATAK SADRZAJ:

4.1. PRINCIPI PREBROJAVANJA
4.2. PERMUTACIJE

4.2.1. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJANJA
4.2.2. PERMUTACIJE SA PONAVLJANJEM

4.3. VARIJACIJE

4.3.1. VARIJACIJE BEZ PONAVLJANJA
4.3.2. VARIJACIJE SA PONAVLJANJEM

4.4. KOMBINACIJE

4.4.1. KOMBINACIJE BEZ PONAVLJANJA

4.4.2. KOMBINACIJE SA PONAVLJANJEM
4.5. BINOMNA FORMULA
4.6. ZADACI

Q

CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moci cete da:

1.

2.

DefiniSete tehnike prebrojavanja,

definisete pojam permutacija sa i bez ponavljanja,
definiSete pojam varijacija sa i bez ponavljanja,
definiSete pojam kombinacija sa i bez ponavljanja,

koristite binomnu formulu.
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4.1. PRINCIPI PREBROJAVANJA

Predmet kombinatorike je rasporedivanje elemenata u konacnim skupovima i
odredivanje broja takvih rasporeda. Proucavanje ove oblasti pocelo je u 17. veku,
uporedo sa nastankom teorije verovatnode, kada su se prva pitanja iz ove oblasti
pojavila u vezi sa igrama na sreéu.

Prebrojavanja predstavljaju vazan deo kombinatorike, posto skupove moramo
prebrojavati u cilju reSavanja najrazliCitijih problema. Nekada su to problemi
odredivanja trocifrenih brojeva formiranih od zadatih cifara, ili broja razlicitih
telefonskih brojeva, do odredivanja slozenosti algoritama ili utvrdivanja verovatnoca
slucajnih dogadaja.

Kako se prebrojava?
Tako S$to svakom elementu nekog skupa pridruzimo redom prirodni broj i
poslednji definisani broj predstavlja broj elemenata skupa.

Definicija:
Neka je dat skup kona¢no mnogo prirodnih brojeva N = {l 2,...., n}

e Pod prebrojavanjem proizvoljnog konaénog skupa X podrazumeva se
funkcija f, koja je bijekcija, takva daje f : N, — X.

e Ako skup X ima n elemenata piSemo da je |X| =nN.

e Ako za dva konaéna skupa X i Y postoji bijekcija f: X —Y, tada je

[X|=¥].
e Ako su X i Y ne prazni i disjunktni konacni skupovi (X ny :Q) onda je
|AUB|=[A+[B].

e Akosu XiY ne prazni konacni skupovi tada je |X ><Y| = |X||Y| .

Razlikujemo tri vrste razlicitih rasporeda elemenata skupova i to su:

e permutacije,
* varijacije,
e kombinacije.

Napomena:
Vecina izostavljenih dokaza teorema koje se navode u narednom poglavlju izvode se
koriséenjem principa matematicke indukcije.

- 66 -



4.2. PERMUTACIJE

4.2.1. PERMUTACIJE BEZ PONAVLJANJA

e Neka je dat skup A= {ai,az,...,an}, n e N . Permutacija je bilo koji raspored

svih n elemenata skupa A.

e Permutacije bez ponavljanja elemenata se mogu definisati i kao sva bijektivna
preslikavanja skupa A u samog sebe.

Primer:
Jedna od permutacija bez ponavljanja, elemenata skupa

A={1,234,5)

1 2 3 45
25 4 31

je preslikavanje

e  Broj permutacija skupa od n elemenata iznosi
P(n)=n(n-1)---2-1=n!

e Simbol n! je skraéenica za zapisivanje uzastopnog proizvoda od n elemenata
i ¢ita se n faktorijel.

e Po definiciji se uzima da je Q1 =1.

Primer:

51=5-4.3.2-1=120.

Primer:

Dat je skup A= {ai, az} .

Koliko ima permutacija elemenata ovoga skupa, a da se elementi ne
ponavljaju?

Ima ih dve.

To su:
a3, i 8,8 P(2):2-P(l):2-l:2
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Primer:

Dat je skup
A={a,a,8,}
Koliko ima permutacija elemenata ovoga skupa, a da se elementi ne
ponavljaju?
Ima ih Sest.
P(3) =3- P(Z) =3-21=3-2-1=6
To su:

a3, a8, a,aa,
88, 8,88 8,38

Primer:
Na koliko nacina se mogu rasporediti 6 razlicitih knjiga na policu?

P(6)=6!=6-5-4.3-2.1=720

Primer:

Pcela treba da skupi polen sa 7 razlicitih cvetova.

Kada uzme polen sa cveta ona se na njega viSe ne vraca.
Na koliko nacina pcela moZe da obide svih 7 cvetova?

P(7)=7!=7-6-5-4-3-2.1=5040

Permutacije se Cesto pojavljuju u definisanju pojmova. Na primer, u obrascu za
izraCunavanje determinante, kod algoritama za sortiranje, raspored karata u Spilu, u
matematickoj estetici i slicno.

4.2.2. PERMUTACIJE SA PONAVLJANJEM

e Neka je dat skup A= {al,az,...,an}. Broj permutacija sa ponavljanjem,

skupa od n elemenata, medu kojima ima k;,K,,---,K . jednakih, iznosi

o
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Primer:

Napisati sve permutacije elemenata a,b,b.

To su: abb, bab,bba

Primer:

Odrediti broj permutacija elemenata 0,0,0,1,1,1,1.
Broj permutacija je

7\(7-3 | .6.5.4l
P34(7): _ 7! :7654.:35
' 3 4 3141 3141

4.3. VARIJACIJE

4.3.1. VARIJACIJE ILI UREDENI IZBORI
BEZ PONAVLJANJA ELEMENATA

e Neka je dat skup A= {al, a,, ", an} . Varijacija k klase od n elemenata je bilo

koja k torka razli¢itih elemenata skupa A gdeje k<n.

e Broj varijacija iznosi
k-1
Vi =][(n-i)=n(n-1)--(n—k+1)
i=0
e Varijacije bez ponavljanja elemenata se mogu definisati i kao broj svih
injektivnih preslikavanja (1-1 preslikavanja) skupa A od n elemenata u skup B
od k elemenata
f:A>B

Napomena:

U savremenoj literaturi sve se manje koristi naziv varijacije, veé¢ se koristi k-
permutacije. U stvari, ako je klasa jednaka broju elemenata zadatog skupa, varijacije
se svode na permutacije

Primer:
Dat je skup
A={a,a, )
Koliko ima varijacija druge klase elemenata ovoga skupa i kako glase?
Ima ih Sest.
V) =3.2=6
To su:

Sl GEN Gm B Ginl G
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Primer:
Na konkurs u firmu javilo se 6 kandidata za radna mesta direktora,
sekretara i portira. Na koliko nacina ih je moguce izabrati?

Vrsi se izbor 3 od 6 kandidata.

Kako je raspored elemenata ( njihova funkcija) bitan, u pitanju su varijacije trece
klase od 6 elemenata bez ponavljanja

V, =6-5-4=120

4.3.2. VARIJACIJE SA PONAVLJANJEM

e Neka je dat skup A= {al, a,, ", qq} . Varijacija sa ponavljanjem k klase od

n elemenata je bilo koja k -torka elemenata skupa A.

e Broj varijacija iznosi
\7kn — nk
e Varijacije sa ponavljanjem elemenata se mogu definisati i kao broj svih
preslikavanja skupa A od N>1 elemenata, u skup Bod K >0 elemenata,

f:A—>B.

Primer:

Koliko ima dvocifrenih brojeva koji se mogu napisati sa ciframa
1, 2,3 i kako glase?

Ima ih
\723:32 :9

To su:
11,12,13,21, 22, 23,31,32,33 _
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4.4. KOMBINACIJE

4.4.1. KOMBINACIJE ILI NEUREDENI IZBORI
BEZ PONAVLJANJA ELEMENATA

e Neka je dat skup A= {al, F> P ah} . Kombinacija klase od k elemenata je bilo

koja neuredena k -torka razli¢itih elemenata skupa A gdeje K< n
e Broj kombinacija iznosi

o W _(nj: n(n-1)---(n-k+1)

KT R Lk k!

n
o lzraz (kj ¢ita se nnad ki to je broj svih pod skupova datog skupa A koji imaju
k elemenata.

Primer:
Dat je skup

A={a,a, )

Koliko ima kombinacija druge klase elemenata ovoga skupa i kako glase?

Ima ih
()5
2) 2 _
To su: ag a3 a2a3.

Napomena: Osnovna razlika izmedu permutacija, varijacija i kombinacija ( bez
ponavljanja) je u tome $to kod permutacija koristimo i rasporedujemo sve
elemente zadatog skupa, dok kod varijacija i kombinacija koristimo pod
skupove zadatog skupa. Sa druge strane, razlika izmedu varijacija i kombinacija
je u tome Sto je kod varijacija je bitho mesto elementa u rasporedu, a kod
kombinacija nije.

Primer:
Koliko ima dvocifrenih brojeva koji se mogu napisati sa ciframa 1,2,3?

Kako je u broju bitan raspored cifara, ovo su varijacije.
Ima ih

V) =3.2=6
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Primer:
Koliko ima pravih koji se mogu povuci kroz ne kolinearne tacke A B,C?

Kako je sada nije bitan raspored tacaka na pravoj, ovo su kombinacije.

Ima ih
3 . .
C;z :2:223
2 2! 21

To su prave

AB AC ; BC.
4.4.2. KOMBINACIJE SA PONAVLJANJEM

e Neka je dat skup A= {ai, ..., an} . Kombinacija klase od k elemenata sa

ponavljanjem je
_ (n +k- 1]
C = .
k
Primer:
Dat je skup
A={a,a,8,}
Koliko ima kombinacija druge klase sa ponavljanjem elemenata i kako glase?
Ima ih
_ 3+2-1 4 .
2 2 2!
To su:
aa, ad; aa; aa a3, 8a;.
Primer:

U jednoj prodavnici sladoleda postoji pet vrsta sladoleda. Na koliko razlicitih
nacina se moZe naciniti porcija od 3 kugle?

— (5+3-1
C; = =35
3
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4.5. BINOMNA FORMULA

Binomna formula je formula pomocu koje se izraunava izraz (a+ b)n , gde je
neN.

e  Binomna formula glasi:

(a+b)" = [gja” +(Zja”‘1b+(2]an—zb2 +---+(nr_]1]ab“ J{:jbn _

Z(nj-a”kbk n,keN
k

k=0

e Opsti ¢lan binomnog razvoja je oblika

{i

n
( j se naziva binomni koeficijent i definise kao:

-
U TET

Binomni koeficijenti imaju osobine:
n n
e simetricnosti = .
n n-1 n-1
e aditivnosti = +
k k k-1

i+
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Napomena: Strogi dokaz binomne formule izvodi se primenom principa matematicke
indukcije.

Ako bi se primenila binomna formula za neke vrednosti, N=1,2,3,... , dobili bi
se slededi izrazi, a njihovi binomni koeficijenti Cinili bi takozvani Paskalov trougao:

(a+b)°:1 1
(a+b) =a+b 1+1
(a+b)’ =a? +2ab+b? 1122;11

+3+3+
(a+b)3:a3+3a2b+3ab2+b3 %

(a+b)4=a“+4a\3b+6a2b2+4ab3+b4 1+4+6+4+1

Paskalov trougao je pogodan za izracunavanje binomnih koeficijenata samo u
slucajevima kada je stepen n mali broj.

Primer:
Razviti izraz po binomnoj formuli

( 1

X__

X
( 1)6 o_(8), 6), 6)1 1
X—— =X — _4+_6:
X 1 3 5/x* X

X% —6x* +15x> 20+E—£+i6

x> x* X

Primer:

Odrediti peti ¢lan u razvijenom obliku binoma

-74 -



Primer:
Dokazati

) [0]@@”2
b>[oj(2j@@[3J

Ako u binomnoj formuli zamenimo a=1i b=1, odnosno a=1i b=-1
dobicemo trazene veze.

g PITANJA ZA PONAVLJANJE

Sta su permutacije ?

Sta su varijacije?

Sta su kombinacije?

Kako glasi binomna formula?

Sta je Paskalov trougao

Sta su binomni koeficijenti i kako se odreduju?
Navesti osobine binomnih koeficijenata.

a KLJUCNE RECI

NousrwnNE

Kombinatorika Binomni koeficijenti
Permutacije Faktorijel

Varijacije Paskalov trougao
Kombinacije
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@ 4.6. ZADACI

1. Na koliko na¢ina mogu da sednu 5 osoba na pet stolica?

Resenje:

P(5)=5!=5-4-3-2:1=120

2. Koliko razli¢itih petocifrenih brojeva se mogu napisati pomocu cifara
0,1,2,3,4, a da se cifre ne ponavljaju ?

Resenje:

P(5)— P(4)=5!-41=120-24=96

3. Dat je skup A= {1. 2,3,4,5, 6} .
a) Koliko $estocifrenih brojeva pocinje ciframa 1,2 u datom poretku ?
b) Koliko $estocifrenih brojeva pocinje ciframa 1,2 u proizvoljnom poretku ?
c) U koliko $estocifrenih brojeva cifre 1,2 stoje jedna pored druge u datom

poretku?
d) U koliko $estocifrenih brojeva cifre 1, 2 stoje jedna pored druge u

proizvoljnom poretku?

Resenje:

a)

P(4) =41=24
b)

2 P(4) =2-41=48

c)

P(5) =51=120
d)

2-P(5)=2-5!=240
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4. Formirati sve permutacije od elemenata a,b,b, C i odrediti njihov broj.

Resenje:

abbc abch acbb babc bbac bbca bcba bach bcab cabb cbab cabb

41 24
P(4)=—=—=12
5. Koliko permutacija od elemenata &,a,8,a,a,b,b,b,C potinje
a) saa, b)sab, c)sac.
Resenje:
8!
a) Pi(8)=5=280
8!
b) R (8)=¢ =168,
8!
C) PS,S (8) = ﬁ = 56

Koliko ima dvocifrenih brojeva koji se mogu napisati sa ciframa 1,2,3 ?

Resenje:
Ima ih
\723 — 32 — 9
To su:
11,12,13,21,22,23,31, 32, 33.
Dat je skup

A={1,2,3,4)

a) Formirati sve dvocifrene brojeve od elementa ovog skupa, kod koji se cifre
ne ponavljaju i odrediti njihov broj.

b) Formirati sve dvocifrene brojeve od elementa ovog skupa i odrediti njihov
broj.
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10.

11.

Resenje:

. 121314,21,2324,31,32,34,41,42,43
V) =4.3=12

b)
11,12,13,14,21,22,23,24,31,32,33,34,41,42,43,44

V,' =47 =16

Na koliko se nacina mogu izabrati etiri osobe na Cetiri razli¢ite duZznosti, od
devet prijavljenih kandidata?

Resenje:
V,)=9-8-7-6=3024
U kampaniji za izbore predsednicki kandidat mora da obide 7 od 15 gradova u

Srbiji. Da bi postigao $to bolji rezultat on kampanju mora da zavrsi u
Beogradu. Na koliko razli¢itih nac¢ina on to moze uciniti?

Resenje:
V614 =14-13-12-11-10-9= 2162160

Koliko se razlicitih ¢etvorocifrenih brojeva moze formirati od deset razlicitih
cifara?

Resenje:
a) Ako se cifre u broju ne ponavljaju, brojeva ima

V,° -V, =10-9-8-7-6-9-8.-7 = 5040— 504 = 4536

b) Ako se cifre u broju ponavljaju, brojeva ima

V,° -V,;° =10" ~10° = 9000

Koliko se razli¢itih petocifrenih brojeva moZe formirati od cifara 0,1,3,5,7,9,

ako se nula ne nalazi ni na prvom ni na poslednjem mestu i ako se cifre ne
ponavljaju ?

Resenje:
2-V, = 240.
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12.

13.

14.

15.

16.

Na tiketu sportske prognoze ima 12 susreta. Koliko popunjenih kolona
obezbeduje 12 ta¢nih pogodaka?

Resenje:
V) =3% =531441

Da li se medu brojevima 1,2,---,10', ima vige onih koji sadrze cifru 9 ili onih
koji je ne sadrze?

Resenje:
Ako broj ne sadrzi cifru 9, onda sve njegove cifre pripadaju skupu
{l 2, ,8}

Ovakvih brojevaima 9" —1+1=3486784401.
Oduzimamo broj sastavljen od svih nula, a dodajemo 10%.

Brojeva koji sadre cifru 9 ima 10° —9'° = 6513215599,
odnosno mnogo vise.

Na jednom Sahovskom turniru u¢estvuje 15 Sahista. Svaki treba da odigra
partiju sa svakim. Koliko ¢e partija biti odigrano?

Resenje:

15 .
o Rl I 'S
2 )7 21

Ako je na jednom Sahovskom turniru odrzano 105 partija, koliko je igraca
ucestvovalo?

Resenje:

15

Koliko dijagonala ima konveksni petougao?

Resenje:

5 .
c§—5=(2j—5=%—5=5.
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17.

18.

Skup od 40 osoba treba da izabere predsednika, sekretarai 3 ¢lana
predsednistva. Na koliko nacina je mogude naciniti ovaj izbor?

Resenje:
V24°C338 =13160160

Koliko resenja ima jednadina X, + X, +---+ X, =N, gde su X, %, ", X, ne
negativni celi brojevi.

Resenje:
Neka je dat skup {LZ,...,k}. Ako X oznacava koliko je puta izabran

element i iz datog skupa, onda svako re$enje (Xl’ szk) gornje jednacine
predstavlja jednu kombinaciju sa ponavljanjem skupa od k elemenata sa n

ponavljanja.
kK+n-1
n

19. Koliko u gradu ima telefona sa petocifrenim brojevima:

20.

21.

a) ako su sve cifre razlicite,
b) ako se cifre ponavljaju.

Resenje:
10 710
Voo, Vg .

Na skolskoj zabavi nalazi se 22 devojaka i 15 mladi¢a. Na koliko nacina je

moguce od njih izabrati 4 para za ples?

Resenje:

22 15
C2.C¥.

Na koliko nacina se seku 18 pravih, od kojih su 5 paralelne, 6 se seku u jednoj
tacki, a 4 u drugoj.

Resenje:
C;’-C;—(C5-1)-(C; -1) =124
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22.

23.

24,

25.

26.

27.

Kosarkaski tim sacinjavaju 5 bekova, 4 centra i 3 krila. Na koliko nacina se
moZe sastaviti petorka ako u njoj moraju da igraju bar 2 beka i bar jedan
centar?

Resenje:
C;’C;Cf + C;’C; + C;’CfC;3 + C;’Cfo + C;C;1 + Cfo =540
Na koliko nacina se 12 istih loptica moZe rasporediti u 6 razli¢itih kutija?
Svaka kutija moZe da primi i sve kuglice.
Resenje:

—, (6+12-1
G = |7 6188

Na jednom Sahovskom turniru odigrano je 210 partija. Odrediti broj uéesnika,
ako se zna da je svaki ucesnik odigrao partiju sa svakim?

ReSenje: 21.
Date su cifre 0,0,0,0,1,1,1. Koliko ima permutacija od ovih elemenata?
Resenje:

7!
Pa(7) =213 =%

Koja je po redu permutacija SKOLA od osnovne AKLOS.

Resenje:

Da bi slovo S do$lo na prvo mesto treba da prode
4.41 =96, permutacija .

Na ovaj broj redom dodajemo

SK(ALO) 1-31=6,
SKO(AL) 2-2'=4,
SKOLA 1.11=1,

i naredna permutacija je trazena.
Znaci 108-ta permutacija .

Kako glasi 108 permutacija od osnovne AKLOS.

Resenje:
Prvo se oduzme 1 i kre¢emo od 107 permutacije
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107:41=4(11),

11:31=1(5),
5:21=2(1)
1:1'=1(0)

znadiprvo slovoje S.
sledece slovo je K
sledece slovo je O

sledece slovo je |, a zatim A

Dakle u pitanju je re¢ SKOLA.

28. Koja je po redu permutacija 0101010 od osnovne 0000111-

29.

Resenje:
Da bi dosli do 1 treba da prode
6!
0(000111) 0-—— =0, permutacija .
33
5!
01(00011) 3-—— =10, permutacija
33
4!
010(0011) 0-—— =0, permutacija
2121
3!
0101(001) 2-—— =3, permutacija
212!
2!
01010(01) O-E =0, permutacija

Znaci 14-ta permutacija glasi 0101001, 15-ta glasi 0101010.

Kako glasi 15-ta permutacija od osnovne 00001117

Resenje:
I
14: Bl =
313!

14:20

7’

nije deljivo, dakle prva cifra je 0.

5!

14: - =14:10=1(4)

2131

’

dakle preskoditi nulu i sledeéa cifra je 1.

4

4:——=4:6

212!

’

nije deljivo, dakle naredna cifra je 0.

3!

4:==4:3=1(1)

2!

’

dakle preskociti nulu i sledeca cifra je 1.
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30.

31.

32.

1:2! ,
nije deljivo, dakle naredna cifra je 0.

1:1=1(0)

dakle preskoditi nulu i sledeca cifra je 1.
15-ta glasi 0101010.

Koja je po redu permutacija singidunum od osnovne gdiinnmsuu?

Resenje:
I
S 7- o = 317520+
21.21.2!1
. 8!
s 2- =10080+
21.21.2!
: 7!
sin 3-——=3780+
21- 2!
. 6!
sing 0-z=0+
I
singi 1-5:6O+
2!
I
singid O-i:0+
2!

. 3
singidu 2-—=6+
2!

singidun 0-21=0+
sngidunu  1.1'=1

U pitanju je 331178 permuracija.
Koja je po redu permutacija TABLA od osnovne AABLT.

ReSenje: 52.

12
Odrediti ¢lan koji u razvijenom obliku binoma (X+ sz) ne sadrzi X.
Resenje:

T = 2 X '(Xiz)k = 12 XK xR = 12 123
k k K

12-3k=0=k=4
-83-



33.

34.

TraZeni ¢lan je

12 -11-10-
T, =T, = _X0:12 11-10-9

4 1.2.3-4
Odrediti ¢lan koji u razvijenom obliku binoma

1 1 11
(x3+x2j

Ima promenljivu X na peti stepen.

Resenje:

1) V() (1) e ok
T = « X3 x| = « X3 X2 =

znadi traZeni €lan je deveti, tj

8 3 3-2-1

|

=495

Kk

11j ‘

X

22+k
6

11 11 -10-
TQ:TM:[ j-xsz( j.ﬁ;w.)&:l@sx&?

Odrediti trinaesti ¢lan u razvijenom obliku binoma
n
1
OX+—
\3X

ako je binomni koeficijent treéeg ¢lana 105.

Resenje:
Binomni koeficijent treéeg €lana iznosi

n n(n-1) )
5 :105©T:105©n -n-210=0<n=15,n=-14

Kako n mora da bude pozitivan broj uzimamo samo da je n=15.

Trazeni binom glasi

&l

’
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a ¢lan

15 s (1 )¢ 15 1 (15 1 455
T.=T,,= ()| —=| = O3 = =
B (12j( ) (@J (15—12j Fx° (3] S

35. Zbir binomnih koeficijenata prvog, drugog i treéeg ¢lana binoma je 46

(x2+1j
X

Odrediti ¢lan koji ne sadrzi x.

Resenje:
Binom glasi

g (3 (e

18-3k=0<= k=6

9 9) 9.8.7
TT@@E&‘

36. Odrediti x u izrazu
1 X
2 +—j
Lo

ako je odnos sedmog clana od pocetka, prema sedmom ¢lanu od kraja 1: 6.

Trazeni clan je

7

Redenje: X=9

37. Datje binom

1 n
[2)(—1
odrediti n tako da je zbir binomnih koeficijenata poslednja tri ¢lana 22.
Odrediti onu vrednost x za koju je zbir trec¢eg i petog ¢lana datog binoma 135.
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38.

39.

40.

41.

Resenje:
n=16 Xx=1lvx=2

Koeficijenti ¢etvrtog i Sestog ¢lana u razvijenom obliku binoma
1 n
W
X

odnose se kao 5:18. Odrediti ¢lan koji ne zavisi od x.

Resenje:
n=12,k=8,T, =495

Odrediti sve racionalne ¢lanove u razvijenom obliku binoma
10
(\/ 2+ \/:—'7))

Resenje:
32,2160,15120, 22860, 7292, 243_

Koliko elemenata ima partitivni skup skupa od n elemenata?
Resenje:

) n
Skup od n elemenata ima K podskupova od k elemenata.

Zato je ukupan broj podskupova jednak broju

L)

Koliko se binarnih relacija moze definisati u skupu od n elemenata?

Resenje:

Kako je binarna relacija u skupu X po definiciji svaki podskup Dekartovog
proizvoda X? ikako je X? = n?, broj binarnih relacija iznosi 2.
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5.

PRAVILA ZAKLJUCIVANJA I DOKAZI

KRATAK SADRZAJ:

5.1. DEDUKCIJA I INDUKCIJA
5.1.1. DEDUKTIVNA METODA
5.1.2. INDUKTIVNA METODA

5.2. DOKAZ MATEMATICKIH POJMOVA
5.2.1. DEFINICIJE, AKSIOME, DOKAZI

5.3. PRAVILA ZAKLJUCIVANJA:
5.3.1. MODUS PONENS I TOLENS
5.3.2. PRAVILO KONTRADIKCIJE
5.3.3. PRAVILO KONTRAPOZICIJE
5.3.4. PRAVILO TRANZITIVNOSTI IMPLIKACIJE I EKVIVALENCIJE
5.3.5. JOS NEKA PRAVILA

5.4. MATEMATICKA INDUKCIJA

5.5. ZADACI

0 CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moci ¢ete da:
1. Definisete dedukciju i indukciju,
2. znate $ta su aksiome, definicije i teoreme,
3. znate $ta sadrzi dokaz teorema,
4. definisete osnovna pravila zaklju¢ivanja,

5. koristite matematicku indukciju.
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5.1. DEDUKCIJA I INDUKCIJA

Sva znanja u nauci dele se na empirijska i apriorna. Empirijska znanja su bazirana
na iskustvu, dok su apriorna znanja ona koja se ne moraju opravdati iskustvom. Ona
postoje nezavisno od iskustva. U sagledavanju znanja, Covek se mora koristiti
metodama zakljucivanja.

Zakljucivanje je misaoni proces u kome izvodimo sud na osnovu jednog ili vise
drugih sudova.

U sustini postoje dva osnovna principa zakljucivanja, a to su dedukcija i indukcija.

5.1.1. DEDUKTIVNA METODA

Prvi koji je upotrebio deduktivni nacin zakljuc¢ivanja bio je grcki
filozof Tales iz Mileta (624-542 pre nove ere).

Tales je dedukciju upotrebio u dokazivanju podudarnosti
trouglova.

Kasnije ovu metodu je prihvatio Pitagora (569-475 pre nove ere).
Pitagorejci uocavaju zakonitost medu zakljuécima, izvode jedne iz

drugih. Svima znana, Pitagorina teorema, bila je poznata i ranije,
ali ju je Pitagora prvi dokazao deduktivnim putem.
Osnovne principe deduktivne organizacije matematike postavio je grcki matematicar
Euklid (325.-265. pre nase ere).U svom ¢uvenom delu Elementi izloZio je aksiomatski
princip definisanja pre svega geometrije, a samim tim i matematike uopste.

e Dedukcija je princip zaklju¢ivanja od opsSteg ka pojedinacnom, od poznatog
ka nepoznatom.

e Deduktivna metoda svodi se da do zaklju¢ka dolazimo na osnovu drugih
ranije poznatih stavova koje zovemo pretpostavke ili premise.

e Deduktivni zakljucak oslanja se na pravila i zakonitosti matematicke logike.

e Deduktivnost znaci izvodljivost.

Napomena:

U principu u deduktivnoj metodi, ne interesuje nas da li su pretpostavke i
zakljucci istiniti, ve¢ da li je tacan sam princip zakljucivanja, odnosno da li se iz tih
datih pretpostavki moze izvesti tacan zakljucak. Dedukcijom dakle Zelimo da
proverimo istinitost postupka na osnovu koga zaklju¢ujemo, da ukoliko su premise
tacne, da je i zakljucak tacan.

- 88 -



Matematika je najvecoj meri deduktivna nauka, odnosno, ona se kao misaona
delatnost odlikuje deduktivnoséu.

U deduktivne ili teorijske metode spadaju:

e metoda dokazivanja,
e metoda analize,
e metoda sinteze, i dr.

5.1.2. INDUKTIVNA METODA

Indukcija je metod zakljucivanja kojim se iz stavova koji se odnose na odreden broj
pojedinacnih slucajeva izvodi stav koji se odnosi na sve slucajeve te vrste.

Ovaj metod zaklju€ivanja cesto se koristi u prirodnim naukama, gde se
posmatranjem ili eksperimentom dolazi do odredenih saznanja o nekoj pojavi, pa se
na osnovu ovih pojedinacnih slucajeva izvodi opsti stav. Takva indukcija se naziva
nepotpuna ili empirijska indukcija. Ovakav nacin zakljucivanja nije dobar, jer se Cesto
na osnovu odredenog broja tacnih pojedinacnih sluéajeva ne mora dobiti tacan
zakljuéak u opstem slucaju.

Primer:

Fermaov problem: Da li su prosti brojevi oblika 22 +1, neN?
Zamenom za n=1,2,3,4 zaista se dobijaju prosti brojevi, 5, 17, 257, 65537.
To bi moglo da dovede do zakljuc¢ka da su brojevi zaista prosti.

Medutim za n=5, dobija se broj deljiv sa 641, znaci broj koji nije prost.

U induktivne ili empirijske metode spadaju:
e metoda eksperimenta,
e metoda posmatranja,
e metoda merenja,
e metoda analogije i dr.

Napomena:

Dedukcija i indukcija se medusobno isklju€uju, ali su i komplementarne. Ako bi ih
uporedivali, mozemo reéi da dedukcija vodi za nuznim zakljuccima, dok indukcija
ka verovatnim zakljuécima.
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Deduktivne metode se bave iskljuCivanjem pogresnih pretpostavki, ali ne i
utvrdivanjem istinitosti. Induktivnhe metode se bave utvrdivanjem Ccinjenicne
istinitosti.

5.2. OSNOVNI POJMOVI

5.2.1. DEFINICIJE , AKSIOME I DOKAZI

e U matematici postoje pojmovi koji se ne definiSu. Oni se shvataju uz pomo¢
intuicije, iskustva ili dogovora. Nazivamo ih osnovnim ili primitivnim pojmo-
vima.

To su tacka, skup , prirodni broj 1 i mnogi drugi. Ovi pojmovi su intuitivno jasni i svi
pokusaji kroz istoriju matematike, njihovog definisanja, nisu doveli do rezultata. Veliki
matematicar Euklid u svome delu Elementi, Zele¢i da sve pojmove definiSe, dao je
definiciju tacke. Rekao je , tacka je ono Ciji je deo nista “. Naravno, ovo je sasvim
nepotrebna definicija koja je nasmejala ne samo matematicare i koja se vremenom
izgubila.

¢ Definicije sluZe da se pojmovi precizno odrede.

e Definicija je iskaz ili sud kojim se nedvosmisleno odreduje sadrzaj pojma.

e Ostali novi pojmovi se moraju definisati, koriste¢i samo osnovne pojmove ili

one pojmove koje smo veé definisali.

Primer:

Definicija:

Za svake dve prave a i b, kazemo da se seku, ako imaju tacno
jednu zajednicku tacku.

Definicija:

Dve prave su paralelne, ako leZe u istoj ravni i nemaju zajednickih
tacaka ili se poklapaju.

Definicije su Cesto oblika:
def
e ekvivalencije, A ako i samo ako B, u oznaci As B,
def
e jednakosti, A jednako B, u oznaci A=B
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Primer:
def
n'=12--n
def
a"=a-a...a neN,aeR
——

n

Kao Sto postoje osnovni pojmovi koje nije potrebno definisati, tako postoje i
tvrdenja koja nije potrebno dokazivati.
To su aksiome. One predstavljaju osnovu svake matematicke teorije.

e Aksiome ili postulati su trvdenja koja se ne dokazuju, a koja su sama po sebi
uvek tacna.

Primer:

Aksioma:

Za bilo koje dve razli¢ite tacke postoji tacno jedna prava koja ih sadrzi.

Aksioma:

Za svaku pravu p i tacku A van nje, postoji tacno jedna prava koja sadrZi tacku A i
paralelna je pravoj p.

Prvi sistem aksioma definisao je Euklid u 3 veku pre nase ere.

Druga navedena aksioma je aksioma paralelnosti. Definisao ju je Euklid, a
poznata je i pod imenom 5 postulat. Vekovima su matematicari pokusavali da dokazu
ovu a tvrdenje, sve dok u prvoj polovini 19. veka matematic¢ar Lobacevski nije dokazao
da je to tvrdenje aksioma i samim tim ne moZe se dokazati. Tako je nastala nova
oblast ne euklidske geometrije, geometrija Lobacevskog, a za njom su sledili nastanci i
drugih ne euklidskih geometrija.

Lobacevski i Gaus su postavili i pitanje koja od ove dve geometrije predstavlja
stvarnu sliku sveta, obavili su i par eksperimenata, ali pitanje je ostalo bez odgovora.

Aksiome treba izabrati tako da nisu protivrecne, a da ih ima dovoljno za defini-
sanje svake teorije .

e  Posledice aksioma su teoreme.
e  Svaka teorema sastoji se od pretpostavke —premise - hipoteze i zakljucka
posledice.

Sve teoreme , tvrdenja ili stavovi, moraju se dokazati.
e Logicko rasudivanje pomocu koga dolazimo do zakljucaka je dokaz.
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Dokaz se sastoji od niza koraka , a svaki deo dokaza je:

1. definicija, aksioma i ona teorema koja je ve¢ dokazana.
2. pravila izvodenja i logi¢kih zakona zakljucivanja

Svaka teorema ima bar jedan dokaz.
e  Dokazi mogu biti direktni i indirektni.

e Zakljucak, formula F, kao posledica formula A,B,... je ispravan , ako sledi iz
ispravnih pretpostavki.

e Da iz formula AB,C,--- sledi posledica F . koristimo se simbolikom u

pisanju
% i AB,C,..|=F

Napomena: Dokaz prestavlja zastitni znak matematike. Pravilna upotreba dokaza
je od sustinskog znacaja za matematiku.

Primer:

Formule pi P A (Q su taéne (imaju vrednost 1), samo ako su istovremeno piq
tatni (p=109=1).

Tada mozemo pisatii P, PA q|: qg.

Dakle ispravno je zakljuciti da iz tacne pretpostavke p i tacne pretpostvke
p A qQ, sledi da je i zaklju¢ak g tacan.

Iz ovog primera mozemo zakljuciti da i za proizvoljne formule A i B vazi

A AnB
B
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5.3. PRAVILA ZAKLJUCIVANJA
U praksi najéesce se koriste sledeéa pravila zakljucivanja:
5.3.1. MODUS PONENS I MODUS TOLENS

e Modus ponens je najces¢e primenjivano, a ujedno i najjednostavnije pravilo
dokazivanja. Naziv je latinski i u prevodu znaci metoda potvrdivanja. Ovo je
primer direktnog dokaza.

AA=B
B

Moze da se Cita, ako iz A sledi B, onda B.
e Ovo pravilo zaklju¢ivanja opravdava tautologija P A ( p= Q) =q.

Primer:

A: 2000 je deljivo da 5,

A= B: Ako je N deljivo sa 5, onda je N prestupna godina.
B: 2000 je prestupna godina.

Primer:

A : Napolju pada kisa.

A= B : Ako napolju pada ki$a, ponecu kiSobran.
B: Ponecu kiSobran

e Modus tolens je oblika.
-A A=B

—-B

Naziv je takode latinski i u prevodu znac¢i metoda opovrgavanja. Ovo je primer
indirektnog dokaza.

e Ovo pravilo zaklju€ivanja opravdava tautologija —p A ( p= q) = Q.

Primer:

—A: Nisam uhap3en.

A= B: Ako sam uhap3en onda sam izvrsio zlogin.
—B: Nisam izvrsio zlogin.
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Oba pravila zakljucivanja imaju veliku primenu, a u matematici i eksperimentalnim
naukama modus tolens se ¢ak i cesée koristi.

5.3.2. PRAVILO KONTRADIKCIJE-PROTIVRECNOSTI

e Dokaz svodenja na protivrecnost, kontradikcijom, (reductio ad absurdum) je
oblika

A .

e Ovo pravilo zakljucivanja opravdava tautologija

(-p=(qA-0))= p.

Ovo je primer indirektnog dokaza.
Po ovom pravilu, ako se polaze¢i od negacije formule A mogu dokazati dve
suprotne posledice Bi —B, tada sigurno je ta¢na formula A.

Primer:

\/E nije racionalan broj.

Ako ovo tvrdenje Zelimo da dokaZzemo pravilom kontradikcije, pretpostavicemo
da jeste racionalan broj.

Onda se broj moze napisati u obliku razlomka, tj.

J2=P
q

gde su p i g uzajamno prosti brojevi, (nemaju zajednickog delioca).

Odavde je
2
2 P

@

= p*>=2q",

Odavde zaklju¢ujemo da je p2 paran broj, pa sami timei P je paran broji moze
se napisati P =2n, odnosno 4n° = 2¢° = q=2n.

To znaciidajei ( paran broj.

Ako su oba broja p i g parna, oni nisu uzajamno prosti.

Znaci pocetna pretpostavka da je \/E racionalan broj nije odrziva.

Primer:

Ako je 3n+2 neparan broj, tada je n neparan broj.
Dokaz metodom kontradikcije

Pretpostavimo da je:

Ako je 3n+2 neparan broj, tada je n paran broj.
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Ako je n paran broj, moZe se napisati kao n=2k, onda
3n+2=3(2k)+2=6k+2=2(3k+1), odnosno dobijamo paran broj, Sto je suprotno
pretpostavci zadatka.

Znaci nasa pretpostavka nije dobra, i time dokazujemo polazno tvrdenje.

Primer:
U pokusaju da dokazu 5. postulat koji je definisao Euklid u 4 veku p.n.e.,

Lobacevski je krenuo od kontradikcije toga stava, odnosno pretpostavio je da kroz
tacku A koja se nalazi van prave p je mogucde postaviti dve prave koje su paralelne
sa pravom p, a samim tim i beskona¢no mnogo.

Medutim, ova pretpostavka ga nije dovela do kontradikcije i to je ukazalo na
postojanje neke nove ne euklidske geometrije, koja se zove geometrija
Lobacevskog u kojoj vaZze drugacija shvatanja odnosa u prostoru. (napr. Zbir uglova
u trouglu je manji od 2 prava ugla)

5.3.3. PRAVILO KONTRAPOZICIJE

e Dokaz kontrapozicijom

A=B

e Ovo pravilo zakljucivanja opravdava tautologija

(p=0a) < (-9=-p)

Primer:
Za recCenicu,
potrebno je biti jak da bi bio bokser,

kontrapozicija glasi:
Ako nisi bokser nije potrebno biti jak.

Primer:

Ako Zelimo da dokazemo izraz

2X—-1#3=>x#2,

dovoljno je da dokazemo kontrapoziciju koja glasi nije 2X—1# 3= nije X # 2,
tj, X=2= 2X—1=3, aovaj izraz je otigledno tacan.
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5.2.5. PRAVILO TRANZITIVNOSTI IMPLIKACIJE I EKVIVALENCIJE

¢ Pravilo tranzitivnosti za implikaciju (pravilo silogizma) i ekvivalenciju
(produzena implikacija i ekvivalencija) glasi

A=B,B=C A BB C
A=C ) AsC

e Ova pravila zakljuc¢ivanja opravdavaju tautologije

(p=a)A(a=r)=>(p=T)

7

odnosno

(peg)a(ger)=(per)

Primer:

Ako je covek umetnik, onda je on je srecan.
Ako je covek sre¢an, onda on dugo Zivi.
Zakljucak

Umetnici dugo Zive .

Primer:

Ako je broj deljiv sa 18 onda je deljiv sa 6.
Ako je broj deljiv sa 6 onda je deljiv sa 3.
Ako je broj deljiv sa 18 onda je deljiv sa 3.

5.3.4.JOS NEKA PRAVILA DOKAZIVANJA

e Pravilo kontraprimera

Za pravilo dovoljno je da nademo bar neku vrednost promenljivih za koje tvrdenje
nije tacno, pa da oborimo tac¢nost polaznog tvrdenja.

Primer:
Proizvod svaka dva iracionalna broja je iracionalan.

Za iracionalne brojeve x=+/12 i Y= V3, dobija se proizvod Xy =36 =6

a to je racionalan broj.
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Znaci za obaranje polaznog tvrdenja naden je jedan primer za koje
tvrdenje ne vazi.

e Pravilo generalizacije - uopstavanje

A B
AvB' AvB
e Pravilo specijalizacije
AAB AAB
A B

Kod ove vrste zakljudivanja postoji visak informacija, nepotrebne se odbacuje , a
paznja se usmerava samo ka Zeljenom svojstvu.

Primer:

Zelimo da odredimo da li je neki student polozio matematiku, koja je ispit prve
godine.

Prvo utvrdujemo da je student poloZio sve predmete prve godine,

znadi, student je onda poloZio i matematiku.

e Pravilo eliminacije

AvB,-B AvB,-A

A B

Kada imamo dve moguénosti, a jednu od njih isklju¢imo, druga mora da vazi.

Primer:

Naci sva pozitivna resenja jednacine x?-1=0.

Resavanjem jednacine dobijaju se dva resenja X = %1, ali po3to ne Zelimo
negativna resenja, uzimamo samo resenje x=1.

Primer:
Ispitati da li su sledeca zakljucivanja dobra
A= B,—A A< B,B
Q) —— b) ——
—B A

U oba slucaja, ovim izrazima mozemo da pridruzimo iskazne formule
a) (p=q)A—p=—q
b) (P=a)Aq=p

-97-



p d [ p=>q ] P [ —q
T T T L L
T 1 1L 1 T
L T M | @ L
L L M 1 [ T

Iz tablice za ispitivanje istinitosti vidi se da u tre¢em redu iz tacnih pretpostavki ne

dobija se tacan zakljucak.
Dakle, prvi zakljucak nije dobar.

b)

P q pP=d P
T M | M T
T L 1 T
1 T T 1
1 1 1 1

U ovom primeru, iz tablice vidimo da samo u prvom redu imamo tacne

pretpostavke koje daju tacan zakljucak.
Dakle, ovo zakljucivanje je dobro.

Pravila zakljucivanja

A=B
A’— Modus ponens
B
—-B,A=1B
—_— Modus tolens
—A
—-B=-A .
Ee— kontrapozicija
A=B
A B N Y .
, Generalizacija-uopstavanje
AvB AvB
A= BB=C A< B,B<C Tranzitivnost implikacije-silogizam
A=C AeC Tranzitivnost ekvivalencije
(A ) Kontradikcija —protivre¢nost
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AvB,—B AvB,—A o
) Eliminacija-disjunktivni silogizam
A B
AAB AAB A B Rastavljanje konjunkcije
A B AnB Sinteza konjunkcije
Primer:

Ispitati da li je sledece zakljucivanje dobro
p=-q,r=aq,r
—p
Ovom izrazu mozemo da pridruzimo tautologiju
(p==a)A(r=0a)ar)=-p

Sto znadi da je zakljucivanje ispravno.

Do istog zakljucka se moze doci primenom pravila zakljucivanja.

r=aq,r
r=ar modus ponens

q
= =
p==q kontrapozicija
q=-p
= =P,
9=-p.9 modus ponens
—p

5.3.5. GRESKE ZAKLJUCIVANJA

Greske u zakljucivanju nastaju kada dovode do neispravne argumentacije.

Cesto se u primerima pojavljuje greska konverzije. Da bi je objasnili koristi¢emo
primer:

Ako student vara na ispitu, on sedi u prvoj klupi.
Student sedi u prvoj klupi.
Zakljucak: Student vara na ispitu.

Obe pretpostavke su tacne, ali zakljucak nije.

Ovo zakljucivanje se simbolicki napisati u obliku
P=40.9
p

Koris¢enjem tablica istinitosti moZzemo dokazati da je ovo zakljucivanje neispravno.
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Ovo zakljucivanje dobija se iz ispravnog zaklju¢ka, modus ponens, konverzijom prve
pretpostavke, sto nije u redu, jer implikacija i njena konverzija nisu ekvivalentne.

Greska inverzije:

Ako pada sneg onda je hladno.
Ne pada sneg.

Zakljucak: Nije hladno

| ovo zakljucivanje se simbolicki moZe napisati u obliku
P=0Q,—P
—q

5.4. MATEMATICKA INDUKCIJA

Matematika je visSe deduktivna nauka, tj. metoda zakljucivanja vodi od opSteg ka
posebnom. Medutim, mnoge matematic¢ke probleme mogude je proucavati obrnutim
zakljuéivanjem, odnosno induktivnom metodom.

Princip matematicke indukcije iskljucuje moguénost greSke, koja moZze da se
pojavi u empirijskoj indukciji, jer se odnosi na sve moguce slucajeve.

e Nekaje T (n) teorema cija formulacija sadrzi prirodni broj n.

1. Ako je teorema T(N) tatnaza n=1,

2. pod pretpostavkom da je tacna za bilo koji prirodni broj n=k,
3. ako dokazemo davaziza n=k+1,

onda je teorema T (n) tacna za sve prirodne brojeve.

Primer:
Dokazati da vazi jednakost:
n(n+1)
1+2+3+...+n:T, neN
1-(1+1)
1. Za n=1imamo 1=T,jednakostje tacna.
k(k+1)

Pretpostavljamo da je jednakost tacna.
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k+1)(k+2
3. Zan=k+1 je 1+2+3+...+(k+1):w_

Treba da dokazemo, pod pretpostavkom 2, da je ova jednakost tacna.
Ako obema strana jednakosti 2 dodamo sabirak k+1 dobijamo

1+2+3+.“+k+(k+1}:%k(k+3+(k+n

¢>1+2+3+“.+k+(k+D:{k+n(%k+i)

(k+1)(k+2)
2

¢ime smo dokazali da je pod pretpostavkom 2, jednakost tacna i za
n=k+1, odakle zakljuéujemo da je formula tacna za sve prirodne brojeve.

& 1+2+3+. . +k+(k+1)=

’

Primer:

Dokazati da je izraz 6" —5n+ 4 deljivsa 5

1. Za n=1imamo 6—5+4 =5, deljivje sa 5.

2. Za n=Kk imamo 6 =5k + 4, pretpostavljamo da je izraz deljiv sa 5.

3. Za n=k+1 je 6k*1—5(k +1)+4, treba da ispitamo deljivost sa 5 , pod

pretpostavkom 2
Dobijamo

6“*—5(k+1)+4=6-6-5k—-5+4+6-5k+6-4=
6(6" —5k +4)+ 25k — 25

Kako je svaki sabirak ovog izraza deljiv sa 5, proizilazi i da je ceo zbir deljiv sa 5,
odakle zaklju¢ujemo da je formula tacna za sve prirodne brojeve.

Primer:
Dokazati Bernulijevu nejednakost:

(1+h)">1+nh,h=1,h>0,n>2
2
1. Za n=2 imamo (1+ h) =1+2h+h?>1+ 2N nejednakost je tagna.
k
2. Za n=k imamo (1+ h) >1+kh, pretpostavljamo da je nejednakost taéna.

k+1
3. Zan=k+1lije (1"' h) > 1+(k+1) N Treba da dokazemo,
pod pretpostavkom 2, da je jednakost tacna.
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Koristedi nejednakosti 2 dobijamo:

k+1

(1+h) " =(1+ h)k (1+h) > (1+kh)(1+ h) =1+ (k+1)h+kh* >1+(k+1)h

7’

&ime smo dokazali da je nejednakost tatnaiza N=K+1,
odakle zaklju¢ujemo da je formula tacna za sve prirodne brojeve.

Q PITANJA ZA PONAVLJANJE

Sta je dedukcija?

Sta je indukcija?

Nabrojati sva pravila zakljucivanja.

Koja je razlika izmedu empirijske i matematicke indukcije?
Sra je matematicka indukcija?

Sta je modus ponens?

Sta je modus tolens?

Kako glasi pravilo svodenja na protivrecnost?

Kako glasi metoda kontrapozicije?

a KLJUCNE RECI

WO NOUEWNRE

Dedukcija, Kontradikcija,
Indukcija, Modus ponens,
Dokaz, Modus tolens
Definicija, Kontraprimer,
Aksioma, Silogizam,
Zakljucéak Kontrapozicija
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@ 5.5.ZADACI

1. Napisati nekoliko definicija po izboru.

Resenje:

D. Za prave a i b kazemo da su paralelne ako je a=Db, ili leze u istoj ravni i
! nemaju zajednickih tacaka.

D, Prave aib se mimoilaze ako ne postoji ravan koja ih sadrzi.

2. Napisati nekoliko aksioma po izboru.

Resenje:
A. Postoje najmanje 4 ne komplanarne tacke.
A : svaka prava sadrZi bar dve tacke.
A Aksioma paralelnosti: Za svaku pravu p i tacku A van nje,
postoji tacno jedna prava koja sadrzi tacku A i paralelna je sa pravom p.

3. Napisati nekoliko teorema po izboru.

Resenje:
T, : Pitagorina teorema:

Trougao je pravougli, ako i samo ako je zbir kvadrata nad katetama jednak
kvadratu nad hipotenuzom.

T, : Dve razicite paralelne prave a i b odreduju ta¢no jednu ravan.

T, : Talesova teorema.

4. Izvesti zakljucak

Pada kisa.
Ako pada kisa sedimo u kudi.

Resenje:
Sedimo u kudéi.

U pitanju je zakljuéak po pravilu modus ponens.
P: pada kisa
g sedimo u kudi, dakle
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p.P=q
q

5. Izvesti zakljuéak:

Ako je praznik Univerzitet je zatvoren.
Danas Univerzitet nije zatvoren.

Resenje:
Danas nije praznik.

U pitanju je zakljuc¢ak po pravilu modus tolens.
P: Praznik je
g : Univerzitet je zatvoren
—0,P=(q
—p

6. Ispitati istinitost tvrdenja:
Ako je n’ paran broj, onda je i n paran broj.

Resenje:
Kontrapozicija bi bila: Ako je n neparan broj, onda je i n? neparan broj.
n=2n+1 n’=(2n+1)° =4n"+4n+1=2(2n"+2n)+1

Znaci tvrdenje je tacno.
7. Ispitati da li je funkcija f (X) = 2X—1 preslikavanje 1-1.

Resenje:

Ako je ispunjeno (VX1,X2 € R)(Xl;ﬁ x, = f (X1)¢ f (xz))
Izrazi koji u sebi sadrZze nejednakosti se tesko dokazuju i jednostavnije je koristiti
kontrapoziciju prethodnog izraza koja glasi

F0)=T06)=%=x%.
Dakle 2% —1=2X, —1=> X, = X,, &ime smo dokazali da je preslikavanje “1—1~.

8. Dokazati: Ako je ceo broj x deljiv saisa 3, onda je deljivisa 6.

Resenje:
Dokaz se sastoji od vise implikacija. Koristi se pravilo zakljucivanja tranzitivnosti
implikacije.
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xjedeljivsa2isa3 => x=2aAx=3b
3x=6a A 2x=6b

x=6(a-b)= x jeddivsa6

9. Proveriti ispravnost sledeceg zakljucivanja:
p=-q,r=aq,r

—p
Resenje:
p q — r pP=—-q | I'=(q —p
T T 1 T il T L
T T 1L L L T L
T 1L T T T 1L L
T 1L T 1 T T L
1 T 1 T T T T
L T 1 1 T T T
L 1 T T T L T
L L T 1 T T T

Zakljucak je dobar, jer kao Sto se moze videti iz osenéene vrste, za tacne vrednosti
pretpostavki dobijamo tacan zakljucak.

Ako bi zadatak resavali primenom zakona zakljucivanja imali bi:

r=aq,r
1. r=ar modus ponens
q
—
2. p==a kontradikcija
q=-p
= —
3. 99=-P modus ponens
—p
10. Proveriti ispravnost sledeceg zakljucivanja:
Vv vrI),—r
P (q ) , ha oba nacina.
pvq

11. Proveriti ispravnost sledeceg zakljucivanja:
Ako danas pada kisa, ne¢emo se Setati. Pada kisa ili pada sneg. Ako pada sneg,
onda je hladno. Nije hladno.
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Resenje:
Neéemo se Setati.

Neka je:

p-danas pada kisa

g- neéemo se Setati

r- pada sneg

s-nije hladno

onda imamo formule i ispitujemo ispravnost zakljucka
p=q,pVvr,r=-—ss

q

Zadatak moze da se resi tablicom ili primenom zakona zakljucivanja.

I = =S

1. —— kontradikcija
S—> Il
S,S= Il
2. —M88M8 modus ponens
=l
pvr,=r Lo
3. —— eliminacija
p
yP=
4, pp=q modus ponens
q

12. Proveriti ispravnost sledeceg zakljucka:

Ako je avgust idemo na more. Avgust je ili toplo je. Ako je toplo ne pijemo topao
¢aj. Pijemo ¢aj.

Resenje:
Idemo na more.

p=q,pvr,r=-ss
q

13. lzvesti zakljucak ( primer je dao Aristotel)

Svi ljudi su smrtni
Sokrat je Covek
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Resenje:
Sokrat je smrtan.

Zakljucak je donet na osnovu pravila zaklju¢ivanja-univerzalni modus ponens
(VX)P(x)=Q(x)
P(a)

Q(a)
14. Izvesti zakljucak

Sve ptice lete
Pas ne leti

Resenje:
Pas nije ptica.

Zakljucak je donet na osnovu pravila zakljuc¢ivanja-univerzalni modus tolens
(VX)P(x)=Q(x)

—Q(a)

—P(a)

15. Dokazati teoremu po izboru, direktnim dokazom.

Resenje:
Dokazati da proizvod ma koja 4 uzastopna cela broja uveéan za 1 jednak
kvadratu nekog celog broja.

2
n(n+1)(n+2)(n+3)=(n*+3n+1)
16. Dokazati teoremu po izboru, metodom kontradikcije.
Resenje:
Neka su m,n i p prave koje pripadaju jednoj ravni. Ako su prave m i n paralelne i

ako p sece n, tada p sece i m.

Dokaz:

Neka se prave p i n seku u tacki P. Ako bi prave p i m bile paralelne, tada bi
postojale dve razliCite prave n i p, koje sadrze tacku P i paralelne su sa m, sto je
nemoguce na osnovu aksiome paralelnosti.

-107 -



17. Dokazati primenom matematicke indukcije
1 5n + 2n+1
Dokazati da je izraz 5" +2™ deljiv sa 3, tj 3| )
Resenje:

1. Za n=1imamo 3|5+ 2= 39, deljivost je ta¢na.

2. Za n=k imamo 3|5k + 2k+1, pretpostavljamo da je deljivost taéna.

3. zan=k+1 B57+297=55+2.2=35+2(5+2),

Ovaj izraz je deljiv sa 3, jer je prvi sabirak deljiv sa 3, drugi je deljiv sa 3 po
pretpostavki 2, cime smo dokazali da je izraz deljiv sa 3 za sve prirodne brojeve.

18. Dokazati primenom matematicke indukcije.

1 1 1 n
a) —+——+-+ = ,

1.2 2.3 n(n+1l) n+1
b) 13311™%+12°"

c) 2">5 n=x=5.

Resenje:
. 1.,
1. Zan=1imamo — =—, $to je taéno.
1.2 2

. . . 1 1 1 Kk
2. Nekajeza n=Kk jednakosttatlha ——+——+---+ = .
1.2 2.3 k(k+1) k+1

3. Dokazimodajeiza n=k+1 izraztacan, pod pretpostavkom 2.

11 1 k+1
+ 4ot = ?
1.2 2-3 (k+1)(k+2) k+2
N S S 1 _ ko, 1
1.2 2.3 k(k+1)) (k+1)(k+2) k+1 (k+1)(k+2)
T T R 1 _ K42k
1.2 2-3 k(k+1) ) (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)
O S S 1 _k+1
12 23 k(k+1) ) (k+1)(k+2) k+2
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6.

TEORIJA ALGORITAMA

KRATAK SADRZAJ:

6.1. ALGORITMI

6.2. DJAGRAM- BLOK SEMA
6.2.1. LINIJSKE ALGORITAMSKE SEME
6.2.2. CIKLICNE ALGORITAMSKE SEME

6.3. OSOBINE ALGORITAMA

6.4. MATEMATICKA DEFINICIJA ALGORITMA
6.4.1. REKURZIVNE FUNKCIJE
6.4.2. REKURZIVNI ALGORITMI

6.5. CERCOVA TEZA

6.6. TTURINGOVA MASINA

6.7. ZADACI

0 CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moci ¢ete da:
1. Opisete algoritam,
2. znate osobine algoritama,
3. definiSete rekurzivne funkcije,
4. znate $ta je Tjuringova masina,

5. iskazete Cercovu tezu.
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6.1. ALGORITMI

Algoritam poput pojma tacke, skupa, prirodnog broja 1 spada u one osnovne
pojmove koji se ne definiSu. Opisna, neformalna definicija bi bila da je algoritam
konacan i precizno definisan postupak (procedura) za reSavanje nekog problema.

U novije vreme, pojam algoritma se gotovo isklju¢ivo vezuje za racunarstvo,
mada se algoritmi koriste uvek kada jednostavno, u pojedinacnim koracima, Zelimo
da reSimo neki problem. Na primer, svaki kuvarski recept je jedan algoritam.

U matematici su poznati Euklidov algoritam za odredivanje najveceg zajednickog
delioca dva broja, Gausov algoritam za reSavanje sistema linearnih jednacina i mnogi
drugi.

Prvi algoritam napisao je persijski matemati¢ar Al Khowarizmi (oko
850 godine) i sluZio je za resavanje algebarskih problema. U knjizi
‘Al Khowarizmi o indijskoj vestini ra¢unanja’, u matematiku uvodi
indijske cifre i decimalni brojni sistem, koje se vremenom pogresno
pocinju da se nazivaju arapskim ciframa, a od loseg prevoda imena
ovog matematicara na latinski, nastaje ime za algoritam.

Prvi ra¢unarski algoritam je napisala Ada Bajron 1842 godine. U
pitanju je bio algoritam za ra¢unanje Bernulijevih brojeva na analiti¢koj masini Calsa
BebidZa. Ta masina nikada nije proradila, ali je njen algoritam ostavio dubok trag. U
njenu Cast jedan od programskih jezika dobio je ime Ada.

| pre razvoja digitalnih racunara, 30 i 40 godina proslog veka nastala je teorija
algoritama kao posledica pokusaja strogog zasnivanja matematike kao rezultat
potresa koji su doneli paradoksi u teoriji beskonacnih skupova. Postavilo se pitanje da
li se istinitost matematickog iskaza moZe utvrditi konstrukcijom racunarske masine
koja bi koristila neki univerzalni vestacki jezik.

Sledeci znacajan napredak u formalizaciji uvodenja algoritma u matematiku i
logiku ucinio je Alan Tjuring, definisuc¢i Tjuringovu masinu. To je primitivan
automat.,ustvari, misaona tvorevina koja poseduje mogucnost izvodenja operacija
koje su dovoljne za izvodenje skoro svih algoritama. Njegova masina inicirala je
teoriju konacnih automata.

TeSko je dati preciznu definiciju algoritma i postoje mnoge ekvivalentene
definicije, manje ili viSe stroge, ali opisno se moze redi:

e Algoritam je skup jasno definisanih pravila koja opisuju resavanje nekog

problema, odnosno kojim se ulazne veli¢ine transformisu u izlazne.
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Algoritmi se mogu prestaviti na neki od sledecih nacina:

1. Obi¢nim govornim jezikom

2. Graficki -dijagram- blok algoritamska Sema,

3. pseudo jezicima, odnosno, pseudo kodovima. (pseudo kod predstavlja
vestacki jezik koji je veza izmedu svakodnevnog jezika, (srpski, engleski i td.)
i programskih jezika),
programskim jezicima,

Prostovom masinom,
Tjuringovom masinom,

N o u A

Rekurzivnim funkcijama i dr.

6.2. DIJAGRAM- BLOK SEMA

Najcesce, algoritam se graficki predstavlja u obliku blok Seme sa jasno
definisanim nizom radniji, korak po korak.
e Graficki zapis algoritma naziva se algoritamska blok sema.
o Graficki simboli koje se koriste za pravljenje algoritamske Seme su:

© Pocetak- prvi korak algoritma

Definise ulazne veli¢ine algoritma

DefiniSe obradu podataka

C> Uslovni algoritamski korak

DefiniSe izlazne veli¢ine algoritma

© Definise kraj algoritma
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Algoritamske Seme mogu se podeliti u dve kategorije:

e Linijske algoritamske seme,
o ciklicne algoritamske Seme

6.2.1. LINIJSKE ALGORITAMSKE SEME

o Linijske algoritamske Seme su one Seme kod kojih se svaki algoritamski korak
izvrSava najviSe jedanput u toku izvrSavanja algoritma.
Mogu biti proste i razgranate.
e Proste linijske algoritamske Seme, su one Seme kod kojih se svaki
algoritamski korak izvrSava tacno jedanput u toku izvrSavanja
algoritma.

Primer:
Sastaviti algoritamsku Semu za izracunavanje izraza

Z=a*(b-3c)

ab,c

v

Z1=3%c

Z2=b-Z1

Z=a*72
v

[z N

e Razgranate linijske algoritamske Seme, su one Seme kod kojih se svaki korak

izvrSava tacno jedanput i obavezno sadrZi bar jedan uslovni algoritamski korak.
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Ako je uslov ispunjen, izlaz iz algoritamskog koraka bi¢e oznacen sa da, a ako
uslov nije ispunjen izlaz ¢e biti oznacen sa ne.

Paocetak

P3

Q
W

ne

P2

s

Primer:
Sastaviti algoritam za racunanje vrednosti
a+b,a<b

a-b,a>b

Pocetak

U

P=atb

ne

P=a-b
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6.2.2. CIKLICNE ALGORITAMSKE SEME

e Ciklicne algoritamske sSeme su one Seme u kojima se jedan ili viSe
algoritamskih koraka moZe izvrSavati visSe od jedanput u toku izvrSavanja
algoritma. Ovi koraci Cine ciklus. Ukoliko je uslov ispunjen izlazi se iz ciklusa, u
suprotnom ciklus se ponavlja.

e Uslov za izlazak iz ciklusa zove se izlazni kriterijum ciklusa.
e Ciklicne algoritamske Seme mogu biti konstantne i promenljive.
e Konstantne cikliécne Seme su Seme kod kojih se zakon obrade tokom ciklusa ne

menja, dok se kod promenljivih menja.

Graficki prikaz ciklicne Seme dat je na sledecoj slici.

N

P1

da
P3

Primer:

Sastaviti algoritam koji za poznato n izracunava aritmeticku sredinu

zadatih brojeva Xl’xl""’xn.
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Aritmeticka sredina iznosi

p_ Xt Xt 4%

n

h 4
n=0 da > =0
% ne
i=1
S=0
S=S+xi
da
P=S/n
>
ne <
A
i=i+1 &l

SloZene algoritamske seme prave se razli¢itim kompozicijama predhodnih Sema.

6.3. PSEUDO KOD

Savremeniji nacin za zapisivanje algoritama je pomoc¢u pseudo kodova. Problem
predstavljen na ovaj nacin je samo korak do zapisa na nekom od programskih jezika.
Svaki algoritamski korak je jasno obelezen. Redi tipa if, end, begin, for, while i druge
su rezervisane reci koje se koriste dogovorno za definisanje iskljucivo instrukcija.

a) Proste linijske strukture se zapisuju na sledeéi nacin:
BEGIN
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b) Razgranate linijske strukture poSto sadrZe bar jedan uslovni korak, moraju
imati i zapise oblika
IF p THEN a ELSE b END

c) Cikli¢ne algoritamske Seme sadrze petlje (loop) i mogu biti:
Petlje sa brojacem (FOR)
Petlje sa uslovnim korakom ( WHILE )

Primer:
Izracunati pribliZno  kvadratni koren broja z sa greSskom manjom od

& (6‘ >0, > O) pomoéu formule

i, z) Lz
Xn+1_2 n Xn ’ XO_2

Z &
v

_Zz
=3

—

_1 Zz da
&_Z[X‘ﬁxoj

ne

X =%

R
X

Ako bi koristili pseudo jezik za pisanje algoritma imali bi:
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Medu

procedura: koren(z, )

x1=1(xo+5j
2 X
if |x, — %,| < & then end

X=X
end loop

6.3. OSOBINE ALGORITAMA

Za reSavanje jednog istog zadatka moZe se sastaviti viSe algoritama razlicitih

izbor najefikasnijeg algoritma su razli¢iti:

e  Najveca brzina izvrSavanja algoritma,

e  minimalno angaZovanje memorijskog prostora,
e vreme koje je potrebno za izvrSavanje algoritma,
e  Stojednostavnija strukturai td,

najvaZnije osobine algoritama spadaju:

struktura. Za ovakve algoritme kaze se da su ekvivalentni. Medu ekvivalentnim
algoritmima treba izabrati onaj koji najefikasnije dovodi do rezultata. Kriterijumi za

o  Diskretnost algoritama: u odvojenim koracima se obavljaju oparacije i

svakom mozemo pridruZiti diskretan vremenski period u kome se taj korak

izvrsava.

e  Determinisanost: za iste ulazne veli¢ine jednoznaéno se dobijaju izlazne

veli¢ine.

e Elementarnost: zakon dobijanja izlaznih veli¢ina mora biti jasan i prost.

e  Rezultativnost-konacnost:
definisano $ta je rezultat, koji se dobija posle konaéno mnogo koraka.

e Masovnost: algoritam treba da vaZi za najsiri skup ulaznih podataka.

skupu ulaznih veli¢ina

biti



Posao sastavljanja algoritma je kreativne prirode i ne postoje univerzalan pravila
po kome se posao moze formalizovati.

Samo kod jednostavnih struktura, kao $to su linijske strukture, ispravnost se
moze utvrditi pazljivim pregledom svih koraka.

Za ispitivanje ispravnosti algoritma najceSce se koristi testiranje. lzabira se
izvestan broj primera. Testiranje moze posluZiti samo za dokazivanje prisustva greske,
a nikako nije dokaz da greSke nema. Testiranje algoritamskih Sema oduzima mnogo
vremena i podloZzno je greskama koje Covek moZe da napravi. Zato se danas za
proveru ispravnosti koriste racunari.

KOMPLEKSNOST ALGORITMA

e Kompleksnost algoritma predstavlja vreme rada algoritma, odnosno broj
koraka algoritma koji dovode do trazenog resenja.
e Kako su vreme rada algoritma i broj koraka direktno proporcionalne velicine,
nebitno je koja ¢e se od ovih veli¢ina koristiti za definisanje kompleksnosti.
e Vreme rada zavisi i od ulaznih podataka i oni definiSu dimenziju problema.
e Kompleksnost algoritma definisana je funkcijom f(n) koja odreduje vreme rada
algoritma u zavisnosti od dimenzije problema za najnepovoljniji ulazni podatak.
e Kompleksnost algoritma moZe da bude:
konstantna,
linearna,
polinomijalna,
eksponencijalna,
logaritamska i td.

6.5. MATEMATICKA DEFINICIJA ALGORITMA

Intuitivno shvatanje algoritma kao postupka za reSavanje problema ne
zadovoljava ni teorijske ni prakti¢ne potrebe.

Neki autori ograniavaju definiciju algoritma na procedure koje se konacno
zavrsavaju, odnosno deterministicke algoritme.

Naravno, ostaju otvorena pitanja koja se odnose probleme koji u sebe ukljucuju
slucajnost, zatim dilema je da li je potrebno postavljati uslov da se problem mora
zavrsiti u konacnom vremenu sa zauzec¢em konacne memorije.
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Pitanje je znaci da li za svaki problem moZemo sastaviti algoritam za njegovo
reSavanje, odnosno postoje |i zadaci za koje postupak reSavanja ne moze biti
predstavljen u obliku algoritma? Da li je u tom sluéaju u pitanju nase neznanje ili
principijelna nemogucnost? Svim tim i slicnim pitanjima bavi se matematicko-
informaticka disciplina Teorija algoritama.

6.4.1. REKURZIVNE FUNKCIJE

Jedan od nacdina da se definiSe algoritam je pomocu rekurzivnih funkcija. Mi
¢emo rekurzivne funkcije definisati na skupu celih brojeva, mada se ta definicija moze
uopstiti.

Rekurzija (lat. recursio, recursion od recurrere: vracanje) u matematici i infor-
matici oznacCava postupak ili funkciju koje u svojoj definiciji koriste sopstvene
vrednosti. Sastoje se iz dva koraka:

1. Funkcija je definisana za neku pocetnu vrednost a (najéescée 0 ili 1)
2. Ako je funkcija definisana za neku vrednost n, koja je veca ili jednaka a, tada
moze da se definiSe i za vrednost n+1.

Rekurzivne definicije su veoma prisutne u matematici.

Primer:

Rekurzivna definicija prirodnih brojeva glasi:
1. 1je prirodni broj

2. Ako je n prirodni broj, onda je to i n+1.

Rekurzivne funkcije imaju za osobinu da za izracunavanje njenih vrednosti
postoji efektivni postupak. Proces izraCunavanja moze da bude dugotrajan, ali je uvek
jasan i oCigledan. Do reSenja uvek dolazimo posle konacno mnogo izra¢unavanja
(koraka). Za takve funkcije kazemo da su izracunljive.

Primer:
Uocimo funkciju
f(n)=a",ne NU{0}
Ona se moze shvatiti kao proizvod od n vrednosti broja a,
a"=a-a--a
=

7

Takode funkcija se moze zapisati i rekurzivno na sledeci nacin.
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f (0)=1(znajuci da jea’ =1)
f(n+1l)=a-f(n)

lzraunati f (3)

1. Kako je a’ :1,

f(3)=a-f(2)=a-a-f(1)=a-a-a-f(0)=a-a-a-1=a’

Bitno je napomenuti da u savremenim programskim jezicima poput C/C++ i Jave
svako rekurzivno resenje nekog problema ima i svoj iterativni ekvivalent, tj. algoritam
koji isti problem resava bez rekurzije. U prakticnom programiranju uglavhom treba
izbegavati rekurziju jer takva reSenja u opStem slucaju troSe vise vremena od
iterativnih.

ReSavanje rekurzivne jednacine omogucava prelazak iz rekurentnog u iterativni
oblik funkcije. Obi¢no se odredi nekoliko pocetnih vrednosti, pa se na osnovu tih
podataka izvodi opsti obrazac. Dobijeni obrazac treba strogo dokazati matematickom

indukcijom.
Primer:
Resiti rekurentnu jednacinu
f(1)=1
f(k): f(k—1)+k
Kako je
1.2
f(l)=1=—
(-1-2
-3
f(2)=1+2=—
(2)=1+2-2
f(3):(1+2)+3:3;24
f(4)=(1r2+3)+4=22
Znaci, mozemo da zaklju¢imo da je
f(n):1+2+3+...+n:%+1)
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Dokaz se izvodi matematickom indukcijom.

Prvo dokazujemo dajeza N =1

f(l):%:l

f (k—1)+k=—(k_21)k +k:—k(k2+1) = £ (K)

Prema tome dobijena formula je tacna za sve prirodne brojeve.

6.4. 2. REKURZIVNI ALGORITMI

e Rekurzivni algoritam je onaj algoritam koji poziva samog sebe sve dok se ne
ispune unapred postavljeni uslovi.

Da bi se algoritam koji koristi rekurziju zavrSio mora se predvideti uslov izlaska,
odnosno uslov zavrsetka. Rekurzivni algoritam zahteva jednu ili viSe ulaznih veli¢ina, a
vraca jednu izraunatu. Ta vrednost je iz koraka u korak sve bliZa Zeljenoj, iskazanoj u
uslovu izlaska.

Algoritam u sebi sadrzi naredbe if koja testira uslov izlaska i naredbu else kojom
se rekurzivno poziva sama funkcija, odnosno algoritam.

Primer:
Rekurzivni algoritam za izracunavanje stepena

procedura: stepen(ac R, n>0)
if n=0then stepen(a,n)=1
else stepen(a, n) = a- stepen(a, n—-1)

Iterativni algoritam

b=1
fori=1ton
b=a-b
returnb
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6.5. CERCOVA TEZA

Rekurzivne funkcije imaju za osobinu da za izra¢unavanje njenih vrednosti postoji
efektivni postupak koji neke ulazne podatke uvek preslikava u odgovor. Do resenja
dolazimo posle kona¢no mnogo koraka. Proces izracunavanja moZe da bude
dugotrajan ali je uvek jasan i ocigledan.

Zato, za rekurzivne funkcije kazemo da su izracunljive.
Izracunljive funkcije ¢esto se nazivaju i algoritamske funkcije.

Obrnuto tvrdenje bi bilo - Veruje se da je svaka izracunljiva funkcija rekurzivna.
Ovo tvrdenje naziva se Cercova teza.

Rekurzivne funkcije su jedna uza klasa funkcija koje zovemo aritmeticke.
o Aritmeticka funkcija je funkcija oblika f :N" — N . Uzimamo da je skup N

prosiren sa 0.
o Cercova teza: Aritmeticka funkcija je izracunljiva ako je rekurzivna.

NaZalost ova teza nije dokazana u matematickom smislu. U sustini ona tvrdi da za
neki problem postoji algoritam ako se reSavanje problema svodi na izracunavanje
vrednosti adekvatne rekurzivne funkcije. Problem koji se reSava tada se mora
formulisati kao aritmeticki problem. Problem van aritmetike mora se preslikati u
aritmeticki. Da bi se to postiglo prvo se problem mora predstaviti nekim univerzalnim
jezikom, na primer, kvantifikatorskog ra¢una, a zatim se to preslikava na jezik
aritmetike. Dakle:

e Rekurzivna funkcija je jedan opsti model algoritma.

6.6. TJTURINGOVA MASINA

Tjuringova masina je jedan zamisljeni model racunara. Ovu masinu je 1936.
godine opisao Alan Tjuring. Nastala je pre nastanka savremenih elektronskih
racunara.

Tjuringova masina otkriva sustinu pojma algoritma razmatranjem postupaka
koji ée se ostvariti na masini i moZe da posluZi za definiciju pojma algoritma.
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Alan Matison Tjuring (1912.-1954.), je bio engleski matematicar,
logicar i kriptograf. Smatra se ocem modernog racunarstva. Dao je
znacajan i provokativan doprinos debati koja se ticala vestacke
inteligencije, tj. da li ¢e ikad biti moguce reci da je masina svesna i
da moze da misli. 1947. je presSao u Mancesterski univerzitet i radio
je uglavnom na softveru, na Marku I, za koji se smatra da je jedan
od prvih pravih racunara. Tokom Drugog svetskog rata, Tjuring je
radio u Blecli parku, britanskom kripto analitickom centru i bio je
jedno vreme Sef Hut-a 8, odeljenja zaduZenog za nemacku
mornaricu. Tjuring je razvio vise tehnika za razbijanje Sifara, ukljucuju¢i metod
bombe, elektromehanicku masinu, koja je mogla da otkrije postavke nemacke
podmornicke Sifre Enigme. Godine 1952. Tjuring je osuden za delo ,velike
nepristojnosti“, posto je priznao da je bio u vezi sa muskarcem u Mancesteru. Tjuring
je umro 1954. posto je pojeo jabuku napunjenu cijanidom. Njegova smrt se smatra
samoubistvom.

Tjuringova masina je zamisljeni model racunara. Oponasa coveka koji racuna

po strogo utvrdenim propisima. Koristi se za reSavanje problema odlucivanja. To su
problemi kod kojih se resenje sastoji u utvrdivanju ili opovrgavanju neke osobine,
odnosno reSavanje problema moZe da se svede na odgovore da ili ne. Naravno nisu
svi problemi odlucdivanja, ali se neki mogu svesti na njih.

Mada mogu da budu tehnicki moguée, Tjuringove masine nisu smisljene kao
prakticna racunarska tehnologija, ve¢ kao misaoni eksperiment o granicama
mehanickog racunanja i u praksi ove masine se ne konstruisu.

Tjuringova masina ima vrlo jednostavnu konstrukciju. Sastoji se od beskonacéne
trake, koja ima na sebi polja — éelije u koje mogu da se upisuju simboli i glave koja
moze da Cita i piSe simbole. Za Tjuringovu masinu se definiSe azbuka simbola S koja
¢e se u njoj koristiti, i spisak stanja Q u kojima glava za Citanje i pisanje moze da se
nalazi. DefiniSu se pocetno stanje, i zavrSno stanje; pocetno stanje je stanje u kome
se masina nalazi na pocetku rada, a kada masina dode u zavrino stanje, prestaje sa
radom. Glava moZe da se pomera za jedno polje ulevo, za jedno polje udesno, ili da
ostane u mestu. U zavisnosti od stanja u kome se glava nalazi, i od simbola koji se
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nalazi u kucici iznad koje je glava postavljena, glava ¢e u tu kucicu upisati odredeni
simbol, pomeriti se levo ili desno (ili ostati u mestu), i promeniti svoje stanje. Ovaj
proces se ponavlja dok Tjuringova masina ne stigne u zavrsno stanje.

Svaki program za Tjuringovu masinu je niz konacénih naredbi, a svaka naredba
konacan niz simbola nekog prebrojivog skupa, tako da postoji samo prebrojivo
mMnogo programa.

Naravno, skup svih problema odlucivanja je neprebrojiv, Sto znaci da postoje
problemi za koje ne postoje algoritmi. Jedan od neresivih problema je problem
zaustavljanja Tjuringove masine.

Tjuring je napravio je koncept algoritama za rac¢unanje pomodu Tjuringove
masine, formuli$uéi danas $iroko prihvac¢enu Tjuringovu verziju Ceréove teze:

e Problem je algoritamski resiv akko se moZe resiti na Tjuringovoj masini.
e Algoritmom je svaki niz instrukcija koji se moze uraditi na Tjuringovoj masini.

Osim Tjuringove masine postoje i fon Nojmanova masina, Prostova masina,
algoritmi Markova, masine Minskog i mnogi drugi formalizmi. Svi ovi sistemi su
medusobno ekvivalentni, odnosno simuliraju jedni druge. U sustini klasa diskretnih
funkcija koje te masine mogu da izracunavaju je ista u svim slucajevima. To je jedna
robusna klasa funkcija koja je otporna na promene racunarskih modela, a radi se o
klasi izracunljivih funkcija, odnosno svi problemi se svode na Cercovu tezu.

1936 godina moZe se smatrati godinom nastanka nove naucne discipline, teorije
algoritama, a ponekad se i koristi termin teorija izracunljivosti. Teorija algoritama se
bavi pitanjem postojanja ili nepostojanja algoritama za reSavanje pojedinih problema
i kao takva pripada matematickoj logici. Sa stanovisSta prakse najinteresantnije pitanje
je ne samo egzistencija algoritma, vec i njegova efikasnost. Implementacija algoritma
na nekom racunarskom modelu koristi njegove resurse, vremenske i prostorne. Ovim
pitanjima se bavi analiza algoritama ili teorija raCunske sloZenosti. Analiza algoritama
predstavlja osnovu teorijskog racunarstva, a od matemati¢kih metoda koristi tehnike
diskretne matematike, matematicke logike i teoriju formalnih jezika.

Tjuringova masina je nastala u pokusaju da se odgovori na neka od najpoznatijih
pitanja matematike. Naime nemacki matematicar David Hilbert postavio je 1900g. na
berlinskom kongresu tri pitanja,

1. Dalije matematika kompletna?

2. Dalije konzistentna?

3. Dalije odluciva ( da li za svaki problem postoji algoritam kojim bi se odludilo

da li je neka formula valjana)?
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Na prva dva pitanja odgovorio je Kurt Gedel 1930g. Krajnje neocekivano dokazao
je da matematika nije zatvoren sistem i da ¢e uvek biti tvrdenja koja se ne mogu

dokazati.

Tjuring je 1937g. pokusao da odgovori na treée pitanje i to na neobi¢an nacin.

Konstruisao je masinu, koju zovemo Tjuringova masina. Pomodu nje negativno je
odgovorio na treée Hilbertovo pitanje ali ujedno postavio temelj za softver racunara.

g PITANJA ZA PONAVLJANJE

Sta je algoritam?

Cime se bavi teorija algoritama?

Osobine algoritama.

XNV RAEWNER

10. Definicija rekurzivne funkcije
11. Cer¢ - Tjuringova teza.
12. Koji je znacaj Tjuringove masine?

ﬂ KLJUCNE RECI

Algoritam
Blok dijagram
Cikli¢éna Sema
Linijska Sema
Petlja
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Linijske algoritamske Seme i primer.
Ciklicne algoritamske Seme i primer.
SloZene algoritamske Seme i primer.

Navedite razlicite vrste predstavljanja algoritma ?

Sta je algoritamska $ema i iz kojih delova se sastoji?

Kako se vrsi provera ispravnosti algoritma?

Ceréova teza
Tjuringova masina
Rekurzija
Izracunljivost



Q 6.7. ZADACI

1. Sastaviti algoritam za raunanje vrednosti
a,a<b
7 =
b,a>b
Resenje:

Pocetak

-
v
%

2. Sastaviti algoritam-blok dijagram kojim se izracunava n!

Resenje:
Kakoje n!'=1-2-3---ni0l=1
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3.

n
v
F=1

* ne

—

\ 4

da

F=F*n F

v

I

Resiti rekurentnu jednacinu
f(1)=1
f(K)=2f (k-1)+1

fy)=1
f(2)=2-1+1=3
f(3)=2-3+1=7
f(4)=2-7+1=15

Na osnovu ovih vrednosti mozemo da zaklju¢imo da je
f(n)=2"-1

Dokaz ove tvrdnje mora da se uradi primenom matematicke indukcije.

Resenje:

Za n=1 imamo po definiciji da je f (1) =1

k
Za n=k je f (k)= 2°-1
Za n=k+1 je

f(k+1)=2f (k)+1=2-2"+1=2"+1

Dakle, formula je tacna za sve prirodne brojeve.
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4, Napisati rekurzivnu formu za izra¢unavanje faktorijela n!
Resenje:

Funkcija fakt(n) =n! za ratunanje faktorijela broja se moZe izraziti na sledeéi

nacin.
fak (0)=1
fak(n+1)=(n+1)- fak(n)
Izracunati f(3).

1. Kako je 0= 1,

, 1(3)=31(2)=3-2-1()=3-2:1.1(0)=32.1-1=6

5. Napisati iterativni algoritam za izraCunavanja faktorijela.
Resenje:

procedura: fakt(n)=n!(n>0)

f=1
fori=1ton
f=if
end

6. Napisati rekurzivni algoritam za izracunavanje faktorijela.
Resenje:
procedura: fakt(n) (n=>0)
if n=0then fakt(n)=1
else
fakt(n)=n- fakt(n—1)
end
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6.

Fibonacijev niz je niz brojeva kod koga je prvi element broj 1, drugi element
takode broj 1, a svaki slededi predstavlja zbir predhodna dva ¢lana. Prvih nekoliko
¢lanova niza glase 1,1,2,3,5,8,13,........ Napisati rekurzivnu funkciju niza.

Resenje:

Rekurzivna funkcija izgleda
fib(l)
fib(2

)
fib(n)

=1
=1

f(n-1)+ f(n-2)
Izracunati ﬁb(3).

1. Kakoje fib(1)=1, fib(2)=1

2. fib(3): fib(2)+ fib(l):1+1:2

Interaktivni algoritam za izraCunavanje Fibonacijevih brojeva.

Resenje:
procedura: fibonaci(n je nenagativni broj)
if n=0theny=0
else
begin
x=0,y=1
fori=1ton-1
begin
Z=X+Yy
X=Yy
y=y
end
end
y je fibonacijev broj
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Napisati rekurzivni algoritam za izraCunavanje Fibonacijevih brojeva.

Resenje:

procedura: fib(n>0)

if n=0then fib(0)=0

else n=1then fib(1)=1

ese fib(n)= fib(n-1)+ fib(n-2)

Napisati Euklidov algoritam za izracunavanje NZD-najveceg zajednickog delioca
dva pozitivna brojaai b.

Resenje:
Ako bi naprimer trebali da odredimo NZD za brojeve (287,91) uradili bi sledec¢e
287=91-3+14

91=14-6+7
14=7-2+0

Znati NZD(287,91)=NzD(91,14)=NzD(14,7)=7.

Ako bi problem uopstili imali bi niz sledecih izraza:
Broj a se moZe napisatikao a=b-gq+r,0<r <b
Neka je

a=b-g,+r,,0<r,<b
b=r,-q+r,0<r1, <1,
h=r-q+r,0<r,<n

Mo =N O t1h 0< h<Ta

e =N O
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procedura: Euk(a,b> 0)
X=a

y=b

whiley =0

r =xmody

X=Yy

y=r

end

Rekurzivni algoritam bi glasio:

procedura: Eukl (a,b > 0)
if b=0then Eukl (a,b)=a
else Eukl (a,b) = Eukl(amodb,a)

9.  Napisati algoritam za sabiranje dve matrice A, ., B,

Resenje:

procedura: Sab(A, B)
for i =1tom

for j =1ton

C =g+ blj

end

end

end

10. Sta je azbuka Tjuringove masine ?

Resenje:

S={0,Lb

’

gde je b prazan simbol.
11. Sta je skup stanja Tjuringove masine ?

Resenje:

Q:{QO’OmQ2'q+’q_}

’

gde je b prazan simbol. 0, je poletno stanje, 4,,0_ su zavrina stanja.
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7.

TEORIJA GRAFOVA

KRATAK SADRZAJ:

7.1. GRAFOVI
7.1.1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE
7.1.2. PLANARNI GRAFOVI
7.1.3. IZOMORFNI GRAFOVI
7.1.4. OJLEROVI GRAFOVI
7.1.5. HAMILTONOVI GRAFOVI
7.1.6. TEZINSKI GRAFOVI
7.2. PREDSTAVLJANJE GRAFOVA POMOCU RACUNARA
7.2.1. LISTA SUSEDSTVA
7.2.2. MATRICA INCIDENCIJE
7.2.3. MATRICA SUSEDSTVA

0 CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moc¢i cete da:
1.DefiniSete graf,
2. navedete veliki broj razli¢itih vrsta grafova,
3. odredite izomorfne,
4. definisete Ojlerove i Hamiltonove grafove,

5. znate kako se grafovi predstavljaju preko rac¢unara.
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7.1. GRAFOVI

Teorija grafova je samostalna i vazna oblast matematike. Grafovi su posebno
zanimljivi jer pomocu njih moZzemo modelovati razliCite sloZene probleme, veoma
jednostavno. Na primer, postavljanje saobracajnica, elektricnih mreza, racunarskih
mreza, strukturna formula molekula i sl. Posebno su interesantni optimizacioni
problemi, kao $to su problemi najkraceg puta, najnize cene i sl. Takode, jednostavni,
svakodnevni problemi kao Sto je pravljenje rasporeda ¢asova, moze se resiti kao
grafovski problem.

Prvi problem i njegovo resSenje,iz teorije grafova jeste rad
Leonarda Ojlera (Leonhard Paul Euler, 1707.-1783.) pod nazivom
Sedam mostova Kenigsberga, objavijen 1736. godine. Kasnije,
Frensis Gutri 1852. godine je izloZio problem CcCetiri boje koji
postavlja pitanje da li je moguce obojiti zemlje na geografskoj
karti sa samo Cetiri boje, a da se ne pojave dve susedne zemlje
obojene istom bojom. Ovaj problem su resili tek 1976. godine
Kenet Apel i Volfgang Heken, ali se postavljanje ovog problema
smatra rodenjem teorije grafova. Tokom pokusaja reSavanja ovog
pro-blema otkrivene su mnoge teoreme i postavljeni mnogi teoretski pojmovi i
koncepti.

Graf je apstraktni matematicki objekat. Neformalno govoredi, grafovi su objekti
sastavljeni od tacaka, odnosno ¢vorova i linija medu njima, odnosno grana.

Uobicajeni nacin da se prestave grafovi su slike u ravni.

B
A A A B

C D C D

e Skup ¢vorova obelezavamo sa V (engl.vertice), a skup grana sa E (engl.edge), a
graf kao uredeni par G =(V, E).

Primer:
Cvorovi i grane mogu imati jasan prakti¢ni smisao,
¢vorovi mogu biti gradovi, a grane putevi izmedu njih ili
¢vorovi mogu biti racunari u mrezi, a komunikacije izmedu njih grane.
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Primer:

Web graf

www moze biti modelovan kao graf kod koga su web stranice predstavljene kao
cvorovi, a grana pocinje u web stranici a i zavrSava u web stranici b, ako postoji
veza od a do b. Cim se nova web stranica napravi, a to se dogada skoro svake
sekunde web graf se menja.

Naravno web graf ima vise od bilion ¢vorova i desetine biliona grana. Mnogi ljudi
bave se proucavanjem web grafova da bi bolje razumeli pripodu web-a,

Primer:
Za dati skup ¢vorova i grana nacrtati odgovarajuce grafove.
a)
V={AB} E={AB],
b)
\Y :{A, B,C} i E:{AB, BC}'
<)

V ={AB,C,D} E={AB,BC,AD,CD}

A A B A B
B c D C

e Grana e= (u,v) spaja dva susedna ¢vora u i v.

Osnovne definicije:

e Grana e je incidentna sa ¢vorom u, odnosno ¢vorom v.
e Grana koja spaja ¢évor sa samim sobom naziva se petlja.
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7.1.1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE

e Graf koji nema nijednu petlju naziva se i prost graf.

A

e Prost graf G je uredeni par G=(V,E) koji se sastoji od skupa €vorova V i

(2}

e Graf-neorijentisani graf G = (V, E) je ureden skup parova ¢vorova i grana gde
\/
Ec Uv

e Orijentisani graf ili digraf G = (V, E) je ureden skup parova ¢vorova i grana

skupa grana E, gde je

je

Znaci on moze imati i petlje.

gde je E <V xV . Znadi on ima orijentaciju, grana V= (a, b) ima pocetni

Cvor u a i krajnji ¢vor u b.

Napomena:
Ukoliko nije drugacije naglaseno, radimo sa prostim, neorijentisanim grafovima.

Primer:

Mreza ulica u jednom gradu moZe se predstaviti grafom, ako su raskrsnice ¢vorovi,a
ulice grane. Ako je ulica jednosmerna graf je orijentisan. Neorijentisane grane
odgovaraju dvosmernim ulicama.

e Graf koji ima konacan broj ¢vorova se zove konacan graf. Analogno, graf sa
beskonaénim brojem évorova se zove beskonacan graf.

-135 -



o Multigraf je graf kod koga izmedu dva ¢vora postoji vise od jedne grane.

A B

C

e Stepen cvora jednak je broju grana grafa koji imaju kraj u tom ¢voru.
o Cvor stepena 0 naziva se izolovani ¢vor.
e Grana koja spaja ¢vor sa stepenom jedan je vise¢a grana.

Primer:
Dat je graf na slici.

oF

E

U grafu na slici ¢vorovi A i C su susedni, kao i grane AB, AD i AC.
Cvorovi A i E nisu susedni, kao ni grane AC i BE.

Grana AD je viseca grana.

Cvor B je stepena 1, &vorovi B, G, E su stepena 2, a &vor A je stepena 3.
Cvor F je izolovani évor.

Primer:

Nacrtati multigraf koji sadrzi skup ¢vorova V = {a. b, C} i skup grana

E={(ab),(b.).(cb).(c.a) (b.a))

a

Primer:
Danas se razvija nova naucna disciplina, matematicka hemija, koja primenjuje
teoriju grafova na matematicko modelovanje hemijskih procesa. U hemiji se
multigrafovima predstavlja struktura molekula.
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H.C—CH -CH,

|
CH,

o Graf je regularan ako su svi ¢vorovi istog stepena.

A

=]

Na slici je dat regularan graf stepena 2.

e Kompletan ili potpun graf je onaj prost graf kod koga su svaka dva cvora

povezana granom. Kompletan graf sa n ¢vorova se obelezavasa K .

n
Kompletan graf ima (ZJ grana.

e Put je niz grana grafa sa osobinom da je kraj k-te grane u nizu pocetak naredne
k+1-te grane. U opsStem slucaju put je niz grana koje su medusobno povezane.

a b c d e
- e e ¢ o

e Prost put ili elementarni put je put kod koga se kroz jedan ¢vor prolazi ta¢no
jednom.
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Regularni grafovi sa n ¢vorova stepena n-1 su prema tome kompletni grafovi.

Na slici su dati kompletni grafovi K,,K,, K,, K

o

Graf je povezan ako postoji put izmedu bilo koja dva razlic¢ita ¢vora.

Prvi od grafova sa slike je povezan, a drugi je nepovezan.

A F
C H
B
G
[ K
Ako je pocetni ¢vor ujedno i krajnji, takav put se naziva ciklus, kontura ili petlja.

Kontura je konacan, povezan, regularni graf stepena 2.

c

A D

DuZina puta(konture) je broj grana koji ¢ine put (konturu).
Bipartitivni graf je graf koji se sastoji od dva podskupa ¢vorova X i Y, tako da svaka
dva ¢vora iz razli¢itih podskupova su povezana granom, a nijedna grana ne

povezuje ¢vorove iz istog podskupa. Podskupovi X i Y, nazivaju se klase.

Za obelezavanje bipartitivnih grafova koristi se oznaka Km’n, gde je n broj

¢vorova prvog podskupa, a m broj ¢vorova drugog.
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Primer:
Nacrtati bipartitivne grafove

K2,3’ K3,3' K2,4 .

K3,3 K2,4

e Teorema:
Graf je bipartitivan akko ne sadrzi cikluse neparne duZine.

e Kompletan bipartitivni graf je graf koji se sastoji iz 2 podskupa ¢vorova, tako da je
svaki ¢vor iz prvog skupa susedan sa svakim ¢vorom iz drugog skupa.

Primer:

Nacrtati kompletna bipartitivne grafove Kz,sl K3,3’ K2,4.

23 33 2,4

e Teoremal:
Zbir stepena svih ¢vorova u grafu bez petlji uvek je paran broj i jednak je
dvostrukom broju grana.

Ako su d. stepeni ¢vorova, tada je

Zn:di =2e.
i=1
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Posto svaka grana u grafu poseduje dva ¢vora, svaka grana doprinosi sa 2 zbiru
stepena ¢vorova i ta suma mora da bude jednaka dvostrukom broju grana.
Prema tome suma stepena svih ¢vorova zaista mora da bude paran broj.

Primer:

Koliko grana ima graf sa 10 ¢vorova, ako je svaki stepena Sest ?
Na osnovu prethodne teoreme imamo da je
2e=10-6=>e=30

Graf ima 30 grana

e Teorema 2:
U svakom grafu bez petlji broj ¢vorova neparnog stepena je paran broj.
Ova teorema u literaturi se zove i Lema o rukovanju:
Zato Sto ako se u nekom drustvu osobe rukuju neparan broj puta, onda je
broj osoba paran broj. Ovde broj osoba koje su se rukovale predstavljaju
¢vorove grafa.

Kao posledica teoreme 1 imamo tvrdenje da regularni grafa stepena r ima
1

€e=—Nnr grana.
2

e Graf G'=(V',E') je podgraf grafa G=(V, E) ako je skup njegovih ¢vorova V'
podskup skupa c¢vorova grafa V, a skup njegovih grana E' je podskup skupa
grana E.

7.1.2. PLANARNI GRAFOVI

e Planarni graf je onaj prost graf koji se moze nacrtati u ravni, a da mu se
grane ne seku, sem u ¢vorovima.

e On deli ravan na na vise konacnih zatvorenih oblasti i jednu beskonacnu.

e Svaka zatvorena oblast se naziva éelija.

Primer:

Grafovi na slici su planarni, graf a deli ravan na 1 konacnu i jednu beskonacnu
oblast, dok graf b odreduje samo jednu beskonacnu oblast.

a) b)
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Primer planarnog grafa je mreZa puteva ako se isklju¢e nadvoZnjaci, odnosno
saobradajne petlje. Koriste se u projektovanju elektronskih uredaja, odnosno
svuda gde bi ukrStanje veza dovelo do kratkog spoja spoja. Naprimer, ako je
integrisano kolo predstavljeno planarnim grafom moZe biti odStampano na
jednom nivou, a ako graf nije planaran mora se koristiti viSe nivoa Stampe.

e Ojlerova teorema: Povezan, planarni graf sa v ¢vorova i e grana deli ravan na
f=e-v+2 oblasti.

Primer:
Planarani grafovi

dele ravan na f=6-4+2=4 oblasti.

Prethodna teorema ima mnogobrojne primene i posledice. Jedna od njih je
poznata teorema iz geometrije:

e  Ojlerova teorema : Konveksni poliedar sa n temena i m ivica ima s=m-n+2
strane.

Ako temena poliedra shvatimo kao ¢vorove, a njegove ivice kao grane jednog
grafa, dobija se planarni graf .

Grafovi koji se ¢esto u praksi koriste, a nisu planarni, su potpuni pentagraf K, i

potpuni bitrigraf K, ;.

° Kz

Teorema: Potpuni pentagraf K. i potpuni bitrigraf K3’3 nisu planarni grafovi.

Ako bi pentagraf bio planaran, po Ojlerovoj teoremi za v=5 i e=10 dobili bi da je
f=7. Granice oblasti su ciklusi u grafu. Svaka grana pripada granici oblasti tacno
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2 oblasti. Zato je broj grana koje pripadaju granicama oblasti 2e. Kod penta-
grafa najkraci ciklus ima 3 grane, odnosno svaka oblast mora imati bar toliko
grana. Znadi mora da je 2> 3f , odnosno 20> 21, $to je nemoguce.

Za bitrigraf imali bi v=6, e=9 i f=5. Kod bitrigrafa svaka oblast je ogranicena sa
bar 4 grane , dakle 2e>4f ,i 18> 20, 3to je takode nemoguce.

7.1.3. IZOMORFNI GRAFOVI

e Dva grafa su izomorfna ako postoji uzajamno jednoznacno preslikavanje,
bijekcija, skupova njihovih ¢vorova koje ¢uva susednost ¢vorova.

e Dva grafa G = (Vl, El) i G, = (Vz, Ez) su izomorfni, ako postoji bijekcija
f:V, >V, 2 koju vaZi da je {U,V} € E, , ako i samo ako {f (u)’ f (V)} ek,

i koristimo oznaku G, =G, .

Primer:
Nacrtati dva izomorfna grafa.

a)
4 3 D C
1 2 A B
Izomorfizam ovih grafova definisan je bijekcijom

f_1234
“"lA B CD
b) a d 1: :2
%6 3
b e
c f & 4

1:_abcdef
1 35 2 4 6
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Napomena:

Grafovi se razlikuju samo po tome kako su ¢Evorovi povezani, a ne kako su
obelezeni. Obelezavanje ¢vorova nema znacaja za strukturu grafa, tako da se Cesto i
ne obeleZavaju.

Iz definicije moZzemo da zaklju¢imo da su izomorfni grafovi u stvari isti grafovi
samo drukcije nacrtani u ravni. Zato je veoma vazno pitanje kako ispitati da li su dva
grafa izomorfna ili ne. NazZalost joj ne postoji univerzalni postupak ili neka teorema
koja bi to definisala. Ispitivanje se vrsi neposrednim proveravanjem vodedi racuna o
slede¢em:

Izomorfni grafovi moraju imati:
1. Isti broj ¢vorova,
2. Isti broj grana,
3. Isti niz stepena ¢vorova,
4. broj ¢vorova stepena 1,
5. cikluse istih duZina i td.
Ispunjenje ovih uslova ne garantuje da su dva grafa izomorfna.
Sledec¢a dva grafa imaju isti broj ¢vorova, grana, svi ¢vorovi su istog stepena, pa
opet nisu izomorfni.

Napomena:
Zanimljivo je da nije naden ni jedan kompletan algoritam za testiranje
izomorfnosti grafova, ali nije dokazano ni da ne postoji.
Izomorfni grafovi su od velikog znacaja u elektronici, pri konstruisanju Stampanih
kola, gde grane grafa (strujni vodovi) ne smeju da se seku osim u ¢vorovima. Zato
je bitno da se pronade izomorfan graf Zeljenom grafu, ali takav da mu se grane ne
seku.
Primer:
Da li je mogude spojiti 3 kuce sa 3 bunara stazama koje se ne ukrstaju, a da od
svake kuce vodi po jedna staza do svakog od 3 bunara.

2
a d 1
3
b e 6
c f 2 4
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Kuce i bunari se mogu predstaviti kao na prvoj slici. U pitanju je kompletan
bipartitivni graf, ali kod koga grane ne bi smele da se seku.

MoZe se dokazati da je nas graf izomorfan sa potpunim bitrigrafom koji je
prikazan na drugoj slici.
A dokazali smo da da taj graf nije planaran.

7.1.4. OJLEROVI GRAFOVI

Svajcarskom matematicaru Leonardu Ojleru tokom boravka u Keninsbrgu, dana-
Snji Kaljingrad, gradani su postavili pitanje koje ih je mucilo. Grad leZi na obalama i
dva ostrva na reci Pregel i povezan je sa sedam mostova. Pitanje je bilo da li je
moguce poceti Setnju iz bilo koje tacke u gradu i vratiti se u polaznu tacku, prelazeci
pri tome svaki most tacno jednom.

1735.godine Ojler je prezentovao svoj rad dokazujuéi da je takav prelazak
nemogu¢, uz napomenu da se razmatranje moZe prosiriti da proizvoljan raspored
ostrva i mostova. Ovaj rad smatra se prete¢om teorije grafova.

Qjler je problem resio tako Sto je obale i ostrva shvatio kao ¢vorove, a mostovi su
bili grane izmedu njih. Tako je dobio jedan multigraf.

B
DY
C
Svakodnevnim jezikom mozemo reci da je Ojlerov graf, graf koji se moZe nacrtati

ne podizudi olovku sa papira.

e Ojlerov put je put koja sadrzi sve grane iz G tac¢no jedanput. (ne mora biti
zatvoren).
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e Zatvoren Ojlerov put naziva se Ojlerov ciklus ili kontura.
e Graf koji ima Ojlerov ciklus zove se Ojlerov graf.
e Graf koji ima Ojlerov put se zove poluojlerov graf.

Graf mozZe, a ne mora imati Ojlerov put, odnosno ciklus.

e Ojlerova teorema:
Graf G je Ojlerov akko je povezan i svi ¢vorovi su parnog stepena.

e Teorema:
Graf ima Ojlerov put akko je povezan i sadrZi najvise 2 c¢vora neparnog
stepena.

Primer:
Nacrtati po jedan Ojlerov graf i Ojlerov put.

Graf na slici a je Ojlerov , napr: abcbdec.
U njemu su svi ¢vorovi parnog stepena.

Graf na slici b je Ojlorev put, napr: bacbdc.

Ovaj graf ima ta¢no 2 ¢vora neparnog stepena.

Primer:
Dati su grafovi na slici. Oni su:

Prvi graf je Ojlerov put, napr: caecba, ima 2 ¢vora neparnog stepena.
Drugi graf je Ojlerova kontura, napr: abdca. Svi ¢vorovi su mu parnog stepena.
Treci graf nije ni Ojlerov put ni Ojlerova kontura.
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Ako se vratimo na problem Kenisberskih mostova, vidimo da se on ne moze svesti
na Ojlerovu konturu, jer graf ima stepene ¢vorova 5, 3, 3, 3 pa je samim tim
nemoguce svaki most predi samo jedanput, a da se vratimo u pocetnu tacku.

Trazenje Ojlerovog puta sreée se u problemima kombinatorna optimizacije, ali i u
radu sa laserima, ciji je cilj da se optimalno koristi laser i samim tim pojeftini
proizvodnja laserskih uredaja. Ojlerovi putevi su vaZzni za organizaciju poslova u
velikom gradu, na primer, za raznosSenje poste, naplate racuna i slicno. Postar ce

najracionalnije razneti poStu ako svaku ulicu obide tacno jedanput.

7.1.5. HAMILTONOVI GRAFOVI

Vilijem Hamilton je 1859. godine postavio problem pod nazivom put oko sveta .
Problem je bio kao obi¢i gradove sveta i vratiti se u polazni. Igra je koristila ivice
dodekaedra (12) za predstavljanje dozvoljenih puteva izmedu gradova.

Graf koji prolazi kroz sve ¢vorove datog grafa tacno jednom naziva se Hamiltonov
graf.

Hamiltonov put u grafu G je put koji prolazi kroz svaki ¢vor ta¢no jedan put.

Zatvoren Hamiltonov put zove se Hamiltonova kontura ili ciklus.

Graf koji ima Hamiltonov ciklus zove se Hamiltonov graf.

Graf koji ima Hamiltonov put se zove poluhamiltonov graf.

Primer:
Nacrtati jedan Hamiltonov graf i jedan put.

Postoji velika sliénost u definiciji Ojlerovih i Hamiltonovih grafova. Kod Ojlerovih
grafova obilazimo grane, a kod Hamiltonovih grafova obilazimo ¢vorove grafa.

Medutim, dok je Ojlerov graf je u potpunosti odreden Ojlerovom teoremom,
koja definise potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju grafa, za Hamiltonove grafove
to nije slucaj. Ne postoji teorema koja definiSe potreban i dovoljan uslov postojanja
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Hamiltonovog grafa. Postoji viSe teorema koje na posredan nacin odreduju
Hamiltonove grafove, ali samo u specijalnim slucajevima, kao naprimer:

e Grafovi sa ¢vorovima stepena 1 ne mogu biti Hamiltonovi, dok u
Hamiltonovom grafu svaki évor je susedan sa dve grane u konturi.

» Svaki kompletan graf Knsa N> 3 ¢vorova je Hamiltonov graf.

n
* Povezan grafsa N> 3 ¢vorova u kome je stepen svakog &vora bar E je

Hamiltonov graf.

Primer:
Dati su grafovi na slici

a b a b a
] Q—e—C—il e
d [ ]

Prvi graf je Hamiltonov put, napr: e,c,b,a.
Drugi graf nije ni Hamiltonov put, ni Hamiltonov graf.
Tredi graf je Hamiltonov graf. Kompletan je graf, K,

Primer:
Odrediti grafove koji su:
a) istovremeno Ojlerovi i Hamiltonovi,
b) jesu Ojlerovi, a nisu Hamiltonovi,
c) nisu Ojlerovi, a jesu Hamiltonovi,
d) nisu ni Ojlerovi, ni Hamiltonovi.

DL\ SBTT
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7.1.6. TEZINSKI GRAF

Pretpostavimo da Zelimo da odredimo najbolji put od tacke A do tacke B. To
moze da bude najkraci, najjeftiniji, najbezbedniji ili put na kome se trosi najmanje
energije i sl.

Tada se granama grafa koji predstavlja ovakav put dodeljuje neki realni brojevi,
njihove teZine, odnosno mera, koji ¢e karakterisati Zeljeni uslov.

TeZina ne mora da bude pozitivan broj, ali je uobicajeno da se takav koristi, ne
umanjujuci opstost razmatranja. Ako neka grana ne postoji, tada se na pomenutu
poziciju stavlja neki poseban simbol napr oo.

Ovakvi grafovi se nazivaju teZinski grafovi.

e TeZinski graf ( digraf) G = (V, E,W) je uredena trojka skupova ¢vorova,

grana i tezinske funkcije w: E =V xV koja svakoj grani dodeljuje tezZinu.
Ako su teZine pozitivni realni brojevi, a graf je bez petlji moZzemo zakljuciti:

e DuZina puta je zbir svi teZina na putu.

e Udaljenost ¢vorova je duZina minimalnog puta izmedu dva ¢vora.
e Udaljenost ¢vora do samog sebe je 0.
e TezZinski graf koji je usmeren zove se mreZa.

Primer:
Na slici je dat jedan teZinski graf.
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7.2. PRESTAVLJANJE GRAFOVA POMOCU RACUNARA

Grafovi se mogu koristiti za reSavanje raznih prakti¢nih problema koje reSavamo
pomocu racunara. Iz tih razloga potrebno je na adekvatan nacin predstaviti grafove.
Ne postoji neka univerzalna reprezentacija grafova koja bi reSila sve razlicite
probleme u kojima se oni koriste. Naj¢esée koris¢eni nacini su liste susedstva, matrica
incidencije i matrica susedstva.

7.2.1. LISTA SUSEDSTVA

U listi susedstva za svaki ¢vor u beleZimo u listu ¢vorova V., takvih da

postoji grana (u,vn).

e  Zasvaki ¢vor grafa G lista susedstva sadrzi sve ¢vorove koji su susedni sa
njimug, | = {V eV‘(u,V) € E},

Primer:
Grafu sa slike odgovara sledeca lista susedstva

b

O O T 9 C
—~
o}
~

Procedura algoritma koji bi koristio ovakav nadin za zapisivanje grafa bi se
svodila na pretrazivanje niza grana koje u opStem slucaju u grafu sa velikim brojem
C¢vorova i grana moZe biti vremenski veoma zahtevna. Lista susedstva je sa
memorijskih resursa najekonomicnija reprezentacija. Svaka grana grafa ili digrafa
predstavlja se sa 2 memorijske jedinice, jedna za pocetni ¢vor, a druga za krajnji ¢vor

- 149 -



grane. Dakle graf je se predstavlja sa 2m lokacija (m je broj grana). Ovakvo
predstavljanje nije uvek pogodno, pogotovo kod grafova kod kojih je potrebno
ispitivati susednost ¢vorova. Iz tih razloga mnogo je efikasnije predstavljanje grafova
putem matrica.

7.2.2. MATRICA INCIDENCIJE

e Grana (a,b) gde su ¢vorovi a i b su krajnji ¢vorovi grane zove se incidentna
grana ¢vorovima a i b.

e Neka je G=(V,E) graf. Matrica B Cije su vrste odredene ¢vorovima, a kolone
granama grafa naziva se matrica incidencije.

e Element b”-, jednak je 1 ako je i-ti ¢vor incidentan (susedan) j-toj grani, a

jednak nuli u protivnom.

b - 1, ako jecvor i incidentan sa granom |
"o, inace

U svakoj koloni se ta¢no nalaze 2 jedinice i one govore koji ¢vorovi su vezani
istom granom.

Primer:
Grafu sa slike odgovara slede¢a matrica incidencije
b
d
a
C
ab ad ac cd
ajll 1 1 0
bj1 0 0 O
c/l0O 0 11
dio0 1 0 1
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Matrice incidencije nisu jednoznacno definisane veé zavisi kako se definisu
cvorovi.

Matrice incidencije mogu da se koristite i kod grafova sa petljama.

Primer:
Grafu sa petljama sa slike odgovara sledeé¢a matrica incidencije
b
a d
Cc
ab aa ac cd dd
ajl 1.1 00
bj1 0 00O
clO0O1 10
df0 0 011

Kod orijentisanih grafova na preseku i-te vrste i j-te kolone stavlja se -1 ili 1 ako
u i-ti ¢vor ulazi, odnosno izlazi j-ta grana, inace je 0.
Ova reprezentacija je veoma neekonomicna i rede se koristi.

7.2.3. MATRICA SUSEDSTVA

e  Matrica susedstva je kvadratna matrica Ciji je red jednak broju ¢vorova grafa.

e Element &;, jednak je broju grana koje polaze iz ¢vora V, a zavriavaju se u

¢voru v,

e Ako su dva ¢vora spojena najvise jednom granom iste orijentacije tada je:

|0, akone postoji granaod cvorai docvora j
%= 1 ako postoji granaod c¢vorai do ¢vora |

e Matrica susedstva je simetri¢na u odnosu na glavnu dijagonalu.
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Primer:
Grafu sa slike odgovara slede¢a matrica susedstva

b

d
a

C
a b ¢ d
ajl0 1 1 1
bj1 0 0 O
c/[1 0 0 1
di1 010

Kako oznake ¢vorova u vecini slu¢ajeva nisu vazne, matrica se pise bez oznaka.

e =
o o o r
P O O B
O r O P

Primer:
Usmerenom grafu sa slike odgovara matrica susedstva

O T o
O L O°f
o r
o B B

Matrica susedstva je naj¢eSéa matricna interpretacija grafova. Ova repre-

zentacija zahteva n? (n je broj ¢vorova) memorijskih jedinica u racunaru.
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Neprakti¢na je za grafove sa malim brojem grana Sto je u praksi ¢est slucaj. Sa
druge strane ona mozZe da se koristi i za grafove i multigrafove (digfraove). Tada, na
poziciju preseka i-te vrste i j-te kolone treba staviti broj grana koje spajaju i-ti ¢vor sa
j-tim ¢vorom. U slucaju da je graf neorijentisan skoro 50% memorijskih jedinica
mozemo ustedeti ako se pamte samo elementi ispod ili iznad glavne dijagonale, zato
Sto je matrica simetri¢na. Ali tada se usporava brzina rada jer je potrebno izvrsiti
testiranja koja se namecu.

7.3. PROBLEM CETIRI BOJE-BOJENJE GRAFOVA

Problem 4 boje postavio je 1852g. Frensis Gatri. Pitanje je bilo da li je sa 4 boje
moguce obojiti kartu regija neke drzave ili kartu sveta, a da su susedne oblasti
obojene razli¢itim bojama, bez obzira kao karta izgleda i koliko delova ima. Problem
je zainteresovao matematicare pa i Cuvenog Augusta de Morgana. Tek 1976g. Apel i
Haken su pomocu racunara dokazali da je za bojenje karte sveta potrebno 4 boje. Za
to im je bilo potrebno 1200 sati rada kompjutera.

| ovaj problem moze se tretirati kao grafovski, odnosno kao problem bojenja
grafova.

Problem bojenja grafova svodi se na bojenje ¢vorova grafa, odnosno
pridruZivanje skupa boja skupu €vorova, tako da je svakom ¢voru pridruzene jedna
boja i da susedni ¢vorovi nisu iste boje. Za takav graf se kaze da je pravilno obojen.

e Ako je graf pravilno obojen i da se pri tom upotrebi k ili manje boja, onda je
graf je k-obojiv .

Svaki graf od n ¢vorova je n-obojiv, jer svaki cvor mozemo obojiti nekom drugom
bojom. Drugo je pitanje koliko min boja treba da bi se graf obojio na gore opisani
nacin.

e Najmaniji broj boja kojim je moguce obojiti jedna graf se zove hromatski broj

grafa, y
Ako graf sadrzi samo izolovane ¢vorove onda je y =1, a ako je bipartitivni graf

ondaje y=2.

Tacno odredivanje hromatskog broja grafa nije jednostavan posao i poznat je
kao NP teZak. Problem se jednostavno reSava samo za mali broj cvorova.
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Jednostavnije je samo odrediti relativo dobru donju i gornju granicu. Razvijen je Citav
niz heuristika za nalaZzenje priblizne vrednosti y .

Postoji vise teorema koje se odnose na bojenje grafova:

e Svaki planarni graf je 4-obojiv.

e Graf je bihromatski (moZe se odojiti sa dve boje) akko ne sadrzi nijednu
konturu sa neparnim brojem ¢vorova,

Postoji algoritam koji omogucava bojenje grafova, ali on ne govori o minimalnom
broju boja.

ALGORITAM:

1. Definisigraf G
Poredaj ¢vorove prema opadajucim stepenima
Dodeli boju B1 prvom ¢voru, a zatim i svim ¢vorovima koji nisu susedni sa
prethodnim ¢vorom

4. Ponoviti korak 2 sa bojom B2, sa slede¢im neobojenim ¢vorom.

5. Ponavljati korak 3 dok ima ¢vorova i boja.

6. Kraj.

Primer:
Obojiti graf na slici koristeci prethodni algoritam

Ako cvorove poredamo u opadajudi niz prema stepenimaimamo
E,C,G,A,B,D,FH

Prvu boju nanosimo na ¢vor E, i na njemu ne susedni ¢vor A

Drugu boju nanosimo na ¢vor C i zatim na ¢vor D i na ¢vor H

Trecu boju nanosimo na ¢vor G, pa na ¢vor B i nakon toga na ¢vor H.

Znaci potrebno je 3 boje da obojimo ovaj graf. Hromatski broj ovog grafa je 3.
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Primer:
Treba skloniti u magacin 5 hemikalija, ali vodeéi ratuna da hemikalije koje u

dodiru izazivaju hemijsku reakciju ne smeju biti stavljene jedna do druge. Kao je to
moguce uciniti, ako su reakcije hemikalija zadate sledecom tablicom. Koliko je
potrebno skladiSta za drzanje ovih hemikalija.

a d e
a - + + -
b + - + +
o + - + -
d + + + - +
e - + - + -

Ovom problemu mozemo pridruziti sledeéi 4-obojiv graf, odnosno potrebna su 4
skladista.

g PITANJA ZA PONAVLJANJE

Sta su karakteristike grafa?

Sta su biparitivni, a $ta kompletni bipartitivni grafovi.
Definisati stepen ¢vora i stav o vezi izmedu ¢vorova i grana.
Koja je razlika izmedu Ojlerovog puta i Ojlerove konture?

Koja je razlika izmedu Hamiltonovog puta i Hamiltonove konture?
Koja je razlika izmedu Ojlerove i Hamiltonove konture?

Sta su planarni grafovi?

Koji su grafovi izomorfni?

. Definisati tezinski graf.

10 Koja je razlika izmedu matrice incidencije i matrice susedstva?
11.Sta je hromatski broj grafa?

©ONOU A WNE
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ﬂ KLJUCNE RECI

Graf Digraf

Grana Podgraf

Cvor Bipartitivan
Petlja Planaran
Multigraf Izomorfan
Kompletan graf Ojlerov graf
Stepen ¢vora Hamiltonov graf
Put Incidencija
Ciklus Susedstvo

Hromatski broj

@ 7.4. ZADACI

Nacrtati grafove sa:

a) ¢vorovima A,B,C,D i granama

(AB} {AC}.{B,C},{B,D},(C.D}

’

b) ¢vorovima A,B,C,D,E i granama

{AB}.{AC].{B,C},{D,E}

’

Koji je od njih povezan graf?

Resenje:
B
A B
p
A C
J
C [ ]
D
E D

Prvi graf je povezan, drugi nije.
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Odrediti stepene ¢vorova datom grafu.

a b

NN

C d
Resenje:
Cvorovi a i d imaju stepen 2, a ¢vorovi c i a stepen 3.

Dat je graf na slici. Odrediti stepene ¢vorova i proveriti teoremu o broju
¢vorova i grana.

A B

E D
Resenje:
Stepen ¢vorova A, B je 3, stepen ¢vora C je 4 i stepen ¢vorova D,E je 2.
Teorema kaze da zbir stepena ¢vorova, 3+3+4+2+2=14 jednak dvostrukom
broju grana 2.7=14.

Nacrtati nepovezan graf sa 4 ¢vora i 5 grana.

Resenje:

Dat je graf

f e d

a) Koliki je broj grana, ¢vorova i odrediti stepene svih ¢vorova.
b) Da li je ovaj graf regularan (objasniti)?
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10.

Resenje:
a) v=6, e=6.
b) graf nije regularan , zato Sto svi ¢vorovi nemaju iste stepene.

Da li postoji prost graf sa 5 ¢vorova Ciji su stepeni ¢vorova 1,2,3,4,5 ?

Resenje:
Ne postoji. Zbir stepena ¢vorova nije paran broj (1+ 2+ 3+4+5=15).

Koliko maksimalno grana moZze da postoji u grafu koji sadrzi n ¢vorova?

2

Koliko grana ima graf Ciji su stepeni ¢vorova 5,2,2,2,2,1?

Resenje:

Resenje:
Kako je

2e=>d,

gde su d. stepeni ¢vorova, a e broj grana, dobijamo,

2e=54+2+24+2+2+1=>e=7

Da li je moguce 5 gradova povezati putevima tako da iz tih gradova redom
izlazi

a) 4,2,3,0,1 puteva

b) 4,4,4,0,1 puteva?

Resenje:
a) Moguce je. Ako su putevi grane, a gradovi ¢vorovi, imamo da je
2:5=4+2+3+0+1
b) Nije moguce, jer
2:5#4+4+4+0+1

Da li postoji graf sa stepenima ¢vorova
a) 2,4,6,83,;3,1
b) 2,4,6,8,3,3,1,1
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11.

12,

13.

14.

Resenje:
a) Ne postoji, zato Sto broj ¢vorova neparnog stepena, mora da bude
paran broj, a kod nas je 3.
b) Postoji.

Da li postoji prost graf sa 12 ¢vorova i 28 grana, takav da je stepen svakog
¢voraili3ili5?

Resenje:
Postoji, jerje 2-28=5.10+2-3
Dokazati da u svakom grafu moraju da postoje bar 2 ¢vora istog stepena.

Resenje:
Pretpostavimo da tvrdenje nije tacno. Ako graf ima n €vorova, najvedi stepen
koji neki ¢vor moze da ima je n-1. Ostali ¢vorovi su tada 0,1,2,...., n-2. Imali bi
graf gde je jedna ¢vor stepena 0, i jedan n-1, Sto nije moguce. Znaci, nasa
pretpostavka je pogreSna. Dakle u grafu mora da postoji bar 2 ¢vora istog
stepena.

Na jednom Sahovskom turniru svaki igra¢ je odigrao najvisSe jednu partiju sa
svakim drugim igratem. Dokazati da u svakom trenutku na turniru postoje bar
2 igraca koji su do tog trenutka odigrali isti broj partija.

Resenje:

Ako se definiSe graf gde su igraci Cvorovi, a partije grane, onda kao u
prethodnom primeru zaklju¢ujemo da u svakom trenutku postoje bar dva
¢vora parnog stepena.

Nacrtati digraf koji sadrzi skupove V = {a, b,c, d} i

E={(ab) (b.c).(c.c) (b.a),(d.b) (c,d) (d )

Resenje:

- 159 -



15. Nacrtati regularne grafove stepena 0,1,2.

. —— N
O-tog

stepena 1-tog stepena

Resenje:

2-tog stepena

RO,

2-tog stepena

16. Nacrtati kompletne grafove u oznaci K, K, Ky Ky, Kg K,

Resenje:
NN
K, K,
K3
K4 K5 K6

17. Na jednom Sahovskom turniru igraci su podeljeni u dve grupe po 11 igraca.
Svaki igra¢ mora da odigra 7 partija u svojoj grupi i 5 partija sa igrac¢ima iz
druge grupe. Da li je moguce napraviti takav raspored igranja?

Resenje:

Problem moZemo da shvatimo grafovski gde su igraci ¢vorovi, a partije grane.
Pitanje je da li postoji graf sa dve grupe od 11 ¢vorova,gde svaki ¢vor ima 7
grana u svojoj i 5 grana susednog grupi. Podgraf koji sadrZi jednu grupu,

- 160 -



18.

19.

20.

21.

odnosno 11 ¢vorova ne postoji. Po iskazanoj teoremi broj ¢vorova sa neparnim
stepenima je paran broj, a kod nas nije( imamo neparan broj ¢vorova i svi su
neparnog stepena).

Nacrtati kompletan bipartitivni graf koga Cine dva disjunktna podskupa

¢vorova A= {1. 2} i B= {3, 4, 5}.

Resenje:

3 4 5

Koji od grafova na slici je regularan i bipartitivan?

Resenje:
Graf na slici a K4,4 je nije regularan i bipartitivan.

Graf naslicib Kz,z je regularan i bipartitivan.

Nacrtati jedan bipartitivni graf K3,3 i jedan kompletan bipartitivni graf K3,3.

Resenje:

AVANIVA -\

Odrediti najveci broj grana u bipartitivnom podgrafu grafa:
c) Put P, nx2

d) Kontura, C,, n>2
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Resenje:
a) Posto je svaki put bipartitivan graf, max broj grana je n-1 (vidi se sa slike)

a b a b c a b C d
a
c
a //C a’\
b / \
b/ b d

b) Ako je n paran broj kontura je bipartitivan graf i broj grana je n.

22. Grafu sa slike odrediti bipartitivni podgraf sa maksimalnim brojem grana.

Resenje:

Zadani graf nije bipartitivni jer sadZi neparne cikluse 13456 | 25678. Brisanjem
zajednicke  grane(5,6) uklanjamo neparne cikluse iz grafa | dobijamo
bipartitivni podgrafi Ciji je najvedi broj grana 10.

23. Dalisu grafovi na datim slikama Ojlerovi grafovi?

a) b) c)

Resenje:

a) Grafnaje Ojlerov put jerima samo 2 ¢vora neparog stepena,
b) nije ni Ojlerov grag ni put jer ima 4 ¢vora neparnog stepena,
c) jeste Ojlerov graf jer sumu svi ¢vorovi parnog stepena.
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24,

25.

26.

27.

Da li su grafovi na narednim slikama Ojlerovi grafovi?

Resenje:
a) ne; b) ne.

Koji od sledecih grafova imaju Ojlerove konture, odnosno puteve?

Resenje:

a) Jeste i kontura i put. Svi ¢vorovi su parnog stepena.

b) Nije kontura jer ima ¢vorova neparnog stepena, a nije ni put jer ima vise od
2 ¢vora neparnog stepena.

c) Nije kontura jer ima ¢vorova neparnog stepena, ali jeste put jer ima tac¢no 2
¢vora neparnog stepena.

Moze li se jednim potezom, ne dizuéi olovku sa papira nacrtati sledeca figura?

Resenje:
U ovom grafu postoji 5 ¢vorova stepena 3,3,3,3,4, pa prema tome to nije
Ojlerov put. Znaci sliku nije moguce nacrtati ne dizuci olovku sa papira.

Kakvi su grafovi dati slikama ?

a) b)
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Resenje:
Graf na slici a) nema Hamiltonovu konturu, a ima Hamiltonov put, a graf na
slici b) nije ni Hamiltonova kontura ni put.

28. Koji od sledecih grafova imaju Ojlerove konture, odnosno puteve?

a b j
d e
Resenje:

Konture

a) ne, b)ne c)Jda d)ne e)da
Putevi

a) da, b)da c)da d)ne e)da

29. Odrediti grafove koji su:
a) istovremeno Ojlerovii Hamiltonovi,
b) nisu Ojlerovi, a jesu Hamiltonovi,
c) jesu Ojlerovi, a nisu Hamiltonovi,
d) nisu ni Ojlerovi, ni Hamiltonovi.

Resenje:

a

a) Kontura K je i Ojlerov i Hamiltonov graf,

b) Potpuni graf K,, nije Ojlerov, a jeste Hamiltonov graf,
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c) Graf je Ojlerov, a nije Hamiltonov graf,

d) zvezda, K, nije Ojlerov i nije Hamiltonov graf.

30. Nacrtati graf koji ima Ojlerovu konturu, a zatim da nema Ojlerovu, a ima
Hamiltonovu konturu.
Resenje:
Ojlerova kontura

Hamiltonova kontura

31. Dallisusledecigrafoviizomorfni?

Resenje:
Jesu.
Imaju isti broj €vorova, grana, svi ¢vorovi su istog stepena i moZe da se definiSe

bijekcija
. abcdef gh
lt s u v xw y z
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32. Dallisusledeci grafovi izomorfni?

Resenje:

Oba grafa imaju 10 ¢vorova i 15 grana. Stepen svih ¢vorova je 3, ali to jo$ nije
dovoljno da utvrdimo da su izomorfni. Moramo da nademo joS neku
zajednicku osobinu. Jedna od takvih osobina je i postojanje ciklusa odredene
duZine. Graf levo sadrzi ciklus duZine 5, dok graf sa desne strane sadrZi samo
cikluse duzine 4,6,8, i 10. Znaci nisu izomorfni.

33. Dallisusledeci grafovi izomorfni?

a)
a b s t
f W «
h z Y
d c v u
b) t
a bl o
w X
z
d e u
Resenje:
a) jesu
b) nisu
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34. Dat je graf, nadi listu susedstva i matricu susedstva.

b C
a
Resenje:
Lista susedstva
vl |
(b)
bj(a,c)

Matrica susedstva

35. Dat je graf, nadi listu susedstva, matricu susedstva i matricu incidencije.

b
d
a
Cc
Resenje:
vi |
a|(b,c,d)
b| (a,d)
c| (a,d)
d|(a,b,c)

Matrica incidencije
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36.

37.

Matrica susedstva

Data je matrica susedstva

odrediti graf.
Resenje:

abac ad bd cd
all1 1100
bj1 0 010
A:

cl0O1 001
djo0 01 1 1
0111
1 001
A=

1 001
1110
0 01
A=|0 0 O

1 00

*b
L EE—— ]
a C

Data je matrica incidencije, odrediti graf.

Resenje:

Pk O R

=)

O R B

ac bc ab
all 0 1

A=b|0 1 1

, i dobijamo

c/l1 1 0
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a c

38. Nacrtati graf koji predstavlja eko-sistem ishrane u Sumi, ako Zivotinjske vrste
predstavljaju ¢vorove, a vrsta iste hrane vezu izmedu njih. Isto se hrane :Soko,
sova i rakun, soko i vrana , sova i vrana, veverica i rakun, veverica i vrana,
veverica i torbar, detli¢ i torbar, dabar i detli¢, dabar i mis.

Resenje:
rakun
, Sova
torbar veverica
> vrana
e
dabar ms detlic

39. Nacrtati jedan planarni graf i po teoremi izracunati na koliko on oblasti deli

ravan.
Resenje:

R=e-v+2=7-7+2=3, Ovaj graf deli ravan na 3 oblasti.

40. Odrediti hromatski broj grafa sa slike
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41.

Resenje:
Ako Cvorove poredamo u silazni niz V,,V;,V,,V,, Vg, Vg |
Prvu boju nanosimo na ¢vor V, , pana V,

Drugu boju nanosimo na Cvor V; , pa na V; | trecu boji na preostale ¢vorove.
Graf je 3-hromatski.

Na kraju semestra studenti polazu odslusani predmeti. Za svaki ispit postoji
samo jedan termin. Koji je najmanji broj termina potreban ako student polaze
samo 1 ispit u jednom terminu?

Resenje:

Neka je S skup studenata, a N broj svih ispita. Oznacimo sa N1 skup svih
studenata koji polaZzu ispit x i N2 skup svih studenata koji polazu ispit y. Ako je
Nlﬂ N, =(J, onda se ispiti x | y polaZu u razli¢itim terminima. Konstrui$imo
graf sa N c¢vorova | ako u cvorovi x | y spojeni granama, onda je
Nlﬂ N, # & ,odnosno ne postoji student koji bi polagao oba predmeta. Bojenje
ovog grafa , sa k boja odgovara rasporedu ispita sa k termina. Najmanji broj
termina je hromatski broj grafa.
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8.

STABLO

KRATAK SADRZAJ:

8.1. POJAM STABLA
8.1.1. OSNOVNE DEFINICIJE
8.1.2. RAZAPINJUCA STABLA
8.1.3. KORENA STABLA
8.2. BINARNA STABLA
8.2.1. OPSTI POJMOVI I DEFINICIJE
8.2.2. FORMIRANJE STABLA
8.2.3. TRAZENJE I UBACIVANJE ELEMENATA
8.2.4. BRISANJE ELEMENATA IZ STABLA

8.3. PRETRAGE BINARNIH STABALA
8.4. ZADACI

b CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moci ¢ete da:
1. DefiniSete stablo,
2. znate razne osobine koje poseduje stablo,
3. znate $ta su binarna stabla,
4. definisete teoremu koja govori o odnosu broja ¢vorova i grana,
5. opiSete algoritam stabla pretrage.
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8.1. POJAM STABLA

8.1.1. OSNOVNE DEFINICIJE

Stablo ili drvo ( engl. tree) predstavlja najjednostavniju, ali i najvazniju klasu
grafova. Od posebnog interesa su za elektrotehniku i racunarstvo.
Porodic¢na stabla ili organizaciona struktura firme su takode vrsta stabla.

Postoji vise ekvivalentnih definicija stabla. Naveséemo neke od njih.

e Povezan graf sa n (n>1) ¢vorova i n grana naziva se stablo.

Stablo je povezan graf koji ne sadrzi cikluse ili konture.

Stablo je minimalno povezan graf.

Stablo je maksimalni graf bez kontura.

Stablo je graf kod koga su svaka dva ¢vora povezana jedinstvenim putem.

Primer:
Graf na sledecoj slici nije stablo jer sadrzi konturu- ciklus.

Primer:
Neka n gradova treba povezati telefonskom mrezom. Ovu mrezu moZzemo
predstaviti grafom gde su gradovi ¢vorovi, a telefonske linije grane. DuZina
telefonske linije je tezina grane. Ovaj graf mora biti povezan i ne sme imati
konture, znaci u pitanju je stablo.
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Osobine stabla:

e Stablo sadrZi bar dva ¢vora stepena 1.

e Za svaki par ¢vorova (u,v) postoji tacno jedan put koji ih povezuje.

e Udaljavanjem bilo koje grane iz stabla dobija se nepovezan graf, odnosno dva
nova stabla.

o Dodavanjem proizvoljne, nove grane, u stablo dobija se graf koji ima tacno
jednu konturu.

e Svaki povezan neorijentisan multigraf bez petlji sadrZi kao delimicni graf u
obliku stabla.

e Stablo je bipartitivni graf.

X

e Stablo je planarni graf.
e Suma je graf kome su komponente stabla.

8.1.2 RAZAPINJUCA STABLA

e  Razapinjuce ili razapeto stablo ( engl. spanning trees ) T, grafa G, je svako
stablo (podgraf grafa G) koje se dobija iz grafa G uklanjanjem odredenog
broja grana, a da ostane povezano i da sadrzi sve ¢vorove iz G.

e  Svaki povezan graf ima razapinjuce stablo.
Broj razapinjucih stabala na fiksnom skupu ¢vorova n svodi se na odredivanje

broja razapinjucih stabala koji su podgrafovi potpunog grafa K, .

Razapinjuca stabla se Cesto nazivaju i oznacena stabla (engl. labeled trees ).
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Broj razapinjuéih stabala definisan sledecom teoremom.

Kelijeva teorema:
Broj razapinjudih stabala kompletnog grafa K., , ne N, jednak je n"2.

Napomena:
Keli je teoremu definisao 1889g. i dokazao ju je za vrednosti N < 5. Kasnije su mnogi
matematicari uspeli da dokaZu teoremu, tako da danas imamo vise razli¢itih dokaza.

Primer:
Odrediti razapinjuca stabla sa 1,2,3 ¢vora.

1cévor 2 évora

0
1 1 2
3¢vora 2

2TV

Konstruisanje razapinjuceg stabla u sustini je jednostavan postupak, ali obi¢no se
traze stabla koja ispunjavaju neki uslov, napr. min ili max. Za dobijanje razapinjuceg
stabala postoje razni algoritmi, ali najpoznatiji su Primov i Kruskalov algoritam, o
kojima ¢e kasnije biti reci.

Primer:
Grafu sa slike, odgovara sledeé¢e min razapinjuce stablo. Ukupan broj stabala
koji bi se iz ovog grafa mogla napraviti je prema Kelijevoj teoremi 125.

o 2 oB

A ) 4 Al 2 B

1 C 1 2 C
) 2

E 3 D E
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8.1.3. KORENA STABLA

e Stablo u kome je jedan ¢vor posebno oznacen naziva se koreno stablo.
o Cvor na vrhu stabla naziva se korenom (engl.root).

a

e Koreno stablo je uredena trojka T = {VT E; ,V} , gde je T stablo, av koren

stabla.
e Svaki ¢vor korenog stabla povezan je jedinstvenim putem za koren stabla.
e Broj grana na putu od korena do nekog ¢vora predstavlja nivo tog ¢vora.
e Koren stabla ima nivo 0, a najvedi nivo imaju od korena najudaljeniji ¢vorovi.

nivo0

nivol

l nivo 2

e Koreno stablo mozZe da bude i orijentisano. Grane se orijentiSu od ¢vorova
manjih nivoa, ka ¢vorovima visih nivoa. Ulazni stepen korena je 0, dok je
ulazni stepen ostalih ¢vorova u korenskom stablu jednak 1.

o Cvorovi do kojih vode grane koje polaze iz nekog ¢&vora x, nazivaju se sinovi
¢vora x, a sam ¢vor x je njihov otac. Svi prethodni évorovi u odnosu na x
nazivaju se roditelji, a naredni njihovi deca.

e Cvor bez dece naziva se list. Listovi su zavréni &vorovi.
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e Listovi su ¢vorovi stepena 1.
e Ostali ¢vorovi se nazivaju unutrasnjim ¢vorovima.
e Visina stabla je duZina najduzeg moguceg puta od korena do lista.

Korena stabla mogu da se iskoriste za predstavljanje matematickih formula.

Primer:
Napisati koreno stablo koje predstavlja formulu (a+ b) . (C+ d+ a)

a Obdclduva

Koren stabla odgovara formuli, a listovi su ulazne promenljive. Pod stabla
odgovaraju pod formulama.

Primer:
Stabla se mogu iskoristiti da se predstave neki od sloZenih algoritama, gde je glavni
program podeljen na pod programe, kao medusobno nezavisne celine. Kako svaki
od pod programa ima svog samo jednog prethodnika , onda znamo koji su mu
podaci i kako radi. Potprogrami su pod stabla. Na osnovu grafa moZzemo da vidimo
odakle je sve pod program pozvan.

glavni program

programi

- 176 -



Primer:

Razapinjuca stabla, odnosno korena stabla, igraju vaznu ulogu u lokalnim
racunarskim mrezama. Problem sa kojim se sre¢emo je kako poslati podatak-
paket sa jednog racunara na viSe odredista. Kada se podaci Salju ka vise odredista
kroz mrezu ( prva slika ), onda moZe da zbog petlji dode do zagusenja rada mreze,
a zatim i do njenog potpunog otkazivanja. Razlog tome je beskonacno mnogo
paketa koji su namenjeni za isporuku svim ¢lanovima mreze. Druga slika prestavlja
graf ove mreze.

I

i
L

Da bi se problem resio koristi se teorija grafova kojom se zadati graf mreze
transformiSe u razganato stablo. Eliminacijom grana stabla koja u mrezama
predstavljaju redundantne veze dobija se razgranato stablo. U takvoj mreZi ne
postoje zatvorene petlje i ne moZe da dode do zagusenja u saobracaju. Do svakog
racunara u mrezi postoji jedinstvena putanja.

]

=€ KopeH

Huje y GyHKLMU
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8.2. BINARNA STABLA

8.2.1. OPSTI POJMOVI I DEFINICIJE

Binarna stabla predstavljaju jedan od vaznijih pojmova racunarskih nauka.

e Ako je najvedi izlazni stepen, bilo kog cvora stabla, jednak m, tada se to
stablo naziva m- arnim stablom. U posebnom slucaju, ako je m=2, dobijamo
binarno stablo.

U binarnom stablu svaki otac ima najviSe 2 sina i svako dete se posmatra kao

levo ili desno dete.
Ako su u binarnom stablu svi zavrsni ¢vorovi istog nivoa, binarno stablo se
naziva potpuno.

Nivo O

Nivo 1

Nivo 2
Nivo 3

. - k o
Na nivou k postoji tacno 2" &vorova.

Teorema:
Ako potpuno binarno stablo ima pored nivoa 0 jo$ n nivoa, tada je broj ¢vorova v
u stablu jednak

v=1+2+2°+.. . +2"=2"1_1

Broj zavrsnih ¢vorova ( listova)
v+1
[=2"=—=
2

Visina stabla

h=log,(v+1)-1
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Primer:
Graf na prethodnoj slici ima 3 nivoa, znaci ima
v =2*_-1=15 &vorova

15+1

| =2%= =8 listova

h=log,(15+1)-1=3

Binarno stablo je u informatici struktura namenjena ¢uvanju podataka. Cvor

stabla je jedna memorijska éelija.

Stabla generalno, a binarna stabla posebno, koriste se za definisanje, uredivanje
i pretragu podataka. Pomocu njih se svaki podatak moze lako pronadi, utvrditi Sta
nedostaje, dodati ili izbaciti nepotreban podatak.

Da bi se to moglo uraditi mora da postoji neko utvrdeno pravilo, koje se zove
klju¢, a moze da bude numericki ili alfabetski. Dogovorno se uzima da su leva deca su
manija ili jednaka od roditelja, a ¢vor sa najmanjom vrednos¢u je naj levlji. Desna
deca su veda ili jednaka od roditelja, a ¢vor sa najvecom vrednos$cu je naj desniji.

8.2.2.FORMIRAN]JE STABLA

Jedan od algoritama da se od zadatih podataka formira binarno stablo glasio bi:

ALGORITAM:

1. Definise se klju¢ —pravilo

2. pretraga pocinje od korena stabla

3. ukoliko je element veci od oca, idi na desno dete i ponovi ispitivanje
4

ukoliko je element maniji od oca, idi na levo dete i ponovi ispitivanje.

Primer.

Formirati binarno stablo pretrage za slede¢a imena. Zadati kljuc je redanje imena
po abecedi.

Koren stabla je prvo ime u nizu.

Petar, Dorde, Sima, Helena, Stoja, Rista, Dunja, Martin, Vasa i Laza.
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Napomena: abeceda- a,b,c,¢,¢,d,dz,d,e,f,g,h,i,j,k1,1j,m,n,nj,0,p,r,s,s,t,u,v,z,z
Kre¢emo od imena Petar koje ¢emo postaviti za koren stabla.

Posto se ime Dorde nalazi u nizu posle njega, a abecedno je ispred imena Petar
(P<P), on ée postati njegovo levo dete.

Petar
Dorde /

Sledece ime je Sima, koje se nalazi iza imena Petar (S>P), pa ¢e zato postati

njegovo desno dete.
Dorde ,/\

Sledece ime je Helena. Abecedno je ispred imena Petar( H<P) i spustamo se do
levog deteta, Dorde, a kako je abecedno iza imena Dorde(H>D), to je njegovo
desno dete.

borde

Helena
Ako bi ovako nastavili, sledece ime je Stoja, ona je Petrovo desno dete (P<S), a iza

Sime, pa je Simino desno dete ( posmatramo drugo slovo t)

Petar
Dorde, Sma
Soja
Helena

Sledece ime Rista. Abecedno je iza imena Petar (R>P) i spustamo se do desnog

deteta Sime a kao je R abecedno ispred S (R<S), Rista postaje Simino levo dete.
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Petar

Dborde Sma
Soja
Helena Rigta

Ako bi ovako nastavili do kraja dobili bismo stablo

Petar

Porde

Stoja
Dunja

Martin Vasa

Laza

8.2.3. TRAZENJE I UBACIVANJE ELEMENTA U STABLO

Pretraga i ubacivanje elementa u binarno stablo definisana je narednim
algoritmom. Algoritam nalazi trazeni element ili ga ubacuje u stablo ako ga ne nade.

ALGORITAM:

1. Poceti od korena stabla

2. uporedi traZeni element sa korenom stabla

3. ukoliko je element manji od korena, idi na levo dete
4. ukoliko je element veéi od korena, idi na desno dete
5. ponavljati korake 2 i 3 do trenutka

a) nasli smo element uspesno
b) nismo nasli element, dodajemo ¢vor i pridruZzujemo mu element
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Primer.
Dat je graf. Proveri da li se element 20 nalazi u grafu i ako nije ubaci ga.

37
//\ o
13 / \
22 \
7 . M
17
1. Uporedi element 20 sa korenom. Kako je 20<37 predi na levo dete korena,

atoje13

2. Uporedi element 20 sa elementom 13. Kako je 20>13 predi na njegovo
desno dete, ato je 22

3. Uporedi element 20 sa elementom 22. Kako je 20<22 predi na njegovo
desno dete,atoje 17

4. Uporedi element 20 sa elementom 17. Kako je 20>17, a 17 nema desno
dete, unesi 20 kao desno dete od 17.

37

55
13

22 44

17

20

8.2.4. BRISANJE ELEMENTA 1Z STABLA

ALGORITAM:
1. Ako ¢vor v nema dece ukloni ga
2. ako ¢vor vima jedno dete, ukloni ¢vor i zameni ga detetom
3. ako ¢vor ima dvoje dece, prvo idi na desno dete, a zatim levo dete. Redom
uzimaj levo dete svakog narednog ¢vora dok ne naides do ¢vora koji nema
levo dete. Polazni ¢vor v zameni tim ¢vorom i neka njegovo desno dete
postane levo dete njegovog roditelja .
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Primer.
Dat je graf.
37

55

\
\

/
13 /
22 \\
ﬁ "\®
17 14

Ako se ukloni element 17 iz grafa, dobijamo sledeci graf
37

Da bi se uklonio element 37 iz grafa koji ima 2 deteta, prvo idemo na njegovo
desno

dete 55, a zatim na levo dete 44. PosSto ¢vor 44 nema levo dete , on postaje novi
¢vor,

¢vor 14 ce postati levo dete ¢vora 55.

17
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8.3. OBILASCI BINARNIH STABLA

Standardni nacini obilaska ¢vorova binarnih stabala su:

KLD, LKD i LDK, gde L predstavlja levo pod stablo, D je desno pod stablo, K je koren i
oznacava kojim redosledom obavljamo obilazak.

Ako je zadato stablo

M

6. KLD obilazak (engl. preorder) bi bio obilazak kod koga se prvo obilazi koren

zatim levo podstablo i tek onda desno.
ABCDEFGHIJKMI

7. LKD obilazak (engl. inorder) bi bio obilazak kod koga se prvo obilazi
levo pod stablo, zatim koren i tek onda desno.
CBEDFAKIMHGI

8. LDK obilazak (engl. postorder) bi bio obilazak kod koga se prvo obilazi
levo pod stablo, zatim desno i koren i na kraju.

CEFDBKMIJHIGA
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&

PITANJA ZA PONAVLJANJE

Sta je stablo?

Sta je koreno stablo?

Sta je binarno stablo?

Sta je razapeto stablo?

Kako glasi teorema koja povezuje broj ¢vorova i grana u stablu?
Sta je list?

Kako glasi Kelijeva teorema?

Koji algoritmi za pretragu stabala postoje i kako glase?

©NoUAEWDN R

&

KLJUCNE RECI
Stablo Koreno stablo
Drvo Razgranato stablo
Suma Novo
Koren Visina stabla
List Roditelj
Binarno stablo Dete
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@ 8.3. ZADACI

Koji od sledecih grafova predstavljaju stablo?

N, O>\
Sl

Grafovi pod a,b,d su stabla. Graf pod c nije stablo jer sadrzi ciklus.

Resenje:

Nadi dva ne izomorfna stabla sa istim nizom stepena ¢vorova.

S

Ovi grafovi imaju iste stepene ¢vorova 3,2,2,1,1, 1, ali nisu izomorfni jer ne
ispunjanaju ve¢ spomenute kriterijume izomorfnosti.

Tako naprimer :

U prvom grafu ¢vorovi stepena 2 su susedni, a u drugom nisu

U prvom grafu ¢vor stepena 3 ima jednog suseda stepena 1, a u drugom grafu
ima 2 suseda stepena 1.

Ovo su samo neki od kriterijuma koji ukazuju da grafovi nisu izomorfni, aima h
jos.

Resenje:

Iskaznu formulu predstaviti stablom.

((PA=a)A(anr))=-p,
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Resenje:
Svakom pojavljivanju iskaznog slova u formuli odgovara u stablu jedan ¢vor
stepena 1. Ostalim ¢vorovima odgovaraju vrednosti koje se dobijaju primenom

pod-formula.

4. Datim matematic¢kim izrazima pridruziti stabla
b c
a) |a+—|(d-e ab+—
(a:2)@-9 gy

Resenje:

5. Koliko grana ima stablo sa 5 ¢vorova?

Resenje:
Ako su v ¢vorovi, a e grane, dobijamo e=v-1=5-1=4.
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6. Grafu sa slike pridruZiti koreno stablo, koristeéi &vor Vi koren stabla.

Resenje:

v

v3

v0 v2

v4 vb

7. Koristedi dobijeno stablo odrediti:

a) Potomke ¢vora v3,
b) pretke ¢vora v5,
c) roditelje ¢vora v3,
d) decu ¢voravl,

e) listove,

f) nivo ¢vora v3,

g) visinu stabla.

Resenje:
a) v4, v5, b)v3, vi, c)vl, d) vo,v2,v3,
e) vO,v2,v4,v5, f)novo je 1 g) visina je 2
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10.

11.

Nacrtati jedno i binarno stablo i jedno potpuno binarno stablo nivoa 2.

Resenje:

Dato je stablo ¢iji je koren ¢vor a.

Odrediti visinu stabla, nivo ¢vora e, koji je ¢vor roditelj ¢vora i, koji su ¢vorovi
deca ¢vora b?

Resenje:

Visina stabla je 4, nivo ¢vora e je 2, roditelj ¢vora i je ¢vor e, dete ¢vora b je
¢vor a.

Ako potpuno binarno stablo ima 32 lista. Koliko ono ima ¢€vorova i kolika je
visina stabla?

Resenje:

k
Na k- tom nivou ima 2" &vor. Kako mi imamo 32 lista 2 =32 =k =5.
Nage stablo ima 5 novoa, broj &vorova je v=2""-1=2°-1=63.

Koliko ¢vorova ima potpuno binarno stablo sa 4 nivoa?

Resenje:
v=2"1-1=31,
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12. Koliko listova ima potpuno binarno stablo sa 7 ¢vorova?

Resenje:
v+l 7+1
2

| =2¢ = 4.

13. Nacrtati sva stabla sa 4 i 6 ¢vorova.

Resenje:
Sva stabla sa 4 ¢vora mogu imati samo 2 oblika

Sva stabla sa 6 ¢vorova izgledaju:

o —  —0 0 0 o

1
<

14. Nacrtati razapinjuéa stabla sa 4 ¢vora.

Resenje:
Po Kelijevoj teoremi ima ih N"% = 4? =16.
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2 2 32 2 3
AN
1 °*1 4 4° 1 4
2% % 32°—3"2u3
le 41 4el 4e1 4
NN
1 1 ‘Sl 4
I
1 41 4 1 41 4

15. Dato je stablo

Odrediti LKD, KDL | KLD obilaske stabla.

Resenje:
LKD -inorder: DBHEIAFCG

KLD -preorder: ABDEHICFG

LDK- postorder: DHIEBFGCA
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16. Dato je stablo

Odrediti LKD, KDL | KLD obilaske stabla.

Resenje:

LKD -inorder: HDBIEJAFKCG
KLD -preorder: ABDHEIJCFKG
LDK -postorder: HDIJEBKFGCA

17. Dato je stablo

Odrediti LKD, KDL | KLD obilaske stabla.

18. Poredajmo sledece brojeve koristeci algoritam za formiranje binarnog stabla
2,5,3,1,14,11,4.

Resenje:
Ako podemo od broja 2 i postaviéemo ga za koren stabla. Posto je broj 5 vedi
od njega, on postaje njegovo desno dete.

2

-192 -



Sledece broj je 3, vedi je od 2, paidemo do 5, a manji od 5, pa postaje njegovo
levo dete. 5
3

Sledecdi broj je 1. On je manji od 2 i postaje njegovo levo dete.
2

=
(6]

3
Ako bi ovako nastavili dobijamo graf

2

5
3 14

4 4

19. Konstruisati binarno stablo koje sadrzi imena data poredana u abecednom
poretku: Ana, Vanja, Dusan, Mile, Zika, Mladen, Predrag.

Resenje: Ana

Dusan

Mladen

20. Dato je stablo, ubaci u njega

a) Cvor 8
b) Cvor 27
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Resenje:
a) b)

18

26

\ )

.

13

21. Dato je stablo, ukloniti iz njega
a) Cvor F
b) CvorA
c) CvorcC
d) CvorB
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Resenje:
a) b)

22. Dato je stablo,
ukloniti iz njega

a) Cvor G

b) Cvor M

Dodaj u njega

c) CvorE
d) CvorP
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9.

GRAFOVSKI ALGORITMI

KRATAK SADRZAJ:

9.1. OSNOVNI ALGORITMI PRETRAGE
9.1.1. ALGORITAM - PRETRAGA U DUBINU
9.1.2. ALGORITAM - PRETRAGE U SIRINU
9.2. OPTIMIZACIONI ALGORITMI
9.2.1. DIJKSTRIN ALGORITAM
9.3 ALGORITMI ZA FORMIRANJE MINIMALNIH RAZAPINJUCIH
STABALA
9.3.1. PRIMOV ALGORITAM
9.3.2. KRASKALOV ALGORITAM
9.4 ZADACI

0 CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moci cete da:
1. DefiniSete principe grafovskih algoritma,
2. znate algoritam pretrage u dubinu,
3. znate algoritam pretrage u $irinu,
4. vrste algoritama za pronalazenje najkraceg puta,

5. znate Dijkastrin algoritam
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9.1. OSNOVNI ALGORITMI PRETRAGE

Prilikom modeliranja sloZenijih odnosa izmedu objekata Cesto se koriste grafovi.
Oni mogu da modeliraju razli¢ite odnose izmedu objekata tehnike, arheologije do
psihologije, uklju€ujuci i najrazlicitije probleme svakodnevnog Zivota. Najvazniji za
primene su takozvani optimizacioni problemi, kao $to su problemi minimalnog puta,
maksimalne cene, ekonomicnost pravljenja mreze saobracajnica, telekomunikacionih
mreza, do obi¢nog primera pravljenja rasporeda za studente jednog fakulteta.

S obzirom na sloZenost problema i veli¢inu grafova koji se pri tom pojavljuju,
pojavila se potreba za razvojem algoritama pogodnih za njihovu implementaciju na
racunaru.

U grafovskim algoritmima zahteva se pretraga prvenstveno ¢vorova grafa, po
nekom po nekom unapred definisanom pravilu. Pretraga grafova nije trivijalan posao
posto je izbor Cesto viseznacan.

Postoje mnogo algoritama vezanih za razlicite probleme. Mi ¢emo vise
informativno nabrojati neke od njih. Prvo ¢emo videti kao izgledaju algoritmi
pretrage grafova u dubinu i Sirinu, a zatim i jedan od algoritama najkraceg puta.

Postoji visSe nacina za obilazak stabla. Osnovno je da se svi ¢vorovi posete samo
jednom. Na ¢vor se mozZe naici viSe puta ali se samo prvi put poseti. Osnovni algoritmi
za obilazak stabala zasnovani na susedstvu ¢vorova su algoritam pretrage u Sirinu i
algoritam pretrage u dubinu .

9.1.1. ALGORITM - PRETRAGA U DUBINU

Kod algoritma pretrage na dubinu—DFS (engl. depth-first-search)pokusavamo da
napravimo stablo najveée duZine. Kreée se od pocetnog ¢vora do suseda. Zatim se
poseti jedan ne posecen sused prethodnog. Kada put kojim se krene stigne do kraja,
obrazujemo list, vraiamo se do roditelja tog lista i pokuSavamo da napravimo novi
put. Na roditelje se vraéamo samo kada isprobamo sve moguée puteve koji kre¢u od
njegovog deteta.

Kod algoritma pretrage na dubinu svi ¢vorovi moraju biti oznaceni i sve njegove
grane tokom izvrSavanja algoritma prelaze se bar jedanput.
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ALGORITAM:

1. Algoritam pocinje od proizvoljnog ¢vora u grafa G(V, E) koji proglasavamo
korenom stabla.

2. Zatim biramo ¢vor v koji je njemu susedan i formiramo novu granu (u,v). Sa

V, cV obelezimo skup ¢vorova koje smo presli, a sa E, € E skup novih

grana koje prodajemo stablu.
Na tom putu treba ¢vorove redom obelezavati da bi ih prelazili samo
jedanput.

3. Proverava se da li je ¢vor w susedan ¢voru v i da li je grana (v,w) vel

pridodata. Ako nije, pridodajemo je, odnosno évor WeV,, a grana (V, W) € E,. Ako
grana (v,w) ve¢ postoji, to je povratna grana, mi ostajemo na ¢voru v i biramo mu
novi susedan ¢vor ako je to moguce. Bilo koja grana grafa G mora da bude ili grana
stabla ili povratna grana.

Ovi algoritmi su jednostavni i prilagodljivi rekurzivnim algoritmima.

Primer:
Dat je graf na slici. Formirati stablo primenom algoritma pretrage da dubinu.
Bilo koji od ¢vorova moZemo izabrati za koren stabla.

Izabrali smo da je koren stabla ¢vor c.

Cvor c ima 3 susedna ¢vora. Od naseg izbora u ovom koraku zavisice izgled stabla.
Znaci mozemo dobiti stabla razli¢itog izgleda.

Ako izaberemo ¢vor a i granu (c,a) dodajemo skupu grana E1. Posto je cvor a list,
vraéamo se ¢vor ci trazimo njemu novi susedan ¢vor.

To moze da bude cvor b igranu (c, b) dodajemo skupu E1. Posto je i ¢vor b list,
vracamo se u ¢vor c i trazimo novi njemu susedan c¢vor.

To je ¢vor e. Cvor e ima 2 susedna ¢vora i dva moguca izbora za izgled grafa. Ako
izaberemo c¢vor d, granu (e, d) dodajemo skupu E1 i nastavljamo ka ¢voru f. Iz
¢vora f u ¢vor e mozemo samo povratnom granom, jer je ¢vor e vec upotrebljen i
dalje ka ¢voru g. Dodajemo granu (f, g), zatim idemo ka ¢voru h i dodajemo granu

-198 -



(g,h). 1z h moZemo povratnom granom u f, jer je ¢vor f ve¢ upotrebljen,vracamo
se u ¢vor hiigranom (h,i) do idemo do i. Kako je ¢vor i list vracamo se u cvor h,
njemu dodajemo granu (h,j) do susednog ¢vora j i konacno granu (j, k) do lista k.

//I/I\/I\\ﬂ\

C
abe
d
f
9 g
h h
c c .
i
abe abe
d d
f f
|
i i i
k

9.1.2. ALGORITAM - PRETRAGA U SIRINU

Kod algoritam pretrage u Sirinu —BFS (engl. breadth-first-search) cilj je da dobi-
jemo stablo najvece Sirine.

Pocinje se od proizvoljnog ¢vora u, povezanog grafa G koji proglasavamo korenom

stabla. Ideja je da se sistematicno ispitaju grane grafa da bi se otkrio svaki ¢vor koji je
susedan sa u.

Zatim biramo sve cvorove koji su njemu susedni i formiramo nove

grane. Prvi dobijeni ¢vorovi su nivoa 1. Sada uzimamo svaki od ¢vorova nivoa 1 i za
svaki ¢vor koji je njemu susedan, a ranije nije uzet dodajemo novu granu. Cvorovi
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koje smo dodali u ovom koraku imaju nivo 2. Postupak ponavljamo sve dok stablu ne
dodelimo sve ¢vorove grafa G.

Dobio je naziv po tome Sto se granica otkrivenih i neotkrivenih ¢vorova Siri kroz
graf. Algoritam prvo otkriva ¢vorove na udaljenosti k, pa tek onda na udaljenosti k+1
od pocetnog v.

ALGORITAM:
1. Algoritam pocinje od proizvoljnog ¢vora a , grafa G(V, E) koji proglasavamo
korenom stabla.

2. Neka L(v) oznacava nivo na kome je ¢vor dodat, V, predstavlja skup ¢vorova

novog razapetog stabla, E, skup grana novog razapetog stabla.

Tada je L(a)=0 iaeV,.

a b

3. Kako su évorovi b, ¢, d susedni évoru a, njihov novo postaje 1iimamo da je

L(b): L(C): L(d)zl, ¢vorovi b,c,d €V, , agrane
(a,b),(acc),(a,d) ek,

a

m nivo 0
b c d nivol

4.  Razmotrimo sada sve ¢vorove novoa 1.
Pocinjemo od ¢vora b i posmatramo njemu susedne koji do sada nisu

iskoris¢eni. To je samo ¢vor e. Sada je €€V, L(e) =2, (b, e) € E, . Posto je
¢vor f susedan ¢voru c, a nije iskoris¢en imamo i da je
f eV, L(f)=2(c, f)eE,.Razapeto stablo sada izgleda:
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nivo0

b c d nivol

e nivo 2
g
Primer:
Datom grafu napraviti razapeta stabla primenom algoritma pretrage u dubinu u

Sirinu a f

9.2. OPTIMIZACIONI ALGORITMI

Za reSavanje optimizacionih problema koriste se teZinska stabla. Optimizacioni
zadatak se svodi na zahtev da se nade razapinjuce stablo cija je teZina najmanja. U
praksi ovakvih problema ima mnogo. Postoje mnogi algoritmi za njihovo resSavanje,
kao Sto su: Kruskalov, Primov, Dijkastrin i mnogi drugi.
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9.2.1. DIJKSTRIN ALGORITAM

Dijkstrin algoritam je jedan od najpoznatijih algoritama za nalazenje najkraceg
puta u grafu. Dobio ime po holandskom informati¢aru Edsheru Dejkstri (1930-2002).
Koristi se i za orijentisane i neorijentisane grafove sa ne negativnim tezinama.

Na primer, ako cvorove predstavimo kao gradove, a vrednosti grana kao
rastojanja izmedu gradova koji su direktno povezani, Dijkstrin algoritam nalazi
najkradi put izmedu dva grada, najbrzi put, najjeftiniji put i sli¢no.

Neka je dat teZinski usmereni graf G(V,E). Svaka grana iz E, predstavljena je
parom c¢vorova (u,v) i odredenom teZinom w. TeZina svake grane moZe se predstaviti
kao rastojanje izmedu dva ¢vora koje ona povezuje.

Duzina puta, d , izmedu dva zadata ¢vora je suma tezina svih grana na putu od
pocetnog do krajnjeg ¢vora. Za dati par ¢vorova s i tiz V, gde je s poCetni, a t krajnji
¢vor puta, Dijkstrin algoritam nalazi vrednost najkraceg puta d.

Dijkstrin algoritam je pohlepni algoritam koji se zasniva na pamcenju vrednosti d
trenutnog najkraéeg puta od polaznog ¢vora s do nekog ¢&vora v. Za pocetni ¢vor ta
vrednost najpre iznosi 0, tj. d(s)=0, a za ostale Cvorove se uzima vrednost
beskonacno. Pri prestanku rada algoritma, d dobija vrednost najkradeg putaizsut, ili
vrednost beskonacno, ukoliko takav put ne postoji.

Osnovna operacija Dijkstrinog algoritma je oslobadanje grana. Ukoliko postoji
grana iz u ka v, tada trenutno najkraci put iz s u v, odnosno d(v) moZe dobiti kao
vrednost sume d(u) i teZine grane (u, v). Dakle, njegova duZina ¢e iznositi d(u)+w(u,
v), ukoliko je ova vrednost manja od d(v). Proces oslobadanja grana se nastavlja sve
dok vrednost d ne odredi najkradi putizsut.

Tokom izvrSavanja algoritma izdvajaju se dva skupa ¢vorova V i V.u skupu \V
su oni ¢vorovi za koje je poznata vrednost d(v), a u skupu V svi ostali. Na pocetku je

skup \V prazan, a u svakoj iteraciji jedan ¢vor se premestaizVV u Vi postaje 'stalan
¢vor. To je onaj ¢vor koji ima najmanju vrednost. Na kraju se oslobadaju sve grane
(u,v) gore opisanim postupkom.

Obrnutim obilaskom ¢vorova dobija se najkradi put.

ALGORITAM:
1 korak

d (S) =0, p(Vi) =0 definiSe se pocetni évor ( d je duZina, a p oznaka za

prethodni ¢vor)

d (Vi ) = 0, (\/I) =0 pocetno stanje za ostale ¢vorove
V= {S} polazni ¢vor je stalan ¢vor
teV
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2 korak

Za svaki V, gV

d(u)=mind(v) bira se évor sa minimalnom udaljeno$¢u
V=V+ {u} novi &vor postaje stalan

3 korak

Ispitujemo udaljenost ostalih ¢vorova koji nisu u \V
It d(v;)>d(u)+w(u,v) then

d(v)=d(u)+w(uv) i p(v)

end

u

Primer:

Dat je graf na slici, sa zadatim teZinama izmedu dva ¢vora.
Nadi minimalni put od ¢vora A do ¢vora Z.

Krenu¢emo od ¢vora A ka ostalim ¢vorovima. Cvor A koji je polazni ima koordinate
(0,0), postaje stalan évor, a simboli¢ki ga obelezimo sa A(0,0)

Za ostale c¢vorove prva komponenta uredenog para oznacava duZinu najkradeg
puta do tog ¢vora u tom trenutku, a druga komponenta oznacava prethodni ¢vor na
najkra¢em putu. Dok se put ne pronade ¢vorovima se pridruzuje par (0,0) .

Ideja algoritma je da postepeno svi ¢vorovi postanu stalni.

B(«,0) 6 D(,0)
A(0,0 7
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Susedni ¢vorovi ¢voru A su B i C, i dodeljujemo im vrednosti, cvoru B (4,A) ,a
¢voru C (3,A).

C(3A) 11 E(«,0)

Uzimamo manju od dodeljenih vrednosti, to je 3 i cvor C(3,A) i postaje stalan cvor.

Vracajucéi se na prethodni korak posmatramo privremene ¢vorove B, D, E koji su
susedni sa C. U svakom od slucajeva dodajemo razdaljinu AC razdaljini do
posmatranih ¢vorova. Za ¢vor B imamo 3+2=5, za D imamo 3+9=12, za E imamo
3+11=14.

B(4,A)ili(5C) g D(12,C)

W Z(,0)

Najmanja od svih razdaljina je ona koja je ve¢ dodeljena ¢voru B, B(4,A), i on
postaje novi stalni ¢vor.

B(4,A) 6 D(12,C)

[0
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Iz ¢vora B mozemo samo u ¢vor D i njegova razdaljina bi bila 4+6=10.

B(4,A)| & D(12,C)ili(10,B)

To rastojanje je manje od veé pridruzene vrednosti ¢vora D(12,C),kao i od
udaljenosti 14 za c¢vor E, pa ¢vor D postaje stalni sa koordinatama D(10,B).

B(4,A) 6 D(10,B)

Iz évora D mozemo u ¢vorove E i Z. Za ¢vor E imamo 10+3=13, za Zimamo
10+7=17.

B(4A)| 6 |D(10,B)

PosSto nova razdaljina ka E manja od one koja je ve¢ dodeljena ovom
cvoru, a bila je E(14,C), menjamo vrednost ¢vora E u £(13,D) i on postaje novi
stalni ¢vor.
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B(4,A) 6 D(10,B)
7
- ° /9 3 > zanp)
3 3
CiA] 1 [E@3D)

Iz ¢vora E mozemo u ¢vor Z duzinom puta 13+3=16.

B(4,A)| 6 |P (10,B)
0 5 ; d 7,D)ili (16, E)
9
3 3
CGA] U [E@BD)

Posto je ta vrednost manja od ve¢ dodeljene vrednosti ¢voru Z, on postaje stalni

¢vor sa koordinatama Z(16,E).

B(4,A)

D(10,B)

Najkraci put je ABDEZ duzine 16 (Cvorove na putanji citamo od kraja).

Napomena: Ako dva ili viSe ¢vorova imaju istu duzinu, bira se bilo koji od tih

¢vorova po izboru i proces se nastavlja.
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9.3. ALGORITMI ZA MINIMIZACIJU RAZAPINJUCIH
STABALA

Ve¢ smo naglasili da grafovi, a posebno stabla imaju veliku primenu u
svakodnevnom Zivotu.
Pretpostavimo da imamo problem:
n gradova treba povezati putevima tako da uvek postoji put izmedu dva grada. Ako
znamo cenu puta izmedu svaka dva grada, kako projektovati mrezu puteva da ukupni
troskovi izgradnje budu minimalni .

Ovaj problem moZe se svesti na primenu grafova, odnosno trazenja “najpo-
voljnijeg” nacina za povezivanje svih vrhova grafa (gradova), tj. na problem trazenja
najmanjeg ili minimalnog razapinjuéeg stabla.

Minimalno razapinjuce stabloT je ono stablo grafa G(V,E), takvo da je teZina
stabla T(V, V; )manja ili jednaka teZini bilo kog drugog razapinjuceg stabla grafa G.
Najmanje razapinjuce stablo ne mora biti jedinstveno.

Postoji vise algoritama za odredivanje minimalnih razapinjucih stabala, ali su
najpoznatiji Primov i Kruskalov algoritam.

9.3.1. PRIMOV ALGORITAM

Ovim algoritmom pokuSavamo da od zadatog teZinskog grafa napravimo
minimalno razapinjuée stablo. Ideja je da se odredi poskup grana koje formiraju
stablo ukljuc€ujuci sve ¢vorove polaznog grafa tako da teZina stabla bude minimalna.

U pocetku je stablo prazno pa ga pocinjemo graditi dodavanjem proizvoljnog vrha
iz skupa ¢vorova pocetnog grafa. Postepeno dodajemo grane u stablo, povezujudi
jedan c¢vor koji se ve¢ nalazi u stablu i jedan koji se u njemu ne nalazi, pazedi pri tome
da je teZina te ivice minimalna. Postupak se nastavlja dok ne poveZzemo sve ¢vorove
zadatog stabla.

Na kraju rada algoritma dobijeno stablo predstavlja minimalno razapinjuce stablo.
Nosi naziv svoga tvorca inZenjera i matematicara Roberta Prima ( 1921)

ALGORITAM:
Algoritam se moze prikazati slede¢im opisom:

1. lzabere se proizvoljni ¢vor iz G i stavi se u stablo T.
2. lzabere se grana najmanje tezine iz skupa grana koje sadrze prethodni ¢vor i
obrazuje se stablo T,
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3. Dok je broj ¢vorova stabla < broja ¢vorova grafa, ponavljati postupak

4. lzaberi ¢vor koji ne pripada stablu, a susedan je nekom ¢voru iz stabla, a pri
tome je teZina ivice koja ih spaja minimalna.

5. Stavi taj ¢vor zajedno s njemu pripadajuéim granom u stablo.

6. Postupak ponavljati sve dok svaki ¢vor grafa G ne bude u stablu.

Primer:
Od datog tezinskog grafa sa slike, formirati minimalno razapinjuée stablo koristedi
Primov algoritam.

a 2 b

e 3 d

Biramo jedan ¢vor proizvoljno za pocetni ¢vor, koren stabla.
Neka je to ¢vor a.

2

Iz ¢vora a mozemo da stignemo u ¢vor b sa udaljenos¢u 2, zatim u ¢vor d sa
udaljenoscu 3 i u ¢vor e sa udaljenos¢u 1. Kako je ¢vor e na najmanjoj udaljenosti
od a, pridodacemo ga stablu kao i njegovu granu (a,e).

a 2 b
3. 7 4
1w
4 c
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 2
e 3 d

Sada posmatramo oba ¢vora novog stabla a i e. Njihove udaljenosti do ¢vorova
grafa su: iz a do b duZina 2, iz a u d duzina 3, iz cvora e u b duzina 4,izeud
duzina 3. Najmanja duZina je 2, iz a u b, tako da ¢vor b i granu (a,b) pridodajemo
stablu.

Proces se nastavlja. Sada posmatramo ¢vorove b i e. Najmanja udaljenost je iz b u
d duzine 2, tako da stablu pridodajemo ¢vor d i granu (b,d).
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| konaéno, iz b u ¢ mozemo granom duzine 4, a iz d u c granom duzine 2, pa
dodajemo ¢vor c i kracu granu (d,c).

Razapeto stablo bi izgledalo
a

9.3.2. KRUSKALOV ALGORITAM

Kruskalov algoritam je jo$ jedan od algoritama koji odreduje razapinjuée stablo
minimalne duzine.

Algoritam:

1. Poceti sa grafom koga sacinjavaju samo ¢vorovi grafa G,
tj. iz originalnog grafa ukloniti sve grane.

2. Sortirati sve grane L grafa G u ne opadajuci niz prema njihovim
duZinama.

3. Dodavati grane inicijalnom grafu po sortiranom redosledu vodedi racuna
o tome da se ne formira kontura.

4. Ponavljati korak 3 sve dok broj dodatih grana ne bude n - 1.
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Drugi nacin

1. Uoditi bilo koju konturu grafa.

2. lz uocene konture iskljuciti granu sa najveéom duzinom.
3. Ponavljati korake 1i 2 sve dok ne ostane n - 1 grana, tj. dok ne bude

vise kontura.

Primer:

Od datog tezinskog grafa sa slike, formirati minimalno razapinjuce stablo koristeci

Kruskalov algoritam.

Resenje: | nadin:

Popisacemo sve grane grafa i njihove duzine i sortirati ih u ne opadajudi niz:

grane duzina sortirana grane duzina
(a,b) 8 (e,h) 1
(a,c) 11 (c,e) 2
(b,c) 3 (f,h) 2
(b,d) 3 (b,c) 3
(c,e) 2 (b,d) 3
(c,f) 6 (h,i) 3
(d,8) 5 (d,e) 4
(e,h) 1 (d,8) 5
(f,h) 2 (g,h) 6
(h,i) 3 (c,f) 6
(8,i) 7 (8,i) 7
(g,h) 6 (a,b) 8
(d,e) 4 (a,c) 11

Ne koristiti grane koje bi stvorile konture. To su grane (a,c), (d,e), (g,h), (g,i) i (c,f).
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Primenjujuci Kraskalov algoritam, dobija se resenje prikazano na slici.

ResSenje 2 nadin:

Pocec¢emo od zadatog grafa i uociti npr. konturu (a, b, c, a). Od grana koje
sacinjavaju ovu konturu biramo onu sa najvecom duzinom i brisemo je. To je
grana (a, c). Sve uocene konture i izbrisane grane su date u sledecoj tabeli:

Kontura Grana koja se brise
(1,2,3,1) (1, 3)

(2,3,5,4,2) (4, 5)
(2,3,5,8,7,4,2) (7, 8)
(2,3,5,8,9,7,4,2) (7,9)

(3,5,8,6, 3) (3, 6)

Nakon ovog postupka dobili smo graf
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g PITANJA ZA PONAVLJANJE

Za §ta sluze grafovski algoritmi?

Za koje grafove koristimo algoritme pretrage u Sirinu i dubinu?
Koji je osnovni princip algoritma pretrage na Sirinu?

Koji je osnovni princip algoritma pretrage na dubinu?

vk wnN e

Koji je osnovni princip Dijkastrinog algoritma ?

ﬂ KLJUCNE RECI

Razapeta stabla
Pretraga

Dubina

Sirina

Povratna grana
Pohlepni algoritam
Stalni ¢vor
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Q

9.3. ZADACI

1. Uocimo graf na slici. Napraviti njegovo razapinjuée stablo koristeci algoritam
pretrage u Sirinu uzimajuci ¢vor a za polazni.

d
Resenje:
a .
nivo 0
/\c d nivol
e nivo 2
2. Grafu sa slike odredi jedno stablo koristeéi algoritam pretrage u dubinu,
uzimajudi da je koren stabla:
a) cvor a,
b) cvor b,
c) ¢vorc.
Resenje:

a)

b a C
X?
f g h
a b P o ¢
[ d a e
b
q e f cb h
h e d
g g
f h f
g
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3. Za zadati graf napraviti razapeto stablo primenom pretrage na dubinu i Sirinu.

Resenje:

4. Dat je graf na slici, sa teZzinama izmedu dva ¢vora. Naéi minimalni put od évora

Vo do évora v koriste¢i Dijkastrin algoritam.

Resenje:
v, 4 Vi 3 V%
2
\' 3 1 1
6
Vi 5 v,
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2 4 3
V(2.0 3 1
6 1
vy (0,0) ° v, (,0)
V(0,0 V5(0,0) v, (0,0)
2
V(o0
1
6
Vl(oo,O) 5 V4(oo,0)
V,(,0) V4(3Y%,)  [%(0.0)
2 4/ 3
V(o0
3 { 1
6
(0 2 v (Ly,)
V,(2,0) V4(3%,)  |%(0.0)
( 2 5/ 3
V(o
3 4 1
6
vl(oo,O) > V4(:LV0)
V,(,0) %(3v)  [%(0,0)
( 2 4 /0 3
V{0
3 4 1
6
v(6v,) ° v, (1vy)
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VZ(OO’O) V3(31Vo) VO(O'O)
( 2 4 3
V(o
3 4 1
6
vi(6,v,) 5 v, (L)
v2(7.,v3) v (3Y%) |%(0.0)
2 4 3
V(o
3 { 1
6
v1(6,v4)ili(4,v3)5 v, (L)
V2(7.'V3) V3(3’Vo) VO(O’O)
2 4 3
V(00,0
1 1
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Najkradi put je V,V,V,V duZine 9.
5. Dati su grafovi na slici, sa teZinama izmedu dva ¢vora. Naci minimalni put od
¢vora P do ¢vora Q, koristeci Dijkastrin algoritam.

a) A 3 B g C
3
4
P 2 2 9
4 2
D %g 4

Resenje:
Minimalni put je dat sa PABFQ. DuZina puta je 9.
Minimalni put je dat sa PAECQ. DuZina puta je 9.
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6. Odredi najjeftiniju kartu od Bostona do Los Andelesa, ako je mreZa linija data
na sledeéem
grafu.

Boston

Cikago 900%

San Francisko

Njujork

Denver

7100$

Los Andeles
Dalas

Resenje:
Najjeftinija je karta preko je Cikaga i kosta 230085.

7. Dati su grafovi na slikama, sa teZzinama izmedu dva ¢vora. Naéi minimalni put
od ¢vora A do ¢vora G, koristedi Dijkastrin algoritam.

a) B g C

Resenje:
ADFG duZine 5
AEFG duzine 10

-218 -



7. 0Od datog teZinskog grafa sa slike, formirati minimalno razapinjuce stablo
koristeéi Primov algoritam.

A 6 B
P )
2 2 5 7
(i,,,,,,,,,,,,,l 77777 Oi:// E e 3 fffffffff ® |
\\\\\\\\ D \\\3 4
@
G S5 H

Resenje:

Biramo jedan ¢vor proizvoljno za pocetnu tacku, koren stabla.

Neka je to ¢vor C.

Iz ¢vora C mozemo da stignemo u ¢vor A sa udaljeno$éu 2, zatim u cvor D sa
udaljenos¢u 1 i u ¢vor G sa udaljenoscu 4. Kako je ¢vor D na najmanjoj udaljenosti
od C, pridodaé¢emo ga stablu kao i njegovu granu (CD).

A 6 B
. X

2 2" 2 7

CE N 3
- o F

\\\\\ D \\\3 4

4 1
*— _ @
G 9 H

Sada posmatramo oba ¢vora novog stabla C i D. Njihove udaljenosti do ¢vorova grafa
su: iz C do A duZina 2, iz C u G duZina 4, iz ¢vora D u B duzina 2, iz D u H duZina 3.
Kako imamo dva ¢vora iste udaljenosti biramo jedan proizvoljno. Uzmimo ¢évor C,
tako da ¢vor Ai granu (CA) pridodajemo stablu.

A 6 B
LZ/’/‘L 7
& 2
C\ L oo Eo— 3 oF
*—————@
G 5 H

Proces se nastavlja. Sada posmatramo ¢vorove C,A i D. Najmanja udaljenost je iz D u
B duZine 2, tako da stablu pridodajemo ¢vor B i granu (DB).
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Grana AB ne moze nikada da se pridoda stablu jer sa ostalim ve¢ pridodatim granama
¢ini konturu. Posmatramo ¢vorove C, B, D | najmanja udaljenost je iz D ka E duZine 2,
Cvor E | granu (BE) dodajemo stablu.

8. 0Od datog tezinskog grafa sa slike, formirati minimalno razapinjuce stablo
koristeéi Primov algoritam.

-a
5. 7 g¢
d7 ffffffffff ) i:x(b/’”/
P ,:/:/‘;’e
5 3
64
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Resenje:

9. Postoje¢a mreZa puteva izmedu mesta treba da se asvaltira. Na slici su date
kilometraze izmedu mesta. Koriste¢i Primov algoritam napraviti minimalnu
mrezu puteva koji se moraju asvaltirati, tako da sva mesta budu povezna.

.}geil_e;glsi_m 14 Qankamen
o 4 Sae O
i e L7
09 ;;;;; - 13
Indija™__ 10 6
12 5 Krcedin
e Beska
Resenje:
Ako je Indija koren stabla onda je minimalna mreZa puteva data na slici
clegis Sankamen

Indija
/ Krecedin
Beska

10. Od datog teZinskog grafa sa slike, formirati minimalno razapinjuée stablo
koristedi Kruskalov algoritam.
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Resenje: | nacin:
Popisa¢emo sve grane grafa i njihove duZine i sortirati ih u ne opadajudi niz:

grane duzina sortirana grane duZina
(a,b) 3 (b,d) 1
(a,e) 2 (a,e) 2
(a,8) 8 (d,e) 2
(b,d) 1 (a,b) 3
(b,c) 6 (f.8) 3
(d,c) 4 (e,f) 4
(d,e) 2 (d,c) 4
(e,f) 4 (f,c) 5
(f,g) 3 (b,c) 6
(f,c) 5 (a,8) 8

Ne koristiti grane koje bi stvorile konture. To su grane (a,b), (b,c) i (f,c), (g,f).
Primenjujuci Kruskalov algoritam, dobija se resenje prikazano na slici.

Resenje 2 nacin:
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Pocec¢emo od zadatog grafa i uociti npr. konturu (a, b, d,e, a). Od grana koje
safinjavaju ovu konturu biramo onu sa najve¢om duZinom i briSemo je. To je grana
(a, b). Sve uocene konture i izbrisane grane su date u sledecoj tabeli:

Kontura Grana koja se brise
(a, b, d, e,a) (a,b)

(d, c, f, ed) (f, c)

(b,d, c, b) (b,c)

(a,efga) (a,8)

Nakon ovog postupka dobili smo graf

11. Od datog teZinskog grafa sa slike, formirati minimalno razapinjuée stablo
koristeci Kruskalov algoritam.
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Resenje:

12. Datom grafu
pridruzi minimalno razapinjuce stablo koriS¢enjem:
a) Primovog algoritma
b) Kruskalovog algoritma
c) iodredinajkraci put od ¢vora A do ¢vora F primenom Dijkastrinog
algoritma
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10.

BULOVA ALGEBRA

KRATAK SADRZAJ:

10.1. OSNOVNI POJMOVI
10.1.1 DEFINICIJA I AKSIOME
10.1.2 OSNOVNE TEOREME
10.2. BINARNA BULOVA ALGEBRA
10.2.1. BULOVE FUNKCIJE
10.3.1. KONJUKTIVNE I DISJUNKTIVNE FORME
10.3. PRIMENA U RACUNARSTVU I TEHNICI
10.3.1. BINARNI BROJNI SISTEM
10.3.2. PREKIDACKE SEME I LOGICKA KOLA
10.3.3. UPROSCAVANJE PREKIDACKIH SEMA I LOGICKIH KOLA
10.4. ZADACI

0 CILJEVI UCENJA:

Kada ovo poglavlje proucite moc¢i Cete da:
1. Defini$ete Bulovu algebru,
2. znate definicije, aksiome i teoreme ove algebre,
3. defini$ete binarnu Bulovu algebru,
4. znate da napravite disjunktivnu i konjuktivnu formu Bulovih funkcija,

5. pravite razliku izmedu prekidackih i logickih kola.
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10.1. OSNOVNI POJMOVI

Matematicari kazu da je 1+1= 2, a informaticaridaje 1+1=1. Ko je u pravu? U
pravu su i jedni i drugi, jer svako posmatra sa svog stanovista. Informaticari se
pozivaju na Bulovu algebru koja predstavlja teorijsku osnovu rada savremenih
raCunara.

Osnovno nacelo Bulove algebre zasniva se na Cinjenici da logicki izrazi mogu biti
samo tacni i netacni. Tvrdenja nikada ne mogu biti delimicno tacna ili delimicno
netacna.

Algebra koja analizira ovakva tvrdenja, sazZima matematicku logiku i teoriju
skupova u algebru i daje teorijsku osnovu savremenih racunarskih nauka naziva se
Bulova algebra.

Bulova algebra sluzi da se dizajniraju elektronska kola od kojih se sastoje
savremeni racunari.

10.1.1. DEFINICIJA T AKSIOME

Neka je B ne prazan skup u kome su definisane dve binarne operacije,
sabiranje(+) i mnoZenje (.) i jedna unarna operacija, komplement ("ili-),a 0il su
elementi iz skupa B, tada skup

{B,+-01

nazivamo Bulovom algebrom, ako za bilo koje elemente skupa a,b,c iz skupa B
vaze aksiome:
e zatvorenosti

a+beB, a-beB

komutativnosti

a+b=b+a, a-b=b-a
distributivnosti

a+(b-c)=(a+b)-(a+c),
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

postojanje neutralnog elementa

a+0=a a-l=a
e postojanje inverznog elementa
a+a=1 a-a=0

Element O zove se nula element, a element 1 se zove jedini¢ni element.
a’ = A zove se komplement od a.
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Operacije + i . zovu se sabiranje i mnoZenje.

Oznaka za operaciju . se Eesto ne pise, ve¢ se koristi oznaka a-b=ab.

Usvajamo i klasicne konvencije prioriteta operacija. Najveéi prioritet ima ope-
racija komplementa (-), zatim mnoZenja (.) i najmanjeg prioriteta je operacija
sabiranja (+).

10.1.2. OSNOVNE TEOREME

Neka su a,b,c elementi Bulove algebre B, tada vaZe sledeée teoreme, odnosno
zakoni:

e zakon asocijacije
(a+b)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c)
e zakon idempotencije
ata=a, a-a=a
e zakon nule
a+l=1 a-0=0
e zakon apsorbcije
a+a-b=a, a-(a+b)=a
e zakon involutivnosti
a=a
e De Morganovi zakoni

(a+b)=a-b, (a-b)=a+b
e zakon komplementa za neutralne elemente
0=1 1=0
e zakon saZimanja
a-b+a-b=a, (a+b)-(a+b)=a

Ako je A Bulov izraz, pod dualnim Bulovim izrazom podrazumeva se izraz koji se
dobija kada se u izrazu A operacije + zameni sa . i obrnuto, a konstante 0 i 1 se
zamene njihovim komplementima.
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10.2. BINARNA BULOVA ALGEBRA

Bulova algebra moZze da bude definisana na proizvoljnom skupu elemenata, ali
njena primena u digitalnoj tehnici je ograni¢ena na binarnom skupu {0,1}.
Bulova promenljiva moZe da uzima vrednost iz skupa {0,1} , ali ne u isto vreme.

7

Ako se na skupu {0,1} definiSu operacije +, . , ’, odnosno V,A,—, prema

tablicama dobija se Bulova algebra, koja se naziva i prekidacka algebra. Prekidacka
algebra je dakle Bulova algebra na skupu od dva elementa.

+ ] 11]0 * 110
1 1 1 1 1 0
0 1 0 0 0 0

dok je 0'=1, 1’=0.

12.2.1. BINARNE BULOVE FUNKCIJE

Nekaje F =F (P, P,..... B,) nekaformula, gde su Pi» P2:--- Py iskazna slova ili

Bulove promenljive. Bulove funkcije se mogu definisati na skupu sa proizvoljno
mnogo elemenata, ali za projektovanje digitalnih racunara koristi se isklju€ivo binarni
brojni sistem.

e Bulova funkcija je svako preslikavanje F : {O,l}n - {0,1}.

e Elementi skupa {O,l}n su uredene n-torke p,, P,,....P, € {0,1}

e Ovakve Bulove funkcije nazivaju se i prekidacke funkcije.

e Takvih n-torki ima 2" a funkcija 22n( varijacije n te klase od 2 elementa sa
ponavljanjem)
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Kako Bulove funkcije imaju konacan domen, mogude ih je zadati preko tablica.
Jedan opsti oblik tablice je slededi

P, P, P, F (PP, P,)
0 0 0 F(0,0....0)
0 0 1 F(0,0,...,1)
1 1 . 1 F(LL...])

e Bulove funkcije sa jednom i dve promenljive date su tablicom.

P.| P,|F1|F2|F3|F4|F5|F6|F7|F8|F9 |FI0|F11|F12|F13|F14|F15| F16

ol|lo|r |k
o|lr|o|r
[ N SN =
o|lr ||
ROk |~
o|o|r|r
RO~
o|r|lo|r
~|o|lo|r
o|lo|o|r
[E PN Y e
o|lr|r|o
A =1
o|lo|r|o
~|r|lo|o
o|lr|o|o
R |OlO|O
o|lOo|O|O

Iz tablice se moze videti da su F8, F5, F7 i F10 redom disjunkcija, konjunkcija,
implikacija i ekvivalencija.
Sve Bulove funkcije mogu se predstaviti iskaznim formulama.

10.2.2. DISJUNKTIVNA I KONJUKTIVNA FORMA

Algebarske Bulove funkcije se mogu predstaviti u dva oblika.

e Disjunktivna forma (DF) F ( () o J pn) =P, +P,+...+P,.

I
Disjunktivna forma predstavlja logicku sumu logic¢kih proizvoda . Funkcija se

moze predstaviti kao suma disjunkcija koje odgovaraju vrstama u tablici u kojima
funkcija ima vrednost 1.
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Primer:

F=FF+ IEle"'FlIEz‘*' 'Ellfz

e Konjuktivna forma (KF) F (P, P,,....P,)=S:"S,-.-Sn

Konjuktivna forma predstavlja logicki proizvod logic¢kih suma. Funkcija se moZe
predstaviti kao konjunkcija suma koje odgovaraju vrstama u tablici u kojima
funkcija ima vrednost 0.

Primer:

F=(FR+F)(FR+F)(FR+F)(F+ E)

Primer:

Funkcija je zadata tabelom.
Napisati konjunktivnu i disjunktivhu formu zadate funkcije

Algebarski prikaz funkcije u obliku konjunktivne forme, na osnovu zadate
tabele, zapisujemo u vidu logickog proizvoda onoliko elementarnih suma
koliko u tabeli ima vrsta sa vrednoscu funkcije 0.

P, P, o F
1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

F =(r)1+f)2+ p3)(ﬁ1+ pz+f>3)(p1+l_32+ p3)

Algebarski prikaz funkcije u obliku disjunktivne forme, na osnovu zadate
tabele, zapisujemo u vidu logic¢kog zbira onoliko elementarnih proizvoda
koliko u tabeli ima vrsta sa vrednoséu funkcije 1.

F= PP, P; + p1ﬁ2ﬁ3+ﬁ1pzp3+ﬁ1ﬁzp3+ﬁ1pzﬁ3_
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10.3. PRIMENA U RACUNARSTVU I TEHNICI

10.3.1. BINARNI BROJNI SISTEM

Moderni racunari koriste binarni brojni sistem koji ima dve cifre 0 i 1. Binarni
sistem je izabran zato Sto digitalni sistemi koriste binarne signale, koji mogu da imaju
samo dva stanja. Ova stanja mogu biti otvoren-zatvoren, levo-desno, ukljucen-
iskljucen i sli¢no.

Binarni sistem baziran je na koriséenje matematicke logike, na iskazima koji
takode imaju samo dve mogucénosti, tacno (true) i netacno (false) . Umesto oznaka T
i L, u informatici se koriste oznake 1 i 0. Logicke operacije se predstavljaju
uobicajeno, konjunkcija (proizvod) AND, a disjunkcija (sabiranje) kao OR, imajudi u
vidu istinitosne tablice za date logicke operacije.

Jedna binarna cifra 0 ili 1 predstavlja minimalnu koli¢inu informacija, odnosno
najmanji podatak koji se moZe obraditi u racunaru i zove se bit (bit). Bit moze da
reprezentuje istinu i neistinu. Jedinica reprezentuje istinu, a nula neistinu. U vedini
racunara koristi se grupa od osam bita koja se naziva bajt (byte).

Primer :
Ako primenimo operatore AND i OR na brojeve 0110110110 1100011101
dobi¢emo:

0110110110 0110110110
1100011101 AND 1100011101 OR
0100010100 1110111111

Racunari moraju imati moguénosti da memoriSu i obraduju i ne numericke,
odnosno tekstualne podatke. To su ili nizovi ( string) ili znakovi ( chardcter data),
zatim slova, znakovi interpunkcije, matematicki znaci, specijalni znaci i slicno. Poda-
ci ovog tipa su memorisani u obliku niza bitova. Danas se koriste ASCIl i EBCDIS kod.
Na primer 1111001 predstavlja slovo b.

Dakle, binarni brojevi su osnova za funkcionisanje raCunara. Digitalna kola
kombinuju nule i jedinice, i generiSu nove nule i jedinice. MaSinske instrukcije su
takode prikazane kao nizovi nula i jedinica. Svi programi napisani u masinskom jeziku
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(asembleru) ili nekom visem jeziku, da bi mogli da rade moraju da budu prevedeni u
nizove nula i jedinica.

10.3.2. PREKIDACKE SEME I DIGITALNA LOGICKA KOLA

Klod Elvud Senon (Claude Elwood Shannon; 1916. — 2001.) bio je
americki naucnik i inZenjer. Medu najznacajnija otkrica ovog
naucnika spadaju teorija informacija i dizajn digitalnih racunara
i logickih kola. 1938. godine otkrio vezu izmedu logickih tablica
istinitosti i elektri¢nih kola. Senon je poznat kao utemeljivac
informacione teorije sa svojim naucnim radom objavijenim 1948.
godine. Takode se smatra utemeljivacem teorije digitalnog

racunara i teorije dizajna digitalnih kola, kada je kao 21-godisnji student MIT-q,
napisao tezu gdje dokazuje da je primjenom Bulove algebre na digitalna elektricna
kola, moguce resiti bilo koji logicki ili numericki problem.

Prekidacke Seme i digitalna logicka kola su tako projektovana da implementiraju
principe binarne aritmetike i matematicke logike.

e Prekidacke Seme su univerzalne Seme koje ne zavise od tehnologije. Mogu da
se realizuju na osnovu mehanickih prekidaca, elektri¢nih kola i slicno.

e Digitalna elektriéna logicka kola su specijalizovane Seme sastavljene od tacno
definisanih elektri¢nih komponenti.

e Koristedi operacije (+,.,”) Bulove algebre moze se opisati bilo koje kolo.

e Iskazne formule u kojima se pojavljuju samo operacije "% ¥

, odnosno (.,+,’),
imaju jednu zanimljivu interpretaciju koja se koristi u tehnici u projektovanju
digitalnih kola, a naziva se prekidacka algebra.

e Iskazna slova se tretiraju kao otvoreni prekidaci, a njihova negacija kao
zatvoreni prekidaci. Ako iskazno slovo ima vrednost p=1 smatra se da je
prekida¢ zatvoren, tj. da provodi signal, a za p=0 je otvoren, tj. da ne pro-

vodi signal.
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e Formula se tretira kao mreZa sa dva kraja sastavljena od prekidaca koji su
povezani paralelno ili serijski. Tautologijama odgovaraju mreie koje uvek
provode signal.

Primer:

Posmatrajmo prekidacko kolo-Semu koje sadrzi prekidac i sijalicu.
Vrednost 1 dodeljujemo prekidacima p i g kada su zatvoreni, tj ako

kroz njih protice struja. U suprotnom dodeljujemo im vrednost 0.

Kada su prekidaci redno vezani, sijalica ¢e svetleti i kolo ¢e imati vrednost 1
samo ako su oba prekidaca p i q zatvorena. Prema tome, ovo kolo

¢e odgovarati iskazu p i g, odnosno P A q i zove se AND —i kolo.

|
T

pPAQ

Digitalno logicko kolo
P — :
piq
=l
Primer :

Posmatrajmo prekidacko kolo u kome su prekidaci p i q vezani paralelno.
Kada su prekidaci paralelno vezani, sijalica ¢e svetleti ako je p=1ili q=1 i
kolo ¢e imati vrednost 1 ako je bar jedan prekidaca p i g zatvoren.
Prema tome, ovo kolo ¢e odgovarati iskazu p ili g, odnosno pv Qi

_C:

g

zove se OR- ili kolo.

pvq
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piliq

Kolo sa jednim prekidacem p, u kome sijalica svetli samo ako je
prekidac otvoren. Prema tome kolo ¢e imati vrednost 1 ako je
prekidaca p zatvoren, odnosno ako je p jednako 0. Takvo kolo se zove
ne kolo ili invertor.

—p

p% ne p

Elementi digitalnih logickih kola osim standardnih navedenih ( i kolo, ili kolo i ne
kolo ) su i sledeca kola:

e ni kolo, odgovara logickom izrazu —|( pA q) .
S
¢ nili kolo, odgovara logickom izrazu —|( pv q) .

I

q

e ekskluzivno ili

pﬂ

q
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10.3.3. UPROSCAVANJE PREKIDACKIH SEMA I LOGICKIH KOLA

Najvaznija primena Bulove algebre je da pojednostavi konstrukciju preki-
dackih i logickih kola.

Potrebno je da se podsetimo aksioma i teorema koje smo veé definisali, a
potrebne su nam za dalji rad.

Bulovi zakoni za operaciju i
a-a=a
a-0=0
a-l=a
a-a=0

Bulovi zakoni za operaciju ili

at+a=a
a+0=a
a+l=1

a+a=1

| teorema 2 =a

Za operacije i i ili
a+b=b+a

a-b=b-a
a(b-c)=a-b-c

a+(b+c)=a+b+c

Teoreme minimizacije
a-b+a-b=a
a+a-b=a
a+a-b=a+b

Teoremeinverzije
a-b=a+b

a+b=3a-b
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Primer:
Pojednostavitiizraz pP-P+q+0q-q+T

p-P+a+g-q+T =0+g+q-q+7 (a-a=0)
=q+qg-q+7 (a+0=a)

=q+q+T (a-a=a)
=q+T (a+a=a)
=q+r (a=a)

Polazno kolo se zamenjuje sa znatno jednostavnijim koje je zadato izrazom
q+r.

q r i
; _ qilir
q

Napomena: Minimizacija prekidackih funkcija je jedan od najvaZnijih prakticnih
zadataka. U prethodnom poglavlju iznesene su neke opste ideje teorijskog tipa
bazirane na Bulovoj algebri. Inace metode minimizacije su raznovrsne. Najcesca je
podela na graficke i algoritamske. Jedan od cesto koriséenih nacina u inZenjerskoj
praksi su Karnoove mape.

g PITANJA ZA PONAVLJANJE

Sta je Bulova algebra?

Sta je binarna Bulova algebra?

Navesti osnovne aksiome.

Navesti i dokazati osnovne teoreme Bulove algebre
Sta su DF i KF?

Kako izgledaju prekidacka, a kako logicka kola?

oukswWNE
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ﬂ KLJUCNE RECI

Bulova algebra
Bulova funkcija

Bit

Bajt

Kolo

Prekidacka kola
Elektri¢cna kola
Invertor
Disjunktivna forma
Konjunktivna forma
Prekidadi

@ 10.4. ZADACI

1. Dokazati sledeée zakone:

Zakon idempotencije a) a+a=a, b)a-a=a
Resenje:
a)
a+a=(a+a)-1 neutralni element
=(a+a)-(a+a) inverzni element
=a+(a-a) distribucija
=a+0 inverzni element
=a neutralni element
b)
a-a=a-a+0 neutralni element
—a-a+a-a inverzni element
=a(a+a) distribucija
=a-l inverzni element
=a neutralni element

Zakonnule a-0=0
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Resenje:
a-0=a-0+0 neutralni e ement
=a-0+a-a inverani element
=a-(0+a) distribucija

=a-a neutralni element
=a inverzni element
Zakon absorbcije a)a+a-b=a b) a-(a+ b)=a
Resenje:
a)
a+a-b=
=a-l+a-b neutralni element
=a-(1+b)  distribucija
=a-l zakon nule
=a neutralni element
b)
a-(a+b)=
=(a+0)-(a+b) neutralni element
=a+(0-b) distribucija
=a+0 zakon nule
=a neutralni element
Zakon involutivnosti a=a
Resenje:

Aksioma o inverznom elementu kaze
a+a=a+a=1
a-a=a-a=0

Ako uvedemo X=a  onda je
X+a=a+x=1
x-a=a-x=0

paje a=X ,odnosno a=a .

Zakon komplementa za neutralne elemente a) 0 =1 b) 1=0
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Resenje:

0=(a-a) inverzni element
=a+a De Morganovo pravilo
=a+a zakon involutivnosti
=1 inverzni element
1=(a+a) inverzni element
=a-a De Morganovo pravilo
=a-a zakon invol utivnosti
=0 inverzni element
Zakon saZimanja a)a-b+a-b=a b) (a+b)-(a+5)=a
Resenje:
a)
a-b+a-b=
=a-(b+b) distribucija
=a-l inverzni element
=a neutralni e ement
b)
(a+h)-(a+b)=
=a+(b-b) distribucija
=a+0 inverzni element
=a neutralni e ement
2. Dokazati

a)a+b+a-b=1 b)(a+b)a-b=0
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3. Primenom Bulove algebre izracunati vrednost izraza 1-0+(O+1)'

Resenje:
1.0+(0+1)=0+1
=0+0
=0

4. Kako izgleda disjunktivna i konjunktivna forma Bulove funkcije koja je zadata
tablicom?

ST r f
1] 1 1] o
1] 1 0 1
1| o 1] o
1] o 0| o
ol 1 1 1
ol 1 0| o
o] o 1 1
o] o 0 1

Resenje:
f= ( pqr)+(ﬁqr)+(mr)+(ﬁ(1_r) disjunktivna forma -DF
f= (ﬁJF G+T)(I3+Q+T)(E+Q+ r)( p+q+ r) konjunktivna forma -KF

5. Odrediti istinitosnu tablicu funkcija:

a) fi=pa+pr+ar by f=P+adr

Resenje:
Y q r f, f,
1 1 1 1 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 0 1 1
0 1 1 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 0
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6. Formuli p-g+ P-r odrediti

a) prekidacku Semu,
b) digitalno logicko kolo.

Resenje:

a)
b9
Pr

b)
P
q
r

7. Formuli (p+q)-T odrediti

a) prekidacku semu,
b) digitalno logicko kolo.

Resenje:
a)

L

| T

b)

/9
; ) )
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8. Nacrtati prekidacke Seme i digitalna logicka kola koja odgovaraju iskaznim
formulama:

a) (p-q)-(r-s),

b) (P-gq+r)-s,

o p(g+r),

d p-q+p-r,

e) p-q+(p+r)+7.

5. Napisati formule i nacrtati digitalna logicka kola koja odgovaraju slede¢im
prekidackim Semama

a)
q r
pr
P q
b)
P q
o] r
1
a1/
r
c)
THF
q o r
p q r
Resenje:

a) p-(q-r+p-q)
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6. Napisati formule i nacrtati prekida¢ku Semu koja odgovaraju sledec¢im
digitalnim elektriénim kolima:

a)
b)
, ﬁ:i)

p |
’ ﬁ@ v

r r4‘>_r
Resenje:
a) p-gq+r,

p’ q
r
b) P-q+p-T.

7. Za zadatu tablicu odredite Bulovu funkciju. Zatim nacrtajte prekidacko kolo
dobijenog izraza.

p q r f
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
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Resenje:
Disjunktivna forma glasi:
(p-a-T)+(p-g-r)+(p-q-r)+(P-g-r)+(p-q-7)

Konjunktivna forma glasi:

(P+T+T)-(P+a+r)-(p+7d+r)

Pa  p
P97
L
g
g v

o [

DARr2mva

8. Nacrtati logicko digitalno i prekidacko kolo za formulu p-q+Pp-r.

Resenje:
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pﬂ%}

9. Pojednostaviti formulu i nacrtati logi¢ko kolo.
a p(q+r)+(pg+ pr)t
b) pp+q+qq+T

Resenje:
a)

p(q+r)+(pg+ pr)t=pg+ pr+ pat+ prt =
pa+ pr=p(q+r)

$E

PP+q+qq+T =0+q+qq+T =
q+qq+7 =q+q+r=q+r

r
] qilir
q

10. Pojednostaviti formulu

a) p-q-T+p-q+(p+q+r)+p-q-r+q-r+p-q-r
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b) pOs+ pas+qgrs+ prs
C) pg+ ps+ pg+ prs

Resenje:

p-q-T+p-q+(P+q+r)++p-g-r+q-r+p-q-r=  (a+b=a-b)

=p-q-FT+p-q+p-GF+p-G-r+q-r+p-q-r (a-b+a-b=a)
1 1 2 2

=p-T+p-q+p-r+q-r (a-b+a-c+b-c=a-b+a-c)

= p.T+ p-q+ ﬁ.r

b)

pas+ pas+qrs+ prs=
Ps(G+q)+ars+ prs= ps+qrs+ prs=
(P+pr)s+ars=(p+r)s+ars=
ps+rs+qrs=ps+(1+q)rs=
ps+rs=(p+r)s

C) p+s

11. Dato jelogicko kolo

D

a) Napisatiizraz funkcije koju ovo kolo predstavlja
b) Napisati tablicu funkcije
c)  Odrediti disjunktivnu i konjunktivnu formu funkcije

Resenje:
a) f=(p+q)-F
b) Iz formule moZemo da zaklju¢imo da je samo u sledec¢im slucajevima vrednost

funkcije1, f (ZLl,O)= f (ZL0,0): f (0,1,0):1
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p q r f
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0

C)

f=p-qT+p-qr+p-qgr

f= p.q.r__|_ p.q.r_+r).q.r_

12. Dato je logicko kolo

‘5%}

VIV

a) Napisati algebarski izraz funkcije koje kolo predstavlja

b) Napraviti tablicu ove funkcije

¢) Na osnovu tablice napisati konjunktivhu formu funkcije

d) Primenom Bulove algebre minimizirati izraz i nacrtati jednostavnije kolo

ReSenje:

f =par + par
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O|O|0|0O|r|Fkr|Fk|F

OO |FRIO|IO(FR|Fk| o
O|R| O IO|IrR|IO|r|=
O|O|R || O|0O|0|O| —

Konjunktivnaforma

+1)-(P+0+F)-(P+q+r)-(p+q+T)+(p+q+r)
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